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�ÅÍÅ�ÀÖÈß �À�ÌÎÍÈÊ ÈÍÒÅÍÑÈÂÍÎ�ÎËÀÇÅ�ÍÎ�Î ÈÇËÓ×ÅÍÈß Â Ï�ÎÇ�À×ÍÎÉÁÅÑÑÒÎËÊÍÎÂÈÒÅËÜÍÎÉ ÏËÀÇÌÅÀ. È. Æìîãèíîâ *, �. Ì. ÔðàéìàíÈíñòèòóò ïðèêëàäíîé �èçèêè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê603600, Íèæíèé Íîâãîðîä, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 22 íîÿáðÿ 2004 ã.Ïðîàíàëèçèðîâàí ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ ðåëÿòèâèñòñêè ñèëüíîé îäíîðîäíîé íåëèíåéíîé ýëåêòðîìàãíèò-íîé âîëíû â ïðîçðà÷íîé áåññòîëêíîâèòåëüíîé ïëàçìå. Ïîêàçàíî, ÷òî âèõðåâàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ âîëíûñîäåðæèò òîëüêî íå÷åòíûå ãàðìîíèêè, à ïîòåíöèàëüíàÿ � òîëüêî ÷åòíûå, ïðè÷åì, â ïðîçðà÷íîé ïëàçìåâîëíà îñòàåòñÿ êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîé, ïîñêîëüêó èíòåíñèâíîñòè ãàðìîíèê ñïàäàþò ýêñïîíåíöèàëüíî ñðîñòîì èõ íîìåðà. Âûâåäåíî óðàâíåíèå äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíîâûõ ïàêåòîâ, ó÷èòûâàþùååäè�ðàêöèîííûå ý��åêòû. Ïðîâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè.PACS: 52.38.Ph 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ ñ ðàçâèòèåì �åìòîñå�êóíäíûõ ëàçåðîâ ñòàëî âîçìîæíûì ïîëó÷åíèåëàçåðíûõ èìïóëüñîâ ñ èíòåíñèâíîñòüþ, äîñòèãàþ�ùåé 1019�1021 Âò/ñì2, è äëèòåëüíîñòüþ ìåíüøåïèêîñåêóíäû. Â ïîëÿõ òàêèõ èìïóëüñîâ â ïðîçðà÷�íîé ïëàçìå ñêîðîñòü êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿýëåêòðîíîâ ïðèáëèæàåòñÿ ê ñêîðîñòè ñâåòà è êàêäâèæåíèå îäèíî÷íîé ÷àñòèöû, òàê è êîëëåêòèâíûåäâèæåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûìè,÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, äåëàåò íåëèíåéíûì è ïðîöåññðàñïðîñòðàíåíèÿ ëàçåðíîãî èìïóëüñà â ïëàçìå.Íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå âûñîêîèíòåíñèâíîãîëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ ñ ïëàçìîé ñòàëî òåìîé ìíîãèõýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò ïîñëåäíå�ãî äåñÿòèëåòèÿ. Ê íèì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, îáçîð[1℄, ñòàòüè [2�7℄. Îäíîé èç òåì, ðàññìàòðèâàåìûõ âýòèõ ðàáîòàõ, ÿâëÿåòñÿ âîçáóæäåíèå ïëàçìåííûõ êî�ëåáàíèé ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ïëàçìó âûñîêîèí�òåíñèâíîãî ëàçåðíîãî èìïóëüñà. Â ðàáîòå [7℄, íàïðè�ìåð, ïîêàçàíî, ÷òî ëèøü êîðîòêèå èìïóëüñû (ïðî�ñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá èìïóëüñà äîëæåí áûòü ìíî�ãî ìåíüøå äëèíû ïëàçìåííîé âîëíû) ìîãóò ïðè ïðà�âèëüíîé �àçèðîâêå ý��åêòèâíî âîçáóæäàòü ïëàç�ìåííûå êîëåáàíèÿ.*E-mail: azhmogin�prin
eton.edu

Îäíàêî íàèáîëåå èíòåðåñíûì è áîãàòûì âîçìîæ�íûì ïðèëîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ àíàëèç èçëó÷åíèÿ íàãàðìîíèêàõ â ïîëå òàêîãî âûñîêîèíòåíñèâíîãî ëà�çåðíîãî èìïóëüñà. Íåîæèäàííî âûñîêàÿ ý��åêòèâ�íîñòü ïðîöåññà èçëó÷åíèÿ ãàðìîíèê, îáíàðóæåííàÿâ ýêñïåðèìåíòå [1℄, äàåò îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òîíà áàçå ýòîãî ÿâëåíèÿ âîçìîæíî ñîçäàíèå èñòî÷íè�êîâ èçëó÷åíèÿ óëüòðà�èîëåòîâîãî è ðåíòãåíîâñêî�ãî äèàïàçîíîâ äëèí âîëí. Òàê, â ðàáîòå [2℄ òåîðåòè�÷åñêè àíàëèçèðóåòñÿ íåêîãåðåíòíîå èçëó÷åíèå ãàð�ìîíèê â îáðàòíîì ê ðàñïðîñòðàíåíèþ èìïóëüñà íà�ïðàâëåíèè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, â ÷àñòíîñòè,ñâèäåòåëüñòâóþò î âûñîêîé ý��åêòèâíîñòè ïðîöåñ�ñà ãåíåðàöèè ãàðìîíèê. Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì, àâòî�ðû ïðåäëàãàþò êîíñòðóêöèþ ëàçåðíîãî ñèíõðîòðîí�íîãî èñòî÷íèêà ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ, êîòîðûéîòëè÷àåòñÿ îò èçâåñòíûõ àíàëîãîâ ðÿäîì ñóùåñòâåí�íûõ ïðåèìóùåñòâ.Èçëó÷åíèå ãàðìîíèê â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðà�íåíèÿ ëàçåðíîãî èìïóëüñà ðàññìîòðåíî, â ÷àñòíî�ñòè, â ðÿäå ñòàòåé [3�7℄. Çäåñü èññëåäóåòñÿ êàê ý���åêòèâíîñòü ãåíåðàöèè ãàðìîíèê â çàâèñèìîñòè îòäëèòåëüíîñòè èìïóëüñà, òàê è ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâîòêëèêà ïëàçìû, åãî çàâèñèìîñòü îò ïðîäîëüíîé êî�îðäèíàòû. Îäíàêî â ðàáîòå [5℄, íàïðèìåð, äëÿ íà-õîæäåíèÿ ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ ïëàçìû ðàññìàòðèâà�åòñÿ äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ ëèøü â ïîëå ïàäàþùåé1017



À. È. Æìîãèíîâ, �. Ì. Ôðàéìàí ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 5, 2005ñòðîãî ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû áåç ó÷åòà ïîëÿ èç�ëó÷åíèÿ ñàìîé ïëàçìû. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïî�ëó÷èòü âåðíûé ðåçóëüòàò ëèøü äëÿ ãàðìîíèê íåñòàðøå òðåòüåé.Äàííàÿ ðàáîòà òàêæå ïîñâÿùåíà àíàëèçó ñïåê�òðàëüíîãî ñîñòàâà âûñîêîèíòåíñèâíîãî ýëåêòðîìàã�íèòíîãî âîçìóùåíèÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ â ïëàç�ìå. Çäåñü ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá îäíîðîäíîé áåãó�ùåé íåëèíåéíîé ñîáñòâåííîé âîëíå ïðîçðà÷íîé ïëàç�ìû (ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü ne ìíîãî ìåíüøå êðèòè�÷åñêîé ïëîòíîñòè n
r). Â ðàìêàõ èññëåäîâàíèÿ îä�íîðîäíîé âîëíû ìû íàõîäèì äèñïåðñèîííîå ñîîòíî�øåíèå äëÿ íåå è âû÷èñëÿåì ïðèáëèæåííûå çíà÷å�íèÿ àìïëèòóä åå ãàðìîíèê. Çíàíèå äèñïåðñèîííîãîñîîòíîøåíèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò àíàëèçèðî�âàòü è äèíàìèêó ïëàâíî-íåîäíîðîäíûõ âîëíîâûõ ïà�êåòîâ ïóòåì ïîëó÷åíèÿ èç íåãî óêîðî÷åííûõ óðàâíå�íèé äëÿ îãèáàþùåé èìïóëüñà.Èäåÿ ðàññìîòðåíèÿ äàííîé çàäà÷è ñâÿçàíà ñîñðàâíèòåëüíî íåäàâíî îïóáëèêîâàííûì ýêñïåðèìåí�òàëüíûì îáçîðîì [1℄, ïîñâÿùåííûì èññëåäîâàíèþèçëó÷åíèÿ âïåðåä âûñøèõ ãàðìîíèê â ïðîçðà÷íîéïëàçìå ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè â íåé ðåëÿòèâèñòñêèñèëüíîãî ëàçåðíîãî èìïóëüñà. Îêàçàëîñü, â ÷àñòíî�ñòè, ÷òî âûñøèå ãàðìîíèêè, èìåþùèå ÷àñòîòó, â çíà�÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàç ïðåâîñõîäÿùóþ ÷àñòîòó ïàäàþ�ùåé âîëíû, äîâîëüíî ÿðêî ïðåäñòàâëåíû â èíäóöè�ðîâàííîì èçëó÷åíèè âïåðåä. Êðîìå òîãî, òàì ïðè�ñóòñòâóþò è ÷åòíûå ãàðìîíèêè, ñòàíîâÿùèåñÿ îäíî�ãî ïîðÿäêà ñ íå÷åòíûìè ïðè öèðêóëÿðíîé ïîëÿðè�çàöèè èñõîäíîé âîëíû. Ïåðâîå æå ïðîñòîå ¾îáúÿñ�íåíèå¿ àâòîðàìè ðàáîòû íàáëþäàåìûõ ðåçóëüòàòîâñâÿçàíî ñî ñëîæíîé òðàåêòîðèåé ýëåêòðîíîâ â ïîëåðåëÿòèâèñòñêîé âîëíû. Êàê èçâåñòíî, â ïîëå âûñî�êîèíòåíñèâíîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû ýëåêòðîíîïèñûâàåò ñëîæíóþ òðàåêòîðèþ �îðìû ¾8¿, õàðàê�òåðèçóþùóþñÿ áîãàòûì ñïåêòðîì, êîòîðûé, êàçà�ëîñü áû, è äîëæåí ïîðîæäàòü ñïåêòðàëüíî áîãà�òîå ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå. Îäíàêî ïðè ðàñ�ñìîòðåíèè àíñàìáëÿ ýëåêòðîíîâ îêàçûâàåòñÿ, ÷òîèõ êîëëåêòèâíîå èçëó÷åíèå â ïîëå ðåëÿòèâèñòñêîéâîëíû íå èìååò òàêîãî áîãàòîãî ñïåêòðà. Îêàçûâàåò�ñÿ, ÷òî èñêîìàÿ íåëèíåéíàÿ âîëíà ïðåäñòàâëÿåò ñî�áîé âûñîêîèíòåíñèâíóþ ìîíîõðîìàòè÷åñêóþ âîëíóè ìíîæåñòâî ñëàáûõ ñîïðîâîæäàþùèõ åå ïîïåðå÷�íî-ïîëÿðèçîâàííûõ ãàðìîíèê, à òàêæå ïðîäîëüíûõýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé. Ñïåêòð òàêîé âîëíû÷ðåçâû÷àéíî áåäåí, ïîñêîëüêó êàæäàÿ ãàðìîíèêàîêàçûâàåòñÿ ñëàáåå ãàðìîíèêè ñ ìåíüøèì íà äâîé�êó íîìåðîì â ÷èñëî ðàç, ïî ïîðÿäêó ðàâíîå ne=n
rit.Ïðè÷èíó òàêîé êâàçèìîíîõðîìàòè÷íîñòè ïëàç�ìåííîé âîëíû ëåãêî îáúÿñíèòü. Ñëîæíàÿ òðàåêòî�

ðèÿ ýëåêòðîíà �îðìû ¾8¿ â ïîëå âûñîêîèíòåíñèâ�íîé êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû õàðàêòåðèçóåò�ñÿ íàëè÷èåì ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ çàðÿæåííûõ÷àñòèö. Òàêîå äâèæåíèå ïðè ó÷åòå ðåëÿòèâèçìà ïðè�âîäèò è ê ñóùåñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòè êîíöåíòðà�öèè ýëåêòðîíîâ. Â ðåçóëüòàòå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî õî�òÿ ïîïåðå÷íàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ â ðå�ëÿòèâèñòñêè ñèëüíûõ ïîëÿõ èìååò ìíîãî ãàðìîíèê,ïîïåðå÷íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òîêà,ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ïðîèçâåäåíèþ êîíöåíòðàöèè íàïîïåðå÷íóþ ñêîðîñòü ýëåêòðîíà, ñîäåðæèò, �àêòè�÷åñêè, òîëüêî îäíó ãàðìîíèêó [9℄. Èìåííî âñëåä�ñòâèå ýòîãî îäíîðîäíàÿ íåëèíåéíàÿ âîëíà â ïëàç�ìå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîíîõðîìàòè÷åñêóþ âîëíó,ñîïðîâîæäàåìóþ ãàðìîíèêàìè, êàæäàÿ ñëåäóþùàÿèç êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî ñëàáåå ïðåäûäóùåé. Ïðèýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëÿðèçàöèè ãàðìîíèêñîâïàäàþò ñ ïîëÿðèçàöèåé ïåðâîé ãàðìîíèêè.Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ìû âîñïîëüçó�åìñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèì îïèñàíèåì õîëîäíîé ïëàç�ìû, çàïèñàâ äëÿ ïîëÿ â íåé âàêóóìíûå óðàâíåíèÿÌàêñâåëëà. Ñâÿçü æå ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òîêà è ïðî�ñòðàíñòâåííîé ïëîòíîñòè çàðÿäà ñ ïîòåíöèàëàìèýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íàõîäèòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿçàäà÷è î äâèæåíèè îäíîãî ýëåêòðîíà â ïîëå âîë�íû. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ñàìîñîãëàñîâàííóþñèñòåìó óðàâíåíèé, ñîäåðæàùóþ âåêòîðíûé è ñêà�ëÿðíûé ïîòåíöèàëû ïîëÿ. Ýòà ñèñòåìà, êàê îêàçû�âàåòñÿ, îïèñûâàåòñÿ �óíêöèåé Ëàãðàíæà, êîòîðàÿ âíîâûõ ïåðåìåííûõ çàâèñèò ëèøü îò îäíîãî ìàëîãîïàðàìåòðà. Ôàêò îïèñàíèÿ òàêîé çàäà÷è ëàãðàíæè�àíîì óæå îáñóæäàëñÿ â ðàáîòå [10℄, îäíàêî òàì, âîòëè÷èå îò äàííîé ðàáîòû, îí ïîëó÷àëñÿ äëÿ êîìïî�íåíò èìïóëüñà ýëåêòðîíà, à íå ïîòåíöèàëîâ ýëåêòðî�ìàãíèòíîãî ïîëÿ íåëèíåéíîé âîëíû. Êðîìå òîãî, âðàáîòå [10℄ àíàëèç çàäà÷è îñòàíàâëèâàëñÿ íà ïîëó÷å�íèè ëàãðàíæèàíà, íå çàòðàãèâàÿ, êàê â äàííîé ñòà�òüå, âîïðîñà îïðåäåëåíèÿ èçëó÷åíèÿ íà ãàðìîíèêàõ.Ïîñëå àíàëèçà ñïåêòðàëüíîãî ñîñòàâà íåëèíåéíîéâîëíû ìû ðàññìîòðèì âîïðîñ î êîãåðåíòíîñòè èç�ëó÷åíèÿ ïëàçìû, ïîñëå ÷åãî èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìûíàéäåì äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ íåëèíåéíîéâîëíû è äàëåå óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùååðàñïðîñòðàíåíèå îãèáàþùåé ïëàâíî-íåîäíîðîäíîãîâîëíîâîãî ïàêåòà.2. ÌÀÒÅ�ÈÀËÜÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈßÂûÿñíèì ñâÿçü ïîòåíöèàëîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãîïîëÿ â ïëàçìå ñ òîêîì ðåçóëüòèðóþùåãî äâèæåíèÿçàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì çàäà�÷ó î äâèæåíèè ðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåêòðîíà â ïîëå1018



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 5, 2005 �åíåðàöèÿ ãàðìîíèê èíòåíñèâíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ : : :ñóïåðïîçèöèè ïëîñêèõ îäíîðîäíûõ ìîíîõðîìàòè÷å�ñêèõ ïîïåðå÷íûõ âîëí ñ ÷àñòîòàìèm! (m = 1; 2; : : : )è âîëíîâûìè âåêòîðàìèmk = z0!nm=
(n = !=
k � íåèçâåñòíûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿñðåäû, áëèçêèé ê 1; òàêèì îáðàçîì, � = 1 � n �ìàëûé ïàðàìåòð çàäà÷è) è ïðîäîëüíûõ ýëåêòðîìàã�íèòíûõ âîçìóùåíèé íà òåõ æå ÷àñòîòàõ è ñ òåìè æåâîëíîâûìè âåêòîðàìè. Äåëàÿ ïåðåõîä â ëàãðàíæè�àíå òàêîé çàäà÷è ê íîâîìó ¾âðåìåíè¿ � = !t � kz,â êà÷åñòâå êîòîðîãî âûáèðàåòñÿ �àçà ïåðâîé ãàðìî�íèêè, íåñëîæíî ïîëó÷èòü ãàìèëüòîíèàí çàäà÷è (âñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ãàìèëüòî�íèàí áûë âû÷èñëåí â ðàáîòå [9℄):H(�;w; u) == �r(u� nf)2 + (1� n2)�1 + (a+w)2�1� n2 � 
f! ++ 
n (u� nf)!(1� n2) = � 
! (
 + f) : (1)Çäåñü u = �pz=m
+ n
(�) + nf(�);w = �p?=m
� a(�)� íîâûå èìïóëüñû çàäà÷è,a(�) = eA=m
2 = 1Xl=�1 aleil�;f(�) = e'=m
2 = 1Xl=�1 fleil�� íîðìèðîâàííûå âåêòîðíûé è ñêàëÿðíûé ïîòåí�öèàëû ïîëÿ, 
 � ãàììà-�àêòîð ýëåêòðîíà. Òåïåðü,çíàÿ ãàìèëüòîíèàí, ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿäëÿ ñêîðîñòè (ïî íîâîìó âðåìåíè) ýëåêòðîíà, ò. å.îïðåäåëèòü òåì ñàìûì òðàåêòîðèþ åãî äâèæåíèÿ.Ïîñêîëüêó ãàìèëüòîíèàí íå çàâèñèò ÿâíî îò êî�îðäèíàò, èìïóëüñû u è w â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ýëåê�òðîíà íå èçìåíÿþòñÿ. Èñõîäÿ èç îïèñàííûõ âûøåñâîéñòâ ðåøåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ âîëíû, íåñëîæ�íî ïîëó÷èòü ñâÿçü ýòèõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ñ åãîäðåé�îâûìè èìïóëüñàìè pdr:w = �
p?��=m
 = �pdr? =m
; (2)u� nf0 � �pdrzm
 +r1 + (pdr)2m2
2 + 
a2�� +O(�): (3)

Â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ãäå ýëåêòðîí â ñðåäíåì ïîêî�èòñÿ, ýòè âûðàæåíèÿ óïðîùàþòñÿ äî (çäåñü è â äàëü�íåéøåì ïîëàãàåì f0 = 0):w = 0; (4)u = E �q1 + 
a2�: (5)Ñîîòíîøåíèÿ (1)�(3) ïîçâîëÿþò, â ïðèíöèïå, íàé�òè òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ îòäåëüíîãî ýëåêòðîíà â ïî�ëå âîëíû. Ïåðåéäåì òåïåðü ê âû÷èñëåíèþ òîêà âïëàçìå. Äëÿ ïîèñêà ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëå�íèÿ òîêà ïðîèíòåãðèðóåì âûðàæåíèå äëÿ òîêà îä�íîãî ýëåêòðîíà, èìåþùåãî äðåé�îâûé èìïóëüñ p(jpj � m
) ïî êîîðäèíàòå äðåé�îâîãî öåíòðà åãîòðàåêòîðèè r0 â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (ïðèìå�íåíèå òàêîãî ïîäõîäà òðåáóåò âîçìîæíîñòè îñóùå�ñòâëåíèÿ ïåðåõîäà îò ñóììû ïî ÷àñòèöàì ê èíòåãðà�ëó ïî äðåé�îâûì öåíòðàì, ÷òî âîçìîæíî ïðè óñëî�âèè êîãåðåíòíîñòè èíäóöèðîâàííîãî èçëó÷åíèÿ). Áó�äåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâèæåíèå ýëåêòðîíà îïèñûâàåòñÿâûðàæåíèåì r(t) = r0 + Ær(r0; t);ãäå îòêëîíåíèå Ær(r0; t) âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî�áû Ær(r0; 0) = 0, ò. å. r0 � ïîëîæåíèå ýëåêòðîíà âíà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòòðàåêòîðèþ ÷àñòèöû â äàëüíåéøèå ìîìåíòû âðåìå�íè. Òîãäà äëÿ ïîëíîãî òîêà â ïëàçìå áóäåì èìåòüîáùåå âûðàæåíèå:jp(r; t) = eneÆv(r00; t)�� ����D(x00 + Æx(r00; t); y00 + Æy; z00 + Æz)D(x00; y00; z00) �����1 ; (6)ãäå D(: : : )=D(: : : ) � ÿêîáèàí ïåðåõîäà, à r00 � íà�÷àëüíîå ïîëîæåíèå ýëåêòðîíà, íàõîäÿùåãîñÿ â äàí�íûé ìîìåíò â òî÷êå r, êîòîðîå ìîæåò áûòü îïðåäå�ëåíî èç ðàâåíñòâàr00 + Ær(r00; t) = r:Â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè eÆv(r00; t) èãðàåò ðîëü òî�êà, ñîçäàâàåìîãî îäíèì ýëåêòðîíîì, à îñòàâøàÿñÿ÷àñòü nej : : : j�1 èìååò ñìûñë êîíöåíòðàöèè ýëåêòðî�íîâ â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî â äàííîé çàäà÷å âîâñåõ âûðàæåíèÿõ ïðèñóòñòâóåò ëèøü çàâèñèìîñòüîò z0, è âûðàçèâ ñêîðîñòü ýëåêòðîíà è ÷àñòíóþ ïðî�èçâîäíóþ îòêëîíåíèÿ ÷àñòèöû îò íà÷àëüíîãî ïîëî�æåíèÿ ÷åðåç dr=d�, ïîëó÷èìjp(r; t) = ene!drd� ; (7)1019



À. È. Æìîãèíîâ, �. Ì. Ôðàéìàí ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 5, 2005îòêóäà äëÿ îòäåëüíûõ êîìïîíåíò èìååìjp?(r; t) == � ene
(w+a)r(u� nf)2 + (1� n2)�1 + (w+ a)2� ; (8)jpz(r; t) = ene
1� n2 ��0BB�n� u�nfr(u�nf)2+(1�n2)�1+(w+a)2�1CCA : (9)�àññìîòðèì òåïåðü, êàê èçìåíÿòñÿ ýòè âûðàæå�íèÿ, åñëè ó÷åñòü òåïëîâîå äâèæåíèå, ïîëàãàÿ ÷òîîíî ñóùåñòâåííî íåðåëÿòèâèñòñêîå, ò. å. ÷òî òåïëî�âàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ åãî îñ�öèëëÿòîðíîé ýíåðãèåé â ïîëå âîëíû. Ïóñòü èçâåñò�íà èçîòðîïíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâïî äðåé�îâûì ñêîðîñòÿì ïðè äàííîé òåìïåðàòóðåg0(p) = g(p). Íàéäåì ïîëíîå âûðàæåíèå äëÿ ïðî�ñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òîêîâ ñ òî÷íîñòüþ äî÷ëåíîâ ïîðÿäêà (pT =m
a)2 � 1 (pT � õàðàêòåðíûéòåïëîâîé ðàçáðîñ èìïóëüñîâ ýëåêòðîíîâ):j?(r; t) = Z jp?(r; t)g(p) d3p �� j0? � ene
�a3 ((E � nf)2 + (1� n2)(1 + a2))3=2 ; (10)jz(r; t) = Z jpz(r; t)g(p) d3p � j0z; (11)ãäå � = Z 4�p4g(p) dp=(m
)2 � kTe=m
2;j0 � òîê, ñîîòâåòñòâóþùèé íóëåâîé òåìïåðàòóðå(ìîæåò áûòü íàéäåí èç ñîîòíîøåíèé (8) è (9) ïîäñòà�íîâêîé p = 0). Èç �îðìóë äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðàj âèäíî, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ j? ñîäåðæèò èñêëþ÷è�òåëüíî íå÷åòíûå ãàðìîíèêè, à âûðàæåíèå äëÿ jz �ëèøü ÷åòíûå (åñëè áû �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñ�òèö ïî äðåé�îâûì ñêîðîñòÿì áûëà íåèçîòðîïíà, òîâ âûðàæåíèÿõ äëÿ òîêîâ ïðèñóòñòâîâàëè áû â îáùåìñëó÷àå âñå ãàðìîíèêè).Ñëåäóåò îñîáî îòìåòèòü, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå îìàëîñòè î÷åðåäíûõ ãàðìîíèê am+2 è 'm+2 îòíîñè�òåëüíî ïðåäûäóùèõ am è 'm ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âû�âîä î òîì, ÷òî â �îðìóëàõ äëÿ òîêîâ áóäåò íàáëþ�äàòüñÿ òà æå õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü ñïåêòðà, ò. å.ñëåäóþùèå ïî ïîðÿäêîâîìó íîìåðó ãàðìîíèêè áó�äóò ñëàáåå ïðåäûäóùèõ.

3. ÑÀÌÎÑÎ�ËÀÑÎÂÀÍÍÀß ÇÀÄÀ×À�àíåå ìû íàøëè âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ìàê-ðîñêîïè÷åñêîãî òîêà, ñîçäàâàåìîãî ëàçåðíûì ïó÷�êîì. �àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó îá èçëó÷åíèè òàêîéñèñòåìû òîêîâ è ïîëó÷èì âèä ñàìîñîãëàñîâàííîãîýëåêòðîìàãíèòíîãî âîçìóùåíèÿ, à òàêæå ñâÿçü ñêî�ðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè âîç�ìóùåíèé â ïëàçìå ñ èõ àìïëèòóäîé è êîíöåíòðàöèåéïëàçìû.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçðåæåííóþ ïëàçìó, â êî�òîðîé êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ ìíîãî ìåíüøå êðè�òè÷åñêîé, íî n1=3e � � 1, ò. å. ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿãèäðîäèíàìè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì. Çàïèøåì óðàâ�íåíèÿ Ìàêñâåëëà â ðàññìàòðèâàåìîé ñðåäå:divH = 0;divE = 4�(�e � �0);
 rotH = 4�j+ �E=�t;
 rotE = ��H=�t: (12)Äåëàÿ ïåðåõîä ê íîâîìó ¾âðåìåíè¿ çàäà÷è� = wt� kz è ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ïîëåé ïðîèçâîäíûåïîòåíöèàëîâ, ïîëó÷èì!kd2'd�2 = �4�jk;
�!2
2 � k2� d2Ad�2 = 4�j?: (13)Ïðèâîäÿ ïîòåíöèàëû ïîëåé A è ' ê áåçðàçìåðíîìóâèäó è ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ òîêà è ïëîòíîñòèçàðÿäà (8), (9) ñ ó÷åòîì (4) è (5), ïîëó÷èì�n d2fd�2 = �1+ n(E�nf)q(E�nf)2+(1�n2) (1+a2) ;�n2 d2ad�2 = � aq(E � nf)2 + (1� n2) (1 + a2) ; (14)ãäå � = m
2k2(1� n2)4�e2ne : (15)Íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ñòàðøèå ÷ëåíû â ðàçëîæå�íèè àìïëèòóä ãàðìîíèê ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó �.Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî �èãóðèðóþùèå â ëåâûõ÷àñòÿõ ýòèõ óðàâíåíèé ìíîæèòåëè �=n è �=n2 ìîæ�íî ïðèáëèæåííî çàìåíèòü íà �, ïîñêîëüêó n áëèç�êî ê åäèíèöå, à çíà÷èò, åãî ó÷åò êàê ìíîæèòåëÿ èç�ìåíèò ñïåêòðû èñêîìûõ �óíêöèé íà âåëè÷èíû âûñ�øåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî �. Çàìåòèì, êðîìå òîãî,÷òî â âûðàæåíèè E �nf ìîæíî ñäåëàòü ðÿä ïðèáëè�æåíèé. Òàê, ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü êîíñòàíòîé n, à1020



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 5, 2005 �åíåðàöèÿ ãàðìîíèê èíòåíñèâíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ : : :äëÿ E ó÷èòûâàòü çàâèñèìîñòü íå îò âñåõ èñêîìûõ àì�ïëèòóä ãàðìîíèê ïîòåíöèàëîâ, à (â ïðåäïîëîæåíèèêâàçèìîíîõðîìàòè÷íîñòè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé)îñòàâèòü ëèøü ïåðâóþ ãàðìîíèêó, ñ÷èòàÿE �q1 + 2a21:Ââåäåì ìàëûé ïàðàìåòð� = 2�=E2:Òîãäà ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó (14) ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãîâûøå ìîæíî îïèñàòü â íîâûõ ïåðåìåííûõf� = f=E � 1; a� = p�a� 1; � = �=pE�ñ ïîìîùüþ ëàãðàíæèàíà ñëåäóþùåãî âèäà:L = f 0�22 + a02�2 �p(1� f�)2 + � + a2� � f�: (16)Çàìåòèì, ÷òî òåïåðü çàäà÷à õàðàêòåðèçóåòñÿ âñåãîîäíèì ìàëûì ïàðàìåòðîì �, çíà÷åíèå êîòîðîãî èîïðåäåëÿåò ïîëíîñòüþ âèä íåëèíåéíîãî ðåøåíèÿ.Èç ëàãðàíæèàíà íåñëîæíî ïîëó÷èòü çàêîíû ñî�õðàíåíèÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà, ò. å. äâà èí�òåãðàëà çàäà÷è:E = f 0�22 + a0�22 ++p(1� f�)2 + � + a�2 + f� = 
onst; (17)Mu = a�xa0�y � a�ya0�x = 
onst: (18)Âîçìîæíîñòü îïèñàíèÿ ñàìîñîãëàñîâàííîé çàäà÷èîá îäíîðîäíûõ ïëàçìåííûõ âîëíàõ ñ ïîìîùüþ ëà�ãðàíæèàíà è íåñëîæíîå âûäåëåíèå äâóõ èíòåãðàëîâäâèæåíèÿ áûëè óæå îòìå÷åíû â ðàáîòå [10℄, îäíàêîòàì ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷àëñÿ äëÿ íîðìèðîâàííîãîèìïóëüñà ýëåêòðîíà. Êðîìå òîãî, àâòîðû ðàáîòû [10℄íå èíòåðåñîâàëèñü àìïëèòóäàìè âûñøèõ ãàðìîíèêîòêëèêà ïëàçìû, ïîñêîëüêó â ìîìåíò íàïèñàíèÿ ðà�áîòû ýòîò âîïðîñ åùå íå ïðåäñòàâëÿë òàêîãî èíòåðå�ñà. Â õîäå äàëüíåéøåãî àíàëèçà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äà�æå åñëè ìû èíòåðåñóåìñÿ àìïëèòóäàìè ãàðìîíèê ñòî÷íîñòüþ äî ñòàðøåãî ÷ëåíà ïî ìàëîìó ïàðàìåò�ðó �, â ïîëó÷åííîì ëàãðàíæèàíå ïðè ðàçëîæåíèèíåëüçÿ îòáðàñûâàòü ÷ëåíû âûñøåãî ïîðÿäêà ìàëî�ñòè ïî íåìó. Òàêèì îáðàçîì, ðàñêëàäûâàÿ â ëàãðàí�æèàíå (16) êîðåíü â ðÿä Òåéëîðà, ïîëó÷èì ýêâèâà�ëåíòíóþ ñèñòåìó äëÿ ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ:d2f�d�2 = � 1Xk=1 
k+1 (� + a2�)k(1� f�)2k ;d2a�d�2 = 1Xk=1 
k (� + a2�)(k�1)a�(1� f�)2k�1 ; (19)

ãäå 
k = (�1)k(2k � 3)!!(2k � 2)!! :Èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ñëåäóåò îäíî âàæíîå ñâîé�ñòâî èñêîìîãî ðåøåíèÿ: ïîëàãàÿ, ÷òî a� ÿâëÿåòñÿíå÷åòíîé �óíêöèåé, ò. å. ñîäåðæèò òîëüêî íå÷åòíûåãàðìîíèêè, ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî f� � ÷åòíàÿ �óíê�öèÿ, ò. å. ñîäåðæèò òîëüêî ÷åòíûå ãàðìîíèêè. Êðî�ìå òîãî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿíå ëèíåéíîé, à öèðêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè ñòàöèî�íàðíîé âîëíû ãàðìîíèêè íè âåêòîðíîãî, íè ñêàëÿð�íîãî ïîòåíöèàëîâ âîçáóæäàòüñÿ íå áóäóò, ïîñêîëü�êó äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ â ïîëå öèðêóëÿðíî ïîëÿ�ðèçîâàíîé âîëíû ñòðîãî ïîïåðå÷íî è îíî íå ìî�æåò ñîïðîâîæäàòüñÿ âîçíèêíîâåíèåì íåîäíîðîäíî�ñòè ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè.Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ âñå åùå äîñòà�òî÷íî ñëîæíîé äëÿ àíàëèçà, ïîýòîìó âîñïîëüçóåì�ñÿ åùå îäíèì óïðîùåíèåì. Ïîñëå çàïèñè óðàâíåíèéäëÿ ãàðìîíèê ïîòåíöèàëîâ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè íåó÷èòûâàòü ñëàãàåìîå � â ñóììå � + a2, òî ýòî èñêà�æàåò ðåçóëüòàòû äëÿ àìïëèòóä ãàðìîíèê ëèøü íàâåëè÷èíû âûñøèõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè ïî �. Ýòî ìîæ�íî ïîÿñíèòü, ðàñêðûâ ñêîáêè â âûðàæåíèè (�+a2�)k.Äåéñòâèòåëüíî,(� + a2�)k = �k(1+ a2)k = �k(a2k +C1ka2k�2+ : : :+1):Â ïðåäïîëîæåíèè î êâàçèìîíîõðîìàòè÷íîñòè ïîòåí�öèàëîâ (a2k+1 � �ka1, f2k � �ka1) çàìåòèì, ÷òî âïåðâîì ñëàãàåìîì ñóììû ãàðìîíèêà ñ íîìåðîì 2máóäåò èìåòü ïîðÿäîê �m, âî âòîðîì � �m+1 è ò. ä. Àýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî â âûïèñàííîé ñóììå ó÷åò ñëà�ãàåìûõ ïîìèìî a2k íå îáÿçàòåëåí. Òàêèì îáðàçîì,îêîí÷àòåëüíî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ïðèíèìàåòâèä d2f�d�2 = � 1Xk=1 
k+1 a2k�(1� f�)2k ;d2a�d�2 = 1Xk=1 
k a2k�2� a�(1� f�)2k�1 : (20)Îòìåòèì, ÷òî ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâó�åò ëàãðàíæèàíóL = f 0�22 + a0�22 �p(1� f�)2 + a2� � f�: (21)Òåïåðü, ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèÿ äëÿ îòäåëüíûõãàðìîíèê ïîòåíöèàëîâ, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî óïðîùåí�íàÿ ñèñòåìà (20) äåéñòâèòåëüíî èìååò êâàçèìîíîõðî�ìàòè÷åñêîå ðåøåíèå èñêîìîãî âèäà, ÷òî ñîãëàñóåòñÿñî ñäåëàííûì íàìè ðàíåå ïðåäïîëîæåíèåìa2m+1 � �m; f2m � �m: (22)1021



À. È. Æìîãèíîâ, �. Ì. Ôðàéìàí ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 5, 2005Ýòîò âàæíûé âûâîä ïîêàçûâàåò, ÷òî àìïëèòóäà ãàð�ìîíèê â ðàçðåæåííîé ïëàçìå ýêñïîíåíöèàëüíî óáû�âàåò ñ èõ íîìåðîì. È ïîòîìó âîçìîæíîñòü íàáëþ�äåíèÿ âûñøèõ ãàðìîíèê êîãåðåíòíîãî èçëó÷åíèÿ êà�æåòñÿ ñîìíèòåëüíîé.Ôîðìàëüíî äëÿ íàõîæäåíèÿ ñàìîñîãëàñîâàííî�ãî ïîëÿ íàì íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíå�íèé (20) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìèíà íåêîòîðîì çàðàíåå íåèçâåñòíîì ïåðèîäå ïåðåìåí�íîé �, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íàëè÷èÿíåâûðîæäåííîãî ðåøåíèÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïåðèîä èñ�êîìûõ âîçìóùåíèé ïî ïåðåìåííîé � ðàâåí 2�, ëåã�êî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ �, à çíà÷èò, îïðåäåëèòüè ñêîðîñòü âîëíû. Ñäåëàåì ýòî, ðàññìîòðåâ âòîðîåóðàâíåíèå ñèñòåìû (20) äëÿ ïåðâîé ãàðìîíèêè, ó÷è�òûâàÿ êâàçèìîíîõðîìàòè÷íîñòü âîëíû:� = !2p!2E3 ; (23)v = 
 (1 + �) � 
 1 + !2p2!2E! ; (24)ãäå E = p1 + 2a21. Òåïåðü, ïîî÷åðåäíî âûïèñûâàÿóðàâíåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ãàðìîíèê ñêàëÿðíîãî èâåêòîðíîãî ïîòåíöèàëîâ, íàéäåì èõ àìïëèòóäû:f2 � E �a218 ; a3 � �3�a3164 ; (25)f4 � �E 19�2a41210 ; a5 � 61�2a51213 ; (26)f2m � E�ma2m1 O(1); (27)a2m+1 � �ma2m+11 O(1): (28)Âûðàæåíèå äëÿ òðåòüåé ãàðìîíèêè ñîâïàäàåò ñ ïî�ëó÷åííûì â ðàáîòå [3℄, îäíàêî îòëè÷àåòñÿ îò íåâåð�íîãî, ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, ðåçóëüòàòà ðàáîòû [5℄.Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè íå òîëüêî �àçîâóþ ñêî�ðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåëèíåéíîé ïëîñêîé âîëíû âïëàçìå, íî è îïðåäåëèëè åå ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ïðîöåññå àíàëèçà íàìè áûë èñ�ïîëüçîâàí öåëûé ðÿä ïðèáëèæåíèé, ìû ïðîâåðèëèïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ýêñ�ïåðèìåíòà. Èñõîäíàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ äè��å�ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðåøàëàñü ÷èñëåííî, è ïî�ëó÷åííîå ñàìîñîãëàñîâàííîå ðåøåíèå ñðàâíèâàëîñüñ âûïèñàííûì âûøå. Îêàçàëîñü, ÷òî ñ ïðåäïîëàãàå�ìîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò.Ñëåäóåò îñîáî îòìåòèòü, ÷òî â ðàçðåæåííîé ïëàç�ìå ñâîéñòâà âîëíû îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ÷àñòîòîé,ïëîòíîñòüþ ïëàçìû è àìïëèòóäîé ïåðâîé ãàðìîíè�êè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âûðàæåíèå (24) ïðåäñòàâëÿ�åò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê ïðèáëèæåííîå äèñïåðñèîí�

íîå ñîîòíîøåíèå äëÿ íàéäåííûõ íàìè íåëèíåéíûõâîëí: k = !
 0�1� !2p2!2q1 + 
a2�1A : (29)Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííîå äèñïåðñèîííîåñîîòíîøåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê äëÿ îäíîðîä�íûõ âîëí â ïëàçìå, òàê è äëÿ íàõîæäåíèÿ óêîðî�÷åííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïëàâíî íåîäíîðîäíûõ íåëè�íåéíûõ âîëí â ñðåäå. Â òàêîé âîëíå íàñ èíòåðåñó�åò èçìåíåíèå ïåðâîé ãàðìîíèêè âîëíû, âñå âûñøèåãàðìîíèêè áóäóò ëîêàëüíî ñâÿçàíû ñ íåé óæå èç�âåñòíûì íàì îáðàçîì. Óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå äëÿîãèáàþùåé âîëíîâîãî ïàêåòà, ïîëó÷àþùååñÿ èç (29),âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
�a�z � �a�t + 
2�?a2! + !2pa2!p1 + aa�=2 = 0: (30)4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÒàêèì îáðàçîì, â õîäå ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷è îáîäíîðîäíîé áåãóùåé ðåëÿòèâèñòñêè ñèëüíîé íåëè�íåéíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíå â ïðîçðà÷íîé ïëàç�ìå áûëà ïîëó÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ñêàëÿð�íîãî è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëîâ ñàìîñîãëàñîâàííî�ãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ òàêîé âîëíû. Êàê îêàçà�ëîñü, ýòà ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ëàãðàíæèàíîì, óïðî�ùàÿ êîòîðûé óäàåòñÿ îñòàâèòü âñåãî îäèí ïàðàìåòðçàäà÷è. Â èòîãå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èñêîìàÿ íåëè�íåéíàÿ âîëíà êâàçèìîíîõðîìàòè÷íà, ò. å. íàèáîëååñèëüíî â íåé ïðåäñòàâëåíà ïåðâàÿ ãàðìîíèêà. Äëÿòàêîé âîëíû áûëî íàéäåíî äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøå�íèå, óñòàíîâëåí åå ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ. Îñíîâíîéõàðàêòåðèñòèêîé ïîëó÷åííîãî ñïåêòðà îêàçàëîñü òî,÷òî èíòåíñèâíîñòè ãàðìîíèê áûñòðî óáûâàþò ñ ðîñ�òîì èõ íîìåðà:a2m+1 � (ne=n
rit)m; f2m � (ne=n
rit)m:Â çàêëþ÷åíèå ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ îá óñëîâè�ÿõ ïðèìåíèìîñòè èñïîëüçóåìîãî ïîäõîäà. Ïðîàíàëè�çèðóåì óñëîâèÿ îñóùåñòâëåíèÿ ïåðåõîäà ïðè âû÷èñ�ëåíèè ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òîêà îò òî÷íîãî ñóììèðî�âàíèÿ äåëüòà-�óíêöèé ïî ÷àñòèöàì ê èíòåãðèðîâà�íèþ ïëîòíîñòè ÷àñòèö ïî �èçè÷åñêè áåñêîíå÷íî ìà�ëîìó îáúåìó. Òàêîé ïåðåõîä âîçìîæåí, åñëè çíà÷å�íèå ïîëÿ èçëó÷åíèÿ òîêà îòäåëüíûõ ýëåêòðîíîâ ââîëíîâîé çîíå ìàëî �ëóêòóèðóåò âîêðóã ñâîåãî ñðåä�íåãî çíà÷åíèÿ ïðè íåáîëüøîì èçìåíåíèè ïîëîæåíèÿ÷àñòèö, ò. å., åñëè èçëó÷åíèå êîãåðåíòíî.1022



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 5, 2005 �åíåðàöèÿ ãàðìîíèê èíòåíñèâíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ : : :Áóäåì èñõîäèòü èç âûðàæåíèÿ äëÿ �óðüå-êîìïî-íåíò âåêòîð-ïîòåíöèàëà ïîëÿ èçëó÷åíèÿ äâèæóùåãî�ñÿ çàðÿäà â âîëíîâîé çîíå [8℄ (â íàøåì ñëó÷àå â ñâÿçèñ òåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïåðèîäè÷�íà, A
 áóäåò èìåòü âèä ñóììû äåëüòà-�óíêöèé îòðàçíîñòè ÷àñòîò 
� n!, ãäå ! � ÷àñòîòà ïàäàþùåéâîëíû):A
 = eexp(ikR0)
R0 Z exp(i(
t� k � r)) dr; (31)ãäå r(t) � òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû (íà÷à�ëî êîîðäèíàò âûáèðàåòñÿ âíóòðè èçëó÷àþùåãî îáú�åìà), R0 = R0n � ïîëîæåíèå òî÷êè íàáëþäåíèÿ,k = n
=
.Ïóñòü ýëåêòðîíû â ñðåäíåì ïîêîÿòñÿ, òîãäà òðà�åêòîðèÿ äâèæåíèÿ åäèíè÷íîãî ýëåêòðîíà õàðàêòåðè�çóåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî åãî íà÷àëüíûì ïîëîæåíèåì èäëÿ íåå ìîæíî çàïèñàòür = r0 + r�(�); (32)ãäå r0 � ïîëîæåíèå äðåé�îâîãî öåíòðà òðàåêòîðèèýëåêòðîíà. Ïîäñòàâëÿÿ ñëåäóþùåå îòñþäà âûðàæå�íèå äëÿ çàâèñèìîñòèt(�) = !�1(� + hz0 + hz�(�))(h = !=
 � âîëíîâîé âåêòîð ïàäàþùåé âîëíû)â (31), ïîëó÷àåìA
 = eexp(ikR0)
R0 �� Z exp�i�
! (�+hz0+hz�(�))�k � r0�k � r�(�)���� dr�(�)d� d�; (33)îòêóäà äëÿ ñèñòåìû çàðÿäîâ ñ ïîëîæåíèÿìè äðåé�î�âûõ öåíòðîâ rm ïîëó÷èìA�
 = eexp(ikR0)
R0 �� Z exp�i�
�! +kz�(�)�k � r�(�)���� dr�(�)d� d� NXm=1 exp (i (kzm � k � rm)) ; (34)ãäå N � ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö. Â ýòîì âûðàæåíèèèíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåò ïîëå èçëó÷åíèÿ åäèíè÷íîãîýëåêòðîíà, à ñóììà îïèñûâàåò êîëëåêòèâíûå ý��åê�òû. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê àíàëèçó âîç�ìîæíûõ îòêëîíåíèé ýòîé ñóììû îò ñâîåãî ñðåäíåãî

çíà÷åíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ �ëóêòóàöèÿõ ýëåêòðîííîéïëîòíîñòè.Ïðåæäå ÷åì ñòðîãî ðàññìàòðèâàòü ïîñòàâëåííóþçàäà÷ó, ïðîâåäåì êà÷åñòâåííûé àíàëèç ñóììû â âû�ðàæåíèè (34). Ýòà ñóììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òîèíîå, êàê �óðüå-ñïåêòð ïëîòíîñòè äðåé�îâûõ öåí�òðîâ ýëåêòðîíîâ ïî âñåìó îáúåìó èçëó÷åíèÿ. �àñ�ñìîòðèì äëÿ íà÷àëà ïðîñòåéøóþ ñèòóàöèþ, êîãäàýëåêòðîíû ðàñïîëîæåíû â îáúåìå ðåãóëÿðíî. Â ýòîìñëó÷àå ïîíÿòíî, ÷òî �óðüå-ñïåêòð ïëîòíîñòè äðåé��îâûõ öåíòðîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåðèþ ¾ïèêîâ¿òîëùèíîé 2�=L â óçëàõ ðåøåòêè ñ ïåðèîäîì 2�=l,ãäå l � ìåæ÷àñòè÷íîå ðàññòîÿíèå, à L � õàðàêòåð�íûé ðàçìåð îáúåìà èçëó÷åíèÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñèëó ìàëîñòè âîëíîâîãî ÷èñëà ïàäàþùåãî èçëó÷å�íèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ 2�=l ìû ìîæåì îòáðîñèòü âñåâûñøèå ãàðìîíèêè ñïåêòðà â (34), ò. å. ó÷èòûâàòüòîëüêî íóëåâóþ ãàðìîíèêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ óñðåä�íåííîìó çíà÷åíèþ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè. Îäíàêîÿñíî, ÷òî åñëè óãîë íàáëþäåíèÿ äîâîëüíî âåëèê, ñóì�ìà â âûðàæåíèè (34) áóäåò áëèçêà ê íóëþ, â ñè�ëó òîãî ÷òî âîëíîâûå âåêòîðû èíòåðåñóþùèõ íàñãàðìîíèê çíà÷èòåëüíî ìåíüøå 2�=l, íî ïðåâîñõîäÿò2�=L. À â ýòîì ñëó÷àå íåáîëüøèå �ëóêòóàöèè ïîëî�æåíèé äðåé�îâûõ öåíòðîâ ýëåêòðîíîâ ìîãóò ïðèâå�ñòè ê �ëóêòóàöèÿì àìïëèòóäû ãàðìîíèêè, î÷åíü çà�ìåòíûì íà �îíå áëèçêîãî ê íóëþ ñðåäíåãî åå çíà÷å�íèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåêîãåðåíòíîìó èçëó÷åíèþ.Ëèøü ïðè ìàëûõ óãëàõ íàáëþäåíèÿ è íå ñëèøêîìáîëüøèõ ðàçìåðàõ èçëó÷àþùåãî îáúåìà (÷òî óâåëè�÷èâàåò øèðèíó ëèíèé ñïåêòðà ïëîòíîñòè äðåé�î�âûõ öåíòðîâ) âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, ïðè êîòîðîé âîë�íîâîé âåêòîð kz0�k áóäåò ëåæàòü äîñòàòî÷íî áëèç�êî ê íóëþ, ÷òîáû ñðåäíåå çíà÷åíèå àìïëèòóäû èñêî�ìîé ãàðìîíèêè çàìåòíî ïðåâûøàëî åå �ëóêòóàöèè,ò. å. ÷òîáû èçëó÷åíèå áûëî êîãåðåíòíûì.Òî÷íûé ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç �óðüå-ñïåêòðàïëîòíîñòè äðåé�îâûõ öåíòðîâ ýëåêòðîíîâ òðåáóåòçàäàíèÿ ìîäåëè ñðåäû è êîí�èãóðàöèè ýëåêòðîìàã�íèòíîãî èìïóëüñà. Äëÿ îöåíîê áóäåì ðàññìàòðèâàòüñàìóþ ïðîñòóþ ìîäåëü îäíîðîäíîé õîëîäíîé ïëàç�ìû ñ íåâçàèìîäåéñòâóþùèìè ýëåêòðîíàìè è ïðåäïî�ëàãàòü èìïóëüñ ðåçêèì, ñ õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîìr. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå êîãåðåíòíîñòè ïðèîáðåòàåòñëåäóþùèé âèä [14℄:�30ne � 100 r�0 l4�4; (35)ãäå �0 � äëèíà âîëíû ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ, � �óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ è íà�ïðàâëåíèåì íàáëþäåíèÿ, l � íîìåð íàáëþäàåìîéãàðìîíèêè.1023



À. È. Æìîãèíîâ, �. Ì. Ôðàéìàí ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 5, 2005Îöåíêè, ïðîâåäåííûå äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðà�áîòû [1℄, ïîêàçàëè, ÷òî õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå óãëà,ïîä êîòîðûì ìîæíî íàáëþäàòü êîãåðåíòíîå èçëó÷å�íèå ãàðìîíèê âïëîòü äî 10, ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêîãðàäóñîâ.Îáñóäèì òåïåðü ñâÿçü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ïðèâåäåííûìè âýêñïåðèìåíòàëüíîì îáçîðå [1℄. Â îáçîðå ïîêàçàíî,÷òî âûñøèå ãàðìîíèêè, èìåþùèå ÷àñòîòó, â çíà÷è�òåëüíîå ÷èñëî ðàç ïðåâîñõîäÿùóþ ÷àñòîòó ïàäàþ�ùåé âîëíû, äîâîëüíî ÿðêî ïðåäñòàâëåíû â èíäóöè�ðîâàííîì èçëó÷åíèè âïåðåä (ý��åêòèâíîñòü ïîðÿä�êà 10�7�10�6). Êðîìå òîãî, â íåì ïðèñóòñòâîâàëèè ÷åòíûå ãàðìîíèêè, ñòàíîâÿùèåñÿ îäíîãî ïîðÿäêàñ íå÷åòíûìè ïðè öèðêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè èñõîä�íîé âîëíû. Â ðàáîòå áûëî òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî èí�òåíñèâíîñòü âñåõ íàáëþäàåìûõ íå÷åòíûõ ãàðìîíèêïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó êîíöåíòðàöèè ïëàçìû, àñòåïåíü äëÿ ÷åòíûõ ãàðìîíèê ëåæèò â äèàïàçîíå1.2�1.4. Êðîìå òîãî, áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî, íàïðè�ìåð, âîñüìàÿ ãàðìîíèêà âîîáùå ïðîïàäàåò ïðè ïî�íèæåíèè èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåãî íà ïëàçìó ïó÷�êà íèæå 1017Âò � ñì�2, ïðè÷åì ïîëîæåíèå ýòîãî ïî�ðîãà íå çàâèñèò îò ïëîòíîñòè ïëàçìû. Àâòîðû ñ÷è�òàëè, ÷òî ýòè è äðóãèå íàáëþäàåìûå ý��åêòû, ñó�ùåñòâåííî îòëè÷àþùèå äàííóþ ñèòóàöèþ îò êëàñ�ñè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ñëàáûõ ïîëåé, ìîãóò áûòüîáúÿñíåíû ñëîæíîé òðàåêòîðèåé ýëåêòðîíà (�îðìû¾8¿), äâèæóùåãîñÿ â ïîëå ðåëÿòèâèñòñêîé ìîíîõðî�ìàòè÷åñêîé âîëíû.Îäíàêî â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû áûë ñäåëàí ðÿäâûâîäîâ, ïðèìåíèìûõ ê óñëîâèÿì îáñóæäàåìîãî ýêñ�ïåðèìåíòà (èçëó÷åíèå âïåðåä â ïðîçðà÷íîé ïëàçìå),íî íèêàê íå ñîãëàñóþùèõñÿ ñ íàáëþäàåìûìè ý��åê�òàìè: îòñóòñòâèå èçëó÷åíèÿ íà âûñøèõ ãàðìîíèêàõïðè öèðêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè ëàçåðíîãî èìïóëüñà,÷ðåçâû÷àéíî íèçêàÿ ý��åêòèâíîñòü ãåíåðàöèè ÷åò�íûõ ãàðìîíèê ïî ñðàâíåíèþ ñ íå÷åòíûìè (èçëó÷å�íèå ÷åòíûõ ãàðìîíèê ïðîèñõîäèò ëèøü â îêðåñòíî�ñòè ãðàíèö èìïóëüñà, â ñëó÷àå îäíîðîäíîé âîëíû÷åòíûå ãàðìîíèêè âîîáùå íå ïðåäñòàâëåíû â èçëó÷å�íèè ïëàçìû), áûñòðîå óáûâàíèå àìïëèòóä ãàðìîíèêñ ðîñòîì èõ íîìåðà,a2m+1 � (ne=n
rit)m; f2m � (ne=n
rit)m:Òàê, íàïðèìåð, äëÿ óñëîâèé, îáñóæäàåìûõ â ðàáî�òå [1℄, ý��åêòèâíîñòü ãåíåðàöèè òðåòüåé ãàðìîíèêèäîëæíà áûòü ïîðÿäêà 10�12, ÷òî çíà÷èòåëüíî ìåíü�øå çíà÷åíèé, íàáëþäàåìûõ â ýêñïåðèìåíòå. Äëÿ áî�ëåå âûñîêèõ ãàðìîíèê ýòî îòëè÷èå äîëæíî áûòü åùåáîëåå ñèëüíûì â ñâÿçè ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé çàâèñè�ìîñòüþ (27), (28) ãàðìîíèê èçëó÷åíèÿ îò ïëîòíîñòè

ïëàçìû. Äàæå åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èìååòñÿ íåêî�òîðûé ìåõàíèçì, ðàçðóøàþùèé ¾ñ�àçèðîâàííîñòü¿èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîíîâ, ÷òî ñêàçûâàåòñÿ íà òîì, ÷òîèçëó÷åíèå ïëàçìû ¾âïåðåä¿ ïåðåñòàåò áûòü êîãå�ðåíòíûì, è íàø ïîäõîä, îñíîâàííûé íà âû÷èñëåíèèèçëó÷åíèÿ òîêîâ, ñòàíîâèòñÿ íåîïðàâäàííûì, ëåãêîïðîâåñòè îöåíêè íåêîãåðåíòíîãî èçëó÷åíèÿ ïëàçìûïîä íåáîëüøèì óãëîì ê íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíå�íèÿ ëàçåðíîãî èìïóëüñà. Äëÿ óñëîâèé ýêñïåðèìåíòà,ïðèâåäåííûõ â [1℄, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ý��åêòèâíîñòüãåíåðàöèè òðåòåé è ïÿòîé ãàðìîíèê íå ïðåâîñõîäèò10�12�10�11, ÷òî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ý��åêòèâíî�ñòåé, ïîëó÷åííûõ â õîäå ýêñïåðèìåíòà.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óñïåøíîãî îïèñàíèÿ íàáëþ�äàåìûõ â ýêñïåðèìåíòå ðåçóëüòàòîâ íåîáõîäèìî íàé�òè êàêîé-òî èíîé ìåõàíèçì ãåíåðàöèè âûñøèõ ãàðìî�íèê. Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ýòîãî âîïðîñà âûõîäèòçà ðàìêè íàøåé ðàáîòû. Îäíàêî îòìåòèì, ÷òî îä�íèì èç òàêèõ ìåõàíèçìîâ ìîãëî áû áûòü êîãåðåíò�íîå òîðìîçíîå èçëó÷åíèå ýëåêòðîíîâ, ïîÿâèâøèõñÿâ ðåçóëüòàòå �îòîèîíèçàöèè â ïîëå ëàçåðíîãî èì�ïóëüñà, ïîäðîáíî ðàññìîòðåííîå â ðàáîòå [15℄ (çäåñüñëåäóåò òàêæå óïîìÿíóòü îáçîð [16℄). Àâòîðàìè ýòîéðàáîòû îáñóæäàåòñÿ èçëó÷åíèå ýëåêòðîíîâ, ïîÿâèâ�øèõñÿ â ðåçóëüòàòå èîíèçàöèè àòîìîâ âîëíîé â ðå�æèìå ïîäàâëåíèÿ èîíèçàöèîííîãî ïîòåíöèàëà. Èç�âåñòíî, ÷òî õàðàêòåðíûå èíòåíñèâíîñòè, ïðè êîòî�ðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ �îòîèîíèçàöèÿ è äîñòèãàåòñÿîïòèìóì ìîäåëè [15℄ íå ïðåâûøàþò ïî ïîðÿäêó âå�ëè÷èíû 1015�1016Âò � ñì�2. Îäíàêî èíòåíñèâíîñòè,îáñóæäàåìûå â ðàìêàõ êàê íàøåé ðàáîòû, òàê è îá�çîðà [1℄ íàõîäÿòñÿ â äèàïàçîíå ðåëÿòèâèñòñêèõ èí�òåíñèâíîñòåé ïîðÿäêà 1018�1021Âò � ñì�2.Äðóãèì âîçìîæíûì ìåõàíèçìîì, îáúÿñíÿþùèìíàáëþäàåìûå ý��åêòû, ìîæåò áûòü ñòîëêíîâèòåëü�íîå èçëó÷åíèå ïëàçìû, ïîäðîáíî ðàññìîòðåííîå âðàáîòàõ [11; 12℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ ïëàçìà ñ÷èòàåòñÿïîëíîñòüþ èîíèçîâàííîé, ò. å. îãðàíè÷åíèå ïî èí�òåíñèâíîñòè ñíèìàåòñÿ. Â ïîëüçó òîãî, ÷òî òàêîåîáúÿñíåíèå âîçìîæíî, ãîâîðèò, íàïðèìåð, òî îáñòî�ÿòåëüñòâî, ÷òî â ðàáîòå [12℄, êàê è â ýêñïåðèìåíòàëü�íîì îáçîðå [1℄, îáíàðóæåíà ñëîæíàÿ çàâèñèìîñòüèíòåíñèâíîñòè êîãåðåíòíîãî èçëó÷åíèÿ ñòîëêíîâè�òåëüíîãî òîêà îò êîíöåíòðàöèè ïëàçìû. Òàêîå èçëó�÷åíèå íà ãàðìîíèêàõ äîëæíî áûòü ìàêñèìàëüíî íàãðàíèöå íåêîåãî ìàëîóãëîâîãî êîíóñà, îñü êîòîðîãîñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëàçåð�íîãî èìïóëüñà. Ïðèâåäåííàÿ â îáçîðå [1℄ çàâèñè�ìîñòü èíòåíñèâíîñòè ãàðìîíèê îò óãëà íàáëþäåíèÿíå èìååò ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â íàïðàâëåíèè ðàñ�ïðîñòðàíåíèÿ èìïóëüñà, ÷òî, îäíàêî, ìîæåò áûòüîáúÿñíåíî íåâûñîêîé ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòüþ1024



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 5, 2005 �åíåðàöèÿ ãàðìîíèê èíòåíñèâíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ : : :ðåãèñòðèðóþùåãî ïðèáîðà. �ëàâíûì æå îñíîâàíèåìñ÷èòàòü, ÷òî òåîðèÿ ñòîëêíîâèòåëüíîãî èçëó÷åíèÿìîæåò îáúÿñíèòü íàáëþäàåìûå çàâèñèìîñòè, ÿâëÿ�åòñÿ ñõîäñòâî ïîëó÷åííîé â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëèý��åêòèâíîñòè ãåíåðàöèè òðåòüåé ãàðìîíèêè ñ íà�áëþäàåìîé â ýêñïåðèìåíòå. Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãîâûÿñíåíèÿ âîçìîæíîñòè îáúÿñíåíèÿ îáíàðóæåííûõçàêîíîìåðíîñòåé ðàçðàáîòàííîé òåîðèåé íåîáõîäè�ìî ïðîâîäèòü äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò �02-02-17275).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. S. Banerjee, A. R. Valenzuela, R. C. Shah, A. Mak-sim
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