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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÉ ÄÈÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎÉ Ï�ÎÍÈÖÀÅÌÎÑÒÈÄÂÓÌÅ�ÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ �ÝËÅßÁ. ß. Áàëàãóðîâ *, Â. À. ÊàøèíÈíñòèòóò áèîõèìè÷åñêîé �èçèêè èì. Í. Ì. Ýìàíóýëÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119991, �ÑÏ-1, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 1 ñåíòÿáðÿ 2004 ã.�àññìîòðåíû àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà áåçðàçìåðíîé ñòàòè÷åñêîé ý��åêòèâíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè-öàåìîñòè f(p; h) (p � êîíöåíòðàöèÿ, h � îòíîøåíèå äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé êîìïîíåíò) äâó-ìåðíîé ìîäåëè �ýëåÿ êàê �óíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé h. Ïîêàçàíî,÷òî åäèíñòâåííûìè îñîáåí-íîñòÿìè �óíêöèè f(p; h) ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèå áåñêîíå÷íîå äèñêðåòíîå (ñ÷åòíîå) ìíîæåñòâî ïîëþñûïåðâîãî ïîðÿäêà ïðè äåéñòâèòåëüíûõ h = hn < 0 (n = 1; 2; : : : ) ñ òî÷êîé ñãóùåíèÿ h = �1. Âû÷èñëåíàè ïðåäñòàâëåíà â ãðà�è÷åñêîì âèäå çàâèñèìîñòü îò êîíöåíòðàöèè ïîëîæåíèÿ ïåðâûõ äåñÿòè ïîëþñîâ�óíêöèè f(p; h) è âû÷åòîâ â íèõ. Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðåäëîæåíà ïðèáëèæåííàÿ �îð-ìóëà ïîëþñíîãî òèïà, äàþùàÿ îïèñàíèå �óíêöèè f(p; h) â øèðîêîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè pè êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà h.PACS: 41.20.Cv, 81.90.+
1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ïðîâåäåííûõ â ðàáîòàõ [1; 2℄ ýêñïåðèìåíòàõáûë îáíàðóæåí àíîìàëüíûé ðîñò äèýëåêòðè÷åñêîéïðîíèöàåìîñòè îáðàçöîâ ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå�àçîâîãî ïåðåõîäà ìåòàëë � äèýëåêòðèê. Ýòî, â ñâîþî÷åðåäü, ñòèìóëèðîâàëî èíòåðåñ ê áîëåå îáùåé ïðî�áëåìå � íèçêî÷àñòîòíûì ýëåêòðî�èçè÷åñêèì ñâîé�ñòâàì òàêèõ ñèñòåì (â ÷àñòíîñòè, áèíàðíûõ êîìïîçè�òîâ). Òåîðåòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå ýòîé çàäà÷è ïðî�âîäèëîñü â ðàìêàõ ãèïîòåçû ïîäîáèÿ [3; 4℄ è ìåòî�äîì òåîðèè ý��åêòèâíîé ñðåäû [5℄. Â ðàáîòå [6℄ íèç�êî÷àñòîòíàÿ äèñïåðñèÿ ïðîâîäèìîñòè íåóïîðÿäî÷åí�íîé äâóõêîìïîíåíòíîé ðåøåòî÷íîé ìîäåëè èçó÷à�ëàñü ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. �åçóëüòàòû ðàáîò [4�6℄âûÿâèëè ðÿä ñóùåñòâåííûõ ÷åðò ýòîãî ÿâëåíèÿ èïîêàçàëè âàæíîñòü èññëåäîâàíèÿ äèñïåðñèè äèýëåê�òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè (èëè ïðîâîäèìîñòè) òà�êèõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå è äëÿ áîëåå óãëóáëåííîãîèçó÷åíèÿ �àçîâîãî ïåðåõîäà ìåòàëë � äèýëåêòðèê.Â ðàáîòå [7℄ ïðèìåíåí áîëåå îáùèé, ÷åì â [4; 5℄,ïîäõîä ê çàäà÷å î íèçêî÷àñòîòíîé äèñïåðñèè äè�ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè áèíàðíûõ êîìïîçè�*E-mail: balagurov�deom.
hph.ras.ru

òîâ, íå îãðàíè÷åííûé îáëàñòüþ ïðèìåíèìîñòè ïðè�áëèæåííûõ ìåòîäîâ � ãèïîòåçû ïîäîáèÿ èëè òåî�ðèè ý��åêòèâíîé ñðåäû. Ïðè òàêîì ïîäõîäå íåîáõî�äèìî çíàòü ñâîéñòâà áåçðàçìåðíîé ñòàòè÷åñêîé ý���åêòèâíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè êîìïî�çèòà f(p; h) (p � êîíöåíòðàöèÿ, h � îòíîøåíèå äè�ýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé êîìïîíåíò) ïðè êîì�ïëåêñíûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà h. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,÷òî â íèçêî÷àñòîòíîì (êâàçèñòàöèîíàðíîì [8℄) ýëåê�òðè÷åñêîì ïîëå äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü êàêîòäåëüíûõ êîìïîíåíò, òàê è êîìïîçèòà â öåëîì, ÿâ�ëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé âåëè÷èíîé.Ïðè ýòîì f(p; h), ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê �óíêöèÿêîìïëåêñíîé ÷àñòîòû !, àíàëèòè÷íà â âåðõíåé ïî�ëóïëîñêîñòè Im! > 0, à åå îñîáåííîñòè íàõîäÿòñÿïðè Im! � 0. Îäíàêî åñòåñòâåííîé äëÿ f íåçàâèñè�ìîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ íå ÷àñòîòà !, à âåëè÷èíàh, êîìïëåêñíîå çíà÷åíèå êîòîðîé îáîçíà÷èì ÷åðåç �.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàê �óíêöèÿ àðãóìåíòà � áåçðàç�ìåðíàÿ ý��åêòèâíàÿ ñòàòè÷åñêàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿïðîíèöàåìîñòü f(p; �) àíàëèòè÷íà âî âñåé êîìïëåêñ�íîé ïëîñêîñòè � çà èñêëþ÷åíèåì îòðèöàòåëüíîé äåé�ñòâèòåëüíîé ïîëóîñè (Re � � 0, Im � = 0), ñì. [7℄.Òàêèì îáðàçîì, âñå îñîáåííîñòè �óíêöèè f(p; �) íà�827



Á. ß. Áàëàãóðîâ, Â. À. Êàøèí ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 4, 2005õîäÿòñÿ íà ýòîé ïîëóîñè (è, âîçìîæíî, â áåñêîíå÷íîóäàëåííîé òî÷êå � =1) [7℄.Çíàíèå ýòèõ îñîáåííîñòåé ïîçâîëÿåò íàïèñàòüäèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî�óíêöèÿ f(p; �) ïðè ïðîèçâîëüíîì êîìïëåêñíîì �âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åå ìíèìóþ ÷àñòü íà îòðèöàòåëü�íîé âåùåñòâåííîé ïîëóîñè (òî÷íåå, ïðè Re � < 0 èIm � = i 0). Çàìåòèì, ÷òî âèä îñîáåííîñòåé f(p; �)íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì è çàâèñèò îò êîíêðåò�íîé ñòðóêòóðû êîìïîçèòà. Òàê, ñîãëàñíî [9,10℄ äëÿêîíå÷íûõ îáðàçöîâ f(p; �) îáëàäàåò òîëüêî äèñêðåò�íûì íàáîðîì ïîëþñîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ìîæíî äó�ìàòü (÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ, íàïðèìåð, ðåçóëüòàòàìèíàñòîÿùåé ðàáîòû), ÷òî äèñêðåòíûì ìíîæåñòâîì òà�êèõ ïîëþñîâ îáëàäàþò è ïåðèîäè÷åñêèå ñèñòåìû áåñ�êîíå÷íîãî ðàçìåðà. Â òî æå âðåìÿ äëÿ êîìïîçèòîâñî ñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì êîìïîíåíò ñëåäóåòîæèäàòü, ÷òî ïîëþñû ñëèâàþòñÿ â ðàçðåç Re � � 0è Im � = 0, òàê ÷òî Imf(p; �) íà âåðõíåì (èëè íèæ�íåì) áåðåãó ýòîãî ðàçðåçà êàê �óíêöèÿ àðãóìåíòàt = �Re � îòëè÷íà îò íóëÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, âî âñåìèíòåðâàëå 0 < t <1 (
ì., íàïðèìåð, [11℄).Èññëåäîâàíèå àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ f(p; �) äëÿêîíêðåòíûõ ìîäåëåé çàòðóäíåíî ïðàêòè÷åñêè ïîë�íûì îòñóòñòâèåì òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ áèíàðíûõñèñòåì ïðè êîíå÷íûõ (íåíóëåâûõ) çíà÷åíèÿõ äèýëåê�òðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé îáåèõ êîìïîíåíò. Îäíèìèç èñêëþ÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü, âïåðâûå ðàññìîò�ðåííàÿ �ýëååì [12℄ � äâóìåðíàÿ ìàòðèöà ñ äâîÿêî�ïåðèîäè÷åñêèì ðàñïîëîæåíèåì âêëþ÷åíèé êðóãîâîé�îðìû. Â [12℄ �àêòè÷åñêè íàéäåíî òîëüêî íåñêîëü�êî ïåðâûõ ÷ëåíîâ âèðèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ (ïðè ìà�ëîé êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé) äëÿ ý��åêòèâíîé äè�ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè òàêîé ñèñòåìû. Ïîë�íîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàíî, íàïðèìåð, â [13; 14℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëü�òàòîâ, ïîëó÷åííûõ â [13; 14℄, ïðèìåíèìûõ è âêîìïëåêñíîé îáëàñòè, èññëåäîâàíû àíàëèòè÷åñêèåñâîéñòâà ý��åêòèâíîé ñòàòè÷åñêîé äèýëåêòðè�÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè äâóìåðíîé ìîäåëè �ýëåÿ.Ïîêàçàíî, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè ñîîáðà�æåíèÿìè, ïðèâåäåííûìè â [7℄, âñå îñîáåííîñòè�óíêöèè f(p; �) ñîñðåäîòî÷åíû íà îòðèöàòåëüíîéäåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áåñ�êîíå÷íîå äèñêðåòíîå (ñ÷åòíîå) ìíîæåñòâî ïðîñòûõïîëþñîâ. Â äàííîé ðàáîòå îïðåäåëåíà çàâèñèìîñòüîò êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé ïîëîæåíèÿ äåñÿòèïåðâûõ ïîëþñîâ è âû÷åòîâ â íèõ. Ñ ýòîé öåëüþîñíîâíûå óðàâíåíèÿ èç [13; 14℄ ðåøàëèñü ÷èñëåí�íûìè ìåòîäàìè. Ïðè êîíêðåòíûõ ðàñ÷åòàõ èçáåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ýòèõ óðàâíåíèé âûäåëÿëàñüêîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà èç ñîðîêà óðàâíåíèé.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêîé ìîäå�ëè �óíêöèÿ f(p; �) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå áåñêîíå÷�íîé ñóììû ïîëþñíûõ ÷ëåíîâ. Ó÷åò êîíå÷íîãî ÷èñ�ëà ñëàãàåìûõ äàåò ñðàâíèòåëüíî ïðîñòóþ ïðèáëè�æåííóþ �îðìóëó äëÿ f(p; �). Ïðè ýòîì ïðîèñõîäèòðåäóêöèÿ êîìïëåêñíîé òðåõïàðàìåòðè÷åñêîé �óíê�öèè f(p; �) äî óðîâíÿ âåùåñòâåííûõ �óíêöèé îäíîãîàðãóìåíòà (êîíöåíòðàöèè). Âû÷èñëåíèå ïîëîæåíèÿíåñêîëüêèõ ïåðâûõ ïîëþñîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ âû�÷åòîâ êàê �óíêöèé êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé ïîçâî�ëÿåò äàòü îïèñàíèå f(p; �) â øèðîêîé îáëàñòè èçìå�íåíèÿ àðãóìåíòîâ p è �.Îáñóæäàåìàÿ ìîäåëü èññëåäîâàíà â ðàìêàõ çàäà�÷è î äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè (ñ ñîîòâåòñòâó�þùåé òåðìèíîëîãèåé). Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è î ïðîâî�äèìîñòè, òåïëîïðîâîäíîñòè, ñòàöèîíàðíîé äè��ó�çèè è ò. ï. îòëè÷àþòñÿ îò ðàññìîòðåííîé î÷åâèäíû�ìè ïåðåîáîçíà÷åíèÿìè, è èõ ðåøåíèÿ (äëÿ äàííîéìîäåëè) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îäíó è òó æå �óíêöèþf(p; �).2. Ï�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈßÇàïèøåì ñòàòè÷åñêóþ ý��åêòèâíóþ äèýëåêòðè�÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü "e èçîòðîïíîãî áèíàðíîãîêîìïîçèòà â âèäå"e = "e(p ; "1; "2) = "1f(p; h); h = "2="1: (1)Çäåñü p � êîíöåíòðàöèÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû, "i(i = 1; 2) � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü i�é êîì�ïîíåíòû; âèä �óíêöèè f(p; h) � áåçðàçìåðíîé ý���åêòèâíîé ñòàòè÷åñêîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàå�ìîñòè � çàâèñèò îò êîíêðåòíîé ñòðóêòóðû êîìïî�çèòà. Çàìåòèì, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå �óíêöèÿf(p; h) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ âçàèìíîñòè [15℄(ñì. òàêæå [7℄) f(p; h)f(p; 1=h) = 1; (2)ñïðàâåäëèâîìó äëÿ èçîòðîïíûõ äâóìåðíûõ äâóõ�êîìïîíåíòíûõ ñèñòåì ñ ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðîé.Â íèçêî÷àñòîòíîì (êâàçèñòàöèîíàðíîì [8℄) ýëåê�òðè÷åñêîì ïîëå âûðàæåíèå äëÿ ý��åêòèâíîé äè�ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñîõðàíÿåò âèä (1) ñòåì, îäíàêî, îòëè÷èåì, ÷òî âåëè÷èíû "e è "i ÿâ�ëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè �óíêöèÿìè ÷àñòîòû !. Âýòîì ñëó÷àå àðãóìåíò h = h(!) �óíêöèè f(p; h)òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé âåëè÷èíîé. Òàê, äëÿ¾ïëîõèõ¿ ïðîâîäíèêîâ (íàïðèìåð, ïîëóïðîâîäíè�êîâ) èìååò ñìûñë îäíîâðåìåííîå ââåäåíèå ïðîâîäè�ìîñòè � è äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè " [8℄. Ýòî828



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 4, 2005 Èññëåäîâàíèå àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ : : :óäîáíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíîé ïðîíèöàå�ìîñòè "(!) [8℄: "(!) = "+ i 4��! : (3)Îäíèì èç óñëîâèé êâàçèñòàöèîíàðíîñòè ÿâëÿåòñÿíåçàâèñèìîñòü âåëè÷èí " è � îò ÷àñòîòû [8℄, ÷òî èáóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì. Â ýòîì ñëó÷àå ïîä " è� ñëåäóåò ïîíèìàòü ñòàòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ýòèõ âåëè�÷èí.Êàê îòìå÷åíî âûøå, â êâàçèñòàöèîíàðíîì ïðè�áëèæåíèè çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ý��åêòèâíûõ íèç�êî÷àñòîòíûõ ýëåêòðî�èçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñðå�äû (êîìïîçèòà) îòëè÷àåòñÿ îò ñòàòè÷åñêîãî ñëó÷àÿòîëüêî çàìåíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè " â(1) íà êîìïëåêñíóþ ïðîíèöàåìîñòü "(!). Äëÿ "(!)âèäà (3) ïðè ýòîì ïîëó÷àåì"e + i 4��e! = �"1 + i 4��1! � f�p; h(!)�; (4)h(!) = �"2 + i 4��2! ���"1 + i4��1! �: (5)Îòñþäà íàõîäèì"e = "1Re f�p; h(!)�� 4��1! Im f�p; h(!)�; (6)�e = �1 Re f�p; h(!)�+ "1!4� Im f�p; h(!)� (7)ñ h(!) èç (5). Çàìåòèì, ÷òî ý��åêòèâíûå õàðàêòå�ðèñòèêè "e è �e, â îòëè÷èå îò "i è �i, çàâèñÿò îò÷àñòîòû !.Òàêèì îáðàçîì, çíàíèå ñâîéñòâ ñòàòè÷åñêîé�óíêöèè f(p; �) â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåí�íîé � ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü �îðìóëó (1) è äëÿ! 6= 0 ïðè çàìåíå� ! h(!) = "2(!)Æ"1(!): (8)Äëÿ ñèñòåì ñ �àçîâûì ïåðåõîäîì ìåòàëë � äè-ýëåêòðèê ïîâåäåíèå �óíêöèè f(p; h) â êðèòè÷åñêîéîáëàñòè îïèñûâàåòñÿ îáû÷íî â ðàìêàõ ãèïîòåçû ïî�äîáèÿ [4℄. Èñïîëüçîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæå�íèé (òî÷íåå, èõ àíàëèòè÷åñêèõ ïðîäîëæåíèé) äëÿf(p; h) ïîçâîëÿåò äàòü â ýòîì ïðèáëèæåíèè îïèñà�íèå ïîâåäåíèÿ ý��åêòèâíûõ âåëè÷èí "e è �e êàê�óíêöèé ÷àñòîòû ! âî âñåé êðèòè÷åñêîé îáëàñòè,ñì. [4; 7℄. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîäñòàíîâêà â �îðìó�ëû (4)�(7) âûðàæåíèÿ äëÿ f(p; h), âû÷èñëåííîãî âðàìêàõ òåîðèè ý��åêòèâíîé ñðåäû [16℄, âîñïðîèçâî�äèò òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [5℄.

3. ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀÔÓÍÊÖÈÈ f(p; �)Êàê èçâåñòíî, äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü,ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê �óíêöèÿ êîìïëåêñíîé ÷àñòî�òû !, àíàëèòè÷íà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Im! > 0(ñì. [8, � 82℄). Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî [8℄, äèýëåêòðè�÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ïðè Im! > 0 è êîíå÷íûõ !íå èìååò íóëåé. Ïîýòîìó �óíêöèÿ f = "e(!)="1(!)òàêæå àíàëèòè÷íà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè !. Äëÿâûÿñíåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ f(p; �) êàê �óíê�öèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé � íåîáõîäèìî çíàòü,íà êàêóþ îáëàñòü ïëîñêîñòè � îòîáðàæàåò âåðõíþþïîëóïëîñêîñòü Im! > 0 ïðåîáðàçîâàíèå � = h(!)ñ h(!) èç (8). �àññìîòðåíèå êîíêðåòíûõ ïðåîáðàçî�âàíèé ïîêàçûâàåò [7℄, ÷òî ïîëóïëîñêîñòü Im! > 0îòîáðàæàåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íà âñþ ïëîñêîñòü � ñèñêëþ÷åííîé îòðèöàòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ïîëó�îñüþ (Re � < 0, Im � = 0). Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîéîáëàñòè ïëîñêîñòè � �óíêöèÿ f(p; �) àíàëèòè÷íà, àåå îñîáåííîñòè íàõîäÿòñÿ íà óêàçàííîé ïîëóîñè, íàêîòîðîé, â ÷àñòíîñòè, òåðïèò ðàçðûâ ìíèìàÿ ÷àñòü�óíêöèè f . Îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ òðåáóåò áåñ�êîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà � = 1. Â èññëåäóåìîìäâóìåðíîì ñëó÷àå �óíêöèÿ f(p; �) ïðè � = 1 ëè�áî êîíå÷íà, ëèáî èìååò ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà [7℄,åñëè êîíöåíòðàöèÿ p íå ðàâíà êðèòè÷åñêîé (p 6= p
).Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñîãëàñíî [7℄ èìååò ìåñòî ñëåäó�þùåå ðàâåíñòâî: f(p; ��) = f�(p; �); (9)ãäå çâåçäî÷êà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.Çíàíèå àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ �óíêöèè f(p; �)ïîçâîëÿåò íàïèñàòü äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå.Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì äâóìåðíûé ñëó÷àé(D = 2) è îáëàñòü êîíöåíòðàöèé p > p
, êîãäàïðîòåêàíèå (ïåðêîëÿöèÿ) ïî âòîðîé êîìïîíåíòåîòñóòñòâóåò, òàê ÷òî ïðè � ! 1 �óíêöèÿ f(p; �)ïðèíèìàåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå f(p;1). Ïðè ýòèõóñëîâèÿõ äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå, ñîãëàñíî [7℄,èìååò âèäf(p; �) = f(p;1)� 1� 1Z0 Imf (+)(p;�t)t+ � dt; (10)ãäå f (+)(p;�t) = f(p;�t + i 0). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿîïðåäåëåíèÿ f(p; �) âî âñåé ïëîñêîñòè � äîñòàòî÷íîçíàòü ìíèìóþ ÷àñòü f (+) è âåëè÷èíó f(p;1).Çàìåòèì, ÷òî ÷åðåç ìíèìóþ ÷àñòü f (+) âûðàæà�åòñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü èìïåäàíñà òàê íàçûâàå�ìîé LC-ìîäåëè, îäíà èç êîìïîíåíò êîòîðîé îáëàäà�åò ÷èñòî èíäóêòèâíûì ñîïðîòèâëåíèåì, à äðóãàÿ �829



Á. ß. Áàëàãóðîâ, Â. À. Êàøèí ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 4, 2005÷èñòî åìêîñòíûì (ñì. [7℄). Ñîãëàñíî [8℄, äåéñòâèòåëü�íàÿ ÷àñòü èìïåäàíñà íåîòðèöàòåëüíà, òàê ÷òî [7; 11℄Imf (+)(p;�t) � 0: (11)Êàê îòìå÷åíî â ðàáîòå [15℄ (ñì. òàêæå [7℄), îòëè�÷èå îò íóëÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè ý��åêòèâíîãî èì�ïåäàíñà (ò. å. íàëè÷èå ðåàëüíîãî ïîãëîùåíèÿ ýíåð�ãèè) ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâîâàíèåì â LC-ìîäåëè ïðè�ìåñíûõ óðîâíåé (ëîêàëüíûõ êîëåáàíèé), ðåçîíàíñ�íîå âîçáóæäåíèå êîòîðûõ è ïðèâîäèò ê äèññèïàöèèýíåðãèè. Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêèå îñîáåííî�ñòè �óíêöèè f(p; �) â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè � íåïî�ñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñ �èçè÷åñêèì ÿâëåíèåì � íà�ëè÷èåì ëîêàëüíûõ êîëåáàíèé â LC-ìîäåëè.Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì ïîëþñíûì ÷ëåíàì âf îòâå÷àþò â LC-ìîäåëè ðåçîíàíñû íà íåêîòîðûõñîáñòâåííûõ ÷àñòîòàõ !n, îáðàçóþùèõ, êàê ìîæ�íî îæèäàòü, äèñêðåòíûé ñïåêòð. ×àñòîòàì !n ñî�îòâåòñòâóþò âåùåñòâåííûå âåëè÷èíû (ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ) hn = h(!n) < 0 ñ h(!) = �!2=
2 [7℄,ãäå 
 � òîìñîíîâñêàÿ ÷àñòîòà (ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòàLC-êîíòóðà). Ïðè � = hn â �óíêöèè f(p; �) èìåþòñÿïîëþñû. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ hn, òàêæå îáðàçóþ�ùèå äèñêðåòíûé ñïåêòð â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêîé ñè�ñòåìû, çàâèñÿò òîëüêî îò ñòðóêòóðû (ò. å. îò ãåîìåò�ðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê) êîìïîçèòà è íå ñâÿçàíûñ êîíêðåòíûì ñîäåðæàíèåì çàäà÷è, ñð. [17℄. Ïîýòî�ìó âåëè÷èíû hn, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé áåçðàçìåð�íûå ÷èñëà, îäèíàêîâû (ïðè çàäàííîé ñòðóêòóðå êîì�ïîçèòà) êàê äëÿ çàâèñÿùåé îò ÷àñòîòû LC-ìîäåëè,òàê è äëÿ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ � î äèýëåêòðè÷åñêîéïðîíèöàåìîñòè, ïðîâîäèìîñòè, òåïëîïðîâîäíîñòè èò. ä. Ïðè ýòîì ïåðâè÷íûìè âåëè÷èíàìè, õàðàêòåðè�çóþùèìè ãåîìåòðèþ êîìïîçèòà, ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåí�íûå çíà÷åíèÿ hn, à, íàïðèìåð, ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòûLC-ìîäåëè !n � âòîðè÷íûìè, âûðàæàþùèìèñÿ ÷å�ðåç hn: !2n = �hn
2 > 0.4. ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈÊàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî äëÿïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ hn (è,çíà÷èò, ïîëþñû �óíêöèè f) îáðàçóþò äèñêðåòíûéñïåêòð. Ïîýòîìó, ðàññìàòðèâàÿ, êàê è â ïðåäûäóùåìðàçäåëå, äâóìåðíûé ñëó÷àé è îáëàñòü êîíöåíòðàöèép > p
 (÷åìó â ìîäåëè �ýëåÿ îòâå÷àåò R < a), äëÿ�óíêöèè f(p; �) áóäåì èìåòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:f(p; �) = f(p;1)� 1Xn=1 Fn� � hn ; (12)

ãäå hn < 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíèìàÿ ÷àñòü f(p; �)ïðè � = �t+i 0 (t � äåéñòâèòåëüíî è ïîëîæèòåëüíî)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äåëüòà-�óíêöèé:Imf (+)(p;�t) = � 1Xn=1Fn Æ(t+ hn): (13)Èç (13) è íåðàâåíñòâà (11) ñëåäóåò, ÷òîFn � 0: (14)Ôóíêöèÿ f(p; �) âèäà (12) îáëàäàåò âñåìè ñâîé�ñòâàìè, óñòàíîâëåííûìè â ðàçä. 3, è, â ÷àñòíîñòè,óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (9), òàê êàê âåëè÷èíûf(p;1); Fn è hn âåùåñòâåííû. Îòìåòèì òàêæå, ÷òîïîäñòàíîâêà (13) â äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå (10)âîñïðîèçâîäèò �îðìóëó (12).Ïîñêîëüêó f = 1 ïðè � = h = 1 (îäíîðîäíàÿñðåäà), äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâîf(p;1) = 1 + 1Xn=1 Fn1� hn : (15)Ïðè � = h! 1 ðàçëîæåíèå (12) äî (1� h)2 âêëþ÷è�òåëüíî ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (15) äàåòf(p; h) = 1� (1� h) 1Xn=1 Fn(1� hn)2 �� (1� h)2 1Xn=1 Fn(1� hn)3 + : : : (16)Ñðàâíåíèå �îðìóëû (16) ñ îáùèì âûðàæåíèåì äëÿñëàáîíåîäíîðîäíîé èçîòðîïíîé äâóìåðíîé áèíàðíîéñèñòåìû (ñì., íàïðèìåð, [11℄)f(p; h) = 1� 
 (1� h)� 12 
 (1� 
)(1� h)2 + : : : (17)ïðèâîäèò ê äâóì òîæäåñòâàì:1Xn=1 Fn(1� hn)2 = 
 = 1� p; (18)1Xn=1 Fn(1� hn)3 = 12 
 (1� 
) = 12 p (1� p); (19)ãäå 
 � êîíöåíòðàöèÿ (ïðè D = 2 � äîëÿ çàíèìàå�ìîé ïëîùàäè) âòîðîé êîìïîíåíòû.Ïîëîæèâ â (12) � = 0, íàéäåì ñîîòíîøåíèåf(p; 0)� f(p;1) = 1Xn=1 Fnhn ; (20)830



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 4, 2005 Èññëåäîâàíèå àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ : : :îòêóäà ñëåäóåò î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî f(p; 0) << f(p;1), òàê êàê Fn > 0, hn < 0. Èñêëþ÷àÿ f(p;1)èç (12) ñ ïîìîùüþ (20), ïîëó÷èìf(p; �) = f(p; 0)� � 1Xn=1 Fnhn(� � hn) : (21)Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (12) ïðè � = h, ðàçëîæèìf(p; h) è f(p; 1=h) ïî ñòåïåíÿì h è ïîäñòàâèì â ñîîò�íîøåíèå âçàèìíîñòè (2). Â ëèíåéíîì ïî h ïðèáëè�æåíèè ñ ó÷åòîì �îðìóëû (20) íàõîäèìf(p; 0) 1Xn=1Fn = f(p;1) 1Xn=1 Fnh2n : (22)Âåëè÷èíû f(p; 0) è f(p;1) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåìf(p; 0) f(p;1) = 1; (23)òàêæå ñëåäóþùèì èç (2) ïðè h ! 0. Èñêëþ÷åíèåf(p;1) èç (22) ñ ïîìîùüþ (23) äàåò�f(p; 0)�2 = 1Xn=1 Fnh2n, 1Xn=1Fn: (24)Äè��åðåíöèðóÿ (12) ïî �, íàéäåì�f(p; �)�� = 1Xn=1 Fn(� � hn)2 : (25)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè âåùåñòâåííîì � = h�f(p; h)�h > 0 (26)äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ h è�Re f(p; h)�h > 0 (27)äëÿ îòðèöàòåëüíûõ h. Ïðè h < 0 âåëè÷èíà Re f(p; h)ìîíîòîííî âîçðàñòàåò (ñ ðîñòîì h) âî âñåõ èíòåðâà�ëàõ, îãðàíè÷åííûõ äâóìÿ ñîñåäíèìè ïîëþñàìè.Ïîäñòàíîâêà (15) â (12) äàåò äëÿ f(p; �) âûðàæå�íèå f(p; �) = 1 + 1Xn=1Fn � � 1(1� hn)(� � hn) ; (28)ñîäåðæàùåå òîëüêî âåëè÷èíû hn è Fn. Ïðè � = 0 èç(28) ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå äëÿ f(p; 0):f(p; 0) = 1 + 1Xn=1 Fnhn(1� hn) : (29)Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (15), (18)�(20),(22)�(24) è (29) ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ êîíòðîëÿïðàâèëüíîñòè îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí hn è Fn ïðèèçó÷åíèè êîíêðåòíûõ äâóìåðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõìîäåëåé.

5. ÌÎÄÅËÜ �ÝËÅßÈññëåäóåìàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìîäåëü ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíóþ èçîòðîïíóþ ìàòðèöó ñäèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ "1, â êîòîðîé èìå�þòñÿ âêëþ÷åíèÿ êðóãîâîé �îðìû ðàäèóñà R ñ äè�ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ "2. Âêëþ÷åíèÿ îáðà�çóþò ðåãóëÿðíóþ ñòðóêòóðó � èõ öåíòðû ðàñïîëî�æåíû â óçëàõ êâàäðàòíîé ðåøåòêè ñ ïåðèîäîì 2a(ñì. ðèñ. 1). Çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ý��åêòèâíîé äè�ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè "e òàêîé ìîäåëè âïåð�âûå ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå �ýëåÿ [12℄, ãäå áû�ëî íàéäåíî íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ñîîòâåòñòâó�þùåãî âèðèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ. Ïîëíîå ðåøåíèåâ ðàìêàõ çàäà÷è î ïðîâîäèìîñòè äàíî, íàïðèìåð,â [13; 14℄.Ñîãëàñíî [13; 14℄, âíå âêëþ÷åíèé êîìïëåêñíûéïîòåíöèàë çàäà÷è äàåòñÿ âûðàæåíèåì (z = x+ iy)�(z) = ��z + 1Xk=0B2k �(2k)(z)� (30)ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè � è B2k. Â âûðà�æåíèè (30) âåëè÷èíà �(2k)(z)� ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà2k îò äçåòà-�óíêöèè Âåéåðøòðàññà [18℄�(z) = 1z +Xl;m 0 � 1z � zlm + 1zlm + zz2lm � ;zlm = 2(l + im)a: (31)Ñóììèðîâàíèå â (31) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå öåëûå
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�èñ. 1. Äâóìåðíàÿ ìîäåëü �ýëåÿ831



Á. ß. Áàëàãóðîâ, Â. À. Êàøèí ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 4, 2005(êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå) l è m,êðîìå l = m = 0.Ïðè ìàëûõ z äëÿ �óíêöèè �(z) èìååò ìåñòî ðàç�ëîæåíèå [18℄�(z) = 1z � 1Xk=1 
2k4k � 1 z4k�1: (32)Çäåñü
2 = g � g220 ; 
4 = 13 g2; 
6 = 23 � 13 g3; : : : ; (33)ãäå g2 = 1a4 �K� 1p2��4 (34)� èíâàðèàíò äçåòà-�óíêöèè Âåéåðøòðàññà [18℄. Ââûðàæåíèè (34) K(1=p2) = 1:85407 : : : � ïîëíûéýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà K(k) ñ ìîäó�ëåì k = 1=p2. Êîý��èöèåíòû 
2k ïðè k � 2 ìîãóòáûòü íàéäåíû èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ [18℄
2k = 3(4k+1)(2k�3) k�1Xm=1 
2m
2k�2m (k � 2): (35)Çàìåòèì, ÷òî â ðàçëîæåíèå (32) íå âõîäÿò êîý��è�öèåíòû ñ íå÷åòíûìè èíäåêñàìè, òàê ÷òî äëÿ ðàñ�ñìàòðèâàåìîé êâàäðàòíîé ðåøåòêè (ëåìíèñêàòè÷å�ñêèé ñëó÷àé [18℄) âåëè÷èíû 
2k+1 ðàâíû íóëþ.Êîý��èöèåíòû B2k (k = 0; 1; 2; : : : ) èç (30) ïîä�÷èíÿþòñÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå óðàâíåíèé [13; 14℄.Ïðè ââåäåíèè âìåñòî B2k ¾ïåðåìåííûõ¿ �k ñîãëàñ�íî �îðìóëàìB2k = R2k+2 Æp(2k)!(2k+1)!�k; Æ = 1�h1+h; h = "2"1 (36)ýòà ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä [14℄�k + 1Xl=0 Skl �l = Æk0 (k = 0; 1; 2; : : : ); (37)ãäå Æk0 � ñèìâîë Êðîíåêåðà èSkl = (2l+ 2k)!R2(k+l+1) 
k+l+1p(2k)!(2k + 1)!(2l)!(2l+ 1)!Æ: (38)Êîý��èöèåíòû 
k+l+1 îïðåäåëåíû â (32)�(35), à âå�ëè÷èíà Æ � â (36). Ìàòðèöà Skl ñèììåòðè÷íà è îò�ëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà èíäåêñû kè l èìåþò ðàçëè÷íóþ ÷åòíîñòü. Â ÷àñòíîñòè, S00 = 0,òàê êàê 
1 � 0.Äëÿ áåçðàçìåðíîé ý��åêòèâíîé äèýëåêòðè�÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëèf = "e="1 ñîãëàñíî [13℄ èìååìf = 1� 
 �0 Æ1 + 
 �0 Æ ; (39)

ãäå 
 = �R2=4a2 (40)� êîíöåíòðàöèÿ âêëþ÷åíèé. Êîðíè óðàâíåíèÿ��10 + 
 Æ = 0 (41)îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå ïîëþñîâ hn. Ïðè h ! hn�óíêöèÿ f ïðèíèìàåò âèäf � � Fnh� hn ; (42)ãäå Fn = �2
 (�d(�0Æ)dh �h=hn)�1 (43)� âçÿòûé ñ îáðàòíûì çíàêîì âû÷åò �óíêöèè f âïîëþñå h = hn.Óðàâíåíèÿ (37) ñîõðàíÿþò ñèëó ïðè ïðîèçâîëü�íîì êîìïëåêñíîì h, â òîì ÷èñëå è ïðè âåùåñòâåííîìh < 0. Èñêîìûå hn è Fn íàõîäÿòñÿ ïîäñòàíîâêîé â(41) è (43) âåëè÷èíû �0 = �0(h), îïðåäåëåííîé èçñèñòåìû (37) ïðè îòðèöàòåëüíûõ h.6. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÂÅËÈ×ÈÍ hn È FnÄëÿ èçîòðîïíîé äâóìåðíîé ñèñòåìû ñ âêëþ÷åíè�ÿìè êðóãîâîé �îðìû â ëèíåéíîì ïî èõ êîíöåíòðà�öèè ïðèáëèæåíèè èìååì (ñð. ñ àíàëîãè÷íîé �îðìó�ëîé äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ [8℄)f = 1� 2
 1� h1 + h: (44)Âûðàæåíèå (44), ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáîãî ðàñïðå�äåëåíèÿ êðóãîâ (êàê ñëó÷àéíîãî, òàê è ïåðèîäè÷å�ñêîãî), èìååò åäèíñòâåííûé ïîëþñ ïðè h = �1. Ýòîñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè âûâîäå �îðìóëû (44) �àêòè�÷åñêè ðàññìàòðèâàåòñÿ îòäåëüíîå, èçîëèðîâàííîå îòäðóãèõ, âêëþ÷åíèå. Â òî æå âðåìÿ h = �1 ÿâëÿåòñÿáåñêîíå÷íîêðàòíî âûðîæäåííûì ñîáñòâåííûì çíà�÷åíèåì äëÿ êðóãà è òîëüêî ó÷åò ¾âçàèìîäåéñòâèÿ¿ ñäðóãèìè âêëþ÷åíèÿìè ïðèâîäèò ê ñíÿòèþ âûðîæäå�íèÿ. Òàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ïàðû êðóãîâ ðàäèóñàR èìååòñÿ äâà íàáîðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé [7℄h1n = � thn�0;h2n = � 
thn�0 (n = 1; 2; : : : );�0 = ln %+p%2 � 4R22R ; (45)ãäå % � ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè êðóãîâ. Ïðèýòîì h = �1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñãóùåíèÿ (ïðè n!1)832



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 4, 2005 Èññëåäîâàíèå àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ : : :âåëè÷èí h1n è h2n. Îòìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííûì çíà÷å�íèÿì (45) îòâå÷àþò ïîëþñû â ïîëÿðèçóåìîñòè ïàðûêðóãîâ (êðóãîâûõ öèëèíäðîâ) [11℄.Ñõîäíàÿ êàðòèíà èìååò ìåñòî è äëÿ ìîäåëè�ýëåÿ � â ñëåäóþùèõ ïî êîíöåíòðàöèè ïðèáëèæå�íèÿõ â �óíêöèè f âîçíèêàåò öåëûé ñïåêòð ïîëþñîâ.Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îöåíêè âåëè÷èí hn è Fn ïðè 
� 1âìåñòî (37) áóäåì ðåøàòü êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó èçN óðàâíåíèé, ïîñëåäîâàòåëüíî óâåëè÷èâàÿ èõ ÷èñ�ëî. Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáíî èç ìàòðèöû Skl, îïðå�äåëåííîé â (38), âûäåëèòü ìíîæèòåëü Æ:Skl = AklÆ: (46)Èç (38) ñ ó÷åòîì (46) íàõîäèìA01 = 1p3 
2R4; A12 = p15 
4R8;A03 = 1p7 
4R8; A23 = 6p35 
6R12; : : : (47)ñ 
2k èç (32)�(35).Åñëè â (37) îãðàíè÷èòüñÿ îäíèì óðàâíåíèåì (ïðèk = 0), òî �0 = 1. Â ýòîì ñëó÷àå èç (41) ñëåäóåòÆ1 = �1=
, òàê ÷òî h1 = �(1 + 2
 + 2
2 + : : : ) èF1 = 4
(1 + 2
 + : : : ) ïðè 
 � 1. Â ñëåäóþùåì ïðè�áëèæåíèè (k = 0; 1; l = 0; 1) èìååìN = 2 : ��10 = 1�A201Æ2: (48)Ïîäñòàíîâêà (48) â (41) äàåò äëÿ Æ àëãåáðàè÷åñêîåóðàâíåíèå âòîðîé ñòåïåíè, èìåþùåå äâà äåéñòâè�òåëüíûõ êîðíÿ. Ñ èõ èñïîëüçîâàíèåì ïðè 
 � 1 ïî�ëó÷àåìh1 = ��1 + 2
+ 2
2 + 2
3 + 2
 A201 + : : :� ; (49)F1 = 4
 �1 + 2
+ 3
2 � 1
2 A201 + : : :� ; (50)h2 = ��1� 2
 A201 + : : :� ; (51)F2 = 4
 A201 + : : : (52)Ïðè 
 ! 0 èìååì jh1 + 1j � F1 � 
, jh2 + 1j � F2 �� 
3, jÆ2j � 1=
3.Èç ñèñòåìû òðåõ óðàâíåíèé (äëÿ �0; �1 è �2) ñëå�äóåòN = 3 :��10 = �1� �A201 +A212� Æ2���1�A212Æ2� : (53)
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�èñ. 2. Âåëè÷èíà Re f(p; h) êàê �óíêöèÿ h íà îòðè-öàòåëüíîé âåùåñòâåííîé ïîëóîñè ïðè êîíöåíòðàöèèâêëþ÷åíèé 
 = 1�p = 0:5. Èçîáðàæåíû òîëüêî ïåð-âûå ÷åòûðå ïîëþñà; âñÿ îñòàëüíàÿ áåñêîíå÷íàÿ ñî-âîêóïíîñòü ïîëþñîâ ñîñðåäîòî÷åíà ìåæäó h3 è h4Â ýòîì ñëó÷àå ïîäñòàíîâêà (53) â (41) äàåò óðàâ�íåíèå òðåòüåé ñòåïåíè. Ïðè ýòîì ê âåëè÷èíàì(49)�(52) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû (ïðè 
 � 1) ïî�ïðàâêè ïîðÿäêà 
4 è 
5 âêëþ÷èòåëüíî. Äëÿ òðåòüåãî(n = 3) ïîëþñà íàõîäèìh3 = � �1 + 2
�A12.A01�2 + : : : � ; (54)F3 = 4
�A12.A01�2 + : : : ; (55)òàê ÷òî jh3 + 1j � F3 � 
5, jÆ3j � 1=
5 ïðè 
! 0.Ïðè n = 4 èìååì��10 = �1� �A201 +A212 +A203 +A223� Æ2 ++ �A201A223 +A212A203 � 2A01A12A03A23�Æ4��� �1� �A212 +A223� Æ2��1 ; (56)÷åìó îòâå÷àåò óðàâíåíèå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè äëÿ Æ.Äëÿ âåëè÷èí h4 è F4 äàæå ïðè 
 � 1 ïîëó÷àþòñÿäîâîëüíî ãðîìîçäêèå âûðàæåíèÿ, êîòîðûå âûïèñû�âàòü íå áóäåì. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî jh4 + 1j � F4 �� 
7 è jÆ4j � 1=
7 ïðè 
 ! 0. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîììîãóò áûòü ðàññìîòðåíû è âûñøèå (N � 5) ïðèáëè�æåíèÿ.Ïðîâåäåííûé àíàëèç äàåò âîçìîæíîñòü ñäåëàòüñëåäóþùèå âûâîäû. Âûáðàâ ïîäñèñòåìó èç N óðàâ�íåíèé, äëÿ âåëè÷èíû Æ ïîëó÷àåì àëãåáðàè÷åñêîå8 ÆÝÒÔ, âûï. 4 833
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0�èñ. 3. Âåëè÷èíà Im f (+)(p; h) êàê �óíêöèÿ h ïðè
 = 1 � p = 0:7. Âûñîòà êàæäîãî ïèêà ïðîïîðöè-îíàëüíà ¾ñèëå¿ Fn ñîîòâåòñòâóþùåé äåëüòà-�óíê-öèè, ñì. �îðìóëó (13)óðàâíåíèå N -é ñòåïåíè, èìåþùåå N âåùåñòâåííûõêîðíåé Æn (n = 1; 2; : : : ; N). Ýòî ïîçâîëÿåò íàé�òè ïðèáëèæåííîå ïîëîæåíèå ïåðâûõ N ïîëþñîâ(à òàêæå è âû÷åòû â íèõ) �óíêöèè f(p; �), ïðè�÷åì òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí hn è Fn ïðè�èêñèðîâàííîì n âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì N . Ñ óâå�ëè÷åíèåì N ïîëþñû ïîÿâëÿþòñÿ â îïðåäåëåííîìïîðÿäêå: ïîëþñû ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè ðàñïîëî�æåíû ñëåâà îò òî÷êè h = �1, à ñ ÷åòíûìè �ñïðàâà. Ïðè ìàëûõ 
 èìååì ñëåäóþùèå îöåíêè:jhn + 1j � Fn � 
2n�1 � 1; jÆnj � 1=
2n�1 � 1(n = 1; 2; : : : ). Òàêèì îáðàçîì, hn ! �1 ïðè n!1,òàê ÷òî h = �1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñãóùåíèÿ ïîëþñîâ.Âåëè÷èíû Fn áûñòðî óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì n, ÷òîïîçâîëÿåò â ðàçëîæåíèÿõ (12), (21) è (28) äëÿ �óíê�öèè f(p; �) îãðàíè÷èòü ñóììèðîâàíèå êîíå÷íûì ÷èñ�ëîì ñëàãàåìûõ (âíå íåêîòîðîé îáëàñòè êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè � âîêðóã òî÷êè � = �1).Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåëè÷èí hn è Fn ïðè íåìàëûõ

c0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
c

5

10

15

20

25
t1

�èñ. 4. Âåëè÷èíà t1 = �h1 êàê �óíêöèÿ êîíöåíòðà-öèè 
. Øòðèõîâîé ëèíèåé èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòüt1 îò 
 â ïðèáëèæåíèè ÷åòûðåõ óðàâíåíèé. Çäåñü
0 = �=4 � 0:785 � êðèòè÷åñêàÿ êîíöåíòðàöèÿ (ïðèR = a)êîíöåíòðàöèÿõ 
 ñèñòåìà (37) ðåøàëàñü ÷èñëåííûìèìåòîäàìè. Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé âìåñòî �n ââî�äèëèñü ¾ïåðåìåííûå¿ xn = �nÆ, óäîâëåòâîðÿþùèåñèñòåìå óðàâíåíèéxk + 1Xl=0 Skl xl = ÆÆk0: (57)Â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæåíèå ïîëþñîâ hn îïðåäåëÿåòñÿèç óðàâíåíèÿ x0 = �1=
; (58)à âåëè÷èíà Fn èç ðàâåíñòâà, ñëåäóþùåãî èç (43):Fn = 1
 "(1 + h)2,dx0dÆ #h=hn ; (59)ãäå ó÷òåíî, ÷òî x0 ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé àðãóìåíòà Æ.Ïðîäè��åðåíöèðóåì (57) ïî Æ:834



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 4, 2005 Èññëåäîâàíèå àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ : : :
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�èñ. 5. Âåëè÷èíû tn = �hn (n = 3; 5; 7; 9) êàê�óíêöèè êîíöåíòðàöèè 
. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � çà-âèñèìîñòü t3 îò 
 â ïðèáëèæåíèè ÷åòûðåõ óðàâíå-íèédxkdÆ + 1Xl=0 Skl dxldÆ + 1Æ 1Xl=0 Skl xl = Æk0: (60)Îòñþäà ñ ó÷åòîì (57) íàõîäèìdxkdÆ + 1Xl=0 Skl dxldÆ = xkÆ : (61)Ñèñòåìà óðàâíåíèé (61) ïî ñòðóêòóðå òî÷íî òàêàÿæå, ÷òî è (57), îíè ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî âèäîì ïðà�âîé ÷àñòè. Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü (61) çíà÷å�íèÿ xk, íàéäåííûå èç (57), è ðåøàÿ ýòó ñèñòåìóòåì æå, ÷òî è (57), ìåòîäîì, íàéäåì ïðîèçâîäíóþdx0=dÆ. Ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðîâî�äèòü ïðè çàäàííîì h = hn (ò. å. ïðè Æ = Æn). Òàêîéïîäõîä ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ÷èñëåííîãî äè��åðåíöè�ðîâàíèÿ ïðè îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû Fn.Ïðè êîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèÿõ èç (57) è (61)âûäåëÿëèñü ïîäñèñòåìû èç ñîðîêà óðàâíåíèé. Ïðèh < 0 îïðåäåëÿëèñü âñå xk (k = 0; 1; 2; : : : ; 39)
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�èñ. 6. Âåëè÷èíû tn = �hn (n = 2; 4; 6; 8; 10) êàê�óíêöèè êîíöåíòðàöèè 
. Øòðèõîâûå ëèíèè � çà-âèñèìîñòü t2 è t4 îò 
 â ïðèáëèæåíèè ÷åòûðåõ óðàâ-íåíèéêàê �óíêöèè h ïðè �èêñèðîâàííîé êîíöåíòðàöèè
 (ò. å. ïðè çàäàííîì îòíîøåíèè R=a). Èç óðàâ�íåíèÿ (58) íàõîäèëîñü ïîëîæåíèå äåñÿòè ïîëþñîâhn (n = 1; 2; : : : ; 10). Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ïåðâûõ ÷å�òûðåõ âåëè÷èí hn áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå çíà÷å�íèÿ: h1 � �3:345; h2 � �0:823;h3 � �1:136; h4 � �0:981 (62)ïðè R=a = 0:8 (
 � 0:503) èh1 � �5:978; h2 � �0:594;h3 � �1:484; h4 � �0:873 (63)ïðè R=a = 0:9 (
 � 0:636).Äàëåå îïðåäåëÿëàñü ïðîèçâîäíàÿ dx0=dÆ ïðèh = hn è ïî �îðìóëå (59) âû÷èñëÿëèñü âåëè÷èíûFn (n = 1; 2; : : : ; 10). Ïðîâåäåíèå ïîäîáíîé ïðîöå�äóðû ïðè ðÿäå çíà÷åíèé êîíöåíòðàöèè 
 ïîçâîëèëîíàéòè çàâèñèìîñòü hn è Fn îò 
. Ñ ïîìîùüþ �îðìó�ëû (39) âû÷èñëÿëèñü f(p; 0) è f(p;1) êàê �óíêöèè835 8*
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�èñ. 7. Âåëè÷èíà F1 êàê �óíêöèÿ êîíöåíòðàöèè 

 = 1�p, à òàêæå Re f(p; h) êàê �óíêöèÿ h ïðè �èê�ñèðîâàííîé êîíöåíòðàöèè. Äëÿ êîíòðîëÿ ïðàâèëü�íîñòè âû÷èñëåíèé íà âñåõ ýòàïàõ ðàñ÷åòà èñïîëüçî�âàëèñü ñîîòíîøåíèÿ (15), (18)�(20), (22)�(24) è (29).�åçóëüòàòû ïðîâåäåííîãî â ðàáîòå èçó÷åíèÿ àíà�ëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ �óíêöèè f(p; �) (ïðè ó÷åòå ñî�ðîêà óðàâíåíèé èç ñèñòåì (57) è (61)) ïðåäñòàâëå�íû â ãðà�è÷åñêîì âèäå íà ðèñ. 2�10. Äëÿ ñðàâíåíèÿðåøàëîñü àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîé ñòå�ïåíè äëÿ âåëè÷èíû Æ, ñëåäóþùåå èç (41) ïðè ïîä�ñòàíîâêå �0 èç (56). Çàâèñèìîñòü h1; h2; h3 è h4 îòêîíöåíòðàöèè 
 äëÿ ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ èçîáðàæå�íà íà ðèñ. 4�6 øòðèõîâûìè ëèíèÿìè. Îòìåòèì, ÷òîîñíîâíûå çàêëþ÷åíèÿ, ñäåëàííûå ïðè 
 � 1 (ñì.âûøå), îñòàþòñÿ â ñèëå è ïðè íåìàëûõ êîíöåíòðà�öèÿõ 
. Â òî æå âðåìÿ îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿòðåáóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè �àçîâîãî ïåðåõîäà ìå�òàëë�äèýëåêòðèê 
0 = 1 � p
 = �=4 � 0:785 (ïðèR = a), ãäå òðåáóåòñÿ ó÷åò òåì á�îëüøåãî ÷èñëà óðàâ�íåíèé èç ñèñòåì (59) è (61), ÷åì áëèæå êîíöåíòðàöèÿ
 ê 
0.Çàìåòèì, ÷òî ñðàâíåíèå ¾óñå÷åííûõ¿ (ïðè
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9�èñ. 8. Âåëè÷èíû Fn (n = 3; 5; 7; 9) êàê �óíêöèèêîíöåíòðàöèè 
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c�èñ. 10. Âåëè÷èíà f(p;1) êàê �óíêöèÿ êîíöåíòðà-öèè 
 = 1� pn � 10) �îðìóë (12), (21) è (28) ñ ðåçóëüòàòàìè÷èñëåííîãî èçó÷åíèÿ f(p; �) ïðè � = h > 0 ïîêà�çûâàåò, ÷òî ðàñõîæäåíèå íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû,ðàâíîé ïðèìåðíî 1% ïðè êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé
 � 0:73 äëÿ âñåõ 0 � h � 1. Ýòî ïîçâîëÿåòèñïîëüçîâàòü òàêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿf(p; h) â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ àðãóìåíòîâp è h. Áîëåå òîãî, ìîæíî äóìàòü, ÷òî ïðè óêàçàííûõîãðàíè÷åíèÿõ íà êîíöåíòðàöèþ òàêàÿ �îðìóëà áó�äåò óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàòü �óíêöèþ f(p; �)è ïðè êîìïëåêñíûõ � (çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðîéîáëàñòè âîêðóã òî÷êè � = �1).
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