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ÈÍÄÓÖÈ�ÎÂÀÍÍÛÅ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÑÒßÌÈ ÔÀÇÎÂÛÅÏÅ�ÅÕÎÄÛ ÂÒÎ�Î�Î �ÎÄÀ Â ÌÎÄÅËÈ ÏÎÒÒÑÀÍÀ ÈÅ�À�ÕÈ×ÅÑÊÈÕ �ÅØÅÒÊÀÕÏ. Í. Òèìîíèí *Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò �èçèêè �îñòîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà344090, �îñòîâ-íà-Äîíó, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 9 �åâðàëÿ 2004 ã.Èññëåäîâàíà òåðìîäèíàìèêà ìîäåëè Ïîòòñà ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé íà êëàññå èåðàðõè÷åñêèõðåøåòîê ñ �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ d > 1. Ïîêàçàíî, ÷òî â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ ðå-øåòîê �àçîâûå ïåðåõîäû íà íèõ âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ïåðåõîäàìè âòîðîãî ðîäà. Îïðåäåëåíû êðèòè÷åñêèåèíäåêñû, èññëåäîâàíà èõ çàâèñèìîñòü îò ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ è óñòàíîâëåíû ñêåéëèíãîâûå ñîîòíî-øåíèÿ ìåæäó íèìè. Îáñóæäàåòñÿ ñòðóêòóðíûé êðèòåðèé òðàíñ�îðìàöèè ðîäà ïåðåõîäà â íåîäíîðîäíûõñèñòåìàõ è ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê îïèñàíèþ êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé ïðè �àçîâûõ ïåðåõîäàõâ ðàçáàâëåííûõ êðèñòàëëàõ è ïîðèñòûõ ñðåäàõ.PACS: 05.50.+q, 64.60.-i, 05.70.Jk�àññìîòðåíèå �àçîâûõ ïåðåõîäîâ â ñïèíîâûõ ìî�äåëÿõ íà èåðàðõè÷åñêèõ ðåøåòêàõ âåäåò ñâîå íà÷à�ëî îò ðåíîðìãðóïïîâîãî ìåòîäà Ìèãäàëà �Êàäàíîâà[1, 2℄, ãäå òàêèå ðåøåòêè ïîÿâèëèñü êàê àïïðîêñèìà�öèÿ îáû÷íûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê [3℄. Âïîñëåä�ñòâèè áûëè ïðåäëîæåíû ìíîãî÷èñëåííûå âàðèàí�òû èåðàðõè÷åñêèõ ðåøåòîê, èìåþùèõ íåöåëóþ ðàç�ìåðíîñòü [4, 5℄ è ÿâëÿþùèõñÿ, òàêèì îáðàçîì, ìî�äåëÿìè �ðàêòàëüíûõ ñòðóêòóð. Ïîñêîëüêó �ðàêòà�ëû ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â íåóïîðÿäî÷åííûõ ñðåäàõ(èìè ìîæíî îïèñàòü, íàïðèìåð, ñòðóêòóðó ïîðèñ-òûõ ñðåä è ïåðêîëÿöèîííûõ êëàñòåðîâ â íåóïîðÿ�äî÷åííûõ êðèñòàëëàõ [6℄), èçó÷åíèå �àçîâûõ ïåðå�õîäîâ íà íèõ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ. Õî�òÿ ñòðóêòóðà èåðàðõè÷åñêèõ ðåøåòîê è íå ÿâëÿåòñÿñëó÷àéíîé, îíè òàêæå èìåþò øèðîêîå ðàñïðåäåëå�íèå êîîðäèíàöèîííûõ ÷èñåë è õàðàêòåðíûõ ðàçìå�ðîâ è â ýòîì ñìûñëå ìîãóò áûòü ïîäõîäÿùèìè ìî�äåëÿìè ñëó÷àéíûõ íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì. Äåéñòâè�òåëüíî, èññëåäîâàíèå ìîäåëè Èçèíãà íà èåðàðõè÷å�ñêèõ ðåøåòêàõ ïîêàçàëî, ÷òî êðèòè÷åñêèå èíäåêñûäëÿ ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà ñóùåñòâåííî ìåíÿþòñÿíà �ðàêòàëàõ è çàâèñÿò îò èõ ñòðóêòóðíûõ õàðàêòå�ðèñòèê [7, 8℄ â ïîëíîé àíàëîãèè ñ èçìåíåíèåì èíäåê�*E-mail: timonin�aaanet.ru

ñîâ â íåóïîðÿäî÷åííûõ êðèñòàëëàõ ïðè èçìåíåíèèñòåïåíè áåñïîðÿäêà [9℄.Âëèÿíèå íåîäíîðîäíîñòåé ñòðóêòóðû íà ïåðåõî�äû ïåðâîãî ðîäà â ìîäåëÿõ èåðàðõè÷åñêèõ �ðàêòà�ëîâ òàêæå èìååò êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè, ñõîä�íûå ñ íàáëþäàåìûìè â ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèÿõòàêèõ ïåðåõîäîâ â ìîäåëÿõ ðàçáàâëåííûõ êðèñòàë�ëîâ [10�13℄ è ïîðèñòûõ ñðåä [14, 15℄. Òàê, îáíàðó�æåííûé â [10�15℄ ý��åêò ïðåâðàùåíèÿ ïåðåõîäîâïåðâîãî ðîäà â ïåðåõîäû âòîðîãî ðîäà ïîä âëèÿíè�åì íåîäíîðîäíîñòåé èìååò ìåñòî è â ìîäåëè Ïîòò�ñà ñ q-ñîñòîÿíèÿìè (q = 4, 10) íà äâóõ òèïàõèåðàðõè÷åñêèõ ðåøåòîê ñ �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíî�ñòüþ d > 2 [16℄. Ýòî íåîáû÷íîå ÿâëåíèå òðóäíîîáúÿñíèòü â ðàìêàõ ñòàíäàðòíîé �åíîìåíîëîãèè,îïèñûâàþùåé ¾ñãëàæèâàíèå¿ ïåðåõîäîâ ïåðâîãî ðî�äà â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ (óìåíüøåíèå èëè ïîëíîåèñ÷åçíîâåíèå ñêà÷êîâ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåò�ðîâ) êàê ðåçóëüòàò îáðàçîâàíèÿ íåîäíîðîäíîãî äâóõ��àçíîãî ñîñòîÿíèÿ â îêðåñòíîñòè ïåðåõîäà [17℄. Òà�êàÿ �èçè÷åñêàÿ êàðòèíà íå ìîæåò îáúÿñíèòü ïðèðî�äó íåóñòîé÷èâîñòè, ïîÿâëÿþùåéñÿ â íåîäíîðîäíîéñèñòåìå è ïðèâîäÿùåé ê ðàñõîäèìîñòè ðàäèóñà êîð�ðåëÿöèé è êðèòè÷åñêîé âîñïðèèì÷èâîñòè [10�15℄.Ìåæäó òåì ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïå�ðåõîäîâ â æèäêèõ êðèñòàëëàõ [18, 19℄ è àíòè�1198



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 5 (11), 2004 Èíäóöèðîâàííûå íåîäíîðîäíîñòÿìè �àçîâûå ïåðåõîäû : : :�åððîìàãíåòèêå MnO [20℄, çàêëþ÷åííîì â ïîðèñ-òûå ñðåäû, ïîäòâåðæäàþò âîçìîæíîñòü òðàíñ�îð�ìàöèè ðîäà ïåðåõîäà ïîä âëèÿíèåì íåîäíîðîäíî�ñòåé. Ïðåâðàùåíèå ñòðóêòóðíîãî ïåðåõîäà ïåðâîãîðîäà Oh ! D4h â çàïðåùåííûé ñèììåòðèåé ïàðà�ìåòðà ïîðÿäêà ïåðåõîä âòîðîãî ðîäà èìååò ìåñòî âìàãíåòèòå Fe3O4 ïðè äîïèðîâàíèè åãî öèíêîì [21℄.Èçìåíåíèå ðîäà ïåðåõîäà íàáëþäàåòñÿ è â ñìåøàí�íûõ êðèñòàëëàõ (KBr)1�x(KCN)x [22, 23℄ ïðè ñåãíå�òîýëàñòè÷åñêîì �àçîâîì ïåðåõîäå èç êóáè÷åñêîé âîðòîðîìáè÷åñêóþ �àçó. Òàêîé ïåðåõîä â èäåàëüíûõêóáè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäîìïåðâîãî ðîäà [24℄, îäíàêî â ñìåøàííûõ êðèñòàëëàõ(KBr)1�x(KCN)x îí îêàçûâàåòñÿ ïåðåõîäîì âòîðîãîðîäà ïðè x = 0:65, 0.7 [22℄ è x = 0:73 [23℄, òàê ÷òîóïðóãèé ìîäóëü C44 îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êå ïå�ðåõîäà [23℄.Òàêèì îáðàçîì, è ýêñïåðèìåíòû, è ÷èñëåííîå ìî�äåëèðîâàíèå ðåàëèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïîêàçûâàþò,÷òî íåîäíîðîäíîñòè ìîãóò íå òîëüêî ñãëàæèâàòüñêà÷êè ïåðâîãî ðîäà òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåò�ðîâ, íî è ïðèâîäèòü ê ñèíãóëÿðíîñòÿì âòîðîãî ðî�äà. Âûÿñíåíèå �èçè÷åñêîé ïðèðîäû ýòîãî ÿâëåíèÿè ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ åãî êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿìîãóò áûòü âåñüìà âàæíûìè íå òîëüêî äëÿ ïîíè�ìàíèÿ ìåõàíèçìîâ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ â íåîäíîðîä�íûõ ñèñòåìàõ, íî è äëÿ ìíîãî÷èñëåííûõ ïðàêòè÷å�ñêèõ ïðèëîæåíèé íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ. Çàäà�÷åé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå òåõ êëàññîâ ïåðå�õîäîâ ïåðâîãî ðîäà è òèïîâ íåîäíîðîäíûõ ñðåä, âêîòîðûõ ïîÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíîñòè âòîðîãî ðîäà, èòåõ, ãäå èìååò ìåñòî îáû÷íîå ñãëàæèâàíèå ñêà÷êîâ âðåçóëüòàòå îáðàçîâàíèÿ ïðîìåæóòî÷íîé íåîäíîðîä�íîé �àçû [17, 25℄. Äðóãîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïðåäå�ëåíèå êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ äëÿ èíäóöèðîâàííûõíåîäíîðîäíîñòÿìè ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà è óñòà�íîâëåíèå èõ ñâÿçè ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòè�êàìè íåîäíîðîäíûõ ñòðóêòóð.Â ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷ ñóùåñòâåííóþ ïîìîùü ìî�ãóò îêàçàòü èññëåäîâàíèÿ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ â ñïè�íîâûõ ìîäåëÿõ íà òàêèõ óïðîùåííûõ èìèòàöèÿõ ðå�àëüíûõ íåîäíîðîäíûõ ñðåä, êàê èåðàðõè÷åñêèå ðå�øåòêè, òåðìîäèíàìèêà êîòîðûõ äîïóñêàåò â ðÿäåñëó÷àåâ òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå [16℄. Äåé�ñòâèòåëüíî, ðåçóëüòàòû ðàáîòû [16℄ è èññëåäîâàíèÿìîäåëè Ïîòòñà íà ñëó÷àéíûõ ãðà�àõ ñî ñòåïåííûìðàñïðåäåëåíèåì êîîðäèíàöèîííûõ ÷èñåë [26, 27℄ ÿâ�ëÿþòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ åäèíñòâåííûìè àíàëè�òè÷åñêèìè ñâèäåòåëüñòâàìè âîçìîæíîñòè ïðåâðàùå�íèÿ ïåðåõîäîâ ïåðâîãî ðîäà â ïåðåõîäû âòîðîãî ðîäàâ íåîäíîðîäíûõ ñòðóêòóðàõ.

Ïðè ýòîì âûáîð äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè Ïîòò�ñà [10�16; 26; 27℄ êàê ïðîñòåéøåé ìîäåëè, èìåþùåéïåðåõîäû ïåðâîãî ðîäà íà òðàíñëÿöèîííî-èíâàðè-àíòíûõ ðåøåòêàõ ñ ðàçìåðíîñòüþ d = 2; 3, îáóñëîâ�ëåí òàêæå íàëè÷èåì ìíîæåñòâà åå �èçè÷åñêèõ ðåà�ëèçàöèé. Ñðåäè íèõ ñòðóêòóðíûå ïåðåõîäû â àäñîð�áèðîâàííûõ ñëîÿõ (q = 3, 4), ïåðåõîäû â êóáè÷åñêèõ�åððîìàãíåòèêàõ â ìàãíèòíîì ïîëå è â ñìåñÿõ æèä�êîñòåé (q = 3) (ñì. îáçîð [28℄ è ññûëêè â íåì). Ñó�ùåñòâóåò òàêæå ìíîæåñòâî ñåãíåòîýëàñòè÷åñêèõ ïå�ðåõîäîâ, îïèñûâàåìûõ ìîäåëüþ Ïîòòñà, íàïðèìåð,ïåðåõîäû Oh ! D4h â øïèíåëÿõ òèïà NiCr2O4,Fe3O4 è ñâåðõïðîâîäíèêàõ Nb3Sn è V3Si (q = 3)èëè ïåðåõîäû ñ óïîðÿäî÷åíèåì çàðÿäîâ â êðèñòàë�ëàõ Yb4As3 [29℄ è ñïëàâàõ òèïà Mg3Cd (q = 4) (ñì.òàáë. IV.4 â [24℄).Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ïåðåõîäû â ìîäåëè Ïîòò�ñà ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé q íà äâóïàðà�ìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå èåðàðõè÷åñêèõ ðåøåòîê, õà�ðàêòåðèçóåìîì �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ d > 1 èñðåäíèì êîîðäèíàöèîííûì ÷èñëîì z, 2 < z < 4. Ñïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà, îòëè÷íîãî îò èñ�ïîëüçîâàííîãî â [16℄, óäàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõq, d è z èìåþò ìåñòî ïåðåõîäû âòîðîãî ðîäà, ïî�ëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ êðèòè÷åñêèõèíäåêñîâ, èññëåäîâàòü èõ çàâèñèìîñòü îò ñòðóêòóð�íûõ ïàðàìåòðîâ è óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñêåé�ëèíãîâûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó íèìè. Ïîëó÷åííûåðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò òàêæå ñäåëàòü ïðåäïîëîæå�íèå î ñòðóêòóðíîì êðèòåðèè òðàíñ�îðìàöèè ðîäàïåðåõîäà ïîä âëèÿíèåì íåîäíîðîäíîñòåé. Â çàêëþ�÷åíèå ìû îáñóäèì ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòà�òîâ ê îïèñàíèþ êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé ïðè �àçîâûõïåðåõîäàõ â ðàçáàâëåííûõ êðèñòàëëàõ è ïîðèñòûõñðåäàõ.1. �ÅÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÅ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈÈÅ�À�ÕÈ×ÅÑÊÈÕ �ÅØÅÒÎÊÏðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåé�ñòâà èåðàðõè÷åñêèõ ðåøåòîê ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.Îíà ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîé çàìåíå êàæäîé ñâÿ�çè íà n � 2 öåïî÷êàõ, ñîñòîÿùèõ èç m � 2 ñâÿçåé.Íà êàæäîì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ òàêîé ðåøåòêè ÷èñëîñâÿçåé â íåé óâåëè÷èâàåòñÿ â B = mn ðàç, òàê ÷òîíà k-ì øàãå èìååòñÿ Bk ñâÿçåé, à ÷èñëî óçëîâ Nkìîæíî íàéòè èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿNk = BNk�1 � n�B + 2;èç êîòîðîãî, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà N0 = 2, ñëåäóåòNk = B � nB � 1Bk + n� 1B � 1 + 1: (1)1199
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�èñ. 1. �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå èòåðàöèîííîéïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ èåðàðõè÷åñêîé ðåøåòêè ïðèm = 3, n = 4Ââîäÿ ñðåäíåå êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî óçëà â áåñ�êîíå÷íîé ðåøåòêå, z � limk!1(2Bk=Nk), èìååì ñî�ãëàñíî (1) z = 2B � 1B � n; (2)òàê ÷òî z ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò 2 (ïðè m ! 1) äî 4(ïðè m = 2, n ! 1). Íà k-ì øàãå íàèáîëüøåå ðàñ�ñòîÿíèå ìåæäó óçëàìè ðåøåòêè ðàâíî mk, òàê ÷òîNk / (mk)d ïðè k !1, ãäåd = lnBlnm� �ðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ðåøåòêè. Î÷åâèäíî,1 < d <1.Åñëè ðàññìàòðèâàòü z è d êàê íåçàâèñèìûå ïàðà�ìåòðû ðåøåòêè, èç óñëîâèé m � 2, n � 2 ñëåäóåò,÷òî z ìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå2 < z < 4(1� 2�d): (3)�àññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå êîîðäèíàöèîííûõ ÷è�ñåë óçëîâ ðåøåòêè. Êîîðäèíàöèîííûå ÷èñëà ïðèíè�ìàþò çíà÷åíèÿ zk = 2nk, è ÷èñëî òàêèõ óçëîâ â ðå�øåòêå óðîâíÿ l ðàâíîsk = (B � n)Bl�k�1; 0 � k � l � 1:Êðîìå òîãî, äâà áàçèñíûõ óçëà èìåþò êîîðäèíà�öèîííûå ÷èñëà zl = nl, òàê ÷òî sl = 2. Íåòðóäíî óáå�äèòüñÿ, ÷òî lPk=0 sk = Nl è lPk=0 skzk = 2Bl. Äëÿ �óíê�öèè ðàñïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàöèîííûõ ÷èñåë áåñêî�íå÷íîé ðåøåòêè ïîëó÷àåìW (z) = liml!1 lXk=0 skNl Æ(z � zk) == B � 1B �2z� dd�1 1Xk=0 Æ(z � 2nk):

Òàêèì îáðàçîì, W (z) èìååò ñòåïåííóþ çàâèñèìîñòüñ ïîêàçàòåëåì áîëüøèì åäèíèöû. Àíàëîãè÷íûå ðàñ�ïðåäåëåíèÿ, íî ñ áîëåå ïëîòíîé ïîñëåäîâàòåëüíî�ñòüþ zk (zk = k), èñïîëüçóþòñÿ ïðè ìîäåëèðî�âàíèè ¾áåçìàñøòàáíûõ¿ (s
ale-free) ñëó÷àéíûõ ãðà��îâ [26, 27℄. Ìîäåëü Ïîòòñà ñ q � 1 íà òàêèõãðà�àõ èìååò ïåðåõîä âòîðîãî ðîäà ñ ý��åêòèâ�íî-ïîëåâûìè îñîáåííîñòÿìè, åñëè ïîêàçàòåëü âW (z)ìåíüøå 3 [26℄, ÷òî ñâÿçàíî ñ ðàñõîäèìîñòüþ ìîìåíòàhz3i. Â íàøåì ñëó÷àå ðàñõîäÿòñÿ âñå ìîìåíòû hzri ñr � d=(d� 1), à ïðè ìåíüøèõ rhzri = 2r B � 1B � nr :Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ïåðåõîä íà ðàñ�ñìàòðèâàåìûõ èåðàðõè÷åñêèõ ðåøåòêàõ âñåãäà ÿâëÿ�åòñÿ ïåðåõîäîì âòîðîãî ðîäà ñî ñêåéëèíãîâûìè àíî�ìàëèÿìè è ñâîéñòâàW (z) âëèÿþò ëèøü íà çíà÷åíèÿêðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ.2. �ÅÊÓ��ÅÍÒÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß,ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÈ ÊÎ��ÅËßÖÈÈ Â ÌÎÄÅËÈ ÏÎÒÒÑÀÑòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó ìîäåëè Ïîòòñà ñ q-ñîñ-òîÿíèÿìè íà ðàññìàòðèâàåìûõ ðåøåòêàõ ìîæíî ïî�ëó÷èòü, ïðèâåäÿ êàæäîé ñâÿçè â ñîîòâåòñòâèå ìíî�æèòåëüZ0(�; �0) = exp �KÆ�;�0 + h2 (Æ�;1 + Æ�0;1)� (4)(�; �0 � ïîòòñîâñêèå ñïèíû íà ñîåäèíÿåìûõ óçëàõ,K = J=T , h � âíåøíåå ïîëå) è ïðîñóììèðîâàâïîëó÷àþùååñÿ âûðàæåíèå ïî çíà÷åíèÿì ïîòòñîâ�ñêèõ ñïèíîâ � = f1; 2; : : : ; qg. Åñëè ââåñòè ÷àñòè÷�íûå ñòàòèñòè÷åñêèå ñóììû äëÿ ðåøåòîê óðîâíÿ l,Zl(�; �0), ïðîñóììèðîâàííûå ïî âñåì ñïèíàì, êðîìå�; �0, íàõîäÿùèõñÿ â áàçîâûõ (çàòðàâî÷íûõ) óçëàõ,òî äëÿ íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíûå ñîîòíî�øåíèÿ [1�3℄ âèäàZl+1(�; �0) = ��Ẑl�m�;�0�n �� exp h2 (1� n)(Æ�;1 + Æ�0;1); (5)ò. å. ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ñëåäóþùåãî óðîâíÿ ïîëó÷à�åòñÿ âîçâåäåíèåì ìàòðèöû Zl(�; �0) â ñòåïåíü mè ïîñëåäóþùèì âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü n êàæäî�ãî ýëåìåíòà ïîëó÷åííîé ìàòðèöû. Ýêñïîíåíöèàëü�íûé ìíîæèòåëü â (5) óáèðàåò ëèøíèå ñòåïåíèexp(h=2)(Æ�;1 + Æ�0;1). Ñ ïîìîùüþ �îðìóë (4) è (5)1200



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 5 (11), 2004 Èíäóöèðîâàííûå íåîäíîðîäíîñòÿìè �àçîâûå ïåðåõîäû : : :ìîæíî íàéòè ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó â òåðìîäèíàìè�÷åñêîì ïðåäåëå l !1.Èç �îðìóë (4) è (5) ñëåäóåò, ÷òî Zl(�; �0) ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäåZl(�; �0) = a1lÆ�;1Æ�0;1+a2l (1�Æ�;1)(1�Æ�0;1)q � 1 ++ bl(Æ�;1 + Æ�0;1 + Æ�;1Æ�0;1) ++ 
l �Æ�;�0 � Æ�;1Æ�0;1 � (1� Æ�;1)(1� Æ�0;1)q � 1 � : (6)Èç ðàâåíñòâà (6) ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðèöà Zl(�; �0)èìååò äâà íåâûðîæäåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ��l = 12(a1;l+a2;l)�r14(a1;l�a2;l)2+(q�1)b2l (7)è åùå îäíî 
l ñ êðàòíîñòüþ q�2. Ñ ïîìîùüþ �îðìó�ëû (7) ïðåîáðàçîâàíèå êîý��èöèåíòîâ â ïðåäñòàâëå�íèè (6) ïðè âîçâåäåíèè ìàòðèöû Zl(�; �0) â ñòåïåíüm ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåa01l = 12(�m+l + �m�l) + �12 (a1l � a2l);a02l = 12(�m+l + �m�l)� �12 (a1l � a2l);b0l = �lbl; 
0l = 
ml ; �l � �m+l � �m�l�+l � ��l : (8)Òîãäà ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîý��èöèåí�òîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâåíñòâó (5), èìåþò âèäa1;l+1 = e�h(n�1)(a01l)n; bl+1 = e�h(n�1)=2(b0l)n;a2;l+1 = �a02l+(q�2)
0lq�1 �n+(q�2)�a02l�
0lq�1 �n ;
l+1 = �a02l + (q � 2)
0lq � 1 �n ��a02l � 
0lq � 1 �n : (9)Ñîãëàñíî �îðìóëå (4), íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿýòèõ ñîîòíîøåíèé ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâàa1;0 = eK+h; a2;0 = eK + q � 2;b0 = eh=2; 
0 = eK � 1: (10)�åøåíèÿ ñèñòåìû (8), (9) ïîçâîëÿþò íàéòè ñòàòèñòè�÷åñêèå ñóììû ìîäåëè Ïîòòñà ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷�íûìè óñëîâèÿìè íà áàçîâûõ óçëàõ ðåøåòêè. Òàê,äëÿ ñâîáîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, äîáàâëÿÿ íåäî�ñòàþùèå ïîëÿ h=2 ê áàçîâûì óçëàì, ïîëó÷èìZ(f)l =X�;�0 eh(�+�0)=2Zl(�; �0) == eha1l + (q � 1)(a2l + 2eh=2bl): (11)

Â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñ îòîæ�äåñòâëåíèåì áàçîâûõ óçëîâ èìååìZ(p)l =X� Zl(�; �) = a1l + a2l + (q � 2)
l: (12)Íàêîíåö, äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñ �èêñèðîâàííûìñïèíîì � = 1 íà áàçîâûõ óçëàõZ(1)l = Zl(1; 1) = a1l: (13)Â îòñóòñòâèå äàëüíåãî ïîðÿäêà âñå ýòè ñòàòèñòè�÷åñêèå ñóììû äîëæíû äàâàòü â òåðìîäèíàìè÷åñêîìïðåäåëå îäíî è òî æå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè òåðìîäè�íàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Ïðè h 6= 0 âû÷èñëåíèå èõÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé çàäà÷åé, îäíàêî ïîòåíöè�àë è åãî ïðîèçâîäíûå ïî ïîëþ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíûàíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ïðè h = 0 â îêðåñòíîñòèòî÷êè ïåðåõîäà. Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ îïðåäåëåíèÿðîäà ïåðåõîäà è êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ.Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì âûðàæåíèå äëÿòåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â íóëåâîì ïîëå. Âýòîì ñëó÷àå èç �îðìóë (8), (9) ñëåäóåòa1l = bl + 
l; a2l = a1l + (q � 2)
l;òàê ÷òî â íóëåâîì ïîëå åñòü òîëüêî äâà íåçàâèñèìûõêîý��èöèåíòà. Ââîäÿ âåëè÷èíóKl � ln a1lbl ;ïîëó÷àåì èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå [30℄eKl+1 = f(eKl);f(x) � �1 + q(x� 1)m(x� 1 + q)m � (x� 1)m �n : (14)Âòîðîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ïðè h = 0 èìååòâèä bl+1 = gl+1bBl ; gl � (eKl�1 � 1)B(eKl=n � 1)n : (15)Èç ðàâåíñòâà (15) è îïðåäåëåíèÿ Kl ïîëó÷àåòñÿ ñëå�äóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè òåðìîäèíàìè÷å�ñêîãî ïîòåíöèàëà:F = �T liml!1N�1l lnZ(f)l = �z2T 1Xk=1B�k ln gk: (16)Ïðè âûâîäå �îðìóëû (16) èñïîëüçîâàëîñü òî, ÷òîKlB�l ! 0 ïðè l!1.Ñîîòíîøåíèÿ (14) èìåþò îäíó ñòàöèîíàðíóþ òî÷�êó K = K
, eK
 = f(eK
); (17)12 ÆÝÒÔ, âûï. 5 (11) 1201



Ï. Í. Òèìîíèí ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 5 (11), 2004ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êå ïåðåõîäà. Ïðè K > K
 âå�ëè÷èíà Kl ! 1, à ïðè K < K
 ïîëó÷àåì Kl ! 0.Åñëè æå jK �K
j � K
, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ lâåëè÷èíà Kl ìåíÿåòñÿ ìåäëåííî,eKl�K
 � 1 + �l(K �K
); (18)� � f 0(eK
) == B �eK
 � eK
=n� �eK
=n + q � 1�(eK
 � 1)(eK
 + q � 1) < B; (19)ïîêà íå ñòàíåò ìíîãî áîëüøå èëè ìíîãî ìåíüøå K
.Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè �îðìóëû (18) ìîæíî ïðåä�ñòàâèòü êàê l < l
 � ln 
onstjK �K
j ln�; (20)ãäå êîíñòàíòà îïðåäåëÿåòñÿ èç (18) óñëîâèåìKl
 � K
 ïðè K < K
 è óñëîâèåì Kl
 � K
 ïðèK > K
.Ïðè l > l
 èç �îðìóëû (14) ñëåäóåòKl+1 � nq�Klq �m ;Kl � qn�1=(m�1)�Kl
n1=(m�1)q �ml�l
 ;K < K
;expKl+1 � �expKlm �n ;expKl � mn=(n�1) �m�n=(n�1) expKl
�nl�l
 ;K > K
:
(21)

Ïîëüçóÿñü �îðìóëàìè (18)�(21), íåòðóäíî óñòàíî�âèòü, ÷òî â îêðåñòíîñòè ïåðåõîäà ïîòåíöèàë F(16) èìååò ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòü, ïðîïîðöèîíàëüíóþB�l
 / jK �K
j2��, ãäå êðèòè÷åñêèé èíäåêñ òåïëî�åìêîñòè � = 2� lnBln� : (22)Òàê, ïðè K > K
 è jK �K
j � K
, ïîëàãàÿ â (16)gk � ( g
 � (eK
 � 1)B=(eK
=n � 1)n; l < l
;g1 � (qm�1=n)n; l > l
;ïîëó÷èìF � � z2(B � 1) T �g
 +B�l
(g1 � g
)� :Íåñëîæíî òàêæå íàéòè ïðè h = 0 êîððåëÿöèîí�íóþ �óíêöèþG = hÆ�;1Æ�0;1i � hÆ�;1ihÆ�0;1i

äëÿ áàçèñíûõ ñïèíîâ �; �0. Íà ðåøåòêå óðîâíÿ l èìå�åìGl = Zl(1; 1)Zfl �0BB�X� Zl(�; 1)Zfl 1CCA2 = q�1q2 eKl�1eKl+q�1 :Ïðè K < K
, l > l
 èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (21) ïîëó�÷àåìGl � Klq3 � q�2n�1=(m�1)�Kl
n1=(m�1)q �ml�l
 �� exp��ml� � ;ãäå ðàäèóñ êîððåëÿöèé� � ml
 � (K
 �K)�� ; � = lnmln� : (23)Êðèòè÷åñêèé èíäåêñ ðàäèóñà êîððåëÿöèé � óäîâëåò-âîðÿåò ñêåéëèíãîâîìó ñîîòíîøåíèþd� = 2� �:Ïðè K > K
 ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå êîððåëÿ�öèé óæå íå èìååò ìåñòà, èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ â(21) ñëåäóåò, ÷òî Gl ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòå,Gl � q � 1q2 +A exp ��
onst � nl�l
� ;îäíàêî è â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðíûé ðàçìåðèçìåíåíèÿ Gl ïðîïîðöèîíàëåí ml
 , òàê êàênl�l
 = (ml=ml
)d�1.Òàêèì îáðàçîì, íà ðàññìàòðèâàåìûõ ðåøåòêàõìîäåëü Ïîòòñà âñåãäà èìååò â òî÷êå ïåðåõîäà ñòå�ïåííûå îñîáåííîñòè òåïëîåìêîñòè è ðàäèóñà êîððå�ëÿöèé ñ èíäåêñàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè îáû÷íîìóñêåéëèíãîâîìó ñîîòíîøåíèþ. Â ñëåäóþùåì ðàçäå�ëå ðàññìîòðèì êðèòè÷åñêèå àíîìàëèè ïàðàìåòðà ïî�ðÿäêà è ñîîòâåòñòâóþùåé âîñïðèèì÷èâîñòè.3. ÏÀ�ÀÌÅÒ� ÏÎ�ßÄÊÀ È Ê�ÈÒÈ×ÅÑÊÀßÂÎÑÏ�ÈÈÌ×ÈÂÎÑÒÜÂûðàæåíèå äëÿ ñïîíòàííîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêàìîäåëè Ïîòòñà èìååò â íàøåì ñëó÷àå âèä� = liml!1 qN�1l Nl�1Xi=1 hÆ�i;1i � 1q � 1 ; (24)1202



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 5 (11), 2004 Èíäóöèðîâàííûå íåîäíîðîäíîñòÿìè �àçîâûå ïåðåõîäû : : :ãäå ïîä hÆ�;1i ïîíèìàåòñÿ ñðåäíåå ñ ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè � = 1 íà áàçîâûõ óçëàõ, ò. å.Nl�1Xi=1 hÆ�i;1i = 1Z(1)l �Z(1)l�h �����h=0 � _Z(1)lZ(1)l : (25)Ëèøü èñïîëüçîâàíèå òàêèõ íàðóøàþùèõ ñèììåò�ðèþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåíó�ëåâîå çíà÷åíèå � ïðè K > K
 è h = 0. Äåéñòâèòåëü�íî, â îòñóòñòâèå ïîëÿ â ñëó÷àå ñâîáîäíûõ èëè ïåðè�îäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé hÆ�i;1i = 1=q â ñèëóñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê çíà÷åíèé �.Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò_Z(f)l = NlZ(f)lq ; _Z(p)l = (Nl � 1)Z(p)lq :Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà �îðìóëû (11), (12), ïîëó÷èì_�+l = (Nl � 1)�+lq ;_��l + (q � 2) _
l = (Nl � 1)(q � 1)��lq ; (26)ãäå _��l � ïðîèçâîäíûå ïî ïîëþ ïðè h = 0 îò ñîá�ñòâåííûõ çíà÷åíèé (7),_��l = 12 ( _a1l+_a2l)� 12q h(2� q) ( _a1l� _a2l)+2(q�1)_bli :Èç �îðìóë (13), (24)�(26) ñëåäóåò� = liml!1 qN�1l '+l + q � 22(q � 1) ;'+l = _a1l � _a2l � (q � 2) _
la1l : (27)Ââåäåì åùå îäíó êîìáèíàöèþ ïðîèçâîäíûõ, ëèíåé�íî íå çàâèñèìóþ ñ '+l è ñ êîìáèíàöèÿìè â ëåâîé÷àñòè ðàâåíñòâ (26),'�l = _a1l � _a2l + q _
la1l :Òîãäà, äè��åðåíöèðóÿ ïî h (9) è èñïîëüçóÿ �îð�ìóëó (26), ïîëó÷èì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿâåêòîðà 'l = ('+l; '�l) ñëåäóþùåãî âèäà:'l = T̂l'l�1 + ul; (28)ãäåu+l = q � 2q2 n(Nl�1 � 1) [(q � 2)(m� el)�� 2(q � 1)(m� 1)e�Kl=ni� n+ 1; (29)

u�l = (Nl � 1)�1� e0lel�+ e0lelu+l; (30)T̂l = nq �� el [2+(q�2)m#l℄ el(q�2)(1�m#l)2e0l(1�m#l) e0l(q�2+2m#l) ! ; (31)el � exp�Kl�1 � Kln � ;e0l � exp(Kl�1 �Kl);#l � �exp�Kln �� 1� = [exp(Kl�1)� 1℄ : (32)�åøåíèå ñèñòåìû (28) èìååò âèä'l = T̂lT̂l�1 : : : T̂1'0+ l�1Xk=1 T̂lT̂l�1 : : : T̂k+1uk+ul; (33)ãäå '0 = (1; 1).�àññìîòðèì àñèìïòîòèêó 'l ïðè l!1 â îêðåñò�íîñòè ïåðåõîäà. Â ýòîì ñëó÷àå T̂l ìîæíî ïðèáëèæåí�íî ïðåäñòàâèòü â âèäåT̂l � ( T̂
 � limKl!K
 T̂l; l < l
;T̂1 � liml!1 T̂l; l > l
: (34)Òîãäà'l � T̂ l�l
1 T̂ l

 "'0 + l
Xk=1�BT̂�1
 �k u
#++ lXk=l
+1BkT̂ l�k1 u1 == T̂ l�l
1 T̂ l

 ('0 � '
) +Bl
 T̂ l�l
1 '
 ++Bl �Î � �B�1T̂1�l�l
�'1: (35)Çäåñüu
 = liml!1 limKl!K
 ulB�l; u1 = liml!1ulB�l;'
 � �Î�B�1T̂
��1 u
; '1 � �Î�B�lT̂1��1 u1:Èç �îðìóë (29)�(32) ñëåäóåòT̂
 = nq �� e
 [2+(q�2)m#
℄ e
(q�2)(1�m#
)2(1�m#
) (q � 2 + 2m#
) ! ; (36)e
 = exp �K
n� 1n � ;1203 12*
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 = �exp�K
n �� 1� = [exp(K
)� 1℄ ;'
+ = �2z q � 2q ;'
� = �2z �1� 2e�K
 q � 1q � : (37)Âàæíûì äëÿ äàëüíåéøåãî ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿ�òåëüñòâî, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ T̂
 (36) äåéñòâè�òåëüíû è ìåíüøå B ïðè âñåõ m � 2, n � 2, q > 0.Â ñàìîì äåëå, íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå T̂
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê2�maxn = m+ "� �+p(m+ "� �)2 � 4m";" � e
#
 < 1;� � 2q (1� ") �meK
=n � eK
 + q � 22 (m� 1)� : (38)Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå äëÿ K
 (17), ìîæíî ïîêàçàòü,÷òî 0 < � < (m � 1)(1 � ") ïðè âñåõ m � 2, n � 2,q > 0, ÷òî è îáåñïå÷èâàåò äåéñòâèòåëüíîñòü ñîá�ñòâåííûõ çíà÷åíèé T̂
 è íåðàâåíñòâî �max < B.Âûðàæåíèÿ äëÿ T̂1, u1 ðàçëè÷àþòñÿ â óïîðÿäî�÷åííîé è íåóïîðÿäî÷åííîé �àçàõ. Òàê, ïðè K < K
èç �îðìóë (21), (31), (32), (34) ñëåäóåòT̂1 = nq  2 q � 22 q � 2 ! ;u1 = �q � 2q m� 1m 2z  11 ! :Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö T̂1 (0 è n)è T̂
 ìåíüøå B, èç (35) ïîëó÷àåì ïðè l!1'l � Bl'1 � �q � 2q Nl'0;òàê ÷òî ïàðàìåòð ïîðÿäêà � (27) ðàâåí íóëþ â íåóïî�ðÿäî÷åííîé �àçå.Ïðè K > K
T̂1 =  B 00 0 ! ; u1 =  01 ! ;òàê ÷òî ÷ëåí ñ u1('1) â (35) îáðàùàåòñÿ â íóëü, èìû èìååì'+l = Bl�l
e+T̂ l

 ('0 � '
) +Bl'
+ �� Nl "
onst��maxB �l
 � q � 2q # :

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð ïîðÿäêà � â (27)� � ��maxB �l
 � (K �K
)� ;� = ln(B=�max)ln� > 0: (39)�àññìîòðèì ïîâåäåíèå êðèòè÷åñêîé âîñïðèèì÷è�âîñòè â îêðåñòíîñòè ïåðåõîäà ïðè h = 0:� � liml!1N�1l 24 �Z(f)lZ(f)l � _Z(f)lZ(f)l !235 == liml!1�N�1l  +l � Nlq2 �+ 2q : (40)Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèÿìè (26) èââåëè âåëè÷èíó +l = h�a1l + (q � 1)��a2l + 2�bl�i =q�+l:Ââîäÿ åùå îäíó ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âòîðûõ ïðî�èçâîäíûõ �l = h(q � 1)��a1l � 2�bl�+ �a2l + q(q � 2)�
li =q��lè äâàæäû äè��åðåíöèðóÿ ïî h óðàâíåíèÿ (9), ïîëó�÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ âåêòîðà  l = ( +l;  �l) l = P̂l l�1 + vl; (41)ãäå P̂l = B xl (1� xl)=(q � 1)(q � 1)yl 1� yl ! ; (42)xl = (eKl=n + q � 1)eKl(n�1)=n + q � 1eKl + q � 1 ;yl = (eKl=n + q � 1)eKl(n�1)=n � 1eKl � 1 ;à vl ïðè jK �K
j � K
 è áîëüøèõ l èìååò âèävl = B � 1B N2lq2  1q � 1 !+ 
�2lmax +O(Nl): (43)Ìàòðèöà P̂l èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ B èB(xl � yl) < B, ïðè÷åì ïðîïîðöèîíàëüíîå N2l ñëàãà�åìîå â vl ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîìâñåõ ìàòðèö P̂l, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìóçíà÷åíèþ B. Ïîëüçóÿñü ïîñëåäíèì îáñòîÿòåëüñòâîìè ïðèáëèæåíèåì P̂l, àíàëîãè÷íûì (34), ïîëó÷èì èç(40)�(43) â îêðåñòíîñòè ïåðåõîäà� � ��2maxB �l
 � jK �K
j�
 ;
 = 2 ln�max � lnBln� : (44)1204



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 5 (11), 2004 Èíäóöèðîâàííûå íåîäíîðîäíîñòÿìè �àçîâûå ïåðåõîäû : : :Î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî îáû÷íîå ñêåéëèíãîâîå ñîîò�íîøåíèå �+ 2� + 
 = 2:Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü Ïîòòñà íà ðàññìàòðèâàåìûõðåøåòêàõ âñåãäà èñïûòûâàåò ïåðåõîä âòîðîãî ðîäàñî ñòåïåííûìè àíîìàëèÿìè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïà�ðàìåòðîâ.4. Ê�ÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÍÄÅÊÑÛ�àññìîòðèì çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ âçàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ðåøåòîê è ÷èñëà ñî�ñòîÿíèé q. Íåðàâåíñòâà � < B, �max < B (ñì.(19), (38)) è ñêåéëèíãîâûå ñîîòíîøåíèÿ ïðèâîäÿò êñëåäóþùèì îãðàíè÷åíèÿì äëÿ èíäåêñîâ (22), (23),(39), (44):� > 1=d; � < 1; � > 0; 
 > 1:Ïðè q ! 1 èíäåêñû ñòðåìÿòñÿ ê ïðåäåëüíûì çíà�÷åíèÿì â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèq � 1 èç (17), (19), (38) ñëåäóåò K
 � 2=z ln q, � � B,�max � B", òàê ÷òî� � 1=d; � � 1; � � 1=q2=zn lnB; 
 � 1:Ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ èíäåêñîâ ìîæíî ïîëó÷èòüïðè n!1 (d!1), êîãäà K
 � qn�1=(m�1), � � m,�max � n è� � 1; � � 2� d; � � 1; 
 � d� 2;à òàêæå ïðè m ! 1 (d ! 1), êîãäàK
 � n lnm=(n � 1), � � n, � � qm(n�3)=(n�1)=6,�max � B(1� �=m), òàê ÷òî� � 1d� 1 ; � � d� 2d� 1 ; � � q6m2=(n�1) lnn;
 � dd� 1 :Îòìåòèì, ÷òî â ýòèõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ëèøü èí�äåêñ � çàâèñèò îò q, è òî òîëüêî, åñëè îí ìàë. Âîáùåì æå ñëó÷àå, åñëè ðàññìàòðèâàòü èíäåêñû êàê�óíêöèè íàáëþäàåìûõ ïàðàìåòðîâ ðåàëüíûõ �ðàê�òàëîâ (d; z), èõ çíà÷åíèÿ áóäóò ìàëî çàâèñåòü îòñðåäíåãî êîîðäèíàöèîííîãî ÷èñëà ïðè 2:5 < z < 4.Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè èíäåêñîâ îò �ðàê�òàëüíîé ðàçìåðíîñòè d â �èçè÷åñêè ðåàëèçóåìîì èí�òåðâàëå 1:5 < d < 3 ïðè ðàçëè÷íûõ q è z = 2:5. Èí�äåêñû ïðè q = 1 îïèñûâàþò êðèòè÷åñêèå àíîìàëèèó ïîðîãà ïåðêîëÿöèè ïî ñâÿçÿì, ñëó÷àéíî ðàçáðîñàí�íûì â ðàññìàòðèâàåìûõ ðåøåòêàõ ñ âåðîÿòíîñòüþ

p = 1� e�K [31℄. Óðàâíåíèå äëÿ ïîðîãà ïåðêîëÿöèèp
 = 1� e�K
 ñëåäóåò èç (17):p
 = 1� (1� pm
 )n:Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè âñåì ðàçíîîáðàçèèêðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ ìîäåëè Ïîòòñà íà �ðàêòàëàõ,êîòîðîå èëëþñòðèðóåò ðèñ. 2, â ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõèíäåêñû ïîä÷èíÿþòñÿ îïðåäåëåííûì çàêîíîìåðíî�ñòÿì. Òàê, èíäåêñ òåïëîåìêîñòè �, êàê ïðàâèëî, îò�ðèöàòåëåí, èíäåêñ âîñïðèèì÷èâîñòè àíîìàëüíî âå�ëèê (
 � 1:7), èíäåêñ ðàäèóñà êîððåëÿöèé � îáíà�ðóæèâàåò ìîíîòîííîå óáûâàíèå ñ ðîñòîì �ðàêòàëü�íîé ðàçìåðíîñòè d, òîãäà êàê èíäåêñ � ìîíîòîííîðàñòåò. Îòìåòèì òàêæå èõ ìîíîòîííóþ çàâèñèìîñòüîò q (èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò èíäåêñ �). Âîçìîæíî,÷òî ýòè ñâîéñòâà êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ ñîõðàíÿòñÿè â äðóãèõ ñïèíîâûõ ìîäåëÿõ íà �ðàêòàëüíûõ ðå�øåòêàõ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ d.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ èíäåê�ñîâ � è � ïðè m = 2 è íåêîòîðûõ n è q óæå áûëèâû÷èñëåíû ðàíåå [16℄. Ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ðà�áîòå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ èíäåêñîâ � (22)è � (39) äàþò òàêèå æå çíà÷åíèÿ â ïðåäåëàõ òî÷íî�ñòè âû÷èñëåíèé.5. Î Ê�ÈÒÅ�ÈÈ Ò�ÀÍÑÔÎ�ÌÀÖÈÈ �ÎÄÀÏÅ�ÅÕÎÄÀ�àññìàòðèâàÿ èåðàðõè÷åñêèå ðåøåòêè êàê ìîäå�ëè òàêèõ íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì, êàê ïåðêîëÿöèîííûåêëàñòåðû â ðàçáàâëåííûõ êðèñòàëëàõ èëè âåùåñòâà,çàêëþ÷åííûå â ïîðèñòûå ìàòðèöû, ìîæíî ñäåëàòüíåêîòîðûå çàêëþ÷åíèÿ î òîì, êàêèå ãåîìåòðè÷åñêèåõàðàêòåðèñòèêè ðåàëüíûõ íåîäíîðîäíûõ ñðåä îïðå�äåëÿþò òðàíñ�îðìàöèþ ðîäà ïåðåõîäà â íèõ. Äåé�ñòâèòåëüíî, ýòî ÿâëåíèå îêàçûâàåòñÿ íèêàê íå çàâè�ñÿùèì îò �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ðàññìîòðåííûõðåøåòîê, ïðè âñåõ 1 < d < 1 èìååò ìåñòî ïåðåõîäâòîðîãî ðîäà. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îáñòîÿòåëü�ñòâîì, îïðåäåëÿþùèì íàëè÷èå ïåðåõîäà âòîðîãî ðî�äà, ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü ñðåäíåãî ÷èñëà áëèæàéøèõ ñî�ñåäåé â ýòèõ ðåøåòêàõ, z < 4. Â ñëó÷àå ðàçáàâëåí�íûõ ìîäåëåé íà äâóìåðíûõ (êâàäðàòíûõ) ðåøåòêàõñèòóàöèÿ âïîëíå àíàëîãè÷íà: ðàçáàâëåíèå ïðèâîäèòâ íèõ ê âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâà z < 4, îñòàâëÿÿ ðàç�ìåðíîñòü íàèáîëüøåãî êëàñòåðà d = 2 âïëîòü äî ïî�ðîãà ïåðêîëÿöèè [6℄. Â ðåçóëüòàòå ëþáàÿ ìàëàÿ êîí�öåíòðàöèÿ ïðèìåñåé ïðèâîäèò ê ïðåâðàùåíèþ ïåðå�õîäà ïåðâîãî ðîäà â ïåðåõîä âòîðîãî ðîäà [10; 11; 32℄.Â òî æå âðåìÿ â ìîäåëè íåóïîðÿäî÷åííîé ñðåäû ñz � 4 ïåðåõîä ïåðâîãî ðîäà ñãëàæèâàåòñÿ, íî íå ïðå�âðàùàåòñÿ â ïåðåõîä âòîðîãî ðîäà [25℄.1205
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ ìîäåëè Ïîòòñà íà èåðàðõè÷åñêèõ ðåøåòêàõ ñ z = 2:5 îò �ðàêòàëüíîéðàçìåðíîñòè d: � � q = 1, Æ � q = 2, 4 � q = 4, O � q = 8Ïî-âèäèìîìó, óñëîâèå äëÿ ñðåäíåãî êîîðäèíàöè�îííîãî ÷èñëà z < 4 ìîæåò áûòü êðèòåðèåì òðàíñ��îðìàöèè ïåðåõîäà ïåðâîãî ðîäà â ïåðåõîä âòîðîãîðîäà â äîâîëüíî øèðîêîì êëàññå íåîäíîðîäíûõ ñèñ-òåì ñ áëèçêîäåéñòâèåì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàçáàâëåí�íûõ ìîäåëåé íà ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêå (z = 6)ñ êîíöåíòðàöèåé âàêàíñèé 1�x ñðåäíåå êîîðäèíàöè�îííîå ÷èñëî â ñàìîì áîëüøîì êëàñòåðå ìîæíî ãðóáîîöåíèòü êàê z = 6x, òàê ÷òî èç óñëîâèÿ z < 4 ñëå�
äóåò, ÷òî ïåðåõîä âòîðîãî ðîäà äîëæåí èìåòü ìåñòîïðè x < 2=3. Ýòà îöåíêà áëèçêà ê ðåçóëüòàòàì ÷èñ�ëåííûõ ðàñ÷åòîâ x < 0:7� 0:05 [12, 13℄.Êà÷åñòâåííî íàëè÷èå ïîðîãà ñðåäíåãî êîîðäèíà�öèîííîãî ÷èñëà äëÿ èíäóöèðîâàííîãî ïåðåõîäà âòî�ðîãî ðîäà ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî â ñëó÷àå ìà�ëîé ñâÿçíîñòè (ìàëîãî z) â íåîäíîðîäíîé ðåøåòêå îò�ñóòñòâóþò ìàêðîñêîïè÷åñêèå îáëàñòè ñ ìàêñèìàëü�íûìè êîîðäèíàöèîííûìè ÷èñëàìè, ÷òî äåëàåò ýíåð�1206



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 5 (11), 2004 Èíäóöèðîâàííûå íåîäíîðîäíîñòÿìè �àçîâûå ïåðåõîäû : : :ãåòè÷åñêè íåâûãîäíûì îáðàçîâàíèå ìàêðîñêîïè÷å�ñêèõ îáëàñòåé óïîðÿäî÷åííîé �àçû ïðè ïðèáëèæå�íèè ê òî÷êå ïåðåõîäà. Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî îáðàçî�âàíèÿ óïîðÿäî÷åííûõ îáëàñòåé âîçìîæåí ëèøü ðîñòêîððåëÿöèé �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, õàðàê�òåðíûé äëÿ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà è ïðèâîäÿùèéê ñèíãóëÿðíîñòÿì òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.Íàïðîòèâ, â ñòðóêòóðàõ ñ áîëüøèìè z ìîæåò ðåàëè�çîâàòüñÿ �åíîìåíîëîãè÷åñêèé ñöåíàðèé ðàáîòû [17℄,ïðåäïîëàãàþùèé îáðàçîâàíèå è ðîñò ÷èñëà è îáú�åìîâ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ îáëàñòåé óïîðÿäî÷åííîé �à�çû. Ïðè ýòîì è â óïîðÿäî÷åííûõ, è â íåóïîðÿäî÷åí�íûõ îáëàñòÿõ ðàäèóñ êîððåëÿöèé �ëóêòóàöèé ïàðà�ìåòðà ïîðÿäêà îñòàåòñÿ êîíå÷íûì è ñèíãóëÿðíîñòèâòîðîãî ðîäà îòñóòñòâóþò, õîòÿ ñêà÷êè ïåðâîãî ðîäàìîãóò ïîëíîñòüþ èñ÷åçíóòü ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõíåîäíîðîäíîñòÿõ [25℄.6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÏîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâà�íû äëÿ îïèñàíèÿ êðèòè÷åñêèõ àíîìàëèé ïðè �à�çîâûõ ïåðåõîäàõ, îïèñûâàåìûõ ìîäåëüþ Ïîòòñà, âïåðêîëÿöèîííûõ êëàñòåðàõ ðàçáàâëåííûõ êðèñòàë�ëîâ, èëè â âåùåñòâàõ, çàêëþ÷åííûõ â ïîðèñòûå ìàò�ðèöû, èìåþùèå �ðàêòàëüíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîé�ñòâà, ñõîäíûå ñî ñâîéñòâàìè ðàññìîòðåííûõ èåðàð�õè÷åñêèõ ðåøåòîê. Òàêàÿ âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëÿ�åòñÿ òåì áîëåå îáîñíîâàííîé, ÷òî ïðè íå ñëèøêîìáîëüøèõ q � 10 èíäåêñ òåïëîåìêîñòè � < 0, ÷òîñîîòâåòñòâóåò òî÷íîìó íåðàâåíñòâó äëÿ ñëó÷àéíûõíåîäíîðîäíûõ ñèñòåì [33℄. Ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷å�ñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ äåëàþòâïîëíå ðåàëèçóåìîé ïðîöåäóðó ñðàâíåíèÿ òåîðèè èýêñïåðèìåíòà (ïîäáîðà ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèé m è nèëè d è z).Ïðè ýòîì òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî çíà÷åíèÿ èí�äåêñîâ îïðåäåëÿþòñÿ â îñíîâíîì �ðàêòàëüíîé ðàç�ìåðíîñòüþ è ñëàáî çàâèñÿò îò z ïðè 2:5 < z < 4,ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü ìàëûå èçìåíåíèÿ èíäåêñîâ âðàçáàâëåííûõ êðèñòàëëàõ ïðè èçìåíåíèè êîíöåíòðà�öèè ïðèìåñåé [10�13℄. Äåéñòâèòåëüíî, �ðàêòàëüíàÿðàçìåðíîñòü ïåðêîëÿöèîííûõ êëàñòåðîâ, â êîòîðûõïðîèñõîäèò èíäóöèðîâàííûé íåîäíîðîäíîñòÿìè ïå�ðåõîä âòîðîãî ðîäà â òàêèõ êðèñòàëëàõ, ïðàêòè÷åñêèíå ìåíÿåòñÿ âïëîòü äî ïîðîãà ïåðêîëÿöèè [6℄, òàê ÷òîèçìåíåíèÿ èíäåêñîâ ñâÿçàíû ëèøü ñ èõ ñëàáîé çàâè�ñèìîñòüþ îò ñðåäíåãî êîîðäèíàöèîííîãî ÷èñëà. Â òîæå âðåìÿ áîëåå ñóùåñòâåííûå èçìåíåíèÿ èíäåêñîâ

ìîæíî îæèäàòü ïðè âíåäðåíèè âåùåñòâà, èñïûòûâà�þùåãî ïåðåõîä, â ïîðèñòóþ ìàòðèöó, òàê êàê �ðàê�òàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ïîðèñòîé ñðåäû ìîæåò ìåíÿòü�ñÿ â äîâîëüíî øèðîêèõ ïðåäåëàõ [6℄.Ê ñîæàëåíèþ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñðàâíåíèå ïî�ëó÷åííûõ èíäåêñîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè çíà÷åíè�ÿìè íåâîçìîæíî èç-çà îòñóòñòâèÿ äåòàëüíûõ äàí�íûõ ïî êðèòè÷åñêèì àíîìàëèÿì ïðè èíäóöèðîâàí�íûõ íåîäíîðîäíîñòÿìè ïåðåõîäàõ âòîðîãî ðîäà. Âîìíîãîì ýòî ñâÿçàíî ñ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ëèøüíåäàâíèå òåîðåòè÷åñêèå ðàáîòû [10�15℄ óñòàíîâèëèçàêîíîìåðíîñòü ýòîãî ÿâëåíèÿ. Ìåæäó òåì èçäàâ�íà èçâåñòíû ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû ýêñïåðèìåí�òîâ, îáíàðóæèâàþùèõ ïåðåõîäû âòîðîãî ðîäà â êðè�ñòàëëàõ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà, ñîãëàñíî òåîðèè �à�çîâûõ ïåðåõîäîâ Ëàíäàó, îíè äîëæíû áûòü ïåðåõî�äàìè ïåðâîãî ðîäà [24℄. Â ñâåòå ðàáîò [10�15℄ òàêèåýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ÿâëÿþòñÿ íå êóðüåçîì,à ðåçóëüòàòîì ïðèñóòñòâèÿ â êðèñòàëëàõ çàìåòíûõêîíöåíòðàöèé ïðèìåñåé è äå�åêòîâ. Õàðàêòåðíûìèïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ êðèñòàëëû Nb3Sn è V3Si [34℄, âêîòîðûõ îòëè÷èå ñåãíåòîýëàñòè÷åñêèõ ïåðåõîäîâ îòïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà áûëî îáíàðóæåíî ëèøü íàîáðàçöàõ äîñòàòî÷íî õîðîøåãî êà÷åñòâà [35℄.Â çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, âåðîÿòíî,èíäóöèðîâàííûå íåîäíîðîäíîñòüþ ïåðåõîäû âòî�ðîãî ðîäà íå ÿâëÿþòñÿ ñïåöè�è÷åñêèì ñâîéñòâîììîäåëè Ïîòòñà, èññëåäîâàííîé â ðàáîòàõ [10�16℄è íàñòîÿùåé ðàáîòå. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü,÷òî ýòî ÿâëåíèå ñâîéñòâåííî âñåì ïåðåõîäàìïåðâîãî ðîäà â ïîäãðóïïó ñèììåòðè÷íîé �àçû,êîòîðûå â èäåàëüíûõ êðèñòàëëàõ îïèñûâàþòñÿïîòåíöèàëîì Ëàíäàó ñ êóáè÷åñêèì èíâàðèàíòîìîò êîìïîíåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà [24℄. Îäíàêî âíàñòîÿùåå âðåìÿ íåò íè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ, íèòåîðåòè÷åñêèõ ñâèäåòåëüñòâ òîãî, ÷òî ýòî ÿâëåíèåìîæåò èìåòü ìåñòî ïðè îòñóòñòâèè ñîîòíîøåíèÿãðóïïà � ïîäãðóïïà ìåæäó ñèììåòðèÿìè íåóïîðÿ�äî÷åííîé è óïîðÿäî÷åííîé �àç, òî åñòü ïðè òàêíàçûâàåìûõ ðåêîíñòðóêòèâíûõ ïåðåõîäàõ ïåðâîãîðîäà [24℄. Ïî-âèäèìîìó, â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêíî�âåíèå ñèíãóëÿðíîñòåé âòîðîãî ðîäà ïîä âëèÿíèåìñòðóêòóðíûõ íåîäíîðîäíîñòåé íåâîçìîæíî.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæ�êå INTAS (ãðàíò �2001-0826) è �ÔÔÈ (ãðàíò�04-02-16228). Àâòîð âåñüìà ïðèçíàòåëåí Â. Ï. Ñàõ�íåíêî, Â. È. Òîðãàøåâó, Â. Á. Øèðîêîâó, Ì. Ï. Èâ�ëèåâó è Å. È. �óòëÿíñêîìó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿðàáîòû.1207
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