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ÌÀÊ�ÎÑÊÎÏÈ×ÅÑÊÀß ÑÈÑÒÅÌÀ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÝÉÍØÒÅÉÍÀ�ÌÀÊÑÂÅËËÀ ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÓÞÙÈÕ ×ÀÑÒÈÖ Ñ �ÀÇÍÛÌÈ ÌÀÑÑÀÌÈÀ. Â. Çàõàðîâ *, �. Ê. Ìóõàðëÿìîâ **Êàçàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Â. È. Óëüÿíîâà-Ëåíèíà420008, Êàçàíü, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 25 äåêàáðÿ 2003 ã.Ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî âçàèìîäåéñòâèþ âûâåäåíà ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ñèñòåìàóðàâíåíèé Ýéíøòåéíà�Ìàêñâåëëà äëÿ ñèñòåì ÷àñòèö ñ ðàçíûìè ìàññàìè, â êîòîðûõ äîìèíèðóþùèìèÿâëÿþòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûå ìåæ÷àñòè÷íûå âçàèìîäåéñòâèÿ (íàïðèìåð, ðàäèàöèîííî-äîìèíèðîâàííàÿêîñìîëîãè÷åñêàÿ ïëàçìà â ðàñøèðÿþùåéñÿ Âñåëåííîé äî ìîìåíòà ðåêîìáèíàöèè). Îáîáùàþòñÿ ðåçóëü-òàòû ðàáîòû [1℄, ïðèìåíèìûå ëèøü äëÿ ñèñòåì âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ñ îäèíàêîâûìè ìàññàìè.PACS: 95.30.sf, 95.10.Fh1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ñïëîø�íûõ ñðåä ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ìèêðîñêîïè-÷åñêèõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà�Ëîðåíöà ïîñðåäñòâîìñòàòèñòè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëÿì [2℄. Åñòå�ñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà(èëè èõ îáîáùåíèÿ) â ñðåäå òàêæå ìîãóò áûòü ïî�ëó÷åíû ïóòåì óñðåäíåíèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ïîëå�âûõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà (óðàâíåíèÿ Ýéíøòåé�íà, â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðûõ ñòîèò ñóììà òåíçîðîâýíåðãèè-èìïóëüñà îòäåëüíûõ ÷àñòèö). Îäíàêî ââè�äó íåëèíåéíîñòè ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèé Ýéíøòåéíàïðîáëåìà óñðåäíåíèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèéÝéíøòåéíà íàìíîãî áîëåå ñëîæíà, ÷åì ïðîáëåìà âû�âîäà ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ñïå�öèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè .Âïåðâûå çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ìàêðîñêîïè÷åñêèõóðàâíåíèé Ýéíøòåéíà áûëà ïîñòàâëåíà Øèðîêî�âûì [3℄. Â ðàáîòàõ [4℄ è [5℄ áûë ðàçðàáîòàí ìåòîäóñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíå�íèé Ýéíøòåéíà äëÿ ñèñòåìû ñàìîãðàâèòèðóþùèõ÷àñòèö ñ îäèíàêîâûìè ìàññàìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó�÷åíû ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿñïëîøíûõ ñðåä ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïî�ðÿäêà ïî ãðàâèòàöèîííîìó âçàèìîäåéñòâèþ. �àáî�*E-mail: Alexei.Zakharov�ksu.ru**E-mail: Ruslan.Muharlyamov�ksu.ru

òà [6℄ îáîáùèëà ðåçóëüòàòû [4℄ è [5℄ äëÿ ñèñòåìûãðàâèòàöèîííî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ñ ðàçíû�ìè ìàññàìè. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îòêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà äîïîëíèòåëü�íûìè ñëàãàåìûìè, îáóñëîâëåííûìè âçàèìîäåéñòâè�åì ÷àñòèö. Ýòè ñëàãàåìûå ïðîïîðöèîíàëüíû êóáóïîñòîÿííîé Ýéíøòåéíà è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äâóõ�÷àñòè÷íóþ êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ ÷àñòèö.�àáîòà [1℄ ïîñâÿùåíà âûâîäó ñ òî÷íîñòüþ äî÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî âçàèìîäåé�ñòâèþ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéí�øòåéíà�Ìàêñâåëëà äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ïëàçìû, âêîòîðîé äîìèíèðóþùèì ÿâëÿþòñÿ ýëåêòðîìàãíèò�íûå âçàèìîäåéñòâèÿ.Äàííàÿ ðàáîòà îáîáùàåò ðåçóëüòàòû ðàáîòû [1℄,ïðèìåíèìûå ëèøü äëÿ ñèñòåì âçàèìîäåéñòâóþùèõ÷àñòèö ñ îäèíàêîâûìè ìàññàìè.Îêàçàëîñü, ÷òî ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿÝéíøòåéíà äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ïëàçìû îòëè÷àþò�ñÿ îò êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà òåì, ÷òîâ ëåâîé ÷àñòè ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû,îáóñëîâëåííûå îäíîâðåìåííî êàê ýëåêòðîìàãíèò�íûìè, òàê è ãðàâèòàöèîííûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè.Ýòè ÷ëåíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèììåòðè÷íûéäâóõâàëåíòíûé áåññëåäîâûé òåíçîð ñ ðàâíîé íóëþäèâåðãåíöèåé. Â ðàáîòå ïîëó÷åí ÿâíûé âèä ýòèõ÷ëåíîâ êàê èíòåãðàëîâ â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâåîò âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ îäíî÷àñòè÷íûå �óíê�1027



À. Â. Çàõàðîâ, �. Ê. Ìóõàðëÿìîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 5 (11), 2004öèè ðàñïðåäåëåíèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèöïëàçìû.Ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ñè�ñòåìû ýëåêòðîìàãíèòíî è ãðàâèòàöèîííî âçàèìîäåé�ñòâóþùèõ ÷àñòèö òàêæå îêàçàëèñü îòëè÷íûìè îòêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Ýòî îòëè÷èåïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèéÌàêñâåëëà âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû, îáóñ-ëîâëåííûå îäíîâðåìåííî êàê ý��åêòàìè îáùåé òåî-ðèè îòíîñèòåëüíîñòè, òàê è ý��åêòàìè âçàèìîäåé�ñòâèÿ.2. ÌÈÊ�ÎÑÊÎÏÈ×ÅÑÊÈÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÇàïèøåì ìèêðîñêîïè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèéÝéíøòåéíà è Ìàêñâåëëà â âèäå~Gij = � ~T ij(m) + � ~T ij(el); (1)~rk ~F ik = �4�
 ~J i: (2)Çäåñü ~Gij � òåíçîð Ýéíøòåéíà ðèìàíîâà ïðîñòðàí�ñòâà ñ ìåòðèêîé ~gij , ~T ij(m) � ìèêðîñêîïè÷åñêèé òåí�çîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ÷àñòèö ñðåäû, � = 8�k=
4 �ïîñòîÿííàÿ Ýéíøòåéíà, k � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòî�ÿííàÿ Íüþòîíà, 
 � ñêîðîñòü ñâåòà, ~F ik � òåí�çîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (òåíçîð Ìàêñâåëëà),~J i � ìèêðîñêîïè÷åñêèé 4-âåêòîð òîêà, ~T ij(el) � òåí�çîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îïå�ðàöèè ïîäíèìàíèÿ è îïóñêàíèÿ èíäåêñîâ ïðîâîäÿòñÿçäåñü ñ ïîìîùüþ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ~gij è îáðàò�íîãî ê íåìó ~gij . ~rk îáîçíà÷àåò êîâàðèàíòíóþ ïðîèç�âîäíóþ â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé ~gij .Òåíçîð ~T ij(el) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ~F ik êàê~T ij(el) = 14� �� ~F i:l ~F lj + 14~gij ~Flm ~F lm� : (3)Òåíçîðû ~T ij(m) è ~J i âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñëó÷àéíóþ�óíêöèþ Êëèìîíòîâè÷à [7℄ êàê~T ij(m) =Xa ma
2 Z d4~pap�~g ~uia~uja ~Na(qi; ~pi); (4)~J i =Xb eb
 Z d4~pp�~g ~uib ~Nb(q; ~p): (5)Çäåñü eb � çàðÿä ÷àñòèö ñîðòà ¾b¿, ~g � îïðåäåëèòåëüìåòðèêè ~gij , ma, ~pia � ìàññà è èìïóëüñ ÷àñòèö ñîðòà¾a¿, ~uia = ~piaq~gkj ~pka~pja ;

d4~pp�~g� èíâàðèàíòíûé ýëåìåíò îáúåìà â ÷åòûðåõìåðíîìèìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè ~pi [8℄;~Na(qi; ~pia) � ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ Êëèìîíòîâè÷à [7℄:~Na(qi; ~pj) = naXi=1 Z d~sÆ4(qi � qi(l))Æ4(~pj � ~p(l)j (~s)); (6)ãäå na � ÷èñëî ÷àñòèö ñîðòà ¾a¿, ~s � êàíîíè÷åñêèéïàðàìåòð âäîëü òðàåêòîðèè ÷àñòèö:d~s =qgijdqidqj ;qi(l) è ~p(l)j � êîîðäèíàòû è èìïóëüñ l-é ÷àñòèöû ñîðòà¾a¿, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿdqi(l)d~s = ~pi(l)ma
 ;d~p(l)id~s = 1ma
 �~�j;ik ~pj(l)~pk(l) + ea
 ~Fik ~pk(l)� (7)(~�j;ik � ñèìâîëû Êðèñòî��åëÿ ïåðâîãî ðîäà, âû÷èñ�ëåííûå ïî ìåòðèêå ~gij).Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (7), �óíêöèÿ (6) ïîä÷èíÿ�åòñÿ ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:~pi � ~Na�qi + ~�j;ik ~pj ~pk � ~Na�~pi + ea
 ~Fik ~pk � ~Na�~pi = 0: (8)Ïðåäñòàâèì ìåòðèêó ~gij ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ,ñîçäàâàåìîãî âñåìè ÷àñòèöàìè, â âèäå ñóììû óñðåä�íåííîé ìåòðèêè gij è âêëàäà hij , îáóñëîâëåííîãîìèêðîñêîïè÷åñêèì âçàèìîäåéñòâèåì ÷àñòèö:~gij = gij + hij ; (9)ãäå gij = h~giji � óñðåäíåííàÿ ïî àíñàìáëþ ìåòðèêà~gij [1℄. Çàìåòèì, ÷òî hhiji � 0. Òåíçîð ýëåêòðîìàãíèò�íîãî ïîëÿ ~Fik òàêæå ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû~Fik = Fik + !ik; (10)ãäå Fik = h ~Fiki � óñðåäíåííûé ïî àíñàìáëÿì òåíçîðÌàêñâåëëà, !ik �ìèêðîñêîïè÷åñêèé òåíçîð ýëåêòðî�ìàãíèòíîãî ïîëÿ, îáóñëîâëåííûé âçàèìîäåéñòâèåì÷àñòèö. Çàìåòèì, ÷òî h!iki � 0.Íàðÿäó ñ èìïóëüñàìè~pi(l) = ma
 dqi(l)d~sìû áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü èìïóëüñû pi, èçìåðåí�íûå â ìåòðèêå gij :pi(l) = ��1(q; p)~pi(l);�(q; p) = dsd~s = (gijpipj)1=2(~glk ~pl~pk)1=2 : (11)1028



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 5 (11), 2004 Ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé : : :Çäåñü s � êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð, âû÷èñëåííûé ïîìåòðèêå gij .Ïåðåéäåì îò ~pi ê pi ïî ïðàâèëó~pj = ~gjk ~pk = �~gjkgkipi: (12)ßêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ (12) ðàâåí (ñì. [9℄)�����~pi�pj ���� = �4 ~gg ; (13)ãäå g � îïðåäåëèòåëü ìåòðèêè gij . Ââåäåì â ðàññìîò�ðåíèå �óíêöèþ Na(qi; ~pj), îïðåäåëåííóþ â âîñüìè�ìåðíîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè (q; p):Na(q; p) == naXl=1 Z dsÆ4(qi � qi(l)(s))Æ4(pj � p(l)j (s)): (14)Ôóíêöèè qi(l) è p(l)j â (14) îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíå�íèé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç (7) çàìåíîé (12) (pi = gijpj).Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèè ~Na è Na ñâÿçàíû ñëåäó�þùèì îáðàçîì:~Na(q; ~p) = g~g�5Na(q; p): (15)Óðàâíåíèå äëÿ Na(q; p) ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿËèóâèëëÿ (8) ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ (12)è (15):pi �Na�qi + �j;ikpjpk �Na�pi + ea
 Fikpk �Na�pj == ��pi h�
mjk�mipjpk � ea
  l:k�ljpk�Nai: (16)Çäåñü �ki = gki � ukui; uk = pkpplpl ;
mkj = ~�mkj � �mkj (17)� ðàçíîñòü ñèìâîëîâ Êðèñòî��åëÿ âòîðîãî ðîäàäëÿ ìåòðèê ~gij è gij , l:k = 1�(q; p) ~F l:k � F l:k == 1�(q; p) ~glm ~Fmk � glmFmk: (18)Ïåðåõîäÿ â (4) è (5) ê èìïóëüñàì pi è �óíêöèè Na,ïîëó÷èì~T ij =Xa ma
2 Z d4pap�g�(q; p)��rg~guiaujaNa(q; pa); (19)

~J i =Xb eb
 Z d4pbp�grg~guibNb(q; pb); (20)ãäå d4p=p�g � èíâàðèàíòíûé ýëåìåíò îáúåìà âíåâîçìóùåííîì èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå.Äëÿ äàëüíåéøèõ öåëåé óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíàóäîáíåå ïåðåïèñàòü â âèäåRij +rm
mij �rj
mim +
mmn
nij �
mjn
nim == �Xa ma
2 Z d4pap�g�rg~g�~gik~gjm �� 12~gij~gkm�ukauma Na(q; pa) + � ~T (el)ij : (21)Çäåñü Rij � òåíçîð �è÷÷è ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâàñ ìåòðèêîé gij , rm � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âýòîì ïðîñòðàíñòâå.Ïîäñòàâèì (9) è (10) â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà(2). Ó÷èòûâàÿ ñëàáîñòü ãðàâèòàöèîííûõ âçàèìî�äåéñòâèé, ðàçëîæèì ìèêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿÌàêñâåëëà ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêàïî hij :rkF ik+rk �himF km�hkmF im�+12F ikrkh+rk!ik++rk �him!km � hkm!im�+ 12!ikrkh == �4�Xa ea Z d4pap�gui(a)�1� 12h�Na(q; pa): (22)Â âûðàæåíèÿõ (21), (22) è íèæå ïîäíèìàíèå èîïóñêàíèå èíäåêñîâ ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ óñðåä�íåííîé ìåòðèêè gij , h = hll.Òåïåðü ðàçëîæèì óðàâíåíèÿ (6) ñ òî÷íîñòüþäî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî âåëè÷èíàì hij , !ijè óñðåäíèì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ïî àíñàìáëþ.Â ñëó÷àå, êîãäà ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ óñðåäíåííûìèóðàâíåíèÿìè ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿä�êà ìàëîñòè ïî âçàèìîäåéñòâèþ, ìîæíî ïîëó÷èòüçàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îäíî÷àñòè÷íîé�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿfa(q; p) = hNainaäëÿ óñðåäíåííîé ìåòðèêè gij è ìàêðîñêîïè÷åñêî�ãî òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (òåíçîðà Ìàêñ�âåëëà). Óðàâíåíèå äëÿ fa ïîëó÷åíî ðàíåå â ðàáî�òàõ [5; 6℄.1029



À. Â. Çàõàðîâ, �. Ê. Ìóõàðëÿìîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 5 (11), 20043. ÌÀÊ�ÎÑÊÎÏÈ×ÅÑÊÀß ÑÈÑÒÅÌÀÓ�ÀÂÍÅÍÈÉ ÝÉÍØÒÅÉÍÀ ÈÌÀÊÑÂÅËËÀÂ ðåçóëüòàòå óñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëÿì ìèêðî�ñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïî ñõåìå, ïîäðîáíî îïèñàí�íîé â ðàáîòå [1℄, ìû ïðèøëè ê ìàêðîñêîïè÷åñêèìóðàâíåíèÿì Ýéíøòåéíà è Ìàêñâåëëà. Ýòè óðàâíå�íèÿ ïðèíÿëè âèäGij +rk'kij + �ij � �� (gr)ij = �Tij ; (23)rkF ik +rk'ik + �i = �4�
 J i: (24)Çäåñü Gij � òåíçîð Ýéíøòåéíà ðèìàíîâà ïðîñòðàí�ñòâà ñ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ìåòðèêîé gij , F ik � òåí�çîð Ìàêñâåëëà, J i � ìàêðîñêîïè÷åñêèé 4-âåêòîðïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, Tij � ìàêðîñêîïè÷å�ñêèé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà. Ïîñëåäíèé ïðåäñòàâ�ëÿåò ñîáîé ñóììó ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåíçîðîâ ýíåð�ãèè-èìïóëüñà T (m)ij ñðåäû, ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ýëåê�òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ T (el)ij è ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òåí�çîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà � (r)ij ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó�÷åíèÿ â ïëàçìå. (Ïðèìåíèòåëüíî ê êîñìîëîãè÷åñêîéïëàçìå ìû áóäåì ãîâîðèòü â ïîñëåäíåì ñëó÷àå î òåí�çîðå ýíåðãèè-èìïóëüñà ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ.)Ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà îòëè�÷àþòñÿ îò êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà ïðè�ñóòñòâèåì â ëåâîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíûõ ñëàãàåìûõrk'kij , �ij è ��� (gr)ij . Ýòè òåíçîðû âûðàæåíû â ÿâ�íîì âèäå ÷åðåç îäíî÷àñòè÷íûå �óíêöèè ðàñïðåäåëå�íèÿ ïî �îðìóëàì, ïðèâåäåííûì íèæå. Ïîñëåäíèé èçýòèõ ÷ëåíîâ � ýòî óìíîæåííàÿ íà ïîñòîÿííóþ Ýéí�øòåéíà è ïåðåíåñåííàÿ ñî çíàêîì ìèíóñ èç ïðàâîé÷àñòè óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà â ëåâóþ ÷àñòü ïîïðàâ�êà ê ìàêðîñêîïè÷åñêîìó òåíçîðó ýëåêòðîìàãíèòíî�ãî èçëó÷åíèÿ, îáóñëîâëåííàÿ ãðàâèòàöèîííûìè âçà�èìîäåéñòâèÿìè.Ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â îá�ùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè òàêæå îêàçàëèñü îòëè÷�íûìè îò êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà áëà�ãîäàðÿ ïîÿâëåíèþ â ëåâîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíûõñëàãàåìûõ rk'ki + �i. Ýòè ñëàãàåìûå îáóñëîâëåíûêàê ý��åêòàìè âçàèìîäåéñòâèÿ, òàê è ý��åêòàìèîáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Îíè òàêæå âûðàæà�þòñÿ â ÿâíîì âèäå ÷åðåç îäíî÷àñòè÷íûå �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ.Ïðèâåäåì ÿâíûé âèä äîïîëíèòåëüíûõ ÷ëåíîâ:

'kij =Xb;
 �2ebe
m2bm2

516�2 Z d3p0p00p�g ��Z d3p00p000p�g�12gfku00i u00j+u0k(u0u00)(Æfj u00i+Æfi u00j )��� (u0u00)Kf�(u0; u00)�F
(x00)�Fb(x0)�p0� �� Fb(x0)�F
(x00)�p00� �; (25)�ij =Xb;
 �2ebe
m2bm2

516�2 Z d3p0p00p�g�� Z d3p00p000p�g��z2 + 12��� (u00i u00j + u0iu0j)gqr + (z2 � 12)gijgqr �� 2z(u0iu00j + u00i u0j)gqr � (z2 � 12)�� �Æqi Ærj + Æqj Æri �� (zÆm� � u00�u0m) Jrqm(u0; u00)�� F
(x00)�Fb(x0)�p0� ; (26)'ik =Xb;
 �ebe2
m2bm

32� Z d3p0p00p�g�� Z d3p00p000p�g (u0u00)��Kf�(u0; u00)[(u0u00)(u0igkf � u0kgif )�� (u00igkf � u00kgif )℄�� �F
(x00)�Fb(x0)�p0� � Fb(x0)�F
(x00)�p00� �; (27)�i =Xb;
 �e2be
mbm2

34� Z d3p0p00p�g Z d3p00p000p�g �� [(u0u00)Æs� � u00�u0s℄u0kJ iks(u0; u00)F
(x00)�� �Fb(x0)�p0� ; (28)1030



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 5 (11), 2004 Ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé : : :� (gr)ij =Xb;
 �ebe
m2bm2

516�2 Z d3p0p00p�g�� Z d3p00p000p�g�2zÆpi Æqj �� zgijgpq � (Æqi u00j + Æqju00i )u0p ++ gpq(u0iu00j + u00i u0j)�J (gr)pqf (u0; u00)F
(x00)�� ��p0n �Fb(x0) ��z2 � 12� Æfn++ �z2 + 12�u0nu0f � 2zu00nu0f�� : (29)Çäåñü d3p0p00p�g ; d3p00p000p�g� èíâàðèàíòíûå ýëåìåíòû îáúåìà â òðåõìåðíîì èì�ïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâåííî ÷àñòèö ñîð�òà ¾b¿ è ¾
¿. �ðå÷åñêèé èíäåêñ ¾�¿ â âûðàæåíè�ÿõ (25)�(28) ïðîáåãàåò òîëüêî çíà÷åíèÿ 1; 2; 3 (ïðî�ñòðàíñòâåííûé èíäåêñ). Ïðîèçâîäíóþ ïî p0f â (29)ñëåäóåò âû÷èñëÿòü òàê, êàê áóäòî âñå ÷åòûðå êîìïî�íåíòû èìïóëüñà íåçàâèñèìû. Çàâèñèìîñòü p00 îò p0�ó÷èòûâàåòñÿ ïîñëå äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî p0f .Äàííûå âûðàæåíèÿ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ ñîîò�âåòñòâóþùèìè âûðàæåíèÿìè äëÿ äîïîëíèòåëüíûõ÷ëåíîâ â ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëàè Ýéíøòåéíà, ïîëó÷åííûìè â ðàáîòå [1℄ â ïðåäïîëî�æåíèè, ÷òî ñèñòåìà ñîñòîèò èç ÷àñòèö îäèíàêîâîéìàññû.Îäíàêî â ñëó÷àå ñèñòåì ÷àñòèö ñ ðàçíûìè ìàññà�ìè ïîÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷èÿ. Ýòè ðàçëè÷èÿ ïðîÿâëÿþò�ñÿ â ÿâíîì âèäå òåíçîðà Jijk(u0; u00) â âûðàæåíèÿõ(26), (28), (29).Â ðàáîòe [5℄ ïðèâåäåí ÿâíûé âèä ýòèõ òåíçîðîâ(ñì. (28), (29), (37)) â ëîêàëüíî ëîðåíöåâîé ñèñòå�ìå îòñ÷åòà. Äàëåå áûëî óêàçàíî, ÷òî â êà÷åñòâå òà�êîé ñèñòåìû ñëåäóåò âûáèðàòü ñèñòåìó öåíòðà èì�ïóëüñîâ. Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê â ðàáîòàõ [1; 5℄ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âñå ÷àñòèöû â ñèñòåìå èìåþòîäèíàêîâûå ìàññû ïîêîÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèñòå�ìå öåíòðà èìïóëüñîâ ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî ñêîðîñòèâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ðàâíû ïî ìîäóëþ è ïðî�òèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû:v00 = �v0;ãäå v0 è v00 � òðåõìåðíûå ñêîðîñòè âçàèìîäåéñòâó�þùèõ ÷àñòèö.Åñëè íå îãðàíè÷èâàòüñÿ òðåáîâàíèåì ðàâåíñòâàìàññ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, òî â ýòîì ñëó÷àåâ ñèñòåìå öåíòðà èìïóëüñîâ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâîp00 = �p0;

ãäå p0 è p00 � òðåõìåðíûå èìïóëüñû âçàèìîäåéñòâó�þùèõ ÷àñòèö.Â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòàK00 = K0� = 0;K�� = 4�2
v0u00u000k2min(1 +mbu00=m
u000) ���Æ�� � v0�v0�v02 � : (30)Çäåñüv0 =qv021 + v022 + v023; v0� = v0� = u0�=u00� ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû âåêòîðà v0.Êîâàðèàíòíîå îáîáùåíèå (21) èìååò âèäKij(u0; u00) = 4�2k2min[(u0u00)2 � 1℄3=2 �� �� [(u0u00)2 � 1℄gij �� u0iu0j � u00i u00j + (u0u00)(u0iu00j + u00i u0j)	: (31)Âûðàæåíèå äëÿ Kij(u0; u00) îêàçàëîñü ðàñõîäÿ�ùèìñÿ ïðè k ! 0, ò. å. ïðè áîëüøèõ ïðèöåëüíûõ ðàñ�ñòîÿíèÿõ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìû èíòåãðèðóåì ïîáåñêîíå÷íîé îáëàñòè, â òî âðåìÿ êàê íà ñàìîì äåëåíóæíî îãðàíè÷èâàòüñÿ èíòåãðèðîâàíèåì òîëüêî ïîîáëàñòè êîððåëÿöèè, ãäå ìû ñ÷èòàëè ìåòðèêó ñëàáîìåíÿþùåéñÿ. Äàííóþ òðóäíîñòü òàê æå, êàê è ïðèâûâîäå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ñëåäóåò îáõîäèòüââåäåíèåì îáðåçàíèÿ â ðàñõîäÿùåìñÿ èíòåãðàëå1Z0 dkk3 :Íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëîæèì ðàâ�íûì íå íóëþ, à âåëè÷èíåkmin = 1=rmax;ãäå rmax � ðàçìåð îáëàñòè êîððåëÿöèè (ðàäèóñ êîð�ðåëÿöèè). Òîãäà ïðåäûäóùèé èíòåãðàë ïðèíèìàåòçíà÷åíèå 12k2min = r2max=2:Òåíçîð (31) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:Kij(u0; u00) = Kij(u00; u0);Kiju0i = Kiju00i = 0; Kij = Kji: (32)Çàïèøåì ñîîòíîøåíèå (27) èç ðàáîòû [5℄ â ñèñ-òåìå öåíòðà èìïóëüñîâ, â êîòîðîé p00 = �p0. Â ýòîé1031



À. Â. Çàõàðîâ, �. Ê. Ìóõàðëÿìîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 5 (11), 2004ñèñòåìå îòñ÷åòà êîìïîíåíòû J (1)lmn(u0; u00) èìåþò âèä(ïðîñòðàíñòâåííûå èíäåêñû ó òðåõìåðíîãî âåêòîðàñêîðîñòè v0� îïóñêàþòñÿ ñ ïîìîùüþ òðåõìåðíîãîñèìâîëà Êðîíåêåðà Æ��):J000 = � 2(1 +mbu00=m
u000) 1u00u000 �mbu00m
u000 �3 �� ��mbu00m
u000 v0� v02
2 ; (33)J00� = � 2(1 +mbu00=m
u000) 1u00u000 �mbu00m
u000 �2 �� ��mbu00m
u000 v0� v0�
 ; (34)J0�� = � 2(1 +mbu00=m
u000) 1u00u000 �mbu00m
u000 ��� ��mbu00m
u000 v0� Æ�� ++ 2(1 +mbu00=m
u000) 1u00u000 �mbu00m
u000 ���mbu00m
u000 v0����Æ�� � v0�v0�v02 � ; (35)J��
 = � 2(1 +mbu00=m
u000) 1u00u000 �� ��mbu00m
u000 v0� 
2v02 �Æ�� v0

 + Æ�
 v0�
 ++Æ�
 v0�
 � 2v0�v0�v0

v02 �+ 2(1 +mbu00=m
u000) 1u00u000 �� ��mbu00m
u000 v0� 
2v02 ��Æ�� � v0�v0�v02 � v0

 ++ �Æ�
 � v0�v0
v02 � v0�
 +�Æ�
 � v0�v0
v02 � v0�
 � : (36)Ôóíêöèè � è � â âûðàæåíèÿõ (33)�(36) çàâèñÿò òîëü�êî îò àðãóìåíòà w = mbu00m
u000 v0è èìåþò ñëåäóþùèé ÿâíûé âèä:� = �
3w3kmin �� 266642w
 �1 + w2
2 ��1� w2
2 �2 + ln0BBB�1� w
1 + w
 1CCCA37775 ; (37)

� = �
32w3kmin 266642w
 �3� 2w2
2 + 3w4
4 ��1� w2
2 �2 ++ 3�1 + w2
2 � ln0�1� w
1 + w
 1A37775 : (38)Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ èíòåãðàëà1kmin = 1Zkmin dkk2 :Ïî ñîîáðàæåíèÿì, óêàçàííûì âûøå, çäåñü ìû âíîâüíèæíèé ïðåäåë ïîëîæèëè ðàâíûì kmin = 1=rmax.Êîâàðèàíòíîå îáîáùåíèå äàííûõ ðåçóëüòàòîâ,ïîëó÷åííûõ â ëîêàëüíî ëîðåíöåâîé ñèñòåìå îòñ÷å�òà öåíòðà ìàññ, íà ïðîèçâîëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòàèìååò âèäJ (1)ijk (u0; u00) = J (2)ijk(u00; u0) = Jijk(u0; u00); (39)Jijk(u0; u00) = Ah(giju0k + giku0j + gjku0i)�� z(giju00k + giku00j + gjku00i )�� (u0iu00j u00k + u00i u0ju00k + u00i u00j u0k) + 3zu00i u00j u00ki++ Chu0iu0ju0k � z(u0iu0ju00k + u0iu00j u0k + u00i u0ju0k) ++z2(u0iu00j u00k+u00i u0ju00k+u00i u00j u0k)�z3u00i u00j u00ki: (40)Çäåñü z = (u0u00) = (u0iu00i );A = �kmin (�2 + 2�z + 1)1=2(1 + �z)2�3(z2 � 1)5=2 �� �2�pz2 � 1(1 + 3�2 + 2�z � 2�2z2)(1 + �z)(�2 + 2�z + 1) ++ (1� 3�2 + 2�z + 4�2z2)(1 + �z)2 �� ln 1 + �z � �pz2 � 11 + �z + �pz2 � 1 !�; (41)C = �kmin (�z + 1)(1 + 2�z + �2)1=2�3(z2 � 1)7=2 ���2�pz2�1(5+7�2+10�z�2�2z2)+(1+2�z+�2)(1+�z) �� (5� 7�2 + 10�z + 12�2z2)�� ln 1 + �z � �pz2 � 11 + �z + �pz2 � 1 !�; (42)1032



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 5 (11), 2004 Ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé : : :� = mb=m
:Ïðè � = 1 äàííûå ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò ñ ðåçóëü�òàòàìè, ïîëó÷åííûìè ðàíåå â ðàáîòå [1℄.Òàêèì îáðàçîì, ìû îáîáùèëè ðåçóëüòàòû ðàáî�òû [1℄ íà ñëó÷àé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû ýëåê�òðîìàãíèòíî è ãðàâèòàöèîííî âçàèìîäåéñòâóþùèõ÷àñòèö ñ ðàçíûìè ìàññàìè.Òåíçîð Jijk(u0; u00) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâóJijk(u0; u00)u00k = 0: (43)Òåíçîðû 'kij , �ij , � (gr)ij è �i äîëæíû ïîä÷èíÿòüñÿ äî�ïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿìgljrl �rk'kij + �ij � �� (gr)ij � = 0; (44)ri�i = 0; (45)ïîñêîëüêó äèâåðãåíöèè âñåõ îñòàëüíûõ òåíçîðîâ âìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ Ýéíøòåéíà è Ìàêñ�âåëëà òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ.Óðàâíåíèÿ (44), (45) íàêëàäûâàþò íåêîòîðûåîãðàíè÷åíèÿ íà çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàò è îòíî�ñèòåëüíîé ñêîðîñòè ÷àñòèö (ïîñëåäíÿÿ ìîæåò áûòüâûðàæåíà ÷åðåç z) ïàðàìåòðîâ rD è rg , ïðèñóòñòâóþ�ùèõ ñîîòâåòñòâåííî â âûðàæåíèÿõ äëÿ J (el)rpq è J (gr)rpq .Ìàêðîñêîïè÷åñêèå òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ÷àñ�òèö ïëàçìû è 4-âåêòîð òîêà òàêæå ìîãóò áûòü âûðà�æåíû ÷åðåç ñåìèìåðíûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:T (m)ij =Xa 
 Z d3pp0p�g pipjFa(p); (46)J i =Xa ea
 Z d3pp0p�gpiFa(p): (47)Ê ïîëó÷åííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé íóæíî äîáà�âèòü êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ Fb. Äëÿ ðåëÿòè�âèñòñêîé ïëàçìû îíî ïîëó÷åíî â ðàáîòàõ [10; 11℄.4. ÂÎÇÌÎÆÍÛÅ Ï�ÈËÎÆÅÍÈß ÒÅÎ�ÈÈÏîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿäëÿ ñïëîøíûõ ñðåä îòëè÷àþòñÿ îò êëàññè÷åñêèõ
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