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ÕÀÎÑ Â ÄÈÍÀÌÈÊÅ ÌÀßÒÍÈÊÀÏ�È ÍÅÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÎÌ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÈÂ. Â. Âå÷åñëàâîâ *Èíñòèòóò ÿäåðíîé �èçèêè èì. �. È. Áóäêåðà630090, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 14 íîÿáðÿ 2003 ã.Ïðîäîëæåíî èññëåäîâàíèå õàîòè÷åñêîãî ñëîÿ ìàÿòíèêà, íàõîäÿùåãîñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì íåñèììåòðè÷-íîãî âûñîêî÷àñòîòíîãî âîçìóùåíèÿ äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà. Íàéäåíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿàìïëèòóä âîçíèêàþùèõ âî âòîðîì ïîðÿäêå ãàðìîíèê âîçìóùåíèÿ è ïîëó÷åíû îöåíêè èõ âêëàäîâ â àì-ïëèòóäó îòâå÷àþùåãî çà îáðàçîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî õàîñà ñåïàðàòðèñíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïîäòâåðæäåíóñòàíîâëåííûé ðàíåå �àêò íàëè÷èÿ îáëàñòåé ïåðâè÷íûõ ÷àñòîò, ãäå èìåííî ýòè âòîðè÷íûå ãàðìîíè-êè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ðàçìåðû õàîòè÷åñêîãî ñëîÿ. Îòìå÷åíû ñóùåñòâåííûå îñîáåííîñòè ìåõàíèçìà�îðìèðîâàíèÿ õàîñà âáëèçè íóëåé èíòåãðàëîâ Ìåëüíèêîâà�Àðíîëüäà ïî ñðàâíåíèþ ñ óæå èçó÷åííûìñëó÷àåì ñèììåòðè÷íîãî âîçìóùåíèÿ.PACS: 05.45.-a, 05.45.Gg1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÔàçîâîå ïðîñòðàíñòâî òèïè÷íûõ (ò. å. íåèíòåãðè�ðóåìûõ) íåëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì îêàçû�âàåòñÿ ðàçäåëåííûì íà õàîòè÷åñêóþ è ðåãóëÿðíóþêîìïîíåíòû. Ìåõàíèçìîì, îòâåòñòâåííûì çà îáðà�çîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî õàîñà, ÿâëÿåòñÿ, êàê èçâåñò�íî, âçàèìîäåéñòâèå íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ. Îáû÷�íî îäèí èç ðåçîíàíñîâ ñ÷èòàåòñÿ îñíîâíûì è âáëèçèíåãî âûáèðàþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, à îñòàëüíûåðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âîçìóùåíèå. Íàèáîëåå èíòå�ðåñíîé (à ÷àñòî è íåîæèäàííîé) îêàçàëàñü äèíàìè�êà â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñ îñíîâíîãî ðåçîíàíñà �îñîáûõ òðàåêòîðèé, îòäåëÿþùèõ îáëàñòè ñ âðàùàþ�ùåéñÿ (âíå ðåçîíàíñà) è êîëåáëþùåéñÿ (âíóòðè ðå�çîíàíñà) �àçîé.Äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî õàîñ âñåãäà âîçíè�êàåò èìåííî âáëèçè ñåïàðàòðèñ, ïîñêîëüêó ïåðèîääâèæåíèÿ ïî íèì áåñêîíå÷åí è âçàèìîäåéñòâèå ðå�çîíàíñîâ çäåñü âñåãäà ñóùåñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òîýòî âåðíî âñåãäà òîëüêî äëÿ ñèñòåì ñ àíàëèòè÷åñêèìïîòåíöèàëîì, �óðüå-àìïëèòóäû êîòîðîãî óáûâàþòýêñïîíåíöèàëüíî. Âîçìóùåíèå ðàñùåïëÿåò êàæäóþñåïàðàòðèñó íà äâå îòäåëüíûå âåòâè, êîòîðûå çà�ïîëíÿþò óçêóþ îáëàñòü è îáðàçóþò õàîòè÷åñêèéñëîé [1�4℄. Íàïîìíèì, ÷òî â âîçíèêàþùåì íà ìåñòå*E-mail: ve
heslavov�inp.nsk.su

ðàñùåïëåííûõ ñåïàðàòðèñ õàîòè÷åñêîì ñëîå ñëåäóåòðàçëè÷àòü òðè ÷àñòè: âåðõíþþ (�àçà x âðàùàåòñÿñâåðõó, p > 0), ñðåäíþþ (�àçà êîëåáëåòñÿ) è íèæ�íþþ (�àçà x âðàùàåòñÿ ñíèçó, p < 0).Â ñëó÷àå ãëàäêîãî ïîòåíöèàëà ñî ñòåïåííûì çàêî�íîì óáûâàíèÿ �óðüå-àìïëèòóä ñèòóàöèÿ ìîæåò îêà�çàòüñÿ êà÷åñòâåííî èíîé. Ïîðàçèòåëüíûå ïðèìåðûíåðàñùåïëåííûõ ñåïàðàòðèñ (êàê öåëûõ, òàê è äðîá�íûõ ðåçîíàíñîâ) è îòñóòñòâèÿ â èõ îêðåñòíîñòè õàî�òè÷åñêîãî ñëîÿ â êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ïðèâå�äåíû è îáñóæäàþòñÿ â ðàáîòàõ [5�7℄. Ñëåäóåò îñîáîïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñàìè ñèñòåìû ïðè ýòîì îñòàþòñÿíåèíòåãðèðóåìûìè è èõ ñåïàðàòðèñû ñîõðàíÿþòñÿâ óñëîâèÿõ ñèëüíîãî ëîêàëüíîãî õàîñà (ñì. ðèñ. 4 âðàáîòå [6℄).Âûÿñíèëîñü òàêæå, ÷òî íà ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿõàîñà ñóùåñòâåííî âëèÿåò õàðàêòåð ñàìîãî âîçìó�ùåíèÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, åãî ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ.Óìåñòíî êðàòêî íàïîìíèòü çäåñü èñòîðèþ ýòîãî âî�ïðîñà.Ñèñòåìà ñ äâóìÿ ñèììåòðè÷íûìè ãàðìîíèêàìèâîçìóùåíèÿ âûñîêîé ÷àñòîòû âïåðâûå áûëà èññëå�äîâàíà ×èðèêîâûì [1℄. Îí ïîêàçàë, ÷òî àìïëèòóäàñåïàðàòðèñíîãî îòîáðàæåíèÿ è ýíåðãåòè÷åñêèé ðàç�ìåð õàîòè÷åñêîãî ñëîÿ ñ ðîñòîì ÷àñòîòû óáûâàþòýêñïîíåíöèàëüíî è ÷òî âñå òðè ÷àñòè ñëîÿ èìåþòîäèíàêîâóþ øèðèíó.758



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 3 (9), 2004 Õàîñ â äèíàìèêå ìàÿòíèêà : : :Â íåäàâíåé ðàáîòå [8℄ äëÿ òîé æå ñàìîé ñèì�ìåòðè÷íîé ñèñòåìû ðàññìàòðèâàëàñü íèçêî÷àñòîò�íàÿ àñèìïòîòèêà, è áûëî íàéäåíî, ÷òî â ýòîì ïðåäå�ëå àìïëèòóäà ñåïàðàòðèñíîãî îòîáðàæåíèÿ ðàñòåòëèíåéíî ñ ðîñòîì ÷àñòîòû, à øèðèíà ñëîÿ âîîáùåîò íåå íå çàâèñèò. Îáå ýòè àñèìïòîòèêè óñòðîåíûîòíîñèòåëüíî ïðîñòî, è íàèáîëåå òðóäíîé äëÿ àíà�ëèçà ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü ñðåäíèõ ÷àñòîò, ãäå îòñóò�ñòâóåò êàêîé-ëèáî ìàëûé (èëè áîëüøîé) ïàðàìåòðàäèàáàòè÷íîñòè. Âåñüìà ïîëåçíûìè çäåñü îêàçàëèñüòàê íàçûâàåìûå ðåçîíàíñíûå èíâàðèàíòû, êîòîðûåíåïëîõî ïåðåäàþò òîïîëîãèþ îòäåëüíûõ ðåçîíàíñîâ.Òàêèå èíâàðèàíòû ïåðâûõ òðåõ ïîðÿäêîâ, ñîîòâåò�ñòâóþùèå ðåçîíàíñàì 1:1, 1:2 è 1:3, ïîñòðîåíû äëÿñòàíäàðòíîãî îòîáðàæåíèÿ ×èðèêîâà â ðàáîòå [9℄ èäëÿ îäíî÷àñòîòíîãî ñåïàðàòðèñíîãî îòîáðàæåíèÿ �â [10℄. Äîñòàòî÷íî ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î ñòðóêòóðåõàîòè÷åñêîãî ñëîÿ ìàÿòíèêà ïðè ñèììåòðè÷íîì âîç�ìóùåíèè âî âñåì äèàïàçîíå ÷àñòîò ïîëó÷åíî íåäàâ�íî â ðàáîòå [11℄.Íåñèììåòðè÷íîå âîçìóùåíèå âïåðâûå, íàñêîëü�êî íàì èçâåñòíî, ðàññìàòðèâàëîñü â ðàáîòàõ [12; 13℄,ãäå èññëåäîâàëñÿ ãàìèëüòîíèàí ìàÿòíèêà ïðè âîç�äåéñòâèè íà íåãî äâóõ ãàðìîíèêH(x; p; t) = p22 + 
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Â. Â. Âå÷åñëàâîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 3 (9), 20042. ÀÌÏËÈÒÓÄÛ ÂÒÎ�È×ÍÛÕ �À�ÌÎÍÈÊ�àññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí ìàÿòíèêà (1) ñ åäèí�ñòâåííîé ãàðìîíèêîé âîçìóùåíèÿV (x; t) = " 
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 ïðåâðàùàåò âåðõíþþ ãàð�ìîíèêó â íèæíþþ, è ïðè âû÷èñëåíèè åå âêëàäà â àì�ïëèòóäó ñåïàðàòðèñíîãî îòîáðàæåíèÿ âåðõíåé ÷àñòèñëîÿ íàäî â �îðìóëå (9) èñïîëüçîâàòü ñóùåñòâåííîèíîå âûðàæåíèå:An(
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j < 1. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìû áóäåìèìåòü äåëî ñ èíòåãðàëàìè (10) ÷åòíûõ èíäåêñîâ n,ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîå íàìè âîçìóùåíèå (7)âõîäÿò òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ m1 è m2.Âåðíåìñÿ ê ñîîòíîøåíèþ (7) è ïîëó÷èì îöåí�êè íåèçâåñòíûõ çàðàíåå àìïëèòóä âòîðè÷íûõ ãàðìî�íèê. Ñëåäóÿ ðàáîòå [12℄, ñäåëàåì â (1), (7) çàìåíó ïå�ðåìåííûõ, ââåäÿ âìåñòî êîîðäèíàòû x(t) è èìïóëüñàp(t) èõ îòêëîíåíèÿ îò çíà÷åíèé íà íåâîçìóùåííîéñåïàðàòðèñå xs(t) = 4 ar
tg et, ps(t) = 2 sinxs(t):y(t) = x(t)� xs(t); u(t) = p(t)� ps(t); (13)

è ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèèF2(u; x; t) = [ps(t)� u℄[x� xs(t)℄ïîñòðîèì íîâûé ãàìèëüòîíèàíH(y; u; t) = u22 + 
os y 
osxs(t)�� sin y sinxs(t) + y sinxs(t) ++ 2Xk=1 "k [
os(mky) 
os (mkxs(t)�
kt)�� sin(mky) sin (mkxs(t)�
kt)℄ : (14)Ó÷èòûâàÿ ñëàáîñòü âîçìóùåíèÿ, ïîëàãàåìjy(t)j � 1, ïðîâîäèì â (14) çàìåíû 
os (my) !! 1�(my)2=2, sin (my)! my è íàõîäèì óðàâíåíèåd2ydt2 = y "
osxs + 2Xk=1 "km2k 
os (mkxs �
kt)#++ 2Xk=1 "kmk sin (mkxs �
kt):Îáîçíà÷èì ÷åðåç �y" ðàçíîñòü ìåæäó ëåâîé è ïðà�âîé ÷àñòÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ:�y" = d2ydt2 �y "
osxs+ 2Xk=1 "km2k 
os (mrxs�
kt)#�� 2Xk=1 "kmk sin (mkxs �
kt): (15)Íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî âûíóæäåííîå (èñ÷åçàþùååïðè " = 0) ðåøåíèå y", êîòîðîå óäîáíî íàõîäèòü ïî�ñëåäîâàòåëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè, ñòðåìÿñü ñâåñòè�y" ê íóëþ [12℄. Ïîñëå äâóõ ïðèáëèæåíèé èìååìy(2)" (t) � � 2Xk=1 "kmk(mkps �
k)2 sin (mkxs �
kt)�� "1"2m1m22 �� m2(m1ps �
1)2 + m1(m2ps �
2)2 � �� sin (m+xs ��
+t)(m+ps ��
+)2 ++ � m1(m2ps �
2)2 � m2(m1ps �
1)2 ��� sin (m�xs ��
�t)(m�ps ��
�)2 �+ : : : ; (16)ãäå íå âûïèñàíû âòîðîñòåïåííûå ÷ëåíû è ïî àíà�ëîãèè ñ (3), (4) äëÿ ÷àñòîò ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿäëÿ ñóììû è ðàçíîñòè ïàðàìåòðîâ âîçìóùåíèÿm+ = m1 +m2, m� = m2 �m1.760



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 3 (9), 2004 Õàîñ â äèíàìèêå ìàÿòíèêà : : :Íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà j
1;2j � ps;max � 2 èäëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ �îðìóë îïóñòèì â ñî�äåðæàùèõ ýòè ÷àñòîòû çíàìåíàòåëÿõ �îðìóëû (16)÷ëåíû mps. Òî÷íî òàê æå, íî óæå áåç âñÿêèõ îñíîâà�íèé, ïîñòóïèì ñî çíàìåíàòåëÿìè, ñîäåðæàùèìè ñóì�ìû è ðàçíîñòè ÷àñòîò, ðàññ÷èòûâàÿ â îêîí÷àòåëü�íûõ çàâèñèìîñòÿõ ïîïðàâèòü äåëî ââåäåíèåì ýìïè�ðè÷åñêèõ ÷èñëîâûõ êîý��èöèåíòîâ (ñì. ðàçä. 3).Âîçâðàùàÿñü ê ñèñòåìå (1), (7), ïîëîæèì â íåéx = xs(t) + y(2)" (t). Ïîñêîëüêó äâèæåíèå ïðîèñõîäèòâáëèçè íåâîçìóùåííîé ñåïàðàòðèñû, èñïîëüçóåì çà�ìåíû 
os(my) ! 1, sin(my) � my(2)" è ïåðåïèøåìâûðàæåíèå äëÿ âîçìóùåíèÿ (7) â âèäåV (y; t) �� �y(2)" "sinxs+ 2Xk=1 "kmk sin (mkxs�
kt)# : (17)Ïîäñòàâèâ (16) â (17), óáåæäàåìñÿ, ÷òî íèçêî�÷àñòîòíûå ãàðìîíèêè íà ñóììå è ðàçíîñòè ÷àñòîò(òîëüêî îíè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ) ìîãóò ïðîíèê�íóòü â âîçìóùåíèå äâóìÿ ïóòÿìè. Îäèí èç íèõ ðåà-ëèçóåòñÿ ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñóììû â (16) ñ ïåð�âè÷íûìè ãàðìîíèêàìè â (17). Ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâ�ëåíèþ â âîçìóùåíèè ãàðìîíèê êàê íà ñóììå ÷àñòîò,"+ 
os (m+xs ��
+t);"+ = �"1"2m1m22 �m2
21 + m1
22 � ; (18)òàê è íà èõ ðàçíîñòè,"� 
os (m�xs ��
�t);"� = "1"2m1m22 �m2
21 � m1
22 � : (19)Âòîðîé ïóòü � âçàèìîäåéñòâèå ÷ëåíîâ, ïðîïîð�öèîíàëüíûõ "1"2, â (16) ñ sinxs â (17). Çäåñü âîçíè�êàþò ïî äâå âòîðè÷íûõ ãàðìîíèêè âîçìóùåíèÿ íàñóììå ÷àñòîò,"+2�
2+ [
os ((m+ � 1)xs ��
+t)�� 
os ((m+ + 1)xs ��
+t)℄ ; (20)ãäå çíà÷åíèå "+ äàåòñÿ �îðìóëîé (18), è íà ðàçíîñòè÷àñòîò,"�2�
2� [
os ((m� � 1)xs ��
�t) �� 
os ((m� + 1)xs ��
�t)℄ ; (21)ãäå çíà÷åíèå "� äàåòñÿ �îðìóëîé (19).

Çíàíèå àìïëèòóä âòîðè÷íûõ ãàðìîíèê â âîçìó�ùåíèè ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (9) çàïè�ñàòü èõ ïðèâåäåííûå àìïëèòóäû W � =W="1"2 â ñå�ïàðàòðèñíîì îòîáðàæåíèè ÷åðåç èíòåãðàëû Ìåëüíè�êîâà�Àðíîëüäà (10):W �� = W�"1"2 = ~"� ��
�A2m�(�
�)++A2m��2(�
�)�A2m�+2(�
�)2�
� � ; (22)~"� = a�m1m22 �m2
21 � m1
22 � : (23)Çäåñü â íèæíèõ èíäåêñàõ âåðõíèå çíàêè îòíîñÿòñÿ êñóììå ÷àñòîò, íèæíèå � ê ðàçíîñòè, è â çàâèñèìîñòè(23) ââåäåíû ïîäãîíî÷íûå ýìïèðè÷åñêèå êîý��èöè�åíòû a+ è a�. Ïðàêòèêà ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû (22)ïîêàçàëà, ÷òî ãëàâíàÿ ðîëü â íåé ïðèíàäëåæèò ïåð�âîìó ÷ëåíó â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ.Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû÷èñëåííîé ïðîâåðêè �îðìóë (22), (23) è îòìå÷àþò�ñÿ íåêîòîðûå ëþáîïûòíûå äåòàëè îáðàçîâàíèÿ õàî�òè÷åñêîé êîìïîíåíòû.3. ÑÎÏÎÑÒÀÂËÅÍÈÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂÒÅÎ�ÈÈ È ×ÈÑËÅÍÍÎ�ÎÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒÀÑåïàðàòðèñíîå îòîáðàæåíèå, âïåðâûå ââåäåííîåâ ðàáîòå [15℄, îïèñûâàåò ïîâåäåíèå äâèæóùåéñÿâáëèçè ñåïàðàòðèñû äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è â ñëó�÷àå ìàÿòíèêà èìååò âèäw = w +Xl Wl sin (
lt�);t� = t� + ln 32jwj ; l = 1; 2; : : : ; (24)ãäå w = H(x; p; t) � 1 � îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèåîò íåâîçìóùåííîé ñåïàðàòðèñû ïî ýíåðãèè, t� � ìî�ìåíòû ïðîõîæäåíèÿ ñèñòåìîé ïîëîæåíèÿ óñòîé÷èâî�ãî ðàâíîâåñèÿ x = �. Ïîä çíàêîì ñóììû äîëæíûáûòü ïåðå÷èñëåíû âñå ñóùåñòâåííûå äëÿ èññëåäóå�ìîé ÷àñòè õàîòè÷åñêîãî ñëîÿ ãàðìîíèêè êàê ïåðâè÷�íûå (ÿâíî âõîäÿùèå â âîçìóùåíèå (7)), òàê è âòî�ðè÷íûå (êîòîðûõ â (7) íåò).Ïðè íåñîèçìåðèìûõ ÷àñòîòàõ 
l ìîìåíòû t� îò�ñ÷èòûâàþòñÿ â øêàëå íåïðåðûâíîãî âðåìåíè. Åñëèæå ÷àñòîòû êðàòíû íåêîòîðîé îïîðíîé ÷àñòîòå 
0,òî ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â (24) ìîæíî (íî íå îáÿ�çàòåëüíî) ïåðåïèñàòü â âèäå � =  � +
0 ln 32jwj ;  � = 
0 t� mod 2�: (25)761



Â. Â. Âå÷åñëàâîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 3 (9), 2004Èòåðàöèè ñåïàðàòðèñíîãî îòîáðàæåíèÿ, êàê èç�âåñòíî, ÿâëÿþòñÿ ñàìûì áûñòðûì ñïîñîáîì îïðå�äåëåíèÿ ðàçìåðîâ îòäåëüíûõ ÷àñòåé õàîòè÷åñêîãîñëîÿ, è ýòî îïðàâäûâàåò óñèëèÿ, íàïðàâëåííûå íàåãî ïîñòðîåíèå.Íàì ïðåäñòîèò ñðàâíèòü ìåæäó ñîáîé âåëè÷èíûòåîðåòè÷åñêè è ÷èñëåííî íàéäåííûõ àìïëèòóä ñåïà�ðàòðèñíîãî îòîáðàæåíèÿ, è óìåñòíî êðàòêî íàïîì-íèòü àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ ýòîãî îòîáðà�æåíèÿ (ïîäðîáíîñòè � â ðàáîòå [12℄).Ïðåæäå âñåãî íà ëèíèè ñèììåòðèè x = � ñ âûñî�êîé òî÷íîñòüþ îòûñêèâàåòñÿ öåíòðàëüíàÿ ãîìîêëè�íè÷åñêàÿ òî÷êà pfb êàê ãðàíèöà ìåæäó âðàùåíèåìè êîëåáàíèåì �àçû. Âáëèçè ýòîé òî÷êè ãàðàíòèðî�âàííî â èññëåäóåìîé ÷àñòè ñëîÿ âûáèðàåòñÿ óçêèéïî èìïóëüñó èíòåðâàë x = �, pfb < p < pfb + Æp,èç êîòîðîãî çàïóñêàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ òðàåêòîðèÿ. Ýòàòðàåêòîðèÿ ëèáî ñîâåðøàåò ïðåäïèñàííîå ÷èñëî ïå�ðèîäîâ äâèæåíèÿ, ëèáî ïðåðûâàåòñÿ èç-çà ïåðåõîäàâ äðóãóþ ÷àñòü ñëîÿ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èç òîãî æåèíòåðâàëà çàïóñêàåòñÿ íîâàÿ ñëó÷àéíàÿ òðàåêòîðèÿ,ïîêà íå íàáåðåòñÿ òðåáóåìîå ÷èñëî ïåðèîäîâ N . Äëÿêàæäîãî ïåðèîäà îïðåäåëÿåòñÿ îòêëîíåíèå îò ñåïà�ðàòðèñû ïî ýíåðãèè:w = 32 exp(�T ); (26)ãäå T � èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâà�òåëüíûìè ïðîõîæäåíèÿìè ïîëîæåíèÿ óñòîé÷èâîãîðàâíîâåñèÿ x = �. Îïðåäåëÿÿ èçìåíåíèå Æw = w�wýíåðãèè äëÿ êàæäîé ïàðû ñîñåäíèõ ïåðèîäîâ è ïðè�ïèñûâàÿ åãî ê îáùåìó äëÿ ýòîé ïàðû ìîìåíòó âðåìå�íè t�, ìîæíî ïîñòðîèòü ñåïàðàòðèñíîå îòîáðàæåíèå(24) (Æ w)k ; t�;k, k = 1; 2; : : : ; N � 1. Äëÿ îïðåäåëåí�íîñòè áóäåì âñåãäà èññëåäîâàòü âåðõíþþ ÷àñòü ñëîÿ.Èìåííî âíåøíèå ÷àñòè (âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ) ïðåä�ñòàâëÿþò îñíîâíîé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó ó÷àñòâóþò âïåðåêðûòèè ñîñåäíèõ ðåçîíàíñîâ è âîçíèêíîâåíèèãëîáàëüíîãî õàîñà.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìóùå�íèå (7) ñ �èêñèðîâàííûìè ïàðàìåòðàìè"1 = "2 = 0:05; m1 = 1; m2 = 3 (27)ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïåðâè÷íûõ ÷àñòîò 
1 è
2. Çàìåòèì, ÷òî âêëàä â àìïëèòóäû ñåïàðàòðèñíî�ãî îòîáðàæåíèÿ ïåðâè÷íûõ ãàðìîíèê îïðåäåëÿåòñÿ,ñîãëàñíî (9), èíòåãðàëàìè Ìåëüíèêîâà�Àðíîëüäà ñèíäåêñàìè n1 = 2m1 = 2 è n2 = 2m2 = 6,ñîîòâåòñòâåííî, â òî âðåìÿ êàê äëÿ âòîðè÷íûõãàðìîíèê ýòè èíäåêñû ðàâíû íà ðàçíîñòè ÷àñ�òîò n� = 2 (m2 � m1) = 4 è íà èõ ñóììån+ = 2 (m1 +m2) = 8.

Ïî-âèäèìîìó, ñàìûì ãëàâíûì è âàæíûì ðåçóëü�òàòîì â èññëåäîâàíèè âîçìóùåíèÿ îáùåãî âèäà (7)ÿâèëîñü ïîäòâåðæäåíèå òîãî óñòàíîâëåííîãî â ðàáî�òàõ [12; 13℄ �àêòà, ÷òî ñóùåñòâóþò äîñòàòî÷íî øè�ðîêèå îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ãäå èìåííî âòîðè÷íûìãàðìîíèêàì ïðèíàäëåæèò ðåøàþùèé âêëàä â îáðà�çîâàíèå õàîñà. �àññìîòðèì ñèñòåìó (1), (7), (27) ñ÷àñòîòàìè 
1 = 15, 
2 = �12. Îíè ñîèçìåðèìû èâ êà÷åñòâå îïîðíîé ÷àñòîòû â (25) ìîæíî ïðèíÿòü
0 = 3:0. Ïîñòðîåíèå ñåïàðàòðèñíîãî îòîáðàæåíèÿïî îïèñàííîìó âûøå àëãîðèòìó ïîçâîëÿåò íàéòè àì�ïëèòóäû ýòèõ ÷àñòîò â ñåïàðàòðèñíîì îòîáðàæåíèèäëÿ âåðõíåé ÷àñòè ñëîÿ:W (3) � 1:35 � 10�4; W (15) � 2:09 � 10�7;W (�12) � 6:18 � 10�7: (28)Â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå âêëàä âòîðè÷íîé ãàðìîíè�êè íà ñóììå ÷àñòîò �
+ = 3 ñóùåñòâåííî (íà ïî�ðÿäêè) ïðåâûøàåò âêëàäû îò ïåðâè÷íûõ ãàðìîíèêè ñàìî îòîáðàæåíèå âåðõíåé ÷àñòè ñëîÿ ìîæíî ñ âû�ñîêîé òî÷íîñòüþ ñ÷èòàòü îäíî÷àñòîòíûì, íî ñ íèç�êîé ÷àñòîòîé 
 = 3. Âîçíèêàåò âïå÷àòëåíèå, ÷òî äâåñëàáûå ïåðâè÷íûå ãàðìîíèêè âîçìóùåíèÿ ïîðîäèëèâ ñåïàðàòðèñíîì îòîáðàæåíèè ìîùíóþ âòîðè÷íóþãàðìîíèêó è íà ýòîì èõ ó÷àñòèå â �îðìèðîâàíèèõàîñà çàêîí÷èëîñü.Èç �îðìóë (10), (11) ñëåäóåò, ÷òî, íà÷èíàÿñ n = 3 (è âûøå), èíòåãðàëû (10) âìåñòå ñìíîæèòåëåì â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïðîõîäÿò ÷å�ðåç íóëü ñî ñìåíîé çíàêà. Èíòåãðàë A2 âîîáùåíå èìååò íóëåé, A4 èìååò åäèíñòâåííûé íóëüâ òî÷êå 
(4)1 = p2, A6 � äâà íóëÿ â òî÷êàõ
(6)1 � 1:1514 : : : , 
(6)2 � 2:9452 : : : , A8 � òðè íóëÿâ òî÷êàõ 
(8)1 � 1:0248 : : : , 
(8)2 � 2:4495 : : : è
(8)3 � 4:5771 : : : è ò. ä. Óäîáíî, êàê è â îòíîøåíèèãàðìîíèê âîçìóùåíèÿ, ðàçëè÷àòü ïåðâè÷íûå èâòîðè÷íûå èíòåãðàëû (10). Îòìåòèì, ÷òî â íàøåìñëó÷àå âñå ÷åòûðå (äâà ïåðâè÷íûõ è äâà âòîðè÷íûõ)èíòåãðàëà îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà êîëè÷åñòâîìíóëåé.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî ïîâåäåíèåïåðâè÷íîãî èíòåãðàëà A2(
) è âòîðè÷íîãî A8(
), àòàêæå íàéäåííûõ ïî (9) ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ïðè�âåäåííûõ àìïëèòóä W �T =W=" ñåïàðàòðèñíûõ îòîá�ðàæåíèé (âñå âåëè÷èíû îòëîæåíû ïî ìîäóëþ). Ýòîòðèñóíîê, â ÷àñòíîñòè, èëëþñòðèðóåò ïîâåäåíèå óïî�ìèíàâøèõñÿ âûøå òåîðåòè÷åñêèõ àñèìïòîòè÷åñêèõçàâèñèìîñòåé W �T (
) � ëèíåéíûé ðîñò ïðè 
� 1 èýêñïîíåíöèàëüíûé ñïàä ïðè 
� 1.Åñëè çà ïîíÿòèåì âòîðè÷íîãî èíòåãðàëà íà ñóì�ìå ÷àñòîò A8(
+) ñòîèò êàêàÿ-òî ðåàëüíîñòü, òî â762
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�èñ. 1. Ìîäóëè èíòåãðàëîâ Ìåëüíèêîâà�ÀðíîëüäàA2,A8 (ñïëîøíûå ëèíèè) è îòâå÷àþùèå èì ïî�îðìóëå (9) ïðèâåäåííûå òåîðåòè÷åñêèå àìïëèòó-äû W �T =WT =" (ïóíêòèðíûå)
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1.5 4.53.0 3.5 4.02.0 5.01.0 2.5�èñ. 2. Ïðèâåäåííàÿ àìïëèòóäà âòîðè÷íîé ãàðìî-íèêè íà ñóììå ïåðâè÷íûõ ÷àñòîò ñåïàðàòðèñíîãîîòîáðàæåíèÿ ïðè 
1 = 14:0, 
2 = var. Ñïëîø-íàÿ ëèíèÿ ïîñòðîåíà ïî �îðìóëàì (22), (23) ïðèçíà÷åíèè ïîäãîíî÷íîãî êîý��èöèåíòà a+ � 0:25,êðóæêè � äàííûå ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà îòîáðàæå-íèÿ (24)çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû ñåïàðàòðèñíîãî îòîáðàæå�íèÿ W �(�
+) îò ÷àñòîòû äîëæíû ïðîÿâèòüñÿ õà�ðàêòåðíûå òîëüêî äëÿ ýòîãî èíòåãðàëà òðè íóëÿ.Òàê îíî è îêàçûâàåòñÿ íà ñàìîì äåëå. Íà ðèñ. 2 ðàñ�ñìîòðåí ñëó÷àé 
1 = 14:0, 
2 = var, ãäå òåîðåòè�÷åñêèé ðàñ÷åò ïî �îðìóëàì (22), (23) ïðåäñòàâëåíñïëîøíîé ëèíèåé, à íàéäåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíî ñ

ïîìîùüþ ñåïàðàòðèñíîãî îòîáðàæåíèÿ (24) âåëè÷è�íû èçîáðàæåíû êðóæêàìè. Âèäíî, ÷òî îáå çàâèñèìî�ñòè òðèæäû ïðîõîäÿò ÷åðåç íóëü ïðàêòè÷åñêè òàì,ãäå è äîëæíû áûòü. Çíà÷åíèå ïîäãîíî÷íîãî ïàðàìåò�ðà ïðè ýòîì îêàçàëîñü ðàâíî a+ � 0:25, õîòÿ ïðèðî�äà åãî íå ÿñíà.Èìåííî â îêðåñòíîñòè íóëåé èíòåãðàëîâ Ìåëü�íèêîâà�Àðíîëüäà â ïîâåäåíèè âòîðè÷íûõ ãàðìîíèêñåïàðàòðèñíîãî îòîáðàæåíèÿ îáíàðóæèëîñü ñåðüåç�íîå îòëè÷èå îò èññëåäîâàííîãî â ðàáîòå [8℄ ñëó÷àÿñèììåòðè÷íîãî âîçìóùåíèÿ. Â [8℄ áûëî íàéäåíî, ÷òîâî âñåé îáëàñòè ñðåäíèõ ÷àñòîò ñåïàðàòðèñíîå îòîá�ðàæåíèå ñîäåðæèò äâå ãàðìîíèêè � îäèíàðíóþ èäâîéíóþ (åå äàåò âòîðè÷íàÿ ãàðìîíèêà íà ðàçíîñòè÷àñòîò). Â íóëÿõ èíòåãðàëîâ (10) îäèíàðíàÿ ãàðìî�íèêà ïðîõîäèò ÷åðåç íóëü ñî ñìåíîé çíàêà, íî àì�ïëèòóäà îòîáðàæåíèÿ îñòàåòñÿ êîíå÷íîé èç-çà ïðè�ñóòñòâèÿ äâîéíîé ÷àñòîòû. Â ðàáîòå [11℄ ïîëó÷åíû�îðìóëû ðåçîíàíñíûõ èíâàðèàíòîâ äâîéíîé ÷àñòî�òû ñïåöèàëüíî äëÿ èññëåäîâàíèÿ îêðåñòíîñòåé íó�ëåé ýòèõ èíòåãðàëîâ.Ïðè íåñèììåòðè÷íîì âîçìóùåíèè äâîéíàÿ ÷àñ�òîòà îòñóòñòâóåò è àìïëèòóäà ñåïàðàòðèñíîãî îòîá�ðàæåíèÿ âåðõíåé ÷àñòè õàîòè÷åñêîãî ñëîÿ â íóëå èí�òåãðàëà (10) ðåàëüíî îêàçûâàåòñÿ ìàëîé, ÷òî îïðå�äåëÿåò è ìàëûé ðàçìåð ýòîé ÷àñòè ñëîÿ. Íàïðèìåð,ïðè ÷àñòîòàõ 
1 = 14:0 è 
2 = �12:9752 (âåëè÷è�íà �
+ = 1:0248 âåñüìà áëèçêà ê ïåðâîìó íóëþâòîðè÷íîãî èíòåãðàëà A8(
)) èçìåðåíèÿ ýíåðãåòè÷å�ñêèõ ðàçìåðîâ îòäåëüíûõ ÷àñòåé ñëîÿ ïî ìèíèìàëü�íîìó ïåðèîäó äâèæåíèÿ (�îðìóëà (26)) äàëè ñëåäó�þùèé ðåçóëüòàò:wtp � 9:72 � 10�7; wmd � 2:51 � 10�2;wbt � 1:66 � 10�2; (29)ãäå wtp; wmd; wbt � ðàçìåðû, ñîîòâåòñòâåííî, âåðõ�íåé, ñðåäíåé è íèæíåé ÷àñòåé ñëîÿ. Âåðõíÿÿ ÷àñòü(íà êîòîðóþ ¾íàñòðîåíà¿ âòîðè÷íàÿ ãàðìîíèêà) îêà�çàëàñü ñóùåñòâåííî ñëàáåå îñòàëüíûõ ÷àñòåé. Îòìå�òèì, ÷òî ïðèìåð ñîçíàòåëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ âòî�ðè÷íûõ ãàðìîíèê äëÿ óìåíüøåíèÿ ðàçìåðà îïðåäå�ëåííîé ÷àñòè õàîòè÷åñêîãî ñëîÿ ïðèâåäåí â ðàáî�òå [13℄.Âòîðè÷íóþ ãàðìîíèêó íà ðàçíîñòè ÷àñòîò â ñå�ïàðàòðèñíîì îòîáðàæåíèè ïðåäñòàâëÿåò èíòåãðàëA4(�
�) ñ åäèíñòâåííûì íóëåì 
(4)1 = p2. Íà ðèñ. 3äëÿ ñëó÷àÿ 
1 = 13:0, 
2 = var äàíî ñðàâíåíèå òåî�ðèè (22), (23) (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ñ ÷èñëåííûì ýêñïå�ðèìåíòîì (êðóæêè). Ñîîòâåòñòâèå çäåñü îêàçûâàåò�ñÿ õóæå, ÷åì â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, íî êà÷åñòâåííîåïîâåäåíèå òåîðåòè÷åñêîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé çàâè�763
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−0.10�èñ. 3. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 2, íî äëÿ ðàçíîñòè ïåð-âè÷íûõ ÷àñòîò ïðè 
1 = 13:0, 
2 = var è çíà÷åíèèïîäãîíî÷íîãî êîý��èöèåíòà a� � 0:57ñèìîñòåé ñîãëàñóåòñÿ. Çíà÷åíèå ïîäãîíî÷íîãî ïàðà�ìåòðà a� � 0:57.4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÏðèâåäåííûå âûøå �àêòû (ñì. òàêæå ðàáî�òû [12; 13℄) çàñòàâëÿþò ïðèçíàòü, ÷òî âòîðè÷íûåãàðìîíèêè íà ñóììå è ðàçíîñòè ïåðâè÷íûõ (ÿâ�íî âõîäÿùèõ â ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû) ÷àñòîò �ðåàëüíûå îáúåêòû, ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõðåøàþùèì îáðàçîì ó÷àñòâóþùèå â �îðìèðîâàíèèõàîòè÷åñêîãî ñëîÿ. Ïîñòðîåíèå ïîëíîöåííîé òåîðèèäèíàìè÷åñêîãî õàîñà â ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõòðåáóåò, ïî íàøåìó ìíåíèþ, èõ äàëüíåéøåãî äå�òàëüíîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî è òåîðåòè÷åñêîãîèññëåäîâàíèÿ.
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