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ÍÅËÈÍÅÉÍÛÉ ÖÈÊËÎÒ�ÎÍÍÎ-Ï�ÈÌÅÑÍÛÉ �ÅÇÎÍÀÍÑÂ ÏÎËÓÏ�ÎÂÎÄÍÈÊÀÕÂ. À. Ìàðãóëèñ *Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàðåâà430000, Ñàðàíñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 16 ìàðòà 2004 ã.Èññëåäîâàíî íåëèíåéíîå ïîãëîùåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîíàìè â êâàíòóþùåì ìàãíèò-íîì ïîëå. Ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò ìíîãî�îòîííûõ ïðîöåññîâ ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíûì ìàêñèìóìàì íàêðèâîé ïîãëîùåíèÿ. Íàéäåíû �îðìà è ðàñïîëîæåíèå ýòèõ ìàêñèìóìîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîãëîùåíèå íåëè-íåéíî è íåìîíîòîííî çàâèñèò îò íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíå. Ïîëó-÷åííûå ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì.PACS: 71.70.Di, 78.20.-e1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÄëÿ ýëåêòðîíîâ â çîíå ïðîâîäèìîñòè ïîëóïðî�âîäíèêà, ïîìåùåííîãî â êâàíòóþùåå ìàãíèòíîå ïî�ëå B, âîçìîæíî íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ òèïîâ âû�ñîêî÷àñòîòíûõ ðåçîíàíñíûõ ïåðåõîäîâ, îáóñëîâëåí�íûõ ïîãëîùåíèåì �îòîíîâ. Ïðè ÷àñòîòå èçëó÷åíèÿ! = !
 âîçíèêàåò öèêëîòðîííûé ðåçîíàíñ, à íà ÷àñ-òîòàõ ! = n!
�!0 (n = 0; 1; 2; : : : ) âîçíèêàþò öèêëî�òðîííî-�îíîííûå ðåçîíàíñû (CFR), ñîïðîâîæäàå�ìûå ýìèññèåé èëè àäñîðáöèåé îïòè÷åñêèõ �îíîíîâñ ÷àñòîòîé !0. Â ÷àñòíîñòè, öèêëîòðîííî-�îíîííûåïåðåõîäû ìîãóò ïðîèñõîäèòü ñ ïåðåâîðîòîì ñïèíàèëè ïðèâîäèòü ê ïåðåõîäó ìåæäó äîëèíàìè â ìíîãî�äîëèííûõ ïîëóïðîâîäíèêàõ. Ïîäðîáíûé îáçîð òåî-ðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîò â ýòîé îáëà�ñòè, âûïîëíåííûõ äî 1978 ã., ñäåëàí â [1℄.�àññåÿíèå ýëåêòðîíîâ íà ïðèìåñÿõ òàêæå ìî�æåò ïðèâîäèòü ê ðåçîíàíñíûì ïåðåõîäàì íà ãàð�ìîíèêàõ öèêëîòðîííîé ÷àñòîòû !
, à èìåííî, ïðè! = n!
 [2; 3℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ ðåçîíàíñíîå ïîãëî�ùåíèå èññëåäîâàëîñü ñ èñïîëüçîâàíèåì õàîòè÷åñêèðàñïîëîæåííûõ òî÷å÷íûõ ïîòåíöèàëîâ, êîòîðûå ìî�äåëèðîâàëè íåéòðàëüíûå ïðèìåñè. �àñ÷åò êîý��è�öèåíòà ïîãëîùåíèÿ â [2; 3℄ âåëñÿ íà îñíîâå ìåòîäà [4℄,îñíîâàííîãî íà òåîðèè âîçìóùåíèé. Îäíàêî èñïîëü�çîâàíèå òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ Æ-îáðàçíûõ ïîòåí�*E-mail: theorphysi
s�mrsu.ru

öèàëîâ â ðàçìåðíîñòè áîëüøå åäèíèöû, êàê èçâåñò�íî, íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì [6℄.Â ñëó÷àå, êîãäà íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîìàãíèò�íîãî ïîëÿ íå ìàëà, êðîìå îäíî�îòîííûõ âîçìîæ�íû è ìíîãî�îòîííûå ïðîöåññû (íåëèíåéíûé CFR).Ýòîò ý��åêò ðàññìîòðåí â [7℄, ãäå ïîêàçàíî, ÷òîðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû èìåþò âèä s! = n!
 � !0(s; n = 0; 1; 2; : : : ).Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ðåçîíàíñíûå ïåðåõîäû, îêîòîðûõ ãîâîðèëîñü âûøå, âîçìîæíû è ïðè ðàññå�ÿíèè íà èîíèçîâàííûõ ïðèìåñÿõ. Ïåðåõîäû ýëåê�òðîíîâ ñ ïîãëîùåíèåì �îòîíîâ è ðàññåÿíèå òàêè�ìè ïðèìåñÿìè ìîãóò ïðîèñõîäèòü êàê áåç çàõâàòà,òàê è ñ çàõâàòîì ýëåêòðîíà ïðèìåñüþ. Äàëåå áóäóòðàññìîòðåíû òîëüêî ïåðåõîäû ïåðâîãî òèïà. Èññëå�äîâàíèþ òàêèõ öèêëîòðîí-ïðèìåñíûõ ïåðåõîäîâ âðàçëè÷íûõ ïîëóïðîâîäíèêàõ â ëèíåéíîì ïî ïîëþïðèáëèæåíèè ïîñâÿùåí öåëûé ðÿä òåîðåòè÷åñêèõ èýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîò [8�17℄. Â ýêñïåðèìåíòàëü�íîé ðàáîòå [9℄ èññëåäîâàëñÿ è äâóõ�îòîííûé öèêëî�òðîí-ïðèìåñíûé ðåçîíàíñ.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèåíåëèíåéíîãî ðåçîíàíñíîãî ïîãëîùåíèÿ ýëåêòðîìàã�íèòíîãî èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîíàìè çîíû ïðîâîäèìî�ñòè, îáóñëîâëåííîãî ðàññåÿíèåì íà èîíèçîâàííûõïðèìåñÿõ.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïðèìåñè îäèíàêîâûå èðàñïîëîæåíû â îáðàçöå õàîòè÷íî. Åñëè ñðåäíåå ðàñ�ñòîÿíèå ìåæäó ïðèìåñÿìè ìíîãî áîëüøå, ÷åì òåïëî�727



Â. À. Ìàðãóëèñ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 3 (9), 2004âàÿ äëèíà âîëíû ýëåêòðîíà �T = ~=p2m�T (íåâû-ðîæäåííûé ïîëóïðîâîäíèê) èëè �åðìèåâñêàÿ äëè�íà âîëíû ýëåêòðîíà �F = ~=p2m�"F (âûðîæäåííûéïîëóïðîâîäíèê), òî óñðåäíåííàÿ ïî ïîëîæåíèþ ïðè�ìåñåé âåðîÿòíîñòü ðàññåÿíèÿ íà Ni-öåíòðàõ ðàññåÿ�íèÿ ðàâíà âåðîÿòíîñòè ðàññåÿíèÿ íà îäíîì öåíòðå,óìíîæåííîé íà ÷èñëî öåíòðîâ Ni.Äëÿ ïðèìåñè, íàõîäÿùåéñÿ â íà÷àëå êîîðäè�íàò, ïðîñòåéøèé âèä ýêðàíèðîâàííîé ïîòåíöèàëü�íîé ýíåðãèè ýëåêòðîí-ïðèìåñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿõîðîøî èçâåñòåí: U(r) = Ze2"r e��r: (1)Çäåñü � = 1=r0, r0 � ðàäèóñ ýêðàíèðîâàíèÿ, Ze �çàðÿä ïðèìåñè, " � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ.Ýòó ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ äëÿ äàëüíåéøåãî óäîá�íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå [18℄U(r) = 4�Ze2"V0 Xq 1q2 + �2 exp(iq � r); (2)ãäå V0 � íîðìèðîâî÷íûé îáúåì. Ââåäåì âåëè÷èíóCq = 4�Ze2="V0(q2+�2). Òîãäà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð�ãèÿ (2) ïðèìåò âèäU(r) =Xq Cq exp(iq � r):Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîñòîé òåîðèåé ýêðàíèðîâ�êè [19℄ äëÿ íåâûðîæäåííîãî ïîëóïðîâîäíèêà ðàäè�óñ ýêðàíèðîâàíèÿ íå çàâèñèò îò ìàãíèòíîãî ïîëÿè ðàâåí êëàññè÷åñêîìó äåáàåâñêîìó ðàäèóñó. Äàëååâåçäå ïðè ðàññìîòðåíèè çàâèñèìîñòè ïîãëîùåíèÿîò âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ èñïîëüçóåòñÿ íåçàâè�ñèìîñòü � îò B. Êîý��èöèåíò íåëèíåéíîãî öèê-ëîòðîííî-ïðèìåñíîãî ïîãëîùåíèÿ �(!) ìîæíî ïîëó�÷èòü â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ýëåê�òðîí-ïðèìåñíîìó âîçìóùåíèþ ìåòîäîì, àíàëîãè÷�íûì èñïîëüçîâàííîìó â [7℄. Äàëåå ìû áóäåì ñ÷è�òàòü, ÷òî ìàãíèòíàÿ äëèíà lB = p
~=eB ìíîãîáîëüøå ïîñòîÿííîé ðåøåòêè, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæ�íî ïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëèæåíèåì ýëåêòðîííîé ý��åê�òèâíîé ìàññû [20℄, êîòîðóþ äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷è�òàòü èçîòðîïíîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëåB k z êâàíòóþùåå, ýíåðãèÿ �îòîíà ~! � T , à ñòîëê�íîâèòåëüíàÿ øèðèíà óðîâíåé ýëåêòðîíîâ ~=� ìàëàïî ñðàâíåíèþ ñ òåìïåðàòóðîé T è ~!. Çäåñü � �âðåìÿ ðåëàêñàöèè ýëåêòðîííîãî èìïóëüñà íà ðàññåè-âàòåëÿõ.2. �ÀÌÈËÜÒÎÍÈÀÍ È ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÜÏÅ�ÅÕÎÄÀ�àññìîòðèì âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ ñ �îòî�íàìè è èîíèçîâàííûìè ïðèìåñÿìè, èíäóöèðóþùåå

ïåðåõîäû ìåæäó ìàãíèòíûìè ïîäçîíàìè Ëàíäàó. Íåâîçìóùåííûé ïðèìåñÿìè ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîíà âïîëå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû è â ïîñòîÿííîì è îä�íîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå èìååò âèäH0 = 12m� �p� e
A�2 : (3)Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïîëåé A = A1 + A2, ãäåA1 = a 
os!t, a = E0=!, A2 = (�By; 0; 0): ÇäåñüE0 è ! � àìïëèòóäà íàïðÿæåííîñòè è ÷àñòîòà ïå�ðåìåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âîëíû, B � èíäóê�öèÿ ïîñòîÿííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òî÷íîå ðåøåíèåóðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ãàìèëüòîíèàíîì (3) íàéäå�íî â [5℄.Îïåðàòîð ýëåêòðîí-ïðèìåñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿV èìååò âèä V =Xi U(r�Ri): (4)Çäåñü Ri � ïîëîæåíèå ïðèìåñåé.Âåðîÿòíîñòü ýëåêòðîííûõ ïåðåõîäîâ, îáóñëîâëåí�íóþ îäíîâðåìåííûì äåéñòâèåì ïðèìåñåé è ýëåê�òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ó÷èòûâàþùóþ ìíîãî�îòîí�íûå ïðîöåññû, ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ðåçóëü�òàòû [7℄. Ïîñëå ïðîñòûõ, íî äîâîëüíî ãðîìîçäêèõïðåîáðàçîâàíèé, óñðåäíÿÿ ïî ïîëîæåíèÿì ïðèìåñåé,ïîëó÷èìW��0 = 2�Ni~2 ��Xq;s j
qj2Dl0l(q?)jPs(f)j2Æ(p0x; px + ~qx)��Æ(p0z ; pz+~qz)Æ �!
(l0�l)�s!+ ~q2z2m��pzqzm� � : (5)Çäåñü q? =qq2x + q2y,Dl0l(q?) = exp(��)2ll!2l0 l0! ��8>><>>: (2ll0!)2 ��2�l�l0 [Ll�l0l0 (�)℄2; l � l0;(2l0 l!)2 ��2�l0�l [Ll0�ll (�)℄2; l < l0; (6)ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå � = ~q2?=2m�!
. Âõîäÿùàÿâ (5) �óíêöèÿ Ps(q) ðàâíà [5℄Ps(q) = 1Xs0=�1 exp� i�s02 � Js0�s(�1)Js0(�2); (7)728



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 3 (9), 2004 Íåëèíåéíûé öèêëîòðîííî-ïðèìåñíûé ðåçîíàíñ : : :ãäå �1 = eazqzm�! � e(axqx + ayqy)m� � !!2
 � !2� ;�2 = e(ayqx � axqy)m� � !
!2
 � !2� : (8)Çäåñü Js(�) � �óíêöèè Áåññåëÿ.Ââåäåì âåðîÿòíîñòü s-�îòîííîãî ïðîöåññà W s��0ïî �îðìóëå W��0 =Xs W s��0 : (9)Òîãäà êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ �s äëÿ s-�îòîííîãîïðîöåññà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå [7℄�s = 16�~n0s
p"(!)a2! �� �1� exp��~!T ��X�;�0 f("�)W s��0 : (10)Â ñëó÷àå âûðîæäåííîãî ãàçà f("�) â (10) íóæíîçàìåíèòü íà f0("�)[1 � f0("�0)℄, ãäå f0("�) � �óíê�öèÿ Ôåðìè; n0 � êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ, f("�) �áîëüöìàíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå, íîðìèðîâàííîå íàåäèíèöó, à ìíîæèòåëü â êðóãëûõ ñêîáêàõ ó÷èòûâà�åò âûíóæäåííîå èçëó÷åíèå �îòîíîâ. Äàëåå ìû îãðà�íè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ïîïåðå÷íîãî ñëó÷àÿ,êîãäà ýëåêòðè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîëÿ ýëåêòðî�ìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ E ? B, ãäåB� âåêòîð èíäóê�öèè ïîñòîÿííîãî è îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.Îòìåòèì, ÷òî â òî÷êàõ ðàññìàòðèâàåìîãî ðåçîíàíñà(êîãäà ðàññòðîéêà ÷àñòîòû �! = !
(l� l0) + s! = 0)ñëó÷àé EkB íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà, òàê êàê âýòîì ñëó÷àå àðãóìåíò �óíêöèè Áåññåëÿ â (5) ïðî�ïîðöèîíàëåí qz. Êàê ñëåäóåò èç àñèìïòîòèêè Js ïðèìàëûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà, ò. å. ïðè �! = 0 âåëè�÷èíà �s(�! = 0) = 0.Â ðàññìàòðèâàåìîì íèæå ïîïåðå÷íîì ñëó÷àå ïî�ëîæèì E = Ex, òîãäàq�21+�22 = eaq?m�(!2
�!2)q!2
 
os2 '+!2 sin2 '; (11)ãäå tg' = qy=qx:Âîñïîëüçîâàâøèñü�îðìóëîé ñóììèðîâàíèÿ �ðà��à äëÿ �óíêöèé Áåññåëÿ â (5), ïîëó÷èìW s��0 = 2�Ni~2 Xq j
qj2Dl0l(q?)�� ����Js �q�21 + �22�����2 Æ(p0x; px + ~qx)�� Æ(p0z ; pz + ~qz)Æ��! � ~q2z2m� + pzqzm� � : (12)

Ïîäñòàâëÿÿ (12) â (10), ïîëó÷èì�s = 4�2V0n0sNi
~p"(!)a2! �1� exp��~!T ����X�;l0 Z dqk Z dq? q?jCqj2Dl0l(q?)�� f("�)Æ �! � ~2q2k2m� + pkqkm� !�� 2�Z0 ������Js0�eaq?m� q!2
 
os2 '+ !2 sin2 '!2
 � !2 1A������2 d'; (13)ãäå qz � qk:Èç (13) ìîæíî ïîëó÷èòü êîý��èöèåíò îäíî�î�òîííîãî ïîãëîùåíèÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì, ïîëî�æèâ s = 1 è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî äëÿ ñëàáîãî ïî�ëÿ Ex: eaq?m� q!2
 
os2 '+ !2 sin2 '!2 � !2
 � 1: (14)Âçÿâ àñèìïòîòèêó �óíêöèé Áåññåëÿ ïðè ìàëûõ çíà�÷åíèÿõ àðãóìåíòà, èç (13) ïîëó÷èì�1 = (2�)3e2V0n0Ni4
~p"(!) m�2! � 1(! � !
)2 + 1(! + !
)2 ���X�;l0 Z dqk Z dq? q3? �� jCqj2Dll0(q?)f("�)Æ �! � ~q2k2m� + pkqkm� ! : (15)Ýòîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà ðàññìàò�ðèâàþòñÿ ïåðåõîäû âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî ýëåê�òðîí-ïðèìåñíîìó è ýëåêòðîí-�îòîííîìó âîçìóùå�íèÿì ìåòîäîì, èçëîæåííûì â [4℄.Ïðè óñëîâèè, êîãäà ðåàëèçóåòñÿ íåðàâåíñòâî,îáðàòíîå ïî îòíîøåíèþ ê (14), èìååò ìåñòî ñèëüíîíåëèíåéíûé ñëó÷àé, êîòîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿ íè�æå. Ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòèêè �óíêöèé Áåññåëÿ ïðèáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà èíòåãðàë â (13) ïîóãëó ' ìîæíî îöåíèòü êàê729



Â. À. Ìàðãóëèñ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 3 (9), 20042�Z0 jJsj2d' � 2m��eaq? j!2
 � !2j 2�Z0 
os2 �eaq?q!2 sin2 '+ !2
 
os2 ' =(m�j!2
 � !2j)� �s=2� �=4�q!2 sin2 '+ !2
 
os2 ' d': (16)Óñðåäíÿÿ âõîäÿùèé â (16) êâàäðàò êîñèíóñà áîëüøîãî àðãóìåíòà, ò. å. çàìåíÿÿ åãî íà 1/2, ïîëó÷àåì2�Z0 jJsj2d' � 8>>>><>>>>: 8m�j!2
 � !2j�eaq?! K pj!2
 � !2j! ! ; åñëè ! > !
;8m�j!2
 � !2j�eaq?!
 K pj!2
 � !2j!
 ! ; åñëè !
 > !: (17)Çäåñü K(x) � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà. Ïîäñòàâëÿÿ (17) â (13), ïîëó÷àåì�s = As(!)X�;l0 Z dqk Z dq?jCqj2Dll0(q?)f("�)Æ �! � ~q2k2m� + pkqkm� ! ; (18)ãäå As(!) = 8>>>><>>>>: 16�V0n0Nim�j!2
 � !2jse
~p"(!)a3!2 K pj!2
 � !2j! !�1� exp��~!T �� ; åñëè ! > !
;16�V0n0Nim�j!2
 � !2jse
~p"(!)a3!!
 K pj!2
 � !2j!
 !�1� exp��~!T �� ; åñëè ! < !
: (19)3. ÔÎ�ÌÀ È ÈÍÒÅÍÑÈÂÍÎÑÒÜ�ÅÇÎÍÀÍÑÍÛÕ ÏÈÊÎÂ�àññìîòðèì äàëåå èíòåãðàë ïî q?, êîòîðûé èìå�åò âèä B(qk) = 1Z0 dq?jCqj2Dll0(q?): (20)Èç-çà Æ-�óíêöèè, âõîäÿùåé â (18), ïîãëîùåíèåèìååò ñèíãóëÿðíîñòü â òî÷êàõ �! = 0. Õàðàê�òåð ñèíãóëÿðíîñòè ìîæíî èññëåäîâàòü, åñëè âçÿòü�! � !
. Òîãäà âî âõîäÿùåì â (18) èíòåãðàëåïî pk è qk áëàãîäàðÿ ìíîæèòåëÿì f("�) è Æ ñóùå�ñòâåííîé áóäåò îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàçìåðûêîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ íàèáîëüøåé èç âåëè÷èí kTèëè p(2m��!)=~. Îäíàêî îáå ýòè âåëè÷èíû ìíî�ãî ìåíüøå ìàãíèòíîé äëèíû lB . Ïîýòîìó äëÿ èçó÷å�íèÿ õàðàêòåðà ñèíãóëÿðíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü �óíê�öèþ B(qk) ïîñòîÿííîé è ïîëîæèòü â íåé qk = 0. Åñ�ëè êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñåé è òåìïåðàòóðà òàêîâû,÷òî � = ("T=4�n0e2)1=2 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

�� 1=lH (óñëîâèå äîñòàòî÷íî ñèëüíîãî ìàãíèòíîãîïîëÿ), òî ýêðàíèðîâêîé â �îðìóëå (20) ìîæíî ïðå�íåáðå÷ü è ïîëîæèòü â íåé � = 0. Â ýòîì ñëó÷àå B(qk)ïðèìåò âèäB(qk) � �4�ze2V0 �2 1Z0 dq? 1q4?Dll0(q?): (21)Âõîäÿùèé â (21) èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü, èñ�ïîëüçóÿ (21) è âûðàæåíèå (6) äëÿ Dll0(q?): Ñíà÷àëàïðèâåäåì åãî ê âèäóB(qk) = �4�ze2"V0 �2 l3B4p2 l!l0! �� 1Z0 e�xxl0�l�5=2 hL0ll0�l(x)i2 dx; l0 � l: (22)Äëÿ l0 < l â âûðàæåíèè (22) íàäî ñäåëàòü çàìåíól0 $ l. Äëÿ íàõîæäåíèÿ B(qk) èñïîëüçóåì [22℄, òîãäàïðè l � l0 � 2 èìååìB(qk) = �4�Ze2"V0 �2 l3Bl!l0! �(l0 � l � 3=2)�(l0 + 1)�(l0 � l + 1)(l!)2 ��8>><>>: dldxl 2664F � l0 � l � 3=22 ; l0 � l� 1=22 ; l0 � l + 1; 4x(1 + x)2�(1 + x)l0�l�3=2 (1� x)5=2 37759>>=>>;x=0 ; (23)730



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 3 (9), 2004 Íåëèíåéíûé öèêëîòðîííî-ïðèìåñíûé ðåçîíàíñ : : :ãäå �(x) � �óíêöèÿ Ýéëåðà, F (�; �; 
; Æ) � ãèïåðãåî�ìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ.Â íàèáîëåå àêòóàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà l = 0,l0 > 1, âûðàæåíèå (23) ñèëüíî óïðîùàåòñÿ:B(qk) = �4�Ze2"V0 �2 l3B2p2��l0 + 12� : (24)Ïðè l = 0, l0 = 1 èíòåãðàë (22) ðàñõîäèòñÿ íà íèæ�íåì ïðåäåëå, íî åñëè âçÿòü qk, � 6= 0, òî èç (22) ïî�ëó÷èì [23℄B(qk) = �4�Ze2"V0 �2 l2B �(3=2)2qq2k + �2 ��  "32 ; 12 ; l2B(q2k + �2)2 # ; (25)ãäå  (�; �;x) � âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ�óíêöèÿ. Çà ñ÷åò ìàëîñòè çíàìåíàòåëÿ ýòîò ÷ëåíäàåò îñíîâíîé âêëàä â èíòåíñèâíîñòü ïîãëîùåíèÿ.Êàê ñëåäóåò èç (22)�(25), âûðàæåíèå B(qk) âñåãäàìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåB(qk) = �4�Ze2"V0 �2Ml0l: (26)Òîãäà èç (18) ñëåäóåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷åê ðåçî�íàíñà ïàðöèàëüíûå êîý��èöèåíòû ïîãëîùåíèÿ �l0l(�s =Pl;l0 �sl0;l) èìåþò âèä�sl0l = As(!)�4�Ze2"V0 �2 Xpx;pzMl0;lf("�)�� Z dp0k Æ ~�! + p2k2m� � p0k22m�! ; (27)ãäå pz = pk. Èç (27) ïîëó÷àåì�sl0l = 2m�As(!)�4�Ze2"V0 �2 ��Ml0l 1Z0 f("k + "l) d"p"k("k + ~�!) ; (28)ãäå ââåäåíî "k = p2k=2m�, "l = ~!
(l + 1=2). Ñîãëàñ�íî [4℄ f("k + "l) èìååò âèäf("k + "l) = 2 sh(~!
=T )p2�m�T exp ��"k + "lT � : (29)Èç (28) è (29) ïîëó÷èì

�sl0l = 4 sh(~!
=T )m�p2�m�T �4�Ze2"V0 �2As(!)�� exp��~�! � ~!
�l + 12�� =T���K0�~j�!jT � : (30)Çäåñü K0(x) � �óíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà. Ïîñêîëüêó ó�óíêöèè Ìàêäîíàëüäà â òî÷êå x = 0 èìååòñÿ ëîãà�ðè�ìè÷åñêàÿ ñèíãóëÿðíîñòü, ïðè âûïîëíåíèè óñëî�âèÿ �! = 0 èìååò ìåñòî ðåçîíàíñ â ïîãëîùåíèèýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ. Èç ýòîãî óñëîâèÿ íà�õîäèì ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû!sr = l0 � ls !
: (31)Êàê ñëåäóåò èç (30), õàðàêòåð ñèíãóëÿðíîñòè â ðàñ�ñìîòðåííîì ñëó÷àå òîò æå, ÷òî è â CFR. Ñëåäîâà�òåëüíî, âûâîä â [4℄ î ïîâåäåíèè êðèâîé ñëåâà è ñïðà�âà îò òî÷åê, ãäå �! = 0, ñïðàâåäëèâ è â íàøåì ñëó�÷àå. Ñïðàâà îò ðåçîíàíñíûõ òî÷åê, ãäå ~�! � T ,ïîãëîùåíèå çàâèñèò îò �! êàê 1=p�!, ïåðåõîäÿïðè ~�! � T â ln ~j�!j=T , à ñëåâà ïðè �! < 0 è~j�!j � T ñèíãóëÿðíîñòü òàêæå ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ,íî âäàëè ïðè �! < 0 è ~j�!j � T íà êîðíåâóþîñîáåííîñòü íàêëàäûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå óáû�âàíèå j�!j�1=2 exp[�~j�!j=T ℄. Òàêèì îáðàçîì, ðåçî�íàíñíûå ïèêè ÿâëÿþòñÿ àñèììåòðè÷íûìè, ò. å. ïðà�âîå êðûëî ïèêà áîëåå ïîëîãîå, ÷åì ëåâîå. Ýòîò æåðåçóëüòàò ïðîÿâëÿåòñÿ è â ýêñïåðèìåíòå [9℄. Èíòå�ðåñíî îòìåòèòü, ÷òî çàâèñèìîñòè �s(!
) îòëè÷àþòñÿîò �s(!) òåì, ÷òî ó íèõ, íàîáîðîò, ëåâîå êðûëî áîëååïîëîãîå, ÷åì ïðàâîå (ðèñ. 1 è 2). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâîîáóñëîâëåíî ìíîæèòåëåì sh(~!
=T ) â (30). Êàê ñëå�äóåò èç (31), s-�îòîííûé ðåçîíàíñ èìååò ìåñòî ïðèäðîáíûõ êðàòíûõ öèêëîòðîííîé ÷àñòîòû. Äëÿ îäíî��îòîííîãî ïîãëîùåíèÿ (s = 1) ðåçîíàíñ âîçíèêàåòíà öåëûõ êðàòíûõ öèêëîòðîííîé ÷àñòîòû, ò. å. íàãàðìîíèêàõ öèêëîòðîííîé ÷àñòîòû. Ñðàâíèâàÿ âû�ðàæåíèå äëÿ îäíî�îòîííîãî ïîãëîùåíèÿ (15) ñ (30),âèäèì, ÷òî �îðìà ðåçîíàíñíûõ ìàêñèìóìîâ íà êðè�âîé ïîãëîùåíèÿ è õàðàêòåð ñèíãóëÿðíîñòè â òî÷êåðåçîíàíñà â íåëèíåéíîì ñëó÷àå òàêèå æå, êàê è â ëè�íåéíîì. Ýòîò æå âûâîä ìîæíî ñäåëàòü îòíîñèòåëüíîçàâèñèìîñòè àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ ìàêñèìóìîâíà êðèâîé ïîãëîùåíèÿ îò òåìïåðàòóðû è ìàãíèòíî�ãî ïîëÿ. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ îò÷èñëà �îòîíîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ïåðåõîäàõ, îïðåäåëÿ�åòñÿ �óíêöèåé As(!). Êàê ñëåäóåò èç (19), ýòà çàâè�ñèìîñòü â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ êàê s�1. Ïîýòîìóàìïëèòóäà �îòîííûõ ïîâòîðåíèé îñíîâíîãî (s = 1)ïèêà óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì s. Ýòà îöåíêà õîðîøî731
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!; 1013 ñ�1�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü ïàðöèàëüíûõ êîý��è-öèåíòîâ ïîãëîùåíèÿ îò ÷àñòîòû èçëó÷åíèÿ;!
 = 2:02 � 1013 ñ�1, T = 10 K, l = 2, l0 = 0; êðèâàÿ1 � s = 3, êðèâàÿ 2 � s = 4, êðèâàÿ 3 � s = 5
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ωc/ω�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ïàðöèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâïîãëîùåíèÿ îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ; ! = 5 � 1012 ñ�1,T = 30 K; l = 2, l0 = 0; êðèâàÿ 1 � s = 3, êðèâàÿ2 � s = 4, êðèâàÿ 3 � s = 5ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì [9℄ äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ�î�òîííîãî öèêëîòðîí-ïðèìåñíîãî ðåçîíàíñà. Èç (31)âèäíî, ÷òî ýòè ïîâòîðåíèÿ ðàñïîëîæåíû íå ýêâèäè�ñòàíòíî íà êðèâîé �s(!), à èìåííî, ðàññòîÿíèå ìåæ�äó áëèæàéøèìè ïèêàìè !rs�!rs+1 / [s(s+1)℄�1. Òà�êèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó áëèæàéøèìè ïîâòî�ðåíèÿìè îñíîâíîãî ïèêà óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì s.4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÈíòåðåñíî ñîïîñòàâèòü àìïëèòóäû ïèêîâ íåëè�íåéíîãî è ëèíåéíîãî ðåçîíàíñîâ: â ãëàâíîì ñëó÷àåèç (15) è (19) ñ ó÷åòîì (24) ïîëó÷àåì îöåíêó(�1l00)nonlin(�l00)lin / 0�sm�~!3
eE0 1A3 : (32)

Ñðàâíèì èíòåíñèâíîñòü ïèêîâ ëèíåéíîãîöèêëîòðîí-ïðèìåñíîãî ðåçîíàíñà (CIR) è öèê-ëîòðîí-�îíîííîãî ðåçîíàíñà (CFR). Äëÿ ýòîãîçàïèøåì âûðàæåíèå �1l00 â âèäå�1l00(CIR) = �4�Ze2V0 � lH3�(l0 + 1=2)2p2 �� (2�)3e2V0n0Ni4
~p"m�! � 1(! � !
)2 + 1(! + !
)2 ��� sh(~!
=T )m�p2�m�T exp �~�! � ~!
�l0 + 12����K0�~j�!jT � : (33)Âûðàæåíèå �CFRl00 äëÿ LO-�îíîíîâ âîçüìåì èç [4℄.Òîãäà�CIR�CFR � (4�)3=2(l0 � 1=2)Z2e2l2B~!0 � Ni"V0� : (34)Äëÿ ïîëÿ B = 10 Òë è Ni � 1015 ñì�3 îòíîøåíèå�CIR/�CFR � 4. Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèÿõ ýêñïåðè�ìåíòà [24℄ èíòåíñèâíîñòü ïèêîâ ëèíåéíîãî CIR ñóùå�ñòâåííî áîëüøå, ÷åì CFR. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàòïîëó÷èëñÿ è â ýêñïåðèìåíòå [24℄. Îòìåòèì, ÷òî â [2℄áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî íàáëþäàâøèåñÿâ [24℄ ïèêè íà ãàðìîíèêàõ öèêëîòðîííîãî ðåçîíàí�ñà îáóñëîâëåíû ðàññåÿíèåì íà èîíèçîâàííûõ ïðèìå�ñÿõ. Ïðèâåäåííûå âûøå îöåíêè ñîãëàñóþòñÿ ñ ýòîéãèïîòåçîé.Äëÿ íàáëþäåíèÿ íåëèíåéíîãî CIR íåîáõîäèìîâûïîëíåíèå íåêîòîðîãî óñëîâèÿ íà íàïðÿæåííîñòüïîëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Èç (11) ñëåäóåò, ÷òîóñëîâèå íåëèíåéíîñòè ý��åêòà ïðè ! � !
 èìååòâèä eE0q?=m�!
 & 1: (35)Ïîëàãàÿ q? � l�1B , èç (35) ïîëó÷èì eE0lB & ~!
 � T .Ýòî íåðàâåíñòâî, êàê èçâåñòíî [25℄, ÿâëÿåòñÿ êðèòå�ðèåì ñóùåñòâåííîé çàâèñèìîñòè âåðîÿòíîñòè ýëåê�òðîííûõ ïåðåõîäîâ â ìàãíèòíîì ïîëå îò àìïëèòóäûïåðåìåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.Îöåíèâ !
 � 2 � 1013 
�1 è q? = 105 ñì, ïî�ëó÷èì äëÿ ïàðàìåòðîâ n-InSb ñëåäóþùóþ èç (35)îöåíêó äëÿ E0 � 103 Â/ñì. Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ! � 1014 
�1 è E0 � 103 Â/ñì ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèîáëó÷åíèè îáðàçöà ýëåêòðîìàãíèòíûì èçëó÷åíèåìCO2-ëàçåðà [26℄. Òàêîå èçëó÷åíèå îáû÷íî èñïîëüçó�åòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè CIR â ýêñïåðèìåíòå.Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû ïàðöèàëüíûõ êîý��èöè�åíòîâ â ìàêñèìóìå çàìåíèì âî âõîäÿùåì â (30) ðå�çîíàíñíîì ìíîæèòåëåf(�!) = exp�~�! � ~!
(l + 1=2)T �K0�~j�!jT � ;732



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 3 (9), 2004 Íåëèíåéíûé öèêëîòðîííî-ïðèìåñíûé ðåçîíàíñ : : :ñîäåðæàùåì ñëàáóþ (ëîãàðè�ìè÷åñêóþ) ñèíãóëÿð�íîñòü, àðãóìåíò ~�! íà ~�!+ iÆ, ãäå Æ � �åíîìåíî�ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà çàòóõàíèÿ. Òîãäà ýòîò ìíîæè�òåëü â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñíîãî ïîãëîùåíèÿ ïðè�ìåò âèäRe f(�! + iÆ) = (ln 2� C) 
os ÆT ++ sin ÆT ar
sin ÆpÆ2 + ~2(�!)2 !�� 12 
os ÆT ln �~2(�!)2 + Æ2T 2 � ; (36)ãäå C � êîíñòàíòà Ýéëåðà.Ïåðâûå äâà ÷ëåíà â ýòîì âûðàæåíèè äàþòìîíîòîííûé âêëàä â ïîãëîùåíèå, à ïîñëåäíèé �ðåçîíàíñíûé âêëàä. Îöåíèì âåëè÷èíó ýòîãîìíîæèòåëÿ â òî÷êå ðåçîíàíñà, âçÿâ Æ = ~=�0,ãäå âðåìÿ ðåëàêñàöèè �0 � 10�12 
. Òîãäà ïðèT = 10 K èìååì Re f [�!~ + iÆ℄ � 1. Äëÿ ëè�íåéíîãî ïîãëîùåíèÿ ïîëó÷èì â òî÷êå ðåçîíàíñàîöåíêó �(1)0l (CIR) � 0:3 ñì�1: Êàê ñëåäóåò èç (32),ïðè !
 � 1013 
�1 è E0 � 103 Â/ñì îòíîøåíèå�nonlin=�lin � 100, ñëåäîâàòåëüíî, �nonlin � �lin.Îäíàêî ïîãëîùåíèå óáûâàåò ñ ðîñòîì ïîëÿ â îá�ëàñòè íåëèíåéíîãî ý��åêòà, òàê ÷òî çàâèñèìîñòüàìïëèòóäû ìàêñèìóìîâ îò ïîëÿ E0 ÿâëÿåòñÿ íåìî�íîòîííîé. Ýòà çàâèñèìîñòü, êàê ñëåäóåò èç (13),îáóñëîâëåíà íåìîíîòîííîé çàâèñèìîñòüþ �óíêöèèÁåññåëÿ îò ñâîåãî àðãóìåíòà.Â ñëó÷àå âûðîæäåííîãî ãàçà äëÿ èññëåäîâàíèÿðåçîíàíñîâ â êîý��èöèåíòå ïîãëîùåíèÿ ïðè íèç�êèõ òåìïåðàòóðàõ ìîæíî ïîëîæèòü �óíêöèþ ðàñ�ïðåäåëåíèÿ f0("�) = 1. Òîãäà â îêðåñòíîñòè òî÷åêðåçîíàíñà êîý��èöèåíò èìååò òó æå ëîãàðè�ìè÷å�ñêóþ ñèíãóëÿðíîñòü, ÷òî è â íåâûðîæäåííîì ñëó�÷àå. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ñèíãóëÿðíîñòü ïðîèñ�õîäèò îò îñîáåííîñòåé â ïëîòíîñòè íà÷àëüíûõ è êî�íå÷íûõ ñîñòîÿíèé è íå çàâèñèò îò âûðîæäåíèÿ ýëåê�òðîííîãî ãàçà. Â ïðèâåäåííûõ âûøå ðàñ÷åòàõ ïðåíå�áðåãàëîñü ðàçîãðåâîì ýëåêòðîííîãî ãàçà ýëåêòðè÷å�ñêèì ïîëåì ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ. �àçîãðåâìîæíî íå ó÷èòûâàòü, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî(eE0lH=T )2Æ � 1, ãäå Æ � ïàðàìåòð íåóïðóãîñòè ðàñ�ñåÿíèÿ [25℄. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. �. Ê. Áàêàíàñ, Ô. �. Áàññ, È. Á. Ëåâèíñîí, ÔÒÏ 12,1457 (1978).2. Þ. À. �óðåâè÷, ÆÝÒÔ 61, 1120 (1971).3. �. È. �àáèíîâè÷, ÔÒÏ 8, 91 (1973).
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