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ÄÂÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÓÞÙÈÅ ×ÀÑÒÈÖÛÂÎ ÂÍÅØÍÅÌ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÅÞ. Í. Îâ÷èííèêîâ *Max-Plan
k Institute f�ur Physik Komplexer SystemeD-01187, Dresden, GermanyÈíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè èì. Ë. Ä. Ëàíäàó �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê142432, ×åðíîãîëîâêà, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 2 îêòÿáðÿ 2003 ã.Èññëåäîâàíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö âî âíåøíåì ïîòåí-öèàëå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âî âíåøíåì ïîòåíöèàëå äëÿ îäíîé ÷àñòèöû ñóùåñòâóåò ìåëêèé óðîâåíü.Ïîêàçàíî, ÷òî îòòàëêèâàíèå ïðèâîäèò ê ïåðåâîäó îäíîé èç ÷àñòèö â íåïðåðûâíûé ñïåêòð ïðè äîñòèæå-íèè ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ. Äëÿ ìåëêîãî óðîâíÿ ïîðîãîâîå çíà÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ íåçàâèñèò îò ãëóáèíû óðîâíÿ.PACS: 03.65.Ge 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÒî÷íûé ó÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö â òâåð�äîì òåëå íåâîçìîæåí è äëÿ åãî ó÷åòà èñïîëüçó�þòñÿ ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå âûäå�ëèòü ¾ãëàâíûå ÷ëåíû¿ ñ ïîñëåäóþùèì ó÷åòîì îñòàò�êà [1�3℄. Âíåñåíèå ïðèìåñè â ìåòàëë ïðèâîäèò ê ïå�ðåðàñïðåäåëåíèþ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè è, ñëåäîâà�òåëüíî, äåëàåò íåîáõîäèìûì ó÷åò óñëîâèÿ ýëåêòðî�íåéòðàëüíîñòè. Íîâûå �èçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ âîçíèêà�þò, åñëè ïðèìåñü äîñòàòî÷íî ñèëüíà è ìîæåò ïðè�âåñòè ê îáðàçîâàíèþ ëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Âêà÷åñòâå ïåðâîãî ýòàïà èññëåäîâàíèÿ ýòîé ïðîáëåìûðàññìîòðèì çàäà÷ó î äâèæåíèè äâóõ âçàèìîäåéñòâó�þùèõ ÷àñòèö âî âíåøíåì ïîòåíöèàëå, òàêîì ÷òî äëÿîäíîé ÷àñòèöû ñóùåñòâóåò ìåëêèé óðîâåíü. Âçàèìî�äåéñòâèå ïðåäïîëàãàåòñÿ îòòàëêèâàþùèì. Áåç âçàè-ìîäåéñòâèÿ óðîâåíü ìîæåò áûòü çàïîëíåí äâóìÿ ÷à�ñòèöàìè (ýëåêòðîíàìè) ñ ïðîòèâîïîëîæíûì ñïèíîì.Âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îäíà èç÷àñòèö íàõîäèòñÿ íà áîëüøåì ðàññòîÿíèè îò öåí�òðà, ÷åì äðóãàÿ. Çäåñü âîçíèêàåò ðàçíèöà ìåæäóòî÷íûì ðåøåíèåì è ïðèáëèæåíèåì Õàðòðè�Ôîêà.Óðàâíåíèÿ Õàðòðè�Ôîêà ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëü�íî çàìåíû 1 $ 2, è òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïî âçàè�ìîäåéñòâèþ ïîðîæäàåò äâå îäèíàêîâûå îäíî÷àñòè÷�*E-mail: yuri�fisi
a.
ib.na.
nr.it

íûå �óíêöèè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â óðàâíåíèÿõ Õàðò-ðè�Ôîêà èìååòñÿ òî÷êà áè�óðêàöèè, âûøå êîòîðîéñóùåñòâóþò äâå ðàçëè÷íûå �óíêöèè îäíî÷àñòè÷íî�ãî ïðèáëèæåíèÿ. È òàêîå ñîñòîÿíèå èìååò ýíåðãèþíèæå, ÷åì ðåøåíèå, ñîñòàâëåííîå èç îäèíàêîâûõîäíî÷àñòè÷íûõ �óíêöèé. Ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîåçíà÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ, âûøå êîòîðîãî óðîâåíüáóäåò çàíÿò òîëüêî îäíîé ÷àñòèöåé, à âòîðàÿ óéäåòâ íåïðåðûâíûé ñïåêòð. Ýòî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèåìîæåò áûòü íàéäåíî â ïðèáëèæåíèè Õàðòðè�Ôîêà.Âáëèçè ïîðîãà ïîïðàâî÷íûå ÷ëåíû ê ïðèáëèæåíèþÕàðòðè�Ôîêà ìàëû è ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî òåîðèèâîçìóùåíèé.2. ÔÓÍÊÖÈÈ �ÀÑÑÅßÍÈß Â ÏÎÒÅÍÖÈÀËÅÑ ÌÅËÊÈÌ Ó�ÎÂÍÅÌÏðåäïîëîæèì, ÷òî U(r) åñòü êîðîòêîäåéñòâóþ�ùèé ïîòåíöèàë, â êîòîðîì ñóùåñòâóåò ìåëêèé ëî�êàëèçîâàííûé óðîâåíü ñ ýíåðãèåé E0 < 0. Ïîëîæèìp2mjE0j = �: (1)Ïîñêîëüêó óðîâåíü ìåëêèé, ðàäèóñ ëîêàëèçîâàí�íîãî ñîñòîÿíèÿ ��1 ìíîãî áîëüøå ý��åêòèâ-1385



Þ. Í. Îâ÷èííèêîâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 6, 2004íîãî ðàäèóñà a ïîòåíöèàëà U(r). �åçóëüòàòû íå çà�âèñÿò îò ÿâíîãî âèäà ïîòåíöèàëà U(r), ïîêà ëîêàëè�çîâàííûé óðîâåíü ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìåë�êèé. Ïîýòîìó äëÿ ïðîñòîòû ìû ïðîäåìîíñòðèðóåìâûâîäû íà ïðèìåðå ïîòåíöèàëà U(r) â ïðîñòåéøåé�îðìå: U(r) = 8><>: �U0; åñëè jrj < a;0; åñëè jrj > a: (2)Ëîêàëèçîâàííîå ñîñòîÿíèå (îñíîâíîå ñîñòîÿíèå)  0óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 0 = 1p4� �0� ; (3)ãäå jrj = �;�0 = B8>>><>>>: exp(���); � > a;e��a sin(p2m(U0�jE0j)�)sin(p2m(U0�jE0j)a) ; � < a: (4)Íîðìèðîâî÷íûé êîý��èöèåíò B îïðåäåëÿåòñÿ �îð�ìóëîé

B�2 = e�2�a8<: 12� + a2 sin2 �p2m(U0 � jE0j)a��� 
tg�p2m(U0 � jE0j)a�2p2m(U0 � jE0j) 9=; (5)è â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè (íå çàâèñÿùåìîò ÿâíîé �îðìû ïîòåíöèàëà)B = p2�: (6)Ýíåðãèÿ E0 ëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ åñòü ðåøå�íèå óðàâíåíèÿtg �p2m(U0 � jE0j)a� = � 1�p2m(U0 � jE0j): (7)Èç óðàâíåíèÿ (7) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ�a� 1 íàõîäèì âàæíîå ñîîòíîøåíèåp2mU0 a = �2 + 2�a� + : : : (8)Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà âs-ñîñòîÿíèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå E = 1p4� 1��E ; (9)ãäå
�E =r 2L 8>><>>: sin�p2m(U0 +E)�� sin(p2mEa+ ÆE)sin(p2m(U0 +E)a) ; � < asin�p2mE�+ ÆE� ; � > a; (10)ãäå L � ðàçìåð ñ�åðû, íà ãðàíèöå êîòîðîé ñòàâèò�ñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå, à ÆE � �àçà ðàññåÿíèÿ. Ôàçàðàññåÿíèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþtg�p2mEa+ ÆE� ==r EU0 +E tg �p2m(U0 +E)a� : (11)Èç óðàâíåíèé (8), (11) ñëåäóåò, ÷òî â îáëàñòè ìà�ëûõ ýíåðãèé, E � U0, �àçà ÆE óäîâëåòâîðÿåò óðàâ�íåíèþsin ÆE = � 2mE2mE + �2�1=2 ; ÆE=0 = �: (12)Âûðàæåíèå (12) äëÿ �àçû ðàññåÿíèÿ ïðè ìàëûõýíåðãèÿõ ÿâëÿåòñÿ îáùèì è íå çàâèñèò îò ÿâíîãî âè�äà êîðîòêîäåéñòâóþùåãî ïîòåíöèàëà U(r) [4℄.

Ïðè íåíóëåâîì çíà÷åíèè óãëîâîãî ìîìåíòà �óíê�öèè ðàññåÿíèÿ  (l;M) ìîãóò áûòü âûáðàíû â âèäå (l;M)E = Y Ml �l(�)=�: (13)Â îáëàñòè � > a �óíêöèÿ �l(�) óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèþ�l(�) � p�nJl+1=2 �p2mE ��++ (�1)l tg Æ(l)E J�(l+1=2) �p2mE ��o ; (14)ãäå Æ(l)E � �àçà ðàññåÿíèÿ ñ ìîìåíòîì l è ýíåðãèåé E,J� � �óíêöèÿ Áåññåëÿ. Ïðè ìàëûõ ýíåðãèÿõ âñå �à�çû ðàññåÿíèÿ ñ l 6= 0 ìàëû è èìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.Â ýòîì ñëó÷àå1386
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�l(�) =r�L �p2mE ��1=2 �� Jl+1=2 �p2mE �� ; l > 0: (15)Áåç âçàèìîäåéñòâèÿ íà îäíîì óðîâíå ìîæíî ïî�ìåñòèòü äâå ÷àñòèöû ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ñïèíà�ìè. Âçàèìîäåéñòâèå ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ êîððå�ëÿöèé ìåæäó ÷àñòèöàìè. Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäå�ëåíèè ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà âçàèìîäåé�ñòâèÿ V (r1 � r2), ïðè êîòîðîì ìèíèìóì ýíåðãèè äî�ñòèãàåòñÿ íà ñîñòîÿíèè ñ îäíîé èç ÷àñòèö â íåïðå�ðûâíîì ñïåêòðå. Äëÿ âûÿâëåíèÿ ñóùåñòâåííûõ ìî�ìåíòîâ çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ òåîðèåé âîçìóùåíèéïî ïîòåíöèàëó âçàèìîäåéñòâèÿ V (r1�r2). Ïîñëå ýòî�ãî áóäåò èñïîëüçîâàíà òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïî îòêëî�íåíèþ ïîòåíöèàëà îò ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ. Â êà÷å�ñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî èñ�ïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ Õàðòðè�Ôîêà.3. ÒÅÎ�Èß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ÏÎÏÎÒÅÍÖÈÀËÓ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈßÇàïèøåì îïåðàòîð L̂ ñèñòåìû äâóõ âçàèìîäåé�ñòâóþùèõ ÷àñòèö â âèäåL̂ = Ĥ0 + V (r1 � r2) + 2jE0j; (16)ãäå Ĥ0 � ãàìèëüòîíèàí íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ,Ĥ0 = � 12m(�r1 +�r2) + U(r1) + U(r2); (17)L̂0 = Ĥ0 + 2jE0j;�r1 � ëàïëàñèàí.Ôóíêöèÿ ~ 0(r1; r2) =  0(r1) 0(r2) (18)� íóëåâàÿ ìîäà îïåðàòîðà L̂0:L̂0 ~ 0 = 0: (19)Ïî òåîðèè âîçìóùåíèé �óíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòî�ÿíèÿ ~ äâóõ ÷àñòèö è ýíåðãèÿ E ïðåäñòàâèìû ââèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿV (r1 � r2): ~ = ~ 0 + ~ 1 + ~ 2 + ~ 3 + : : : ; (20)E = �2jE0j+E1 +E2 +E3 + : : :

Èç �îðìóë (16), (20) íàõîäèìL̂0 ~ 1 + V ~ 0 �E1 ~ 0 = 0;L̂0 ~ 2 + (V �E1) ~ 1 �E2 ~ 0 = 0;L̂0 ~ 3 + (V �E1) ~ 2 �E2 ~ 1 �E3 ~ 0 = 0;L̂0 ~ 4 + (V �E1) ~ 3 �E2 ~ 2 ��E3 ~ 1 �E4 ~ 0 = 0; : : : (21)è òàê äàëåå.Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (21)îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ýíåðãèé Ei:E1 = Z d3r1d3r2 ~ 0V ~ 0;E2 = Z d3r1d3r2 ~ 0V ~ 1;E3 = Z d3r1d3r2 ~ 0V ~ 2;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : (22)
Íà ïîäïðîñòðàíñòâå, îðòîãîíàëüíîì ê íóëåâîéìîäå, îïåðàòîð L̂0 èìååò îáðàòíûé îïåðàòîð (L̂p0)�1.Ýòîò îïåðàòîð ïðåäñòàâèì â âèäå�L̂p0��1 =  0(r1) 0(r01) �(r2) ��(r02)E� + jE0j ++  �(r1) ��(r01) 0(r2) 0(r02)E� + jE0j ++  �(r1) ��(r01) �(r2) ��(r02)E� +E� + 2jE0j : (23)Â óðàâíåíèè (23) èíäåêñû ¾�¿, ¾�¿ îçíà÷àþò òðèïåðåìåííûõ: ýíåðãèþ E è èíäåêñû óãëîâîãî ìîìåí�òà l, M � � = fE; l;Mg ; (24)ýíåðãèè E�;� � 0. Ñóììà ïî ñîñòîÿíèÿì íåïðåðûâ�íîãî ñïåêòðà çàìåíÿåòñÿ íà èíòåãðàë ïî ýíåðãèèX! L� dp2mE; (25)à ïî èíäåêñàì l;M âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Â�îðìóëå (20) ìîæíî âûïîëíèòü ÷àñòè÷íîå ñóììè�ðîâàíèå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì~ = ~ 0 � (L̂p0)�1R̂ ~ 0; (26)ãäå îïåðàòîð R̂ äàåòñÿ âûðàæåíèåì1387



Þ. Í. Îâ÷èííèêîâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 6, 2004R̂ = V � V [1 + (L̂p0)�1(V �E1)℄�1(L̂p0)�1V ��E2V (L̂p0)�1n1�h(V�E1)(L̂p0)�1+(L̂p0)�1(V�E1)i++ h(V �E1)(L̂p0)�1(V �E1)(L̂p0)�1++ (V �E1)(L̂p0)�2(V �E1)++ (L̂p0)�1(V �E1)(L̂p0)�1(V �E1) i�� h(V�E1)(L̂p0)�1(V �E1)(L̂p0)�1(V�E1)(L̂p0)�1++ (V �E1)(L̂p0)�1(V �E1)(L̂p0)�2(V �E1) ++ (V �E1)(L̂p0)�2(V �E1)(L̂p0)�1(V �E1) ++ (L̂p0)�1(V �E1)(L̂p0)�1(V �E1)�� (L̂p0)�1(V �E1)io (L̂p0)�1V + : : : (27)Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð (L̂p0)�1(V � E1) íå ïîëî�æèòåëüíûé. Ó íåãî åñòü îòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ E�, òàêèå ÷òîjE�j � E1=jE0j: (28)Ïî ýòîé ïðè÷èíå òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïî ïîòåíöèàëóâçàèìîäåéñòâèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà âî âñÿêîìñëó÷àå ëèøü ïðè óñëîâèèE1 < jE0j: (29)Îáùàÿ �îðìà ðåøåíèÿ äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ~ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå~ (r1; r2) = ~ (�1; �2; z); (30)ãäå jr1;2j = �1;2; z = r1 � r2�1�2 : (31)Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé âåëè÷èí �1;2 ÷èñëî ñóùå�ñòâåííûõ ãàðìîíèê âåëèêî. Íî â îáëàñòè �1;2 � ��1âûæèâàåò òîëüêî îäíà ãàðìîíèêà ñ óãëîâûì ìîìåí�òîì l = 0, ïîñêîëüêó àñèìïòîòèêà íà áîëüøèõ ðàñ�ñòîÿíèÿõ ñâÿçàíà ñ îñîáåííîñòÿìè â �àçå ðàññåÿíèÿ.Òåì íå ìåíåå â îáùåì ñëó÷àå ïðèáëèæåíèå ñ ó÷åòîìòîëüêî ñîñòîÿíèé ñ l = 0 â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå íåìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîïðàâîêê ýíåðãèè â �îðìóëå (22). Ýíåðãèÿ ñîñòîÿíèÿ ìîæåòáûòü âîññòàíîâëåíà èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæå�íèÿ âîëíîâîé �óíêöèè.

4. ÒÅÎ�Èß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ÂÒÎ�Î�ÎÏÎ�ßÄÊÀ ÄËß ÂÎËÍÎÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ ÂÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÎÁËÀÑÒÈÂ àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè �1;2 � ��1 äëÿ êðàé�íåãî ñëåâà îïåðàòîðà (L̂p0)�1 ìîæåò áûòü èñïîëüçî�âàíî ïðèáëèæåíèå, ó÷èòûâàþùåå ëèøü ñîñòîÿíèÿ ñl = 0. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ïîïðàâêà ~ 1 ïåðâîãî ïî�ðÿäêà ðàâíà~ 1 = �2�� E1( �e���14�3�1�2 1Z0 dp2mEE + jE0j �� sin ÆE sin�p2mE�2 + ÆE�++ �e���24�3�1�2 1Z0 dp2mEE + jE0j sin ÆE �� sin�p2mE�1 + ÆE�+ 14�4�1�2 �� 1Z0 dp2mE�dp2mE�E� +E� + 2jE0j sin ÆE� sin ÆE� �� sin�p2mE��1 + ÆE���� sin�p2mE��2 + ÆE��): (32)Ôàçû ÆE â óðàâíåíèè (32) îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé(12). Ïåðâûå äâà èíòåãðàëà â �îðìóëå (32) ìîãóòáûòü âû÷èñëåíû ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî ïðè ïðîèç�âîëüíûõ çíà÷åíèÿõ �1;2. Â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòèèç óðàâíåíèÿ (32) íàõîäèì~ 1 = �mE12�� e��(�1+�2)�1�2 "12��max(�1; �2)#: (33)Èç �îðìóëû (21) íàõîäèì ïîïðàâêó ~ 2 âòîðîãîïîðÿäêà ê âîëíîâîé �óíêöèè~ 2 = �E1 (L̂p0)�2V ~ 0 + (L̂p0)�1V (L̂p0)�1V  0: (34)Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð (L̂p0)�2 ñîçäàåò ïðèáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ � ÷ëåíû âèäà (��1;2)2 �� exp(��(�1 + �2)). Ýòè ÷ëåíû îïðåäåëÿþò ïå�ðåíîðìèðîâêó âåëè÷èíû �. Èç �îðìóë (23), (34)íàõîäèì1388
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~ 2 = ��e��(�1+�2)2��1�2 m2E212�4  12 � �2max(�21; �22)!� 2�� E2( �e���14�3�1�2 1Z0 dp2mE sin ÆE sin�p2mE�2 + ÆE�E + jE0j ++ �e���24�3�1�2 1Z0 dp2mE sin ÆE sin�p2mE�1 + ÆE�E + jE0j + 14�4�1�2 1ZZ0 dp2mE�dp2mE� �� sin ÆE� sin ÆE� sin �p2mE��1 + ÆE�� sin �p2mE��2 + ÆE��E� +E� + 2jE0j ): (35)Â �îðìóëàõ (32), (35) âåëè÷èíû E1, E2 � òî÷�íûå ïîïðàâêè ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ ê ýíåðãèèñ ó÷åòîì âñåõ ãàðìîíèê. Â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè�1;2 � ��1 íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ (35) ïîïðàâêó ~ 2ê âîëíîâîé �óíêöèè:~ 2 = �e��(�1+�2)2��1�2 (�m2E212�4 �12��2max(�21; �22)��� mE2�2 (1� �max(�1; �2))): (36)Òàêèì îáðàçîì, âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîç�ìóùåíèé âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ~ â àñèìïòîòè÷åñêîéîáëàñòè �1;2 � ��1 îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì~ = �e��(�1+�2)2��1�2 (1� mE12�2 � m2E214�4 � mE2�2 ++ mE1�2 �max(�1; �2) ++mE2�2 �max(�1; �2)+m2E212�4 �2max(�21; �22)!): (37)Èç óðàâíåíèÿ (37) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà � ÷àñòè�öû, áëèæàéøåé ê öåíòðó, íå ìåíÿåòñÿ, âåëè÷èíà �÷àñòèöû, áîëåå óäàëåííîé îò öåíòðà, ïåðåíîðìèðó�åòñÿ è ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé ~�. Âåëè÷èíà ~� íàõîäèòñÿèç óðàâíåíèÿ (37) è ðàâíà~� = �(1� mE1�2 � mE2�2 � m2E212�4 ): (38)Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ÷àñòèöû íå âçàèìîäåéñòâó�þò è, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèåE1 +E2 +E3 + : : : = 12m (�2 � ~�2): (39)Ïîïðàâêà E1 ïåðâîãî ïîðÿäêà ê ýíåðãèè îïðåäåëÿåò�ñÿ �îðìóëàìè (3), (4), (22) è ðàâíàE1 = �2�2I0; (40)

ãäå I0 = 1Z0 d� �V (�): (41)Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîïðàâêè ê ýíåðãèè âòîðîãî ïîðÿä�êà E2 âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ~ 1 äîëæíà áûòü íàéäåíàíà ðàññòîÿíèÿõ �1;2 � Rint, ãäå Rint � ðàäèóñ äåé�ñòâèÿ ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ V (r). Íà ðàññòîÿ�íèÿõ �1;2 � Rint �óíêöèÿ ~ 1 ñ ó÷åòîì òîëüêî ñîñòî�ÿíèé ñ l = 0 ðàâíà~ 1 = ��m�I02�1�2 nexp���(�1+�2)��1��(�1+�2)�++ 12�2 1ZZ�1 dx dy xy(�1 + xy + ix+ iy)(x2 + 1)(y2 + 1)(x2 + y2 + 2) �� exp(i�x�1 + i�y�2)o: (42)Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, �1;2 � ��1, óðàâíå�íèå (42) âîñïðîèçâîäèò �îðìóëó (33). Â îáëàñòèRint < �1;2 � ��1 ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè�îðìóëû (42) èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü.Â ýòîé îáëàñòè íàõîäèì1ZZ�1 dx dy(�1 + xy + ix+ iy)(x2 + 1)(y2 + 1)(x2 + y2 + 2) �� exp�i�(x�1 + y�2)� == �� � �22 + �K0��q2(�21 + �22)� ; (43)ãäåK0 � �óíêöèÿ Áåññåëÿ. Îêîí÷àòåëüíî, �óíêöèÿ~ 1 â îáëàñòè Rint < �1;2 � ��1 îïðåäåëÿåòñÿ âûðà�æåíèåì1389
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~ 1 = �m�I04�1�2 �3�2 �1+K0��q2(�21+�22)�� : (44)Êîý��èöèåíò ïåðåä ëîãàðè�ìè÷åñêîé îñîáåííî�ñòüþ ÷èñëåííî ìàë, è, ñëåäîâàòåëüíî, �îðìóëà (44)ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîïðàâêó ê ýíåðãèè âòîðîãî ïî�ðÿäêà ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ:E2 = ��3m�2I202 ( 3�2 � 1!+ ln 1�Rint!++ 2�2I0 1ZZ0 d�1 d�2 1Z�1 dz V �q�21 + �22 + 2�1�2z��� ln p2Rintp�21 + �22!); (45)ãäå Rint � õàðàêòåðíûé ðàäèóñ âçàèìîäåéñòâèÿäâóõ ÷àñòèö.Îòòàëêèâàíèå ÷àñòèö ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþïàðàìåòðà ~� â âîëíîâîé �óíêöèè ÷àñòèöû, íàõîäÿ�ùåéñÿ äàëüøå îò öåíòðà, ÷åì äðóãàÿ. Ýòî ÿâëåíèå,ïî-âèäèìîìó, ñîõðàíÿåòñÿ âî âñåõ ïîðÿäêàõ òåîðèèâîçìóùåíèé. Â òåîðèè åñòü äâà ìàñøòàáà. Îäèí èçíèõ ñâÿçàí ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ è ìî�æåò áûòü îïðåäåëåí êàêmI(1)0 � 2� 1ln (1=�Rint) : (46)Âòîðîé ìàñøòàá îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (28):mI(2)0 = 12�2 : (47)Ïåðâûé ìàñøòàá ìåíüøå âòîðîãî ëèøü ïðè âû�ïîëíåíèè æåñòêîãî óñëîâèÿln� 1�Rint� > 4�: (48)Óâåëè÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèâîäèò ê âûòàë�êèâàíèþ âòîðîé ÷àñòèöû â äåëîêàëèçîâàííîå ñîñòîÿ�íèå. Âáëèçè ïîðîãà âåëè÷èíà ~� ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Âðåçóëüòàòå âîçíèêàåò òåîðèÿ âîçìóùåíèé, ñòàðòóþ�ùàÿ ñ ñèëüíî àñèììåòðè÷íûõ îäíî÷àñòè÷íûõ �óíê�öèé.

5. ÏÎ�Î�ÎÂÎÅ ÇÍÀ×ÅÍÈÅÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÄËß ÏÅ�ÅÂÎÄÀÂÒÎ�ÎÉ ×ÀÑÒÈÖÛ ÂÄÅËÎÊÀËÈÇÎÂÀÍÍÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅÂ êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ îïðåäå�ëåíèÿ ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìû âîñ�ïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè Õàðòðè�Ôîêà(� 12m�r1+U(r1)+ Z V (r1�r3) ̂22(r3) d3r3)��  ̂1(r1) = �jE1j ̂1(r1);(� 12m�r2+U(r2)+ Z V (r2�r3) ̂21(r3) d3r3)��  ̂2(r2) = �jE2j ̂2(r2): (49)
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (49) ñèììåòðè÷íà îòíîñè�òåëüíî çàìåíû  ̂1 $  ̂2. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ñóùåñòâó�åò ðåøåíèå, òàêîå ÷òî ̂1 =  ̂2: (50)Ïî òåîðèè âîçìóùåíèé òîëüêî ýòî ðåøåíèå èìîæíî ïîëó÷èòü. Â ýòîì ìåñòå ñóùåñòâóåò ðàçíèöàìåæäó ïðèáëèæåíèåì Õàðòðè�Ôîêà è òî÷íûì ðåøå�íèåì. Â òî÷íîì ðåøåíèè â ïåðâûõ äâóõ ïîðÿäêàõòåîðèè âîçìóùåíèé ìåíÿåòñÿ ïàðàìåòð � òîëüêî îä�íîé ÷àñòèöû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â óðàâíåíèÿõ Õàð�òðè�Ôîêà ñóùåñòâóåò òî÷êà áè�óðêàöèè, âûøå êî�òîðîé âîçíèêàåò íåñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå. È ýòî ðå�øåíèå èìååò ìåíüøóþ ýíåðãèþ, ÷åì ñèììåòðè÷íîå.Ìû îãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâàíèåì îáëàñòè ïî âçà�èìîäåéñòâèþ, â êîòîðîé jE2j ! 0. Â ïðèáëèæåíèèÕàðòðè�Ôîêà îïåðàòîð L̂0 ðàâåíL̂0 = � 12m (�r1 +�r2) + U(r1) + U(r2) ++ Z V (r1 � r3) ̂22(r3) d3r3 ++ Z V (r2 � r3) ̂21(r3) d3r3 + jE1j+ jE2j: (51)Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà çàïèñû�âàåòñÿ â âèäånL̂0 + hV (r1 � r2)� Z V (r1 � r3) ̂22(r3) d3r3 �� Z V (r2 � r3) ̂21(r3) d3r3io � ÆE = 0; (52)ãäå  =  1(r1) 2(r2) + Æ ;E = �jE1j � jE2j+ ÆE: (53)1390



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 6, 2004 Äâå âçàèìîäåéñòâóþùèå ÷àñòèöû âî âíåøíåì ïîòåíöèàëåÍà ïîäïðîñòðàíñòâå, îðòîãîíàëüíîì ê �óíêöèèf 1(r1) 2(r2)g, îïåðàòîð L̂p0 èìååò îáðàòíûé:(L̂p0)�1 =  ̂1(r1) ̂1(r01) ~̂ �(r2) ~̂ ��(r02)E� + jE2j ++  ̂�(r1) ̂��(r01) ̂2(r2) ̂2(r02)E� + jE1j ++  �(r1) ��(r01) ~̂ �(r2) ~̂ ��(r02)E� +E� + jE1j+ jE2j : (54)Â âûðàæåíèè (54) �óíêöèè  ̂1,  ̂2 � ðåøåíèÿñèñòåìû óðàâíåíèé (49). Ôóíêöèè íåïðåðûâíîãîñïåêòðà  ̂�(r1),  ̂�(r2) � ðåøåíèÿ ýòîé æå ñèñòåìûóðàâíåíèé ñ çàìåíîé �jE1j ! E� , �jE2j ! E� èñ çàìåíîé �óíêöèé  ̂1,  ̂2, ñòîÿùèõ çà �èãóðíûìèñêîáêàìè, ñîîòâåòñòâåííî íà  ̂�(r1) è ~̂ �(r1).Ïîñêîëüêó jE2j ! 0, äëÿ �óíêöèè  ̂1 è ýíåðãèèE1 ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ íóëåâûì ïðèáëèæåíèåìè ïîëîæèòü  ̂1(r1) =  0(r1); E1 = E0; (55)ãäå �óíêöèÿ  0 îïðåäåëåíà �îðìóëàìè (3), (4), àýíåðãèÿ E0 � �îðìóëîé (7).Ïîòåíöèàë V̂ (�2) äëÿ âòîðîé ÷àñòèöû â ýòîì æåïðèáëèæåíèè åñòüV̂ (�2) = U0(�2) + B2e�2��24�2 �� 1Z0 d�1 �1V (�1) ln��1 + �2�1 � �2�2 : (56)Êàê è ïðåæäå, ïîëîæèì~̂ (r2) = ~̂�(l)(�2)�2 Y Ml : (57)Ôóíêöèÿ ~̂� (l)(�2) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ~̂� 00 + 2m ��V̂ (�2)� l(l + 1)�22 +E� ~̂� = 0: (58)Âáëèçè ïîðîãà ýíåðãèÿ E2 ëîêàëèçîâàííîãî ñî�ñòîÿíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. È â ýòîì ñëó÷àå óðàâíå�íèå (58) ñâîäèòñÿ ê áîëåå ïðîñòîìó:~̂� 002 ++2m ��U0(�2)�jE2j��2B24 I0Æ(��a)� ~̂�2 = 0: (59)

Óðàâíåíèå (59) ëåãêî ðåøàåòñÿ, è â ðåçóëüòàòåíàõîäèì p2mjE2j = �2; (60)p2mjE2j = �� �2mB2I02 ;~̂�2 = p2�2 exp(��2�2); �2 > a:Èç óðàâíåíèÿ (60) ñëåäóåò ïîðîãîâîå çíà÷åíèå âçàè�ìîäåéñòâèÿ: �2mI0 = 1: (61)Îòìåòèì, ÷òî â òåîðèè âîçìóùåíèé àìïëèòóäàðàññåÿíèÿ f íà ìàëûõ ýíåðãèÿõ îïðåäåëÿåòñÿ �îð�ìóëîé [4℄ f = �2m~2 Z V (r)r2dr;è òåì ñàìûì ñóùåñòâóåò çàïàñ ïî âçàèìîäåéñòâèþïðè îïðåäåëåíèè ïîðîãà âûòàëêèâàíèÿ, ïðåæäå ÷åìâîçíèêíåò íåîáõîäèìîñòü çàìåíû áîðíîâñêîãî ïðè�áëèæåíèÿ íà òî÷íóþ àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ.Ïðè ìàëûõ ýíåðãèÿõ â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå(ïðè l = 0) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (58) åñòü~̂� =r 2L sin�p2mE�2 + ~ÆE� ; (62)ãäå �àçà ðàññåÿíèÿ ÆE åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿtg�p2mEa+ ~ÆE� = � p2mEma (E + �2=ma) ; (63)ÆE=0 = �:Èç óðàâíåíèÿ (63) íàõîäèìsin ~ÆE = � mEmE + �22=2 :�1=2 (64)6. ÏÎÏ�ÀÂÊÀ Ê Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÞÕÀ�Ò�È�ÔÎÊÀÏîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ÆE(1) ê ïðèáëèæå�íèþ Õàðòðè�Ôîêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþóðàâíåíèé (3), (4), (52), (55), (60):ÆE(1) = � Z d3r1d3r2V (r1 � r2) ��24�2r21r22 == ��2I0��2: (65)Ýòà ïîïðàâêà ìàëà, è íàøà öåëü òåïåðü � ïîêàçàòü,÷òî íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, �1 � ��1, �2 � ��12 ,1391



Þ. Í. Îâ÷èííèêîâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 6, 2004ïîïðàâêà ê âîëíîâîé �óíêöèè òàêæå ìàëà. Ïîïðàâ�êà ïåðâîãî ïîðÿäêà  (1) ê âîëíîâîé �óíêöèè îïðå�äåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (1)(r1; r2) == � Z d3r01d3r02 �(r1) ��(r01) ~̂ �(r2) ~̂ ��(r02)E� +E� + jE1j+ jE2j �� V (r01 � r02) 0(r01) ~̂ 2(r02): (66)Â îáëàñòè r1 � ��1, r2 � ��12 ñóùåñòâåííû òîëü�êî ñîñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ñ l = 0. Â ýòîéîáëàñòè èç óðàâíåíèÿ (66) íàõîäèì (1)(r1; r2) = ÆE(1)2�3p��2 �1�2 �� 1ZZ0 dp2mE� dp2mE�E� +E� + jE1j+ jE2j �� sin ÆE� sin�p2mE��1 + ÆE�� sin ~ÆE� �� sin�p2mE� �2 + ~ÆE�� : (67)Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ �àç ÆE� , ~ÆE� (12),(64), ïðèâåäåì âûðàæåíèå (67) äëÿ �óíêöèè  (1) êâèäó (1)(r1; r2) = mÆE(1)4�2�1�2p��2 �� 1ZZ�1 dx dy xy(xy + i�y + i�2x� ��2)(x2 + �2)(y2 + �22)(x2 + y2 + �2 + �22) �� exp(i��1 + i�2�2): (68)Â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè, �1 � �1 , �2 � ��12 ,âîëíîâàÿ �óíêöèÿ  (1) äàåòñÿ âûðàæåíèåì, ñëåäóþ�ùèì èç �îðìóëû (68): (1)(r1; r2) = mÆE(1)e���1��2�22���1�2 �� ��2� �1=2���1 � 12� : (69)

Èç �îðìóëû (69) ñëåäóåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîìïðèáëèæåíèè ñëàáî ïåðåíîðìèðóåòñÿ òîëüêî âåëè÷è�íà �. Âåëè÷èíà �2 îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé, è âñå ïî�ïðàâêè ìàëû ïî ïàðàìåòðó �2=�, ñòðåìÿùåìóñÿ êíóëþ. 7. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÈññëåäîâàíî óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ äâóõâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö âî âíåøíåì ïîòåíöèà�ëå. Âíåøíèé ïîòåíöèàë ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêèì, ÷òîäëÿ îäíîé ÷àñòèöû ñóùåñòâóåò ëèøü îäèí ìåëêèéóðîâåíü. Îòòàëêèâàíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè ïðèâîäèòê ïåðåõîäó âòîðîé ÷àñòèöû â íåïðåðûâíûé ñïåêòð,êîãäà âçàèìîäåéñòâèå äîñòèãàåò ïîðîãîâîãî çíà÷å�íèÿ. Ïîðîãîâîå çíà÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ íå çàâè�ñèò îò ãëóáèíû óðîâíÿ, ïîêà ýòîò óðîâåíü ìåëêèé.Âáëèçè ïîðîãà îäíà èç ÷àñòèö ðàñïîëîæåíà îò öåí�òðà íà ðàññòîÿíèÿõ ìíîãî áîëüøèõ, ÷åì äðóãàÿ, è âýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðèáëèæåíèåÕàðòðè�Ôîêà. Íàéäåíû ïîïðàâêè ê ïðèáëèæåíèþÕàðòðè�Ôîêà. Îíè ìàëû ïî ïàðàìåòðó �2=�! 0.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ è Ìèííàóêè �Ô.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. J. M. Ziman, Prin
iples of the Theory of Solids,Cambridge, University Press (1964).2. À. À. Àáðèêîñîâ, Ë. Ï. �îðüêîâ, È. Å. Äçÿëîøèí�ñêèé, Ìåòîäû êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ â ñòàòèñ-òè÷åñêîé �èçèêå, Ôèçìàòãèç, Ìîñêâà (1962).3. À. À. Àáðèêîñîâ, Îñíîâû òåîðèè ìåòàëëîâ, Íàóêà,Ìîñêâà (1987).4. Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëè�øèö, Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà,Ôèçìàòãèç, Ìîñêâà (1963).
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