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Ê ÂÎÏ�ÎÑÓ Î ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈßÕ ÂÎËÍÎÂÎÉÔÓÍÊÖÈÈ ÄÂÓÕÓ�ÎÂÍÅÂÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛÂ. À. Àíòîíîâ a, Á. Ï. Êîíäðàòüåâ b*a�ëàâíàÿ àñòðîíîìè÷åñêàÿ îáñåðâàòîðèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê196140, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, �îññèÿbÓäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò426034, Èæåâñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 7 ìàðòà 2003 ã.Àíàëèçèðóåòñÿ ïðîöåññ ñëó÷àéíîãî äè��óçèîííîãî èçìåíåíèÿ âîëíîâîé �óíêöèè ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñîñ-òîÿíèÿìè. �àçðàáîòàí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè è èíêðåìåíòà çàòóõàíèÿ �óíêöèè ðàñïðå-äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû íà îñíîâå àïïàðàòà êâàòåðíèîíîâ. Àíàëèòè÷åñêè äîêàçûâàåòñÿ,÷òî ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà, îáðàçîâàííûå èç âîëíîâîé �óíêöèè, èãðàþò ãëàâíóþ ðîëü: âñå äðóãèå ñòà-òèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñòðåìÿòñÿ ê ðàâíîâåñèþ â áîëåå áûñòðîì òåìïå. Äëÿ áîëåå îáùèõ ìîäåëåéñëó÷àéíîãî âîçäåéñòâèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ðåçóëüòàò îñòàåòñÿ òîò æå, íî îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäîê èíêðåìåí-òîâ ìîæåò áûòü óæå ðàçíûì. Âûäåëåíû èñêëþ÷èòåëüíûå ñëó÷àè íåïîëíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.Îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíàÿ ðîëü äàííîé ìîäåëüíîé çàäà÷è â àêòóàëüíîé ïðîáëåìå ðàñùåïëåíèÿ ñîñòîÿíèéíà âûõîäå èç ìèêðîìèðà â ìàêðîìèð. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå êîíå÷íûõ âåðîÿòíîñòåé â ìîäåëèáåëîãî øóìà íå ïîçâîëÿåò, âîïðåêè ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå, ðåøèòü èçâåñòíûé ïàðàäîêñ êîøêè Øðå-äèíãåðà.PACS: 03.65.Ta, 42.50.L
1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈçó÷åíèå ýâîëþöèè êâàíòîâûõ ñèñòåì, íà êîòî�ðûå âîçäåéñòâóåò íåñòàöèîíàðíîå âíåøíåå âîçìó�ùàþùåå ïîëå, ïðåäñòàâëÿåò íåñîìíåííûé èíòåðåññ òî÷êè çðåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîíå÷íûõ âåðîÿòíî�ñòåé è, êàê ñëåäñòâèå, âûáîðà ñèñòåìîé âîçìîæ�íûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Â ñòàòüå [1℄ (ñì. òàê�æå [2℄) òàêàÿ ýâîëþöèÿ âåñüìà òùàòåëüíî èçó÷àëàñüíà ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîì ïðèìåðå äâóõóðîâíåâîéñèñòåìû, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ êëàññè÷åñêèì ¾áå�ëûì øóìîì¿. Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ÷àñòèöû èç îä�íîé ÿìû â äðóãóþ ðàññ÷èòûâàëèñü ñ ïîìîùüþ äâîé�íîãî �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì,êîòîðûé ðàçëàãàëñÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðà�ìåòðà. Îäíàêî â èçëîæåíèè [1℄ íåêîòîðûå îñîáåííî�ñòè ýâîëþöèè êâàíòîâîé ñèñòåìû îñòàëèñü íåâûÿâ�ëåííûìè, è ìû õîòèì èññëåäîâàòü ýòè âîïðîñû áîëååñòðîãî.Íàïîìíèì, ÷òî â ðàáîòå [1℄ ðàññìàòðèâàëàñü äè�*E-mail: kond�uni.udm.ru

íàìèêà ÷àñòèöû â äâóõúÿìíîì ïîòåíöèàëå (ñèììåò�ðè÷íûå ÿìû). �àìèëüòîíèàí äëÿ ÷àñòèöû èìååò âèäH(t) = �~2��x + q0'(t)2 �z; (1)ãäå �x, �y , �z � ìàòðèöû Ïàóëè, � è q0 � íåêî�òîðûå êîíñòàíòû, '(t) � êëàññè÷åñêèé áåëûé øóì.×åðåç èíòåãðàë ïî òðàåêòîðèÿì âû÷èñëÿëèñü êîððå�ëÿòîðû, ñâÿçûâàþùèå ìåæäó ñîáîé íà÷àëüíîå è êî�íå÷íîå ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû. Îäíàêî íå áûëî ñòðîãîäîêàçàíî, ÷òî ãëàâåíñòâóþùóþ ðîëü â ðàññìàòðèâàå�ìîé çàäà÷å äîëæíû èãðàòü ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿä�êà. Êðîìå òîãî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íàäî ó÷èòû�âàòü è ìîìåíòû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Íàêîíåö,ìû íå ñîãëàñíû ñ âûñêàçàííûì â ðàáîòàõ [1; 2℄ ìíå�íèåì, ÷òî èòîãîâîå íåðàâåíñòâî ¾âåñîâ¿ äâóõ ñîñòîÿ-íèé, âîçíèêàþùèõ îò ñëó÷àéíîãî âîçäåéñòâèÿ òåð�ìîñòàòà, èìååò îòíîøåíèå ê ðàçðåøåíèþ �óíäàìåí�òàëüíîé ïðîáëåìû êîøêè Øðåäèíãåðà, ò. å. ê âûáî�ðó îäíîãî èç êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ïðè ïåðåõîäå èçìèêðîìèðà â ìàêðîìèð.Äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííûõ âîïðîñîâ çäåñü ðàçâèò1204



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004 Ê âîïðîñó î ñëó÷àéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ âîëíîâîé �óíêöèè : : :íîâûé ìåòîä àíàëèçà ýâîëþöèîííûõ êâàíòîâûõ çà�äà÷, îïèðàþùèéñÿ íà ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò êâà�òåðíèîíîâ. Ñ åãî ïîìîùüþ äàåòñÿ áîëåå ñòðîãîåè êîìïàêòíîå ïðåäñòàâëåíèå ýâîëþöèè ñîñòîÿíèÿäâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû ïðè âîçäåéñòâèè áåëîãî øó�ìà. Ïðè ýòîì ìû íå îãðàíè÷èâàåìñÿ ãàìèëüòîíèà�íîì òèïà (1) è â ðàçä. 9 ðàññìàòðèâàåì ýâîëþöèþñèñòåìû ñ áîëåå îáùèìè ãàìèëüòîíèàíàìè.2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È�àññìîòðèì êâàíòîâóþ ñèñòåìó ñ äâóìÿ áàçîâû�ìè ñîñòîÿíèÿìè, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèà�íîì (1). Ïîñòîÿííàÿ� îáðàòíà âðåìåíè ïðåáûâàíèÿñèñòåìû â äàííîì ñîñòîÿíèè è õàðàêòåðèçóåò óñòîé�÷èâîñòü ýòîãî ñîñòîÿíèÿ, ïàðàìåòð q0 èìååò ðàçìåð�íîñòü äëèíû è çàäàåò øèðèíó ïîòåíöèàëüíîãî áàðüå�ðà. �åçóëüòàò ýâîëþöèè íà èíòåðâàëå âðåìåíè ìîæ�íî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé �îðìå êàê (T ) = D (0); (2)ãäå D = DnDn�1 : : : D1;Dm = exp2664� iH �mTn �Tn~ 3775 ; (3)â ïðåäåëå n!1.Êîìïëåêñíûå óíèòàðíûå ìàòðèöû 2 � 2, êàê èç�âåñòíî [3℄, òåñíî ñâÿçàíû ñ îïåðàöèÿìè âðàùåíèÿòâåðäîãî òåëà. Â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íîãî çâåíàóäîáíî èñïîëüçîâàòü àïïàðàò êâàòåðíèîíîâ. Óìíî�æåíèå êâàòåðíèîíîâX = d+ ai+ bj + 
k èëè (a; b; 
; d); (4)ãäå a, b, 
, d� âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû, ýêâèâàëåíò�íî [4℄ óìíîæåíèþ êîìïëåêñíûõ ìàòðèöDx =  d+ i
 �(b� ia)b+ ia d� i
 ! ; (5)óíèòàðíûõ ïðè íîðìèðîâî÷íîì óñëîâèèa2 + b2 + 
2 + d2 = 1: (6)Â äàííîì ñëó÷àå ñ íóæíîé òî÷íîñòüþ èìååìDm = 1� iTn~ 2664�~�2 �x + q0'�mTn �2 �z3775�� q20T 28n2~2 �'�mTn ��2 + : : :

è ñîîòâåòñòâóþùèé êâàòåðíèîíXm = 1 + Tn~ �~�2 i� q02 '�mTn � k��� q20T 28n2~2 �'�mTn ��2 + : : : (7)3. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ÄÈÔÔÓÇÈÈÏðåäûäóùåå âûðàæåíèå, ñîãëàñíî îáùèì ïðèí�öèïàì èñïîëüçîâàíèÿ êâàòåðíèîíîâ â çàäà÷å î âðà�ùåíèè òâåðäîãî òåëà [5; 6℄, îïèñûâàåò äåòåðìèíèðî�âàííûé ïîâîðîò çà âðåìÿ T=n íà óãîë T�=n âîêðóãîñè x è ñëó÷àéíûé ïîâîðîò íà óãîëq0Tn~ '�mTn �âîêðóã îñè z. Çà�èêñèðóåì êàêîå-íèáóäü íà÷àëüíîåïîëîæåíèå ïðîáíîé òî÷êè íà åäèíè÷íîé ñ�åðå. Ïîîáùèì ïðàâèëàì òåîðèè äè��óçèè [7℄ ïëîòíîñòü fïîñëåäóþùèõ îáðàçîâ ýòîé òî÷êè â ìîìåíòû t > 0áóäåò ïîä÷èíÿòüñÿ äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ�f�t = ��Axf + �2A2zf; (8)ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå�2 = q20~2 h'2i;ïðè÷åì óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò äèñïåðñèþ çà åäè�íèöó âðåìåíè, à Ax, Ay, Az � îïåðàòîðû âðàùåíèÿâîêðóã îñåé x, y, z. Óðàâíåíèå (8) èìååò î÷åâèä�íîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå f = 
onst (
onst = 1=4�ïðè îáû÷íîé íîðìèðîâêå âåðîÿòíîñòåé). Îñòàëüíûå÷àñòíûå ðåøåíèÿ çàòóõàþò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.4. �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ Â �ßÄ ÔÓÍÊÖÈÈ fÑðàçó âèäíî, ÷òî ñ�åðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ëþáîãîïîðÿäêà l ïðè ïîäñòàíîâêå â (8) ñîõðàíÿåò ñâîé ïî�ðÿäîê. Ïîýòîìó, çà�èêñèðîâàâ l, ìîæíî âîñïîëüçî�âàòüñÿ îáû÷íûì ðàçëîæåíèåì:f = lXk=�l�k(t)Y kl : (9)Íîðìèðîâêà (êîìïëåêñíûõ) ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèéâ ïðèíöèïå íå èãðàåò ðîëè; ìû åå ïîäáèðàåì, ÷òî�áû óïðîñòèòü óðàâíåíèÿ äëÿ âåëè÷èí �k. Îòäåëèââðåìÿ è ââåäÿ äåêðåìåíò �, íàõîäèì1205



Â. À. Àíòîíîâ, Á. Ï. Êîíäðàòüåâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004(��k2�)�k+�2 [(l�k)�k+1�(l+k)�k�1℄ = 0;� l � k � l: (10)Åñëè çàìåíèòü âñå âåëè÷èíû �k íà (�1)k��k, òî,êàê ëåãêî âèäåòü, îíè áóäóò óäîâëåòâîðÿòü òîé æåñèñòåìå (10) ñ ïðåæíèì �. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî âñåðåøåíèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà ÷åòíûå ñ��k = (�1)k�k (11)è íå÷åòíûå ñ��k = (�1)k+1�k; �0 = 0: (11à)5. ÍÈÆÍßß ��ÀÍÈÖÀ ÄËß �Òåïåðü ïîïûòàåìñÿ îïðåäåëèòü íèæíþþ ãðàíè�öó äëÿ � (ïðè âñåõ � � 1 è íåòðèâèàëüíûõ �0,�1; : : : ; �l). Äëÿ ýòîãî äîêàçûâàåì, ÷òîRe� � �2 �r�24 ��2; � � �2 ;Re� � �2 ; � � �2 : (12)Íà÷íåì ñ áîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ íå÷åòíîãî ðåøåíèÿ.Óìíîæèì êàæäîå èç óðàâíåíèé (10) ñ k = 1; 2; : : : ; líà âåëè÷èíó �k = ��k(l + k)!(l � k)! (13)è ñëîæèì ìåæäó ñîáîé. Ïîñëå ñäâèãà îòñ÷åòà èíäåê�ñà â ïîñëåäíåé ñóììå ïîëó÷àåìlXk=1 (� � k2�)j�kj2(l + k)!(l � k)! + �2 l�1Xk=1 �k+1��k(l � k � 1)!(l + k)! �� �2 l�1Xk=1 �k��k+1(l � k � 1)!(l + k)! = 0: (14)Ñëîæèâ ñîîòíîøåíèå (14) ñ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåí-íûì, íàõîäèì, ÷òîlXk=1 (Re�� k2�)j�kj2(l + k)!(l � k)! = 0:ßñíî, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç êîý��èöèåíòîâ â ÷èñëè�òåëå äîëæåí áûòü ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì èëè íó�ëåì. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî ýêâèâàëåíòíî òðåáîâàíèþRe� � �, êîòîðîå äàæå ñèëüíåå íåðàâåíñòâà (12).Ïåðåéäåì ê ÷åòíîìó ñëó÷àþ. Óìíîæàåì âñå óðàâ�íåíèÿ (10) íà (�1)k�k , ñêëàäûâàåì ìåæäó ñîáîé è

ñäâèãàåì îòñ÷åò èíäåêñà â ïîñëåäíåé ñóììå. Ïîëó�÷àåìlXk=�l(�1)k (� � k2�)j�kj2(l + k)!(l � k)! ++ �2 l�1Xk=�l(�1)k �k+1��k(l � k � 1)!(l + k)! ++ �2 l�1Xk=�l(�1)k �k��k+1(l � k � 1)!(l + k)! = 0: (15)Âû÷òÿ èç ðàâåíñòâà (15) êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå,íàõîäèì Im� lXk=�l(�1)k j�kj2(l + k)!(l � k)! = 0: (16)Äàëåå ñëåäóåò ðàçëè÷àòü äâà âàðèàíòà.à) Im� 6= 0. Òîãäà ñóììà ïî k â (16) îáðàùàåòñÿ âíóëü. Óìíîæèì âñå óðàâíåíèÿ (10) íà �k è ñëîæèììåæäó ñîáîé. Ïîëó÷èòñÿ ñîîòíîøåíèå, àíàëîãè÷íîå(14), íî ñ íèæíèì ïðåäåëîì k = �l ó âñåõ ñóìì.Ñëîæèâ åãî ñ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûì, íàõîäèìlXk=�l (Re�� k2�)j�kj2(l + k)!(l � k)! = 0: (17)Âû÷òåì èç (17) ðàâåíñòâî (16), ãäå Im� çàìåíåíî íàRe�. Òîãäà ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà ÷åòíîñòè (11) èìååì� oX k2�j�kj2(l + k)!(l � k)! ++ vX (2Re�� k2�)j�kj2(l + k)!(l � k)! = 0; (18)ãäå ñèìâîëû ¾o¿ è ¾v¿ îçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî,ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ÷åòíûì è íå÷åòíûì ïîëîæè�òåëüíûì k � l (à ÷ëåí ñ k = 0 âûïàäàåò). ßñíî,÷òî õîòÿ áû îäèí èç êîý��èöèåíòîâ âòîðîé ñóììûâ (18) äîëæåí áûòü ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì èëè íó�ëåì, ýòî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâóRe� � �2 : (19)á) Im� = 0. Ïðåäñòàâèâ, ÷òî l � 2, óìíîæèì îïÿòüóðàâíåíèÿ (10) íà �k, íî òîëüêî ïðè k � 2, è ñëî�æèì ìåæäó ñîáîé. Òîãäà ïîñëå ñëîæåíèÿ ñ êîìïëåêñ�íî-ñîïðÿæåííûì ðàâåíñòâîì ïîëó÷àåìlXk=2 (�� k2�)j�kj2(l + k)!(l � k)! � �(�1�+2 + �2�+1 )4(l+ 1)!(l � 2)! = 0: (20)1206



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004 Ê âîïðîñó î ñëó÷àéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ âîëíîâîé �óíêöèè : : :Îòäåëüíî âûïèñûâàåì óðàâíåíèÿ (10) ñ k = 1 èk = 0 ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ñèììåòðèè:(�� �)�1 + �2 [(l � 1)�2 � (l + 1)�0℄ = 0;��0 + l��1 = 0:Èç íèõ ñëåäóåò óðàâíåíèå�1�2 = � �2 (l � 1)��2 � ��+ l(l+ 1)�22 : (21)Â ñëó÷àå, åñëè çíàìåíàòåëü (21) èìååò âåùåñòâåííûåêîðíè è âåëè÷èíà � ïðåâîñõîäèò íàèìåíüøèé èç íèõèëè ðàâíà åìó, èìååì�2 � 2l(l+ 1)�2 > 4�2;� > �2 �r�24 � l(l + 1)�22è íåðàâåíñòâî (12) âûïîëíÿåòñÿ. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõçíàìåíàòåëü (21) ïîëîæèòåëåí. Ïîäñòàíîâêà (21) â(20) òîãäà äàåò8>><>>:�� 4� + �2(l � 1)(l + 2)�4 ��2 � ��+ l(l+ 1)�22 �9>>=>>;�� j�2j2(l + 2)!(l � 2)! + lXk=3 (�� k2�)j�k j2(l + k)!(l � k)! = 0: (22)È çäåñü õîòÿ áû îäèí èç êîý��èöèåíòîâ (22) äîëæåíáûòü ïîëîæèòåëåí (èëè ðàâåí 0). Åñëè ýòî èìååò ìå�ñòî äëÿ îäíîãî èç êîý��èöèåíòîâ ñóììû ñ k � 3,òî � � 9�, ÷òî äàæå ñèëüíåå óñëîâèÿ (19). Îñòàåòñÿðàññìîòðåòü ïîâåäåíèå êîý��èöèåíòà â �èãóðíûõñêîáêàõ. Îí âîçðàñòàåò ïðè� < �r l(l+ 1)2 : (23)Íèæå ìû ïðèíèìàåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà(23), òàê êàê ïðè åãî íàðóøåíèè � > �, à ýòà îöåí�êà ñòðîæå (12). Ïîäñòàâëÿÿ âåùåñòâåííîå � èç (12),êîãäà çíàê ¾�¿ çàìåíåí íà ¾=¿, âèäèì, ÷òî êîý���èöèåíò â �èãóðíûõ ñêîáêàõ îòðèöàòåëåí. Ñëåäî�âàòåëüíî, ðåàëüíîå çíà÷åíèå � äîëæíî áûòü âûøå.Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå l = 1 ñèñòåìà (10) èìååòâèä (�� �)�1 ���0 = 0; ��0 +��1 = 0:Ïðèðàâíèâàíèå îïðåäåëèòåëÿ íóëþ äàåò

�1;2 = �2 �r�24 ��2 : (24)�åøåíèå (24) óæå áûëî ïîëó÷åíî íåñêîëüêî èíà�÷å â ðàáîòå [1℄ è óäîâëåòâîðÿåò (12) êàê òî÷íîìó ðà�âåíñòâó äëÿ îäíîãî èëè îáîèõ (ïðè � � 2�) êîðíåé(24). Èòàê, âî âñåõ ñëó÷àÿõ íåðàâåíñòâî (12) âûïîë�íåíî.6. Â�ÀÙÅÍÈÅ ×ÅÒÛ�ÅÕÌÅ�ÍÎ�ÎÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÎò ïîâåäåíèÿ ïðîáíîé òî÷êè ïåðåéäåì ê âðàùå�íèþ ïðîñòðàíñòâà êàê öåëîãî, îïèñûâàåìîìó ïðîèç�âåäåíèåì ñëó÷àéíûõ êâàòåðíèîíîâ:X = XnXn�1 : : : X1: (25)Ïî îáùèì ïðàâèëàì [5, 6℄ ïðåîáðàçîâàíèå ðàäè�óñà-âåêòîðà ïðîáíîé òî÷êè, êîòîðûé ðàññìàòðèâà�åòñÿ �îðìàëüíî êàê ÷èñòî âåêòîðíûé êâàòåðíèîíR = xi+ yj+ zk, îïèñûâàåòñÿ êâàòåðíèîííûì óìíî�æåíèåì, R0 = XRX�1: (26)Çäåñü êâàòåðíèîí R0 (îí ïîëó÷àåòñÿ òîæå ÷èñòîâåêòîðíûì) ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåííîìó ïîëîæåíèþïðîáíîé òî÷êè íà ñ�åðå. Êâàòåðíèîí X , íîðìèðî�âàííûé óñëîâèåì (6), çàâèñèò îò òðåõ ïàðàìåòðîâ, àâåêòîð R0, òàêæå íîðìèðîâàííûé íà åäèíèöó, òîëü�êî îò äâóõ ïàðàìåòðîâ. Ïîýòîìó X íå îïðåäåëÿåòñÿîäíîçíà÷íî ïî R è R0, ïðè ýòîì îñòàåòñÿ îäíà ñòå�ïåíü ñâîáîäû, âûðàæàþùàÿñÿ, êàê ëåãêî äîãàäàòü�ñÿ, â âîçìîæíîñòè çàìåíûX íàX(
os�+R sin�) ïðè�èêñèðîâàííîì R. Êðîìå òîãî, â (26) åñòü âîçìîæ�íîñòü äèñêðåòíîé çàìåíû X ! �X . Ñ òî÷íîñòüþäî ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé îáðàòíîå íàõîæäåíèå X ïîR0 èëè, â ðàñêðûòîì âèäå, íàïðèìåð, ïðè R = k,ðåøåíèå óðàâíåíèé2(a
+bd) = x0; 2(b
�ad) = y0; d2+
2�a2�b2 = r0ñ ó÷åòîì (6) îñóùåñòâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Òàêèì îá�ðàçîì, ïðîÿñíÿåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ïîâåäåíèåì ñëó÷àé�íîé òî÷êè íà ñ�åðå è ïðîèçâåäåíèåì (25) ñëó÷àéíûõêâàòåðíèîíîâ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èìååì öåïü Ìàðêîâàñî çíà÷åíèÿìè, ñîîòâåòñòâåííî, íà ñ�åðå â òðåõìåð�íîì è ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ýòîì ïëîò�íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f â ïåðâîì ñëó÷àå ñâÿçàíà ñïëîòíîñòüþ âî âòîðîì ñëó÷àå èíòåãðàëüíûì ñîîòíî�øåíèåì f = hpiR; (27)1207



Â. À. Àíòîíîâ, Á. Ï. Êîíäðàòüåâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004ãäå óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî ââåäåí�íîìó âûøå óãëó ïîâîðîòà � è ïî èíâåðñèè êâàòåðíè�îíà (ðàâíûå âåñà î÷åâèäíû ïî ñèììåòðèè). Â ÷àñò� íîì ñëó÷àå R = k â ðàñêðûòîì âèäå ïîâîðîò âûðà�æàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìèa; b; 
; d! (a 
os � d sin ; b 
os + 
 sin ; 
 
os � b sin ; d 
os + a sin );0 �  � 2�:Â îáùåì ñëó÷àå èìååòñÿ â âèäó ïîâîðîò â ÷åòû�ðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âîêðóã ïîäâèæíîé ¾îñè¿,ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé, îäíàêî, â äàííîì ñëó÷àå äâó�ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ïîñòðîåííîå íà êâàòåðíèîíàõ1 è R.Äîêàæåì ëåììó.Ëåììà. Ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ, çàäàííàÿ â âè�äå ïîëèíîìà îò a, b, 
, d ÷åòíîé ñòåïåíè íà ÷åòû�ðåõìåðíîé ñ�åðå, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäåñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëèíîìèàëüíûõ �óíêöèéòîé æå è ìåíüøåé ñòåïåíåé, çàðàíåå ñèììåòðè÷íûõïî îòíîøåíèþ ê óêàçàííîìó óñðåäíåíèþ, ïðîâîäè�ìîìó, âîîáùå ãîâîðÿ, âîêðóã ðàçíûõ îñåé.Äîêàçàòåëüñòâî âåäåì ïî èíäóêöèè. Äëÿ ïîëèíî�ìà íóëåâîé ñòåïåíè óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.Âûðàæåíèå(d2 + 
2)m; m = 1; 2; : : : (28)ñèììåòðè÷íî ïî ñâîåé ñòðóêòóðå. Êâàòåðíèîí k âðîëè îñè ìîæíî çàìåíèòü íà �i+�j+ 
k = 1, ãäå �,�, 
 ìû ñâÿçûâàåì òîëüêî óñëîâèåì �2+�2+
2 = 1.Ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé íîâîé îñè ñèììåòðè÷íî ñîîò�íîøåíèå F = �d2 + (�a+ �b+ 

)2�m :Â ñèëó óñëîâèÿ (6)d2 = 1� a2 � b2 � 
2; (29)ïîýòîìó F ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ñòåïåíè, ìåíüøåé2m, ñîâïàäàåò ñN = �(�a+ �b+ 

)2 � a2 � b2 � 
2�m : (30)Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè, ìåíüøåéèëè ðàâíîé 2m � 2, óæå ïðåäñòàâëåíû â òðåáóåìîìâèäå, ïîýòîìó âìåñòî F ìû èìååì ïðàâî ðàññìàòðè�âàòü N . Âîçüìåì ñíà÷àëà òî÷êó � = � = 0, 
 = 1, âêîòîðîé N = ��a2 � b2�m :Îïðåäåëèì íà ñ�åðå �2 + �2 + 
2 = 1 ïîëÿðíûéóãîë �1 è àçèìóò  1, à â ïðîñòðàíñòâå ab
 ñ�åðè÷å�ñêèå êîîðäèíàòû �,  , �. Äëÿ ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè(�a2 � b2)m = (� sin2 �)m = (t2 � 1)m

ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà îòíîñèòåëüíî t = 
os � èñ�ïîëüçóåì òîæäåñòâî1Z�1 (1� x2)mP2n(x) dx == 2(�1)n (2n� 1)!! [(2m)!!℄2(2n)!!(2n+ 2m+ 1)!!(2m� 2n)!! ; m � n:Ñëåäîâàòåëüíî, â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå 
 = 1 èìååìN = mXn=0(�1)m�nhnm�2mP2n(
os �1)P2n(
os �);ãäåhnm = (2n+ 1)!! [(2m)!!℄2(2n)!!(2n+ 2m+ 1)!!(2m� 2n)!! ; m � n;hmn = 0; m < n:Â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷àåìN = mXn=0(�1)m�nhnm�2mP2n(
os �) == mXn=0(�1)m�nhnm�2m(P2n(
os �)P2n(
os �1)++ 2 2nXk=0 (2n� k)!(2n+ k)!P (k)2n (
os �)�� P (k)2n (
os �1) 
os [k( �  1)℄) ; (31)ãäå � � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ñ êîìïîíåíòàìè(a; b; 
) è (�; �; 
). Ñïðàâåäëèâîñòü (31) ñâÿçàíà ñ î÷å�âèäíîé èíâàðèàíòíîñòüþ � ïî îòíîøåíèþ ê ñîâìåñò�íûì âðàùåíèÿì ïðîñòðàíñòâ ab
 è ��
.1208



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004 Ê âîïðîñó î ñëó÷àéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ âîëíîâîé �óíêöèè : : :Ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèè, êàê îðòîãîíàëüíûå äðóãäðóãó, âçàèìíî íåçàâèñèìû. Ïðè êàæäîì êîíêðåò�íîì m ìû èìååì äåëî òîëüêî ñ êîíå÷íîé ñèñòåìîéòàêèõ �óíêöèé è èõ íåçàâèñèìîñòü äîëæíà ïðîÿâ�ëÿòüñÿ óæå íà êàêîì-òî êîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê(�j ; �j ; 
j) íà ñ�åðå. Áåðÿ ïîäõîäÿùóþ ëèíåéíóþêîìáèíàöèþ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ N , âñåãäà ìîæíîòàêèì îáðàçîì âûäåëèòü â (31) ÷ëåí ñ åäèíñòâåííîéñ�åðè÷åñêîé �óíêöèåé îò �1 è �1. Êîý��èöèåíò ïðèíåì, åñëè óáðàòü íåíóëåâûå ÷èñëåííûå ìíîæèòåëè,ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê�2(m�n) �� "�2nP (k)2n (
os �)( 
os(k ); 0 � k � 2nsin(k ); 1 � k � 2n # ; (32)ãäå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñòîÿò ðàçíûå ãàðìîíè÷å�ñêèå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n = 0; 1; 2; : : : ;m. Ëåãêîâèäåòü, ÷òî îíè îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó â êëàññåâñåõ îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ îò a, b, 
 ñòåïåíè 2n èäëÿ âñåõ ýòèõ ïîëèíîìîâ ïîëó÷àåòñÿ òðåáóåìîå ïðåä�ñòàâëåíèå ñóïåðïîçèöèåé óñðåäíåííûõ �óíêöèé.Àíàëîãè÷íî (28), âûðàæåíèå(d2 + 
2)m(ad+ b
) (33)ñèììåòðè÷íî. Âìåñòî a, b, 
 â (33) ìîæíî ïîñòà�âèòü íîâûå îðòîãîíàëüíûå êîìïîíåíòû �a � �b,�(�a+�b)
+(�2+�2)
, �a+�b+

. Ïðè çàìåíå d2÷åðåç a, b, 
 â (33), êðîìå ÷ëåíîâ óæå èññëåäîâàííîãîíàìè òèïà, îñòàåòñÿN1 = dN(�a� �b):Íà ñ�åðå a2 + b2 + 
2 = 1 èìååì
os � = �a+ �b+ 

è ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà âðàùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâåab
 äàåò�� P2n(
os �) = �a ��b�b ��a�P2n(�a+�b+

) == (a� � b�)P 02n(
os �):�óêîâîäñòâóÿñü èçâåñòíûì òîæäåñòâîìPN (t) = P 0N+1(t)� P 0N�1(t)2N + 1 ; N � 1;ïîëó÷àåì ïðè ëþáûõ a, b, 
:(a� � b�)P2n(
os �) == �4n+ 1 �� [P2n+1(
os �)� P2n�1(
os �)℄è ïîñëå íåñëîæíûõ îáúåäèíåíèé ÷ëåíîâ ñ ó÷åòîì(31) èìååì

N1 = 2d�2m+1 mXn=0(�1)m�n� hnm4n+1+hn+1;m4n+5 ��� 2n+1Xk=1 k (2n+ 1� k)!(2n+ 1 + k)! �� P (k)2n+1(
os �)P (k)2n+1(
os �1) sin [k( 1 �  )℄ : (34)Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäèì, êàê â ïðå�äûäóùåì ñëó÷àå, ñ òîé ëèøü îãîâîðêîé, ÷òî â (34)îòñóòñòâóþò ãàðìîíè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ñ k = 0. Îä�íàêî ýòî íå âëèÿåò íà îêîí÷àòåëüíûé âûâîä, òàêêàê ¾çîíàëüíûé¿ ãàðìîíè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (k = 0)ìîæíî ïîëó÷èòü èç âñÿêîãî äðóãîãî, ïðèñóòñòâóþ�ùåãî â (34), óñðåäíåíèåì ïî 2n îðèåíòèðîâêàì ïðèâðàùåíèè âîêðóã ëþáîé îñè, âäîëü êîòîðîé ýòîò âû�áðàííûé ìíîãî÷ëåí íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Èòàê,ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 2(m+1), ñîäåðæàùèå îäèí ìíî�æèòåëü d, òàêæå îáëàäàþò íóæíûì ñâîéñòâîì. Òàêêàê âûñøèå ñòåïåíè d (d � 2) ìîæíî èñêëþ÷èòü,ëåììà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.7. Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ Â�ÀÙÅÍÈÉÓÌÍÎÆÅÍÈÅÌ ÊÂÀÒÅ�ÍÈÎÍÎÂÒåïåðü ëåãêî óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ñóïåðïî�çèöèåé âðàùåíèé �èêñèðîâàííîé ¾ìåòêè¿ è íåñó�ùèì áîëüøå èí�îðìàöèè óìíîæåíèåì êâàòåðíèî�íîâ. Ïðè äîáàâëåíèè íîâûõ ñëó÷àéíûõ ñîìíîæèòå�ëåé Xn ïðîèçâåäåíèå (25) îïÿòü-òàêè âåäåò ñåáÿ êàêöåïü Ìàðêîâà. Ñîõðàíÿåòñÿ è ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà,èçîáðàæàþùåãî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íà ñ�åðå(6). Âåñü ïðîöåññ ìîæíî îïèñàòü ïðè ïîìîùè ïîëè�íîìèàëüíûõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé pj(a; b; 
; d) ñ ñî�îòâåòñòâóþùèìè äåêðåìåíòàìè �j . Ñîãëàñíî ëåììå,äëÿ ìíîãî÷ëåíà p ÷åòíîé ñòåïåíè äîëæíî ñóùåñòâî�âàòü ðàçëîæåíèå òèïàp(a; b; 
; d) = NXi=1 qi(a; b; 
; d);ãäå ïîëèíîì qi ñèììåòðè÷åí ïî îòíîøåíèþ ê âðàùå�íèþ âîêðóã îñè Ri. Åñëè ÷åðåç d! îáîçíà÷èòü ýëå�ìåíò ñ�åðû â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, òîZ jp(a; b; 
; d)j2 d! == NXi=1 Z p(a; b; 
; d)q+i (a; b; 
; d) d! == NXi=1 Z hp(a; b; 
; d)iRiq+i (a; b; 
; d) d!: (35)Ëåâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (35) ïîëîæèòåëü�íà, ïîýòîìó ñïðàâà õîòÿ áû îäíà èç �óíêöèé1209



Â. À. Àíòîíîâ, Á. Ï. Êîíäðàòüåâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004hp(a; b; 
; d)iRi � íå òîæäåñòâåííûé íóëü. Íî ðàíååìû âèäåëè ñâÿçü (äëÿ ïëîòíîñòåé îíà ëèíåéíà)ìåæäó âðàùåíèåì ñ�åðû ñ ïîìå÷åííîé òî÷êîéRi è ñóïåðïîçèöèåé êâàòåðíèîíîâ. Ïîýòîìó äëÿïëîòíîñòåé ÷åòíîé ñòåïåíè a, b, 
, d çíà÷åíèÿ äå�êðåìåíòà � âûáèðàþòñÿ òàê æå, êàê äëÿ âðàùåíèéñ ïîìå÷åííîé òî÷êîé.Èíîå äåëî � ïîëèíîìû îò a, b, 
, d íå÷åòíîé ñòå�ïåíè. Èì ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü áîëåå øèðîêîå ìíî�æåñòâî äåêðåìåíòîâ. Îäíàêî, åñëè âåðíóòüñÿ ê ïåð�âîíà÷àëüíîìó ïîÿâëåíèþ êâàòåðíèîíîâ â (5), âèä�íî, ÷òî îäíîâðåìåííûå èçìåíåíèÿ çíàêîâ ó a, b, 
, dïðèâîäÿò òîëüêî ê çàìåíå  íà � . Ýòî íå ìîæåòèìåòü íèêàêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïîñëåäñòâèé, òàê ÷òîñ äàííîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è ðàçëè÷èå (a; b; 
; d) è(�a;�b;�
;�d) íåèí�îðìàòèâíî.8. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÈËåãêî îïðåäåëèòü îêîí÷àòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèåêâàäðàòà ìîäóëÿ ëþáîé èç äâóõ êîìïîíåíò âîëíîâîé�óíêöèè. Ïîñêîëüêó ðåçóëüòàò íå ìîæåò çàâèñåòü îòíà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðèìåì ïðè t = 0 õîòÿáû  1(0) = 1,  2(0) = 0; òîãäà èç (5) ïîëó÷àåòñÿ 1(T ) = d+ i
; j 1(T )j2 = 
2 + d2:Ïðè T ! 1 ðàñïðåäåëåíèå íà ñ�åðå (6) èç-çà ñèì�ìåòðèè ñòðåìèòñÿ ê îäíîðîäíîñòè. Âçÿâ ïàðàìåòðè�çàöèþ â âèäåa = 
os � 
os Æ; b = 
os � sin Æ; 
 = sin � 
os ";d = sin � sin "; d! = sin � 
os � d� dÆ d";ïîëó÷àåì äëÿ íåðàâåíñòâàQ < 
2 + d2 < Q+ dQ; 0 < Q < 1;èëè pQ < sin � <pQ+ dQ2pQâåðîÿòíîñòü, ïðîïîðöèîíàëüíóþ dQ, ò. å. äëÿ j 1j2,êàê, êîíå÷íî, è äëÿ j 2j2, â ïðåäåëå ïîëó÷àåòñÿ ðàâ�íîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ýòîò ðåçóëüòàò îòìå÷åí èâ ðàáîòå [1℄.9. ÁÎËÅÅ ÎÁÙÀß ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×ÈÍàø ìåòîä äîïóñêàåò îáîáùåíèå çàäà÷è, êîãäàâèä ãàìèëüòîíèàíà (ñì. (1)) íå êîíêðåòèçèðóåòñÿ,à òîëüêî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñòðå÷àþùèåñÿ â íåìñëó÷àéíûå ïàðàìåòðû íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà íàïîñëåäîâàòåëüíûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè.Ñâÿçü ñ êâàòåðíèîíàìè è ñ âðàùåíèåì ñ�åðûîñòàåòñÿ ïðåæíåé. Äîñòàòî÷íî ñíîâà ðàññìîòðåòü

ïëîòíîñòü f(~�; ~ ) íà ñ�åðå â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí�ñòâå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ êàê ñóïåðïîçèöèþ ñ�å�ðè÷åñêèõ �óíêöèé �èêñèðîâàííîãî ãëàâíîãî èíäåê�ñà l � 1, ò. å.f = k2Xk=k1 
keik ~ P (jkj)l �
os ~�� : (36)×åðåç k1 è k2 â (36) îáîçíà÷åíû íàèìåíüøåå è íàè�áîëüøåå çíà÷åíèÿ èíäåêñà k èç òåõ, äëÿ êîòîðûõ
k 6= 0. (Íîðìèðîâêà Y (k)l çäåñü äðóãàÿ, ÷åì â (9),íî ýòî íå èãðàåò ðîëè.)Ìû ðàññìàòðèâàåì �óíêöèè (36) êàê ñîáñòâåí�íûå �óíêöèè. Êàê è â ÷àñòíîì ïðèìåðå (1), ñîîò�âåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ Re�, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîëîæè�òåëüíû. Èñêëþ÷åíèÿ, ò. å. íàëè÷èå íåçàòóõàþùèõ ðå�øåíèé (36), ñ � = 0 èëè ÷èñòî ìíèìûìè � ñâîéñòâåí�íû, êàê ìû äîêàçûâàåì íèæå, òîëüêî ìîäåëÿì ñëå�äóþùèõ äâóõ êàòåãîðèé.à) Âðàùåíèÿ ñ�åðû ñâîäÿòñÿ ê ïîâîðîòàì âîêðóãîäíîé è òîé æå (íåñëó÷àéíîé) îñè, âîçìîæíî, ñêîì�áèíèðîâàííûì ñ åå ïåðåâîðà÷èâàíèåì.á) Äîïóñòèìûå âðàùåíèÿ ïåðåâîäÿò â ñåáÿ êà�êîé-ëèáî îïðåäåëåííûé ïðàâèëüíûé ìíîãîãðàííèê.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îïÿòü îáîçíà÷èì âûäåëåí�íóþ òî÷êó íà ñ�åðå ÷åðåç R, à âîçìîæíûå íà êàæ�äîì øàãå âðàùåíèÿ ÷åðåç L1, L2; : : : ; Ls; èì ïðè�ïèñûâàþòñÿ, íåçàâèñèìî îò íîìåðà øàãà, âåðîÿòíî�ñòè Q1, Q2; : : : ; Qs. (Ýòà ïîñëåäíÿÿ äèñêðåòèçàöèÿñîâåðøåííî íå ñóùåñòâåííà è ñëóæèò ëèøü íåêîòî�ðîìó óäîáñòâó ñëîâåñíûõ �îðìóëèðîâîê.) Ñîáñòâåí�íàÿ �óíêöèÿ (36) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îñíîâíîìóñîîòíîøåíèþ öåïåé Ìàðêîâà, êîòîðîå â äàííîì ñëó�÷àå èìååò âèäexp���Tn � f(R) = sXq=1Qqf(L�1q R): (37)Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Áóíÿêîâñêîãî,����� sXq=1Qqf(L�1q R)�����2 � sXq=1Qq sXq=1Qq ��f(L�1q R)��2 : (38)Ââåäÿ ýëåìåíò ñ�åðû d
 è áåðÿ èíòåãðàëû ïî öåëîéñ�åðå, ñ ó÷åòîì (37) è åñòåñòâåííîãî íîðìèðîâî÷íî�ãî óñëîâèÿ sXq=1Qq = 1íàõîäèì1210



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004 Ê âîïðîñó î ñëó÷àéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ âîëíîâîé �óíêöèè : : :exp��2T Re�n �Z jf j2d
 �� sXq=1Qq Z ��f(L�1q R)��2 d
 == sXq=1Qq Z jf j2d
 = Z jf j2d
: (39)Â ñëó÷àå íóëåâîãî èëè ÷èñòî ìíèìîãî � â (39)ìû â êîíå÷íîì ñ÷åòå èìååì äåëî ñ ðàâåíñòâîì. Íîòî÷íîå ðàâåíñòâî â (38), ïî îáùåìó ïðàâèëó, äîñòè�ãàåòñÿ ëèøü ïðè ñîâïàäåíèè âñåõ �óíêöèé f(L�1q R),q = 1; 2; : : : ; s, ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëîâûõ (êîìïëåêñ�íûõ) êîý��èöèåíòîâ. Òîãäà â ñèëó (37) âåðíû ñîîò�íîøåíèÿ��f(L�1q R)�� = �qf(R); q = 1; 2; : : : ; s;ñ êîìïëåêñíûìè ïîñòîÿííûìè �q . Â ñèëó ñîõðàíå�íèÿ èíòåãðàëà îò jf j2 ïðè ïîâîðîòå äîëæíî áûòüj�q j = 1, òàê ÷òî��f(L�1q R)�� = jf(R)j; q = 1; 2; : : : ; s:Èòàê, íåêîòîðîå òåëî èíâàðèàíòíî ïî îòíîøå�íèþ êî âñåì äîïóñòèìûì âðàùåíèÿì L1; : : : ; Ls(äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðåäñòàâëÿåì ñåáå ïîâåðõíîñòür = jf(R)j). Åñëè ýòî � òåëî âðàùåíèÿ, êðîìå øàðà,òî åãî îñü äîëæíà ñîõðàíÿòüñÿ íåèçìåííîé ñ òî÷íî�ñòüþ äî ïåðåâîðà÷èâàíèÿ è ìû ïðèõîäèì ê ñëó÷àþà). Åñëè æå ó íàñ íå òåëî âðàùåíèÿ, òî îíî ñîâìåñòè�ìî ñ ñàìèì ñîáîé ëèøü êîíå÷íûì ÷èñëîì ñïîñîáîâ,òàê ÷òî íå òîëüêî L1; : : : ; Lq, íî è âñå èõ êîìáèíà�öèè â ëþáîì ÷èñëå è ïîðÿäêå ïðèíàäëåæàò ãðóïïåñèììåòðèè ýòîãî òåëà. Íî òàêèå êîíå÷íûå ãðóïïûâðàùåíèé, åñëè íå îáëàäàþò åäèíîé èíâàðèàíòíîéîñüþ, íåïðåìåííî ñâÿçàíû ñ ïðàâèëüíûì ìíîãîãðàí�íèêîì [4℄, è ìû ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ á).Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü âîçìîæíîñòü jf j = 
onst. Âðàçëîæåíèè jf j2 â êîìïëåêñíûé ðÿä Ôóðüå, ñîãëàñ�íî (36), ïðèñóòñòâóåò ïîñëåäíèé ÷ëåí âèäàjf j2 == : : :+
k1
�k2ei(k1�k2) ~ P (jk1j)l �
os ~��P (jk2j)l �
os ~�� :Íè ïðè êàêèõ l � 1 îí íå ìîæåò ñâåñòèñü ê ïîñòî�ÿííîé: ïðè k1 6= k2 îñòàåòñÿ çàâèñèìîñòü îò ~�, à ïðèk1 = k2 � çàâèñèìîñòü îò ~ . Èòàê, ýòîò ñëó÷àé îò�ïàäàåò, è äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.Êàê è ðàíåå, ðåçóëüòàò àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñèò�ñÿ íà óìíîæåíèå êâàòåðíèîíîâ Xm ïðè íåðàçëè÷å�íèè X è �X . Ïðèìåíèòåëüíî ê ýâîëþöèè âîëíîâîé�óíêöèè èñêëþ÷èòåëüíûå ñëó÷àè ìîãóò áûòü ïåðå��îðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:à) âñå ðåàëèçàöèè ìàòðèö Dm êîììóòèðóþò ìåæäó

ñîáîé (àíàëîã âðàùåíèÿ âîêðóã îäíîé îñè);á) âñå ðåàëèçàöèè ìàòðèö Dm ïðèíàäëåæàò êà�êîé-ëèáî êîíå÷íîé ãðóïïå.Òàê êàê â ñëó÷àå á) íåò áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîâî�ðîòîâ, òî îí îòïàäàåò, åñëè åñòü äè��óçèÿ, êàê äëÿãàìèëüòîíèàíà (1). Ñëó÷àé à) �îðìàëüíî ðåàëèçóåò�ñÿ â ìîäåëè (1) ïðè � = 0 èëè � = 0.Ñäåëàåì åùå çàìå÷àíèå êà÷åñòâåííîãî õàðàêòå�ðà. Â îòëè÷èå îò ÷àñòíîãî ïðèìåðà (1), â äðóãèõìîäåëÿõ íåò àíàëîãà íåðàâåíñòâà (12), îáåñïå÷èâàþ�ùåãî ïðåâàëèðóþùóþ ðîëü íåðàâíîâåñíîñòåé ñ l = 1íà áîëüøèõ âðåìåíàõ. Íàïðîòèâ, òåïåðü íóëü ìîæåòîêàçàòüñÿ òî÷êîé ñãóùåíèÿ çíà÷åíèé � ïðè áîëüøèõl. Òîãäà, õîòÿ (çà óïîìÿíóòûìè èñêëþ÷åíèÿìè à èá) ïëîòíîñòè f(R) ñõîäÿòñÿ ê ïîñòîÿííîé ïðè t!1èç-çà âîçìîæíîñòè ñêîëü óãîäíî òî÷íîé àïïðîêñèìà�öèè ëþáîé íåïðåðûâíîé íà ñ�åðå �óíêöèè ïîëèíî�ìîì, â öåëîì óñòàíîâëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàâíî�âåñèÿ ìîæåò èäòè âîîáùå ìåäëåííåå, ÷åì ïî ëþáîéýêñïîíåíòå.10. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ Ï�ÎÁËÅÌÛÂ ðàáîòàõ [1, 2, 8℄ âûñêàçûâàåòñÿ ìíåíèå, ÷òî îò�ìå÷åííîå â ýòèõ ïóáëèêàöèÿõ (è ïîâòîðíî îáñóæäåí�íîå ó íàñ) íåðàâåíñòâî ¾âåñîâ¿ äâóõ ñîñòîÿíèé, âîç�íèêàþùåå îò ñëó÷àéíîãî âîçäåéñòâèÿ òåðìîñòàòà, åñ�ëè äàæå ïåðâîíà÷àëüíî âåñà áûëè ðàâíû, èìååò îò�íîøåíèå ê ïðîáëåìå âûáîðà îäíîãî èç êâàíòîâûõñîñòîÿíèé ïðè ïåðåõîäå â ìàêðîìèð. Â ñâÿçè ñ ýòèìâ [2℄ äàæå äåëàåòñÿ çàêëþ÷åíèå î ðàçðåøåíèè òàêèìñïîñîáîì èçâåñòíîãî ïàðàäîêñà êîøêè Øðåäèíãåðà.Îäíàêî òàêîå ìíåíèå ÿâëÿåòñÿ îøèáî÷íûì. Äåëî âòîì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ïàðàäîêñà êîøêè â ìàêðî�ìèðå èç äâóõ êîìïîíåíò âîëíîâîé �óíêöèè äîëæíàîñòàòüñÿ òîëüêî îäíà, êîòîðàÿ è áóäåò îòâå÷àòü çàïîêàçàíèÿ ìàêðîïðèáîðà. Íî êàê ðàç ýòîìó òðåáîâà�íèþ è íå óäîâëåòâîðÿåò ìîäåëü ñ áåëûì øóìîì. Äåé�ñòâèòåëüíî, ïðè áîëüøèõ t, íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòüòîãî, ÷òî îäèí èç âåñîâ j 1j2, j 2j2 ïðåâçîéäåò äðóãîéâ äâà ðàçà, ñîñòàâëÿåò îêîëî 2=3, íî äàëåå ýòà âåðî�ÿòíîñòü íå ðàñòåò è íèêàê íå ìîæåò ñòàòü ðàâíîéåäèíèöå. Ìåæäó òåì äëÿ ðåøåíèÿ ïàðàäîêñà êîøêèØðåäèíãåðà òðåáóåòñÿ èìåííî ïîëíîå, èëè àñèìïòî�òè÷åñêîå, èñêëþ÷åíèå ñîñòîÿíèé.Îáîáùåíèå íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ìîäåëåé ñîñëó÷àéíûì ãàìèëüòîíèàíîì íå îòêðûâàåò, êàê ìûâûÿñíèëè, íèêàêèõ íîâûõ âîçìîæíîñòåé: ñòàòèñòè�÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè áîëüøèõ t âñå ðàâíî ïî�ëó÷àåòñÿ òî æå ñàìîå, êðîìå ÿâíî âûðîæäåííûõ ñè-òóàöèé.Êñòàòè, ìàòåìàòè÷åñêè ÿñíî, ÷òî ïðåäåëüíîå ðàñ�ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ìîæíî ïîëó÷èòü è áåç âñÿ�1211



Â. À. Àíòîíîâ, Á. Ï. Êîíäðàòüåâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004êèõ êâàòåðíèîíîâ, ïðîñòî çàäàâàÿ ðàâíîâåðîÿòíîñòüíà êîìïëåêñíîé îêðóæíîñòè:j 1j2 + j 2j2 = 1;ïîäîáíî ðàñ÷åòàì â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå [9℄,òîëüêî íå äëÿ áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùåãî, à äëÿ êî�íå÷íîãî ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû. Îäíàêî â ðàáîòå [9℄è âîîáùå â âûêëàäêàõ òðàäèöèîííîé ñòàòèñòè÷åñêîéìåõàíèêè ñðàçó ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîâåñèå, à â íà�ñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ýâîëþöèÿ ê íåìó.Íî ðåçóëüòàòû, è ýòî ñóùåñòâåííî, ñîîòâåòñòâóþòäðóã äðóãó. Âíóòðåííèå êîððåëÿöèè â ãàìèëüòîíè�àíå H(t) âðÿä ëè ÷òî-íèáóäü ìåíÿþò: ïðîöåññû,êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ ñëó÷àéíûìè, ïîääàþòñÿ ðàçáè�åíèþ íà ïî÷òè íåçàâèñèìûå îòðåçêè. Â ïðèíöèïåìîæíî áûëî áû ïðåäñòàâèòü òàêóþ êîððåëÿöèþ ÿâ�ëåíèé â ðåçåðâóàðå ñ êâàíòîâûì ñîñòîÿíèåì âûäå�ëåííîé ñèñòåìû, ÷òîáû îíà ñòðåìèëàñü ê ¾÷èñòîìó¿ñîñòîÿíèþ â ñìûñëå âûáîðà  2 ! 0 èëè  1 ! 0.Íî òî÷íî òàê æå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â êîðîáêå ñîñìåñüþ ÷åðíûõ è áåëûõ çåðåí ïðîèçîéäåò ðàçäåëå�íèå òåõ è äðóãèõ ïî ðàçíûì êðàÿì êîðîáêè, åñëè ååâñòðÿõèâàíèå áóäåò íåêèì çàìûñëîâàòûì îáðàçîìñêîððåëèðîâàíî ñ íà÷àëüíûì ïîëîæåíèåì çåðåí. Âîáîèõ ñëó÷àÿõ ìû èìåëè áû äåëî ñ òåðìîäèíàìè÷å�ñêèì ÷óäîì, êîòîðîå èñêëþ÷åíî âñåé ñóììîé íàøèõçíàíèé î ðîëè âåðîÿòíîñòè â ìèðå [10; 11℄.Ìû ïðèõîäèì, ñëåäîâàòåëüíî, ê çàêëþ÷åíèþ,÷òî íåïðåìåííîå óñëîâèå ¾âîëíîâûå �óíêöèè íå äî�ïóñêàþò ñóïåðïîçèöèè ïî ìàêðîñêîïè÷åñêèì ïðè�çíàêàì¿ íå ïîääàåòñÿ ïîïûòêàì âûðàçèòü åãî â ëè�íåéíîé �îðìå. Ïîýòîìó ëþáîå ðåøåíèå ïðîáëåìûïåðåõîäà èç ìèêðîìèðà â ìàêðîìèð âêëþ÷àåò â ñåáÿíåëèíåéíîñòü. Îäíàêî ñîîáðàæåíèÿ, âûñêàçàííûåÌåíñêèì [12℄, à òàêæå â äèñêóññèè ïî åãî âûñòóï�ëåíèþ, íå ïîçâîëÿþò êîððåêòíî îòâåòèòü íà íàçðåâ�øèå âîïðîñû. Íåëüçÿ, ïî-âèäèìîìó, ñ÷èòàòü, ÷òîêàæäûé êâàíòîâûé îïûò ïîäëåæèò ðåçêîìó çàâåð�øåíèþ íà ãðàíè ìèêðîìèðà. Ñåé÷àñ ýòî âûãëÿäèòàðõàèçìîì â ñâåòå èññëåäîâàíèé, ðàçâåðòûâàþùèõñÿíà ïðîìåæóòî÷íîì ìàñøòàáå áåç îáÿçàòåëüíî ðåçêî�ãî êîíöà è áåç ÷åòêî âûðàæåííîãî ¾íàáëþäàòåëÿ¿.Îòñþäà ñëåäóåò èäåÿ ðàññìàòðèâàòü íåëèíåéíîñòüêàê îðãàíè÷åñêîå ñâîéñòâî ñàìîãî óðàâíåíèÿ, îïèñû�âàþùåãî ýâîëþöèþ âîëíîâîé �óíêöèè â ïðîìåæó�òî÷íîé çîíå ìåæäó ìèêðî- è ìàêðîìèðîì [10; 13℄.Â ïîäõîäå, ðàçâèòîì â ðàáîòå [13℄, ãëàâíîé ÷åð�òîé, êðîìå íåëèíåéíîñòè, ÿâëÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåñ íåêîòîðûì ðåçåðâóàðîì êîñìè÷åñêîé ïðèðîäû. Ñó�ùåñòâåííî, îäíàêî, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå åãî íåëüçÿíàçâàòü òåðìîñòàòîì, òàê êàê ýòîò êîñìè÷åñêèé ðå�çåðâóàð äîëæåí âûïîëíÿòü äâå âñïîìîãàòåëüíûå
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