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ÑËÀÁÎÍÅËÈÍÅÉÍÛÉ ÀÍÀËÈÇÍÀ ÌÎ�ÔÎËÎ�È×ÅÑÊÓÞ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜÄÂÓÌÅ�ÍÎ�Î ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎ�Î Ê�ÈÑÒÀËËÀË. Ì. Ìàðòþøåâ *, Å. Ì. Ñàëüíèêîâà, E. À. ×åðâîíöåâàÈíñòèòóò ïðîìûøëåííîé ýêîëîãèè Óðàëüñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê620219, Åêàòåðèíáóðã, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 22 èþëÿ 2003 ã.Âïåðâûå ïðîâåäåí ñëàáîíåëèíåéíûé àíàëèç íà ìîð�îëîãè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü äëÿ äâóìåðíîãî öèëèí-äðè÷åñêîãî êðèñòàëëà, ðàñòóùåãî èç ðàñòâîðà ïðè ïðîèçâîëüíîì ðåæèìå ðîñòà (ñêîðîñòü ðîñòà ïðî-ïîðöèîíàëüíà ïåðåñûùåíèþ). Àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷åíà êâàäðàòè÷íàÿ ïî àìïëèòóäå âîçìóùåíèÿ ïîïðàâ-êà ê ðàçìåðó óñòîé÷èâîñòè, íàéäåííîìó â ëèíåéíîé òåîðèè, è èññëåäîâàíà åå çàâèñèìîñòü îò ÷àñòîòûâîçìóùåíèÿ è ðåæèìà ðîñòà. Îáíàðóæåíî, ÷òî óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû âîçìóùåíèÿ ïðàêòè÷åñêè âñåãäàïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ êðèòè÷åñêîãî ðàçìåðà óñòîé÷èâîñòè êðèñòàëëà, è ïðîâåäåíî îáñóæäåíèå ýòîãîíåòðèâèàëüíîãî ðåçóëüòàòà.PACS: 05.70.Ln, 81.10.Aj1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂîïðîñû ìîð�îëîãè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðàñòó�ùåãî êðèñòàëëà ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî âàæíûìè êàêñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ (íàïðèìåð, äëÿ ïðîãíî�çèðîâàíèÿ ìèêðîñòðóêòóðû çàòâåðäåâàþùèõ ñëèò�êîâ), òàê è ñ òåîðåòè÷åñêîé (ýòî îáøèðíûé êëàññäèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð, îáðàçóþùèõñÿ â íåðàâíî�âåñíûõ óñëîâèÿõ). Ïîñëå êëàññè÷åñêîé ðàáîòû [1℄,ãäå âïåðâûå áûë ïðîâåäåí ëèíåéíûé àíàëèç íà ìîð��îëîãè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ðàñòóùåãî øàðîîáðàç�íîãî êðèñòàëëà, äàííûé ïîäõîä áûë ðàñïðîñòðàíåííà äðóãèå ãåîìåòðèè è áîëåå îáùèå óñëîâèÿ (ó÷òå�íû êèíåòèêà ïðèñîåäèíåíèÿ, ïîâåðõíîñòíàÿ ñàìî�äè��óçèÿ è ò. ä.) [2℄. �åçóëüòàòû ëèíåéíîãî àíàëèçàíà óñòîé÷èâîñòü ïîäòâåðäèëèñü êà÷åñòâåííî è êîëè�÷åñòâåííî ìíîãî÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè [2�5℄.Òàê, â ðàáîòå [3℄ èññëåäîâàëàñü ñêîðîñòü ðîñòà âîç�ìóùåíèé íà öèëèíäðè÷åñêîì êðèñòàëëå ëüäà, ðàñ�òóùåì èç äèñòèëëèðîâàííîé âîäû ïðè ìàëûõ ïåðå�îõëàæäåíèÿõ. Âíà÷àëå êðèñòàëë ðîñ êàê ãëàäêèéöèëèíäð, íî ïîñëå òîãî êàê îí äîñòèãàë íåêîòîðî�ãî ðàçìåðà, íà íåì ðàçâèâàëèñü âèäèìûå íåâîîðó�æåííûì ãëàçîì èñêàæåíèÿ �îðìû, êîòîðûå çàòåìáûñòðî óâåëè÷èâàëèñü. Èçìåðåííûé íà îïûòå ðàç�*E-mail: mlm�e
ko.uran.ru

ìåð óñòîé÷èâîñòè (ðàäèóñ) öèëèíäðà õîðîøî ñîãëà�ñîâàëñÿ ñ âû÷èñëåííûì â òåîðèè, è ýòî ïîçâîëèëîàâòîðàì ïðåäëîæèòü äîñòàòî÷íî òî÷íûé ìåòîä êîñ�âåííîãî èçìåðåíèÿ ìåæ�àçíîé ñâîáîäíîé ýíåðãèèñèñòåìû âîäà�ëåä.Îäíàêî ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ îáíà�ðóæèëàñü îäíà èíòåðåñíàÿ îñîáåííîñòü, êîòîðàÿíå îïèñûâàëàñü ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî àíàëèçà íàìîð�îëîãè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü: âîçìîæíîñòü îä�íîâðåìåííîãî ñîñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñòèö ðàçëè÷íûõ�îðì (ìîð�îëîãè÷åñêèõ �àç) â íåêîòîðûõ îáëà�ñòÿõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (íàïðèìåð, ïåðåñû�ùåíèÿ) [6�8℄. Àíàëèç ýòîé è äðóãèõ ýêñïåðèìåíòàëü�íûõ îñîáåííîñòåé, ïðîâåäåííûé â ðàáîòàõ [9�11℄,ïðèâåë ê èäåå, ÷òî ìîð�îëîãè÷åñêèé ïåðåõîä îò îä�íîé �îðìû ðîñòà ê äðóãîé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîàíàëîãèè ñ îáû÷íûìè �àçîâûìè ïåðåõîäàìè ïåðâî�ãî ðîäà, ïðè ýòîì ðîëü òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåí�öèàëà îòâîäèòñÿ ïðè íåðàâíîâåñíîé êðèñòàëëèçàöèèïðîèçâîäñòâó ýíòðîïèè. Âû÷èñëåíèÿ, ïðîâåäåííûå âðàáîòàõ [11�13℄ ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíîãî àíàëè�çà íà ìîð�îëîãè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü è ðàñ÷åòà ïðî�èçâîäñòâà ýíòðîïèè, ïîçâîëèëè âïåðâûå îïðåäåëèòüãðàíèöû ìåòàñòàáèëüíûõ îáëàñòåé (îáëàñòåé ñîñó�ùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ìîð�îëîãè÷åñêèõ �àç). Âñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêëà ïîòðåáíîñòü â íåçàâèñèìîé1128



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004 Ñëàáîíåëèíåéíûé àíàëèç íà ìîð�îëîãè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü : : :òåîðåòè÷åñêîé ïðîâåðêå è îáîñíîâàíèè áàçîâûõ ãè�ïîòåç, èñïîëüçîâàííûõ ïðè ðàñ÷åòå [11�13℄. Îäíîéèç íèõ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäûâîçìóùåíèÿ èçíà÷àëüíî ãëàäêîé êðèñòàëëè÷åñêîéïîâåðõíîñòè (÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíî ìîæíî îñóùå�ñòâèòü òåðìè÷åñêèì ëèáî àêóñòè÷åñêèì ñïîñîáîì,ââåäåíèåì ñïåöèàëüíûõ ïðèìåñåé è ò. ä.) ðàçìåðóñòîé÷èâîñòè êðèñòàëëà äîëæåí óìåíüøèòüñÿ. Íàè�áîëåå åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì ðàññìîòðåíèÿ çàâèñè�ìîñòè êðèòè÷åñêîãî ðàäèóñà îò àìïëèòóäû âîçìóùå�íèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåíèå àíàëèçà íà óñòîé÷èâîñòü ñèñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùèõ ïîðÿäêîâ òåîðèè âîçìó�ùåíèé (âòîðîãî è ïîñëåäóþùèõ). Îäíàêî òàêèõ çà�äà÷ (ñ âîçìóùåíèåì �îðìû ãàðìîíèêàìè ìàëîé, íîêîíå÷íîé àìïëèòóäû) ðàññìîòðåíî î÷åíü ìàëî, ÷òîñâÿçàíî ñ èõ ãðîìîçäêîñòüþ è ñëîæíîñòüþ [14�16℄. Âýòèõ ðàáîòàõ â ñëó÷àå äè��óçèîííî-ëèìèòèðóåìîãîðîñòà ïðîâåäåí ñëàáîíåëèíåéíûé àíàëèç âïëîòü äîòðåòüåãî ïîðÿäêà ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó è íàéäå�íî, ÷òî äåéñòâèòåëüíî ïðàêòè÷åñêè âñåãäà óâåëè÷å�íèå àìïëèòóäû âîçìóùåíèÿ ïðèâîäèò ê óìåíüøå�íèþ êðèòè÷åñêîãî ðàçìåðà óñòîé÷èâîñòè êðèñòàë�ëà [14�16℄. Âìåñòå ñ òåì ñóùåñòâåííîé îãðàíè÷åííî�ñòüþ ýòèõ ðàáîò ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î äè��ó�çèîííîì ðåæèìå ðîñòà êðèñòàëëà. Ïîýòîìó ìîæåòâîçíèêíóòü ñîìíåíèå â òîì, ÷òî îáíàðóæåííàÿ âàæ�íàÿ çàêîíîìåðíîñòü èìååò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåðè íå ñâÿçàíà ñî ñïåöè�èêîé ðåæèìà ðîñòà.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿëîñü ïðîâåäåíèåñëàáîíåëèíåéíîãî àíàëèçà íà ìîð�îëîãè÷åñêóþóñòîé÷èâîñòü â ñëó÷àå äâóìåðíîãî öèëèíäðè÷å�ñêîãî êðèñòàëëà ïðè ïðîèçâîëüíîì ðåæèìå ðîñòàèç ðàñòâîðà (ëîêàëüíàÿ ñêîðîñòü ðîñòà ïðîïîð-öèîíàëüíà ïåðåñûùåíèþ). Òàêîé àíàëèç ïîçâîëèòñóùåñòâåííî îáîáùèòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû [14℄ èïðîâåðèòü, íàñêîëüêî óíèâåðñàëüíà îáíàðóæåííàÿðàíåå çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî ðàçìåðà óñòîé÷è�âîñòè êðèñòàëëà îò àìïëèòóäû âîçìóùåíèÿ, ÷òîÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïîäõîäà,ïðåäëîæåííîãî ðàíåå [11℄.2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È�àññìàòðèâàåòñÿ ðîñò èçíà÷àëüíî êðóãëîãî äâó�ìåðíîãî åäèíè÷íîãî êðèñòàëëà èç ïåðåñûùåííîãîðàñòâîðà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ ñëåäóþùåå.1. Êðèñòàëëèçàöèÿ ïðîèñõîäèò â èçîòåðìî-èçîáà-ðè÷åñêèõ óñëîâèÿõ. Ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåð�ãèÿ è êèíåòè÷åñêèé êîý��èöèåíò èçîòðîïíû.

2. Ïîëå êîíöåíòðàöèé C îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíè�åì Ëàïëàñà: r2C = 0; (1)ãäå r � íàáëà-îïåðàòîð.3. Ïðîèçâîëüíîå ìàëîå èñêàæåíèå êðóãà ìîæ�íî ïðåäñòàâèòü ñóïåðïîçèöèåé ãàðìîíè÷åñêèõ �óíê�öèé âèäà 
os k', ãäå ' � ïîëÿðíûé óãîë, k � ïîëî�æèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî.4. Êîíöåíòðàöèÿ â ðàñòâîðå óäîâëåòâîðÿåò ñëå�äóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:C(R�) = C1; (2)D�C�~n ����~r=R+a 
os k' = � (Cj~r=R+a 
os k' � CS) ;CS = C0 + C0� ~K; (3)~K = ~r2 + 2(�~r=�')2 � ~r�2~r=�'2(~r2 + (�~r=�')2)3=2 ; (4)ãäå ~r = R+a 
os k' � âèä èñêàæåííîé ãðàíèöû êðó�ãà, a(t) � àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ (a � R), t � âðå�ìÿ, D � êîý��èöèåíò äè��óçèè, R � ðàäèóñ íåâîç�ìóùåííîãî êðóãà, � � êèíåòè÷åñêèé êîý��èöèåíòêðèñòàëëèçàöèè, C1 � êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðà íàðàññòîÿíèè R� îò êðèñòàëëà (R� � R), CS � ðàâíî�âåñíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà âáëè�çè ãðàíèöû ïðîèçâîëüíîãî òèïà, C0 � ðàâíîâåñíàÿêîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà âáëèçè ïëîñ�êîé ãðàíèöû, � � êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íà�òÿæåíèÿ, ~K � êðèâèçíà.Ñäåëàåì äâà çàìå÷àíèÿ îá èñïîëüçóåìûõ ãðàíè÷�íûõ óñëîâèÿõ.1. Óñëîâèå (2) ìîæíî âîñïðèíèìàòü äâîÿêî. Ìîæ�íî ñ÷èòàòü, ÷òî íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè R� ïîä�äåðæèâàåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ C1, è èñêàòü ñòàöèîíàð�íîå ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè, óäîâëåòâîðÿþùååóðàâíåíèÿì (1)�(3). Îäíàêî âîçìîæíà è äðóãàÿ èí�òåðïðåòàöèÿ, áîëåå ïîëåçíàÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çà�äà÷å î ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè. Êàê ïîêàçàíî â ðàáî�òàõ [17; 18℄, â ñëó÷àå íåáîëüøèõ ïåðåñûùåíèé ðåøå�íèå íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ�ìè C(1) = C1 è (3) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çàäà÷è(1)�(3), åñëè ïîä R� ïîíèìàòü íåêîòîðûé ðàçìåð,îïðåäåëÿåìûé ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèéR� = R=��; �2 ln(�2�2) + S = 0;ãäå S = (C1 � CS)=(Csol � CS), Csol � ïëîòíîñòüêðèñòàëëà, � � îïðåäåëÿåìûé ïàðàìåòð, ln �2 == 0:5772 � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà).2. �ðàíè÷íîå óñëîâèå (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áà�ëàíñ âåùåñòâà, çàïèñàííûé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî1129



Ë. Ì. Ìàðòþøåâ, Å. Ì. Ñàëüíèêîâà, E. À. ×åðâîíöåâà ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà ïðåíåáðåæè�ìî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëîòíîñòüþ êðèñòàëëà. Ýòîçíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ðåøåíèå çàäà÷è, ïðè ýòîìîíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìíîãèõ ðåàëüíûõ êðèñòàëëè�çóþùèõñÿ èç ðàñòâîðîâ ñèñòåì.Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòîâ ïåðåéäåìâ âûðàæåíèÿõ (1)�(4) ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì,èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ìàñøòàáà äëèíû ðàäèóñçàðîäûøåîáðàçîâàíèÿ â ïåðåñûùåííîì ðàñòâîðå:R� = C0�=(C1 � C0) [17℄, à êîíöåíòðàöèîííîå ïîëåïðåäñòàâèì êàê u = (C � C0)=C0. Òîãäà óðàâíåíèåËàïëàñà çàïèøåòñÿ â âèäår2u = 0; (5)à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèìóò âèäu(��) = �; (6)��u�n ����r=�+Æ 
os k' == ujr=�+Æ 
os k' � us; us = K�: (7)Çäåñü n = ~n=R�, r = ~r=R�, � = R=R�, Æ(t) = a(t)=R�,� = (C1 � C0)=C0 � ïåðåñûùåíèå, K = ~KR�,�� = R�=R�, � = D=�R�.Â ãðàíè÷íîì óñëîâèè (7) ìîæíî ïåðåéòè îò îïå�ðàòîðà �=�n ê çàïèñè ÷åðåç êîìïîíåíòû, èñïîëüçóÿ�îðìóëó �u�n = ru � en;ãäå ru = �u�r ir + 1r �u�' i';en = r�jr�j ; � = r � �� Æ 
os k';en � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè � = 0.Â ðåçóëüòàòå óñëîâèå (7) ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþ�ùèì îáðàçîì:�r1 + Æ2k2r2 sin2 k' ��u�r + Ækr2 sin k'�u�'�����r == ujr � us: (8)3. ÑËÀÁÎÍÅËÈÍÅÉÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÍÀÌÎ�ÔÎËÎ�È×ÅÑÊÓÞ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ3.1. �àñ÷åò ïîëÿ êîíöåíòðàöèèÏðåäñòàâèì ïîëå êîíöåíòðàöèè â âèäå ðÿäà ïîñòåïåíÿì Æ:u(r; ') = u0(r)+u1(r; ')Æ+u2(r; ')Æ2+u3(r; ')Æ3; (9)

ãäå u0; : : : ; u3 � êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ.Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (9) â èñõîäíîå óðàâíåíèå(5) è â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (6) è (8), ðàçëîæèì êàæ�äîå ñëàãàåìîå â ðÿä Òåéëîðà ïî Æ äî òðåòüåé ñòåïåíèâáëèçè �. Êðèâèçíà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ðàâíàK = K0 +K1Æ +K2Æ2 +K3Æ3; (10)ãäå K0, K1, K2, K3 ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè. Ïðè�ðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõÆ, ïîëó÷èì ÷åòûðå ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäå�íèÿ u0(r), u1(r; '), u2(r; '), u3(r; '):1: r2u0 = 0; u0(��) = �;��u0�r ����� � u0j� = K0�; (11)
2: r2u1 = 0;u1(��) = 0;��u1�r ����� � u1j� ==  �u0�r ����� � � �2u0�r2 �����! 
os k'�K1�; (12)

3: r2u2 = 0;u2(��) = 0;��u2�r ����� � u2j� == 12  �2u0�r2 ����� � � �3u0�r3 �����! 
os2 k'++ �k2 sin2 k'2�2 �u0�r ����� ++ �u1�r ����� � � �2u1�r2 �����! 
os k'++ �k sin k'�2 �u1�r ����� �K2�;
(13)

1130



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004 Ñëàáîíåëèíåéíûé àíàëèç íà ìîð�îëîãè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü : : :4: r2u3 = 0;u3(��) = 0;��u3�r ����� � u3j� == 16  �3u0�r3 ����� � � �4u0�r4 �����! 
os3 k'++ 12  �2u1�r2 ����� � � �3u1�r3 �����! 
os2 k'++ �u2�r ����� � � �2u2�r2 �����! 
os k'���k sin k' 
os k'�2 �� � �2u1�r �'������+ 2� ��u1�' ������!�� �k sin k'�2 ��u2�' ������ ++ �k2 sin2 k' 
os k'2�2 �� �2u0�r2 ����� � 2� �u0�r �����!++ �k2 sin2 k'2� �u1�r ����� �K3�:

(14)

�åøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â êîëüöå (� < r << ��) äëÿ êàæäîé i-ñèñòåìû çàïèñûâàåòñÿ â âè�äå [19℄ui = Ai0 +Bi0 ln r ++ 1Xn=1 r�n (Ain 
os(n') +Bin sin(n')) ++ 1Xn=1 rn (Ein 
os(n') + Fin sin(n')) ; (15)ãäå i = 0, 1, 2, 3.3.1.1. Íåâîçìóùåííîå ðåøåíèå (íóëåâîéïîðÿäîê)Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (15) ñ i = 0 â (11) è ïðè�ðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ òðè�ãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèÿõ, ïîëó÷àåìA0n = B0n = E0n = F0n = 0; (16)A00 = ��B00 ln ��; (17)B00 = �(�� 1)�+ �A� ; (18)

ãäå A� = ln(��=�).Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå çàäà÷è â íóëåâîì ïðèáëè�æåíèè èìååò âèäu0 = �+ �(�� 1)�+ �A� ln r�� : (19)3.1.2. �åøåíèå â ïåðâîì ïîðÿäêå ïîâîçìóùåíèþ ÆÏîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (15) äëÿ i = 1 â ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ ñèñòåìû (12) è ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòûïðè êîñèíóñàõ è ñèíóñàõ ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìèãàðìîíèê, ïîëó÷àåì äâå íåíóëåâûõ ïîñòîÿííûõ ïåð�âîãî ïîðÿäêà ïðè n = k: A1k è E1k, ðàâíûåA1k = A1z�k�; (20)E1k = �A1z��k� ; (21)ãäå A1 = �(k2 � 1)�B00(�+ �)� (z2(�k � �) + (�k + �)) ; z = �k�k� :Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (12) çà�ïèøåòñÿ â âèäåu1(r; ') = A1z 
os k'��k�rk � rk�k�� : (22)3.1.3. �åøåíèå âî âòîðîì ïîðÿäêå ïîâîçìóùåíèþ Æ2Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (15) äëÿ i = 2 â ãðàíè÷�íûå óñëîâèÿ ñèñòåìû (13). Äàëåå âûðàæàåì ñòåïåíèòðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé ÷åðåç òðèãîíîìåòðè�÷åñêèå �óíêöèè êðàòíîãî àðãóìåíòà è, ïðèðàâíèâàÿêîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ íîìåðàõ ãàðìîíèê,ïîëó÷àåì äëÿ n = 0 è n = 2k ÷åòûðå íåíóëåâûõïîñòîÿííûõ âòîðîãî ïîðÿäêà:A20 = �B20 ln ��; (23)B20 = ��2A1�k(�+ �)(z2 + 1)++B00 �(�+ �)� �(k2 � 1)�++ �(2� 3k2)	 =�4�2(�+A��)	 ; (24)A2;2k = A2z2�2k� ; (25)E2;2k = �A2z2��2k� ; (26)ãäå çíà÷åíèå âåëè÷èíû A2 ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè.Ïîäñòàâëÿÿ (23)�(26) â (15), ïðè i = 2 ïîëó÷èìu2(r; ') = B20 ln r�� ++A2z2 
os 2k'��2k�r2k � r2k�2k� � : (27)1131



Ë. Ì. Ìàðòþøåâ, Å. Ì. Ñàëüíèêîâà, E. À. ×åðâîíöåâà ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 20043.1.4. �åøåíèå â òðåòüåì ïîðÿäêå ïîâîçìóùåíèþ Æ3Äëÿ i = 3 ïîäñòàâëÿåì óðàâíåíèå (15) â ãðàíè÷�íûå óñëîâèÿ ñèñòåìû (14) è, ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöè�åíòû ïðè îäèíàêîâûõ ÷àñòîòàõ ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ(ïðåäâàðèòåëüíî âûðàæàÿ ñòåïåíè òðèãîíîìåòðè÷å�ñêèõ �óíêöèé ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèèêðàòíîãî àðãóìåíòà), ïîëó÷àåì ÷åòûðå íåíóëåâûõïîñòîÿííûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïðè n = k è n = 3k:E3;k = �A3;k��2k� ; (28)E3;3k = �A3;3k��6k� ; (29)âûðàæåíèÿ äëÿ A3;k è A3;3k, çàïèñàííûå ÷åðåç ïî�ñòîÿííûå ïðåäûäóùèõ ïîðÿäêîâ ïðèâåäåíû â Ïðè�ëîæåíèè.Â ðåçóëüòàòå âåëè÷èíó u3(r; ') ìîæíî çàïèñàòüâ âèäåu3(r; ') = A3;k�k� 
os k'��k�rk � rk�k��++ A3;3k�3k� 
os 3k'��3k�r3k � r3k�3k� � : (30)Òàêèì îáðàçîì, ïîäñòàâëÿÿ (19), (22), (27) è (30)â (9), ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ïîëÿ êîíöåí�òðàöèé u(r; ') â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì Æ.3.2. �àñ÷åò ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòè êðóãîâîãîêðèñòàëëàÇíàÿ ïîëå êîíöåíòðàöèè, îïðåäåëèì ðàäèóñóñòîé÷èâîñòè êðèñòàëëà. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ëî�êàëüíóþ ñêîðîñòü V ðîñòà êðèñòàëëà, êîòîðàÿ ñòî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé îïðåäåëÿ�åòñÿ �îðìóëîé V � �u�n ����r=�+Æ 
os k' : (31)Ïîäñòàâëÿÿ u(r; ') â (31), ðàçëîæèì ïîëó÷èâøåå�ñÿ âûðàæåíèå â ðÿä âáëèçè �, ïðåäñòàâëÿÿ ñêîðîñòüâ âèäåV = V0 + 1�4 �� (V1 
os k'+ V2 
os 2k'+ V3 
os 3k') ; (32)ãäåV0 = B00� + 14�3 �� �2A1�k(z2 + 1) + 4B02�2 �B00(k2 � 2)� Æ2; (33)

V1 = �58A1�k2(z2 � 1)� k2�2A2(z4 � 1)++A2�2k(z4 + 1)� 34A1�k(z2 + 1)�� A3;kk�(3�k)(z2+1)�B20�2+38(k2�2)B00� Æ3�� (A1�kz2 +B00 +A1�k)Æ�2; (34)V2 = ���A1�k2(z2 � 1)� 2A2�2k(z4 + 1)++ 14(k2 + 2)B00 + 12A1�k(z2 + 1)� Æ2; (35)V3 = ��18(3k2 + 2)B00 � 3A3;3kk�(3�3k)(z6 + 1)��14A1�k(z2+1)�12k3A1�(z2+1)�3k2�2A2(z4�1)++A2�2k(z4 + 1) + 78A1�k2(z2 � 1)� Æ3: (36)Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà÷àëüíóþ ñòàäèþ ïîòåðèìîð�îëîãè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ÷àñòèöåé ïðè íàëî�æåíèè âîçìóùåíèÿ íà ãðàíèöó è íàéäåì ðàçìåð, íà�÷èíàÿ ñ êîòîðîãî àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ áóäåò ðàñ�òè. Äëÿ ýòîãî, ñëåäóÿ ðàáîòàì [14�16℄, íåîáõîäèìîðåøèòü îòíîñèòåëüíî � óðàâíåíèåV1 = 0: (37)Òåì ñàìûì ìû íàõîäèì êðèòè÷åñêèé ðàçìåð, ïîñëåêîòîðîãî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ àìïëèòóäû áàçîâîé,èçíà÷àëüíî íàêëàäûâàåìîé ãàðìîíèêè 
os k', èçìå�íÿåò ñâîé çíàê ñ ìèíóñà (÷òî ñîîòâåòñòâóåò åå çà�òóõàíèþ) íà ïëþñ (÷òî ñîîòâåòñòâóåò åå ðàçâèòèþ).Î÷åâèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû áàçîâîé ãàð�ìîíèêè âëå÷åò ïîÿâëåíèå íà âîçìóùåííîé ïîâåðõíî�ñòè âòîðè÷íûõ ãàðìîíèê äðóãèõ ÷àñòîò (ñì., â ÷àñò�íîñòè, (32)). Ïîýòîìó äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé íà÷àëü�íîé ñòàäèè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè èññëåäîâàíèå ïîâå�äåíèÿ áàçîâîé ãàðìîíèêè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì.Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (37) â âèäå� = g + g1Æ2; (38)ãäå g, g1 � êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ.Â âûðàæåíèè (38) ñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîåÆ, îïóùåíî, òàê êàê íàëè÷èå åãî â ðåøåíèè (37) íåèìååò �èçè÷åñêîãî ñìûñëà èç ñîîáðàæåíèé ñèììåò�ðèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè íàëè÷èè ÷ëåíà, ïðîïîðöè�îíàëüíîãî Æ, òðàíñëÿöèÿ âîçìóùåíèÿ 
os k' íà ïîë�ïåðèîäà (÷òî ýêâèâàëåíòíî èçìåíåíèþ çíàêà àìïëè�òóäû) ïðèâîäèëà áû ê èçìåíåíèþ êðèòè÷åñêîãî ðàç�ìåðà óñòîé÷èâîñòè ïðè ðîñòå â èçîòðîïíîé ñðåäå.1132



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004 Ñëàáîíåëèíåéíûé àíàëèç íà ìîð�îëîãè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü : : :Ïîäñòàâëÿåì (38) â ÿâíûé âèä óðàâíåíèÿ (37) èðàñêëàäûâàåì åãî â ðÿä ïî Æ äî òðåòüåãî ïîðÿäêà.Â ðåçóëüòàòå îñòàþòñÿ ñòåïåíè Æ è Æ3. �ðóïïèðóÿñëàãàåìûå ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ, ïîëó÷àåì äâàóðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ g è g1. Âûðàçèòü âåëè÷è�íó g ÿâíî íå óäàåòñÿ, îíà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì��g2k � gkL+ k3�+ gk3L+ gk � k�� (h2 + 1) ++ g(g � 1)(1� h2) = 0: (39)Êîý��èöèåíò g1 èìååò ÿâíîå âûðàæåíèå:g1 = �(M1 �M2)h8 + (M3 +M4)h6++M5h4 + (M3 �M4)h2 +M1 +M2 ++ 6�4k3(5k2�k4�2)� �8g �(2�k�g)(M6�M7)h8++ �(2�k � g)h6 + (2�k + g)h2�M8 ++ ((2�k + g)(M6 �M7) + (2�k � g)�� (M6 +M7)) h4 + (2�k + g)(M6 +M7)���1 ; (40)ãäå h = gk=�k�, L = ln(��=g), à êîý��èöèåíòûM1;M2; : : : ;M8 ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè.Â äè��óçèîííîì ïðåäåëå (�! 0) óðàâíåíèå (39)äëÿ g ñîâïàäàåò ñ ïðèâåäåííûì â ðàáîòå [14℄.4. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂÍà ðèñ. 1 è 2 ïðèâåäåíû ïîëó÷åííûå çàâèñèìî�ñòè ëèíåéíîãî ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòè g è ïîïðàâêèâòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè g1 îò âõîäÿùèõ â íèõ ïà�ðàìåòðîâ �, k (çíà÷åíèå ïàðàìåòðà �� âûáðàíî â ñî�îòâåòñòâèè [14℄). Ïðîâåäåííîå ÷èñëåííîå ñðàâíåíèåg è g1 äëÿ äè��óçèîííîãî ðåæèìà ðîñòà (� = 0)(ñì. ðèñ. 1, 2) ñ àíàëîãè÷íûìè çíà÷åíèÿìè, íàéäåí�íûìè â [14℄, îáíàðóæèâàåò ñîâïàäåíèå, ÷òî ÿâëÿåòñÿäîïîëíèòåëüíûì àðãóìåíòîì â ïîëüçó êîððåêòíîñòèïðîâåäåííûõ âû÷èñëåíèé.Ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ (ðèñ. 1à, 2à) ëèíåéíûéðàäèóñ óñòîé÷èâîñòè g óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíè�åì ÷àñòîòû ãàðìîíèêè è ïàðàìåòðà �. Äàííîå ïî�âåäåíèå ìîæíî îáúÿñíèòü èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ñî�îáðàæåíèé. Èç êëàññè÷åñêîé ðàáîòû [1℄ âûòåêàåò,÷òî îñíîâíûì äåñòàáèëèçèðóþùèì �àêòîðîì, îòâåò�ñòâåííûì çà ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè, ÿâëÿåòñÿ íåîäíî�ðîäíîñòü êîíöåíòðàöèîííîãî ïîëÿ âáëèçè êðèñòàë�ëà: ÷åì äàëüøå îò êðèñòàëëà, òåì ðàñòâîð áîëåå
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k = 2
k = 3k = 4

g1 � 103

g � 10�2

�2 �1 0 1 2 3 4 5lg�
k = 3k = 2k = 412

34
56

0

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü ëèíåéíîãî ðàäèóñà óñòîé÷èâî-ñòè g (a) è êâàäðàòè÷íîé ïîïðàâêè g1 (á ) îò ïà-ðàìåòðà � äëÿ ðàçëè÷íûõ âîçìóùàþùèõ ÷àñòîò k,�� = 108ïåðåñûùåí. Ïîýòîìó âîçìóùåíèå, âîçíèêøåå íà ïî�âåðõíîñòè êðèñòàëëà, ïîïàäàåò â áîëåå áëàãîïðèÿò�íûå óñëîâèÿ è ìîæåò áûñòðåå ðàçâèâàòüñÿ. Îñíîâ�íûì ñòàáèëèçèðóþùèì �àêòîðîì ÿâëÿåòñÿ êðèâèç�íà ïîâåðõíîñòè (ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ): ÷åì áîëü�1133



Ë. Ì. Ìàðòþøåâ, Å. Ì. Ñàëüíèêîâà, E. À. ×åðâîíöåâà ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004à

á

g � 10�2

1050�5�10�15�20

g1 � 103

8642
10

2 3 4 5 6 7 k

4 k2 3 5 6 7�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ëèíåéíîãî ðàäèóñà óñòîé÷èâî-ñòè g (a) è êâàäðàòè÷íîé ïîïðàâêè g1 (á ) îò ÷àñ-òîòû âîçìóùåíèÿ k ïðè �� = 108 äëÿ � = 0 (+),� = 100 (Æ), � = 1000 (�), � = 10000 (�)øå êðèâèçíà ó âîçíèêøåãî âûñòóïà, òåì ëåã÷å åìóäèññèïèðîâàòü. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðàññìîòðåòüäâà çàðîäûøà ñ âîçìóùåíèÿìè îäèíàêîâîé àìïëè�òóäû, íî ñ ðàçíûìè ÷àñòîòàìè, òî äëÿ âîçìóùåíèÿñ áîëüøåé ÷àñòîòîé êðèâèçíà áóäåò áîëüøå è ñîîò�âåòñòâåííî áóäåò áîëüøå ñòàáèëèçèðóþùèé �àêòîð,êàê ñëåäñòâèå, çàðîäûø ïî îòíîøåíèþ ê òàêîìó âîç�ìóùåíèþ ïîòåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè áîëüøåì êðè�

òè÷åñêîì ðàçìåðå. Ñ óâåëè÷åíèåì æå � ïîëå âáëèçèêðèñòàëëà ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå îäíîðîäíûì, ñîîò�âåòñòâåííî äåñòàáèëèçèðóþùèé �àêòîð óìåíüøàåò�ñÿ, è g óâåëè÷èâàåòñÿ.Â îòëè÷èå îò g ïîâåäåíèå è çíàê g1 ÿâëÿþòñÿ íåñòîëü î÷åâèäíûìè. Êàê âèäíî íà ðèñ. 1á è 2á, âîçðàñ�òàíèå àìïëèòóäû âîçìóùåíèÿ ïðèâîäèò â áîëüøèí�ñòâå ñëó÷àåâ ê òîìó, ÷òî ðàäèóñ ïîòåðè óñòîé÷èâî�ñòè óìåíüøàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûì ñëó÷àåì(óâåëè÷åíèå íàáëþäàåòñÿ òîëüêî â äè��óçèîííîìðåæèìå ðîñòà äëÿ ãàðìîíèêè ñ k = 2). Îäíàêî ñ óâå�ëè÷åíèåì àìïëèòóäû (ïàðàìåòðû �, k �èêñèðóåì)âîçìóùåíèå, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîïàäàåò â îáëàñòüáîëåå ïåðåñûùåííîãî ðàñòâîðà (ò. å. óâåëè÷èâàåòñÿäåñòàáèëèçèðóþùèé �àêòîð), à ñ äðóãîé, êðèâèç�íà óâåëè÷èâàåòñÿ (ò. å. óâåëè÷èâàåòñÿ ñòàáèëèçèðó�þùèé �àêòîð). Òî, ÷òî â êîíêóðåíöèè ýòèõ äâóõïðîöåññîâ ïåðâûé �àêòîð ïðàêòè÷åñêè âñåãäà îêà�çûâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèì (äàæå ïðè êèíåòè÷åñêîìðåæèìå ðîñòà (�� 1)), ÿâëÿåòñÿ î÷åíü èíòåðåñíûìðåçóëüòàòîì.Óìåíüøåíèå êðèòè÷åñêîãî ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòèñ óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäû äàåò âîçìîæíîñòü îáú�ÿñíåíèÿ ÿâëåíèÿ ñîñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõìîð�îëîãè÷åñêèõ �àç, ÷àñòî íàáëþäàåìîãî â ýêñïå�ðèìåíòå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â ïåðåñûùåííîì ðàñ�òâîðå îäíîâðåìåííî äîñòàòî÷íî äàëåêî äðóã îò äðó�ãà ðàñòóò äâà êðóãëûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ çàðîäûøà.Ïîñêîëüêó âîçíèêíîâåíèå �ëóêòóàöèé â ðàñòâîðå,âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîöåññ ñòîõàñòè÷åñêèé, äîïóñòèì,÷òî âáëèçè îäíîãî èç íèõ âîçíèêëà íåêîòîðàÿ �ëóê�òóàöèÿ ìàëîé, íî êîíå÷íîé àìïëèòóäû Æ. Â ñîîòâåò�ñòâèè ñ ðàñ÷åòàìè, ïðîâåäåííûìè âûøå, ýòîò çàðî�äûø ïîòåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïîñëå äîñòèæåíèÿ ðàç�ìåðà �, âòîðîé æå çàðîäûø ïðè ýòîì ìîæåò îñòà�âàòüñÿ ïî-ïðåæíåìó êðóãëîé �îðìû. Òàêèì îáðà�çîì, âî âðåìÿ ðîñòà îò ðàçìåðà � äî g â ðàñòâîðåìîæíî íàáëþäàòü êðèñòàëëû è êðóãëîé �îðìû, èñ ðàçâèâàþùèìèñÿ âîçìóùåíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùè�ìè ãàðìîíèêå ñ íîìåðîì k. Ïðè äîñòèæåíèè êðóãëî�ãî çàðîäûøà ðàçìåðà g, êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâëèíåéíîãî àíàëèçà, îí îáÿçàòåëüíî ðàçâàëèòñÿ ïðèíàëè÷èè äàæå áåñêîíå÷íî ìàëîé �ëóêòóàöèè.Òàêèì îáðàçîì, îäíà èç áàçîâûõ èäåé, èñïîëü�çîâàííûõ ïðè ðàñ÷åòå ãðàíèö ìåòàñòàáèëüíûõ îá�ëàñòåé [11�13℄, íàõîäèò ñâîå ïîäòâåðæäåíèå. Òàêæåèíòåðåñíî, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû,êà÷åñòâåííî îöåíèòü àìïëèòóäó âîçìóùåíèÿ, ïðèêîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ðàçìåð �b, íàçâàííûé áèíîäà�ëüþ è íàéäåííûé ñ ïîìîùüþ ðàñ÷åòà ïðîèçâîäñòâàýíòðîïèè (ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèøü ëèíåéíîãî àíàëè�çà) ðàíåå â ðàáîòå [13℄:1134



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004 Ñëàáîíåëèíåéíûé àíàëèç íà ìîð�îëîãè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü : : :�b = 12 �1� �k2k � 1 + 2A�k(k2 � 1)2k � 1 ++s�1� �k2k�1+2A�k(k2�1)2k�1 �2+4�k(2k2�1)2k�1 9=; : (41)Î÷åâèäíî, èç (38) àìïëèòóäà òàêîãî âîçìóùåíèÿðàâíà Æ� =q(�b � g)=g1 : (42)Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ àì�ïëèòóäû âîçìóùåíèÿ Æ� ê äâóì õàðàêòåðíûì ðàçìå�ðàì g è �b äëÿ äè��óçèîííîãî è êèíåòè÷åñêîãî ðå�æèìîâ ðîñòà. Èç ðèñóíêà ñëåäóåò èíòåðåñíûé �àêò:ðàçìåð, íàéäåííûé â ðàáîòå [13℄, ñîîòâåòñòâóåò àì�ïëèòóäàì âîçìóùåíèÿ ïîðÿäêà ðàäèóñà óñòîé÷èâî�ñòè êðèñòàëëà. Ýòîò ðåçóëüòàò ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñòî÷êè çðåíèÿ ïðîâåäåííîãî ñëàáîíåëèíåéíîãî àíàëè�çà �b ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàäèóñ óñòîé÷èâîñòè ïî îò�íîøåíèþ ê ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì âîçìóùåíèÿìðàäèóñà êðèñòàëëà Æ� (àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ ñòà�íîâèòñÿ ïîðÿäêà ðàçìåðà ñàìîãî êðèñòàëëà) è, êàêñëåäñòâèå, îïðàâäàíî åãî íàçâàíèå ¾ðàäèóñà áèíîäà�ëè¿.Îòäåëüíî îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àÿõ ñ k = 1 èk = 2. Êàê ïîêàçûâàåò ÷èñëåííûé àíàëèç, ïðè k = 1ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå (38) íå ÿâëÿåòñÿ îá�îñíîâàííûì, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ïîïðàâêà êðåøåíèþ â ëèíåéíîì ïîðÿäêå îêàçûâàåòñÿ çíà÷è�òåëüíî áîëüøå ïî âåëè÷èíå (g1Æ2=g � 1017Æ2 ïðè� = 0�100), ÷òî íàðóøàåò îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå,ëåæàùåå â îñíîâå ìåòîäà òåîðèè âîçìóùåíèé (òàêíàçûâàåìàÿ íåðàâíîìåðíîñòü â ðàçëîæåíèè [20℄).Âîçìóùåíèå ñ k = 2 (èìåííî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïî�ïðàâêà g1 ïîëîæèòåëüíà ïðè � < 73) � ñëåäóþùèéáëèæàéøèé ê k = 1 ñëó÷àé. ßâëÿåòñÿ ëè ýòî ïðè÷è�íîé åãî îñîáîãî ïîâåäåíèÿ (ñì. ðèñ. 1á è 2á ) áëàãîäà�ðÿ òîìó, ÷òî ýòà òî÷êà ïîïàäàåò â îáëàñòü íåðàâíî�ìåðíîñòè ðàçëîæåíèÿ [20℄, ëèáî â ìàòåìàòè÷åñêîìïëàíå çäåñü âñå êîððåêòíî, è ïîëó÷åííûé ðåçóëü�òàò �èçè÷åñêè ñîäåðæàòåëåí? Èññëåäîâàíèå äàííî�ãî âîïðîñà äîëæíî ñòàòü ïðåäìåòîì äîïîëíèòåëüíî�ãî àíàëèçà â áóäóùåì.Îáñóæäàåìûå âûøå ãðà�èêè (ðèñ. 1 è 2) ïîñòðîå�íû ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ��. Ñ òî÷êè çðåíèÿýêñïåðèìåíòàòîðà òàêèå çàâèñèìîñòè íå ñîâñåì óäîá�íû. Êàê óêàçûâàëîñü â ðàçä. 2, ïàðàìåòð �� âîçíè�êàåò êàê íåêîòîðûé ïîäãîíî÷íûé ïàðàìåòð ïðè ïå�ðåõîäå îò íåñòàöèîíàðíîé äè��óçèîííîé çàäà÷è êñòàöèîíàðíîé. Ýòîò ïàðàìåòð íåïîñðåäñòâåííî ñâÿ�çàí ñ ïàðàìåòðîì S, êîòîðûé èìååò ÿñíûé �èçè÷å�ñêè ñìûñë è ìîæåò áûòü ëåãêî íàéäåí äëÿ ëþáîãîïåðåñûùåííîãî ðàñòâîðà. Ïîýòîìó íà ðèñ. 4, 5 ïðè�
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü Æ�=g (+), Æ�=�b (Æ) îò ÷àñòîòûâîçìóùåíèÿ k, �� = 108âåäåíû àíàëîãè ðèñ. 1 è 2 óæå ïðè �èêñèðîâàííîìïàðàìåòðå S. Èç ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåííûõ ãðà�èêîââèäíî, ÷òî õàðàêòåð çàâèñèìîñòåé êà÷åñòâåííî íå ìå�íÿåòñÿ. 5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÒàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâåäåí ñëà�áîíåëèíåéíûé àíàëèç íà ìîð�îëîãè÷åñêóþ óñòîé�1135
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�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü ëèíåéíîãî ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòèg (a) è êâàäðàòè÷íîé ïîïðàâêè g1 (á ) îò ïàðàìåòðà �äëÿ ðàçëè÷íûõ âîçìóùàþùèõ ÷àñòîò k, S = 0:05÷èâîñòü çàäà÷è î ðîñòå êðèñòàëëà êðóãîâîé �îðìûïðè ïðîèçâîëüíîì ðåæèìå ðîñòà. Îáíàðóæåíî, ÷òî,êàê è â äè��óçèîííîì ñëó÷àå, ðàññìîòðåííîì ðà�íåå [14�16℄, óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû âîçìóùåíèÿ ïðè�
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�èñ. 5. Çàâèñèìîñòü ëèíåéíîãî ðàäèóñà óñòîé÷èâî-ñòè g (a) è êâàäðàòè÷íîé ïîïðàâêè g1 (á ) îò ÷àñ-òîòû âîçìóùåíèÿ k ïðè S = 0:05 äëÿ � = 0 (+),� = 100 (Æ), � = 1000 (�), � = 10000 (�)âîäèò ê óìåíüøåíèþ ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòè êðèñòàë�ëà. Îáíàðóæåííàÿ çàêîíîìåðíîñòü ÿâëÿåòñÿ äîïîë�íèòåëüíûì àðãóìåíòîì â ïîëüçó òîãî, ÷òî òàêàÿ çà�âèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî ðàçìåðà îò âåëè÷èíû âîç�ìóùåíèÿ äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíà è ìîæåò ñâèäå�òåëüñòâîâàòü î ïðèíàäëåæíîñòè äàííîãî íåðàâíîâåñ�íîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà ê ïåðåõîäó ïåðâîãî ðîäà.1136



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004 Ñëàáîíåëèíåéíûé àíàëèç íà ìîð�îëîãè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü : : :Ñäåëàåì åùå çàìå÷àíèå î âîçìîæíîñòè ñðàâíå�íèÿ ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå ðàäèóñîâ óñòîé÷èâîñòè ñýêñïåðèìåíòàëüíûìè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ î òàêîé ïî�ñòàíîâêå âîïðîñà ãîâîðèòü åùå î÷åíü ðàíî (â ñâÿçèñ òåõíè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ ïðîâåäåíèÿ òàêèõ ýêñïå�ðèìåíòîâ è îòíîñèòåëüíî áîëüøèì ÷èñëîì óïðîùà�þùèõ ïðåäïîëîæåíèé â òåîðèè). �ëàâíàÿ çàäà÷à,êîòîðàÿ ñòîèò ñåé÷àñ, � õîòü êàê-òî îáúÿñíèòü èïðåäëîæèòü ìåòîä äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà ýêñ�ïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæåííîãî ÿâëåíèÿ ñîñóùåñòâî�âàíèÿ ìîð�îëîãè÷åñêèõ �àç ïðè êðèñòàëëèçàöèè
â îäíèõ óñëîâèÿõ. Ïî íàøåìó ìíåíèþ, ðåçóëüòàòûäàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ åùå îäíèì âàæíûì øàãîìâ ýòîì íàïðàâëåíèè.Àâòîðû õîòÿò âûðàçèòü îñîáóþ ïðèçíàòåëüíîñòüÅ. Ô. Ëåëèêîâîé çà ïðîÿâëåííîå âíèìàíèå è ìíîãî�÷èñëåííûå êîíñóëüòàöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêèì àñïåê�òàì âîïðîñîâ, çàòðîíóòûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Òàê�æå àâòîðû áëàãîäàðÿò Â. Ä. Ñåëåçíåâà çà ïîñòîÿí�íûé èíòåðåñ, ïîääåðæêó è áëàãîæåëàòåëüíóþ êðè�òèêó.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅK0 = 1� ;K1 = (k2 � 1) 
os k'�2 ;K2 = 1�3 �k22 +�1� 52k2� 
os2 k'� ;K3 = 1�4 ��32k4 + 92k2 � 1� 
os3 k'� 32k2(1 + k2) 
os k'� ;A2 = 2A1�k(�+ �� 2�k)z2 +B00(2�+ �+ �k2) + 2A1�k(�+ �+ 2�k)4�2 (z4(2�k � �) + (2�k + �)) ;A3;k = �8A2�2k(�+ �� �k)z4 +A1�k(3�k � 6�� 3�+ 5�k)z2 ++ 8A2�2k(�+ �+ �k)�A1�k(3�k + 6�+ 3�+ 5�k) + 8B20�2(�+ �) ++ B00(3�k2 � 6�� 2�) + 3�(5k2 � k4 � 2)	 �k�3.�8 �z2(�k � �) + (�k + �)�	 ;A3;3k = �24A2�2k(�+ �� 3�k)z4 + 3A1�k(�k � 2�� �+ 7�k � 4�k2)z2 ++ 24A2�2k(�+ �+ 3�k)� 3A1�k(�k + 2�+ �+ 7�k + 4�k2)�� B00(9�k2 + 6�+ 2�) + 3�(9k + 3k4 � 2)	 �3k�3.�24 �z6(3�k � �) + (3�k + �)�	 ;M1 = �3�4k7�6�4k3+15�4k5+18g4kL�10g5kL+12�g3k�10�2g3k3�3�g3k3�13g4Lk3�6g4L2k5+34g4L2k3��16g4L2k�7g4k3��4g4k�+3g5Lk3�6g4k�12L�2k5g2�48�g3kL+78�g3Lk3�4�g3L2k5+4�g3L2k3�4�g3Lk5�� 4g4k3�L+8g4k�L+8L�2k3g2� 24k�2g2+2�2k5g2 � 4�3k5g2+50�2k3g2+6g5k� 12L�3k7g� 24L�3k3g++ 60L�3k5g � 12L2�2k3g2 � 6L2�2k7g2 + 30L2�2k5g2 + 4�3k3g � 4�3k5g;M2 = 6g5L�4g5k2+4g4k2�6�g3+2g4�+3�4k7+6�4k3�15�4k5�2g5+2g4+7g4k2��14g4k2�L�10g4L��15�3k6g+2�3k4g2+12k2�2g2�24�2k4g2+6�2g3k2�5�g3k2+4�g3k4�2g4L2k4+2g4L2k2+3g4Lk2+4g4Lk4�� 30L�2k6g2 + 144k4�2Lg2 � 60L�2k2g2 � 2�2g3k4L+ 69�g3L2k4 � 30�g3L2k2 + 34�g3Lk2 � 32�g3Lk4 �� 15�g3L2k6 + 6g4k4�L� g5Lk2 + 71�3k4g � 30�3k2g;12 ÆÝÒÔ, âûï. 5 1137
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