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�ÅÆÈÌÛ ÀÍÎÌÀËÜÍÎ�Î ÏÅ�ÅÍÎÑÀ Â ÌÎÄÅËÈÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÀÄÂÅÊÖÈÈ�ÄÈÔÔÓÇÈÈÈ. Ë. Äðàíèêîâ, Ï. Ñ. Êîíäðàòåíêî *, Ë. Â. ÌàòâååâÈíñòèòóò ïðîáëåì áåçîïàñíîãî ðàçâèòèÿ àòîìíîé ýíåðãåòèêè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê113191, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 3 íîÿáðÿ 2003 ã.Â îáùåì âèäå ðåøåíà çàäà÷à ñòîõàñòè÷åñêîé àäâåêöèè�äè��óçèè âî �ðàêòàëüíîé ñðåäå ñ äàëüíîäåé-ñòâóþùèìè êîððåëÿöèÿìè �ëóêòóèðóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå õàðàêòåðèñòèê. Äâà îñíîâíûõ ïàðàìåòðà îïðå-äåëÿþò ðåæèì ïåðåíîñà: ïîêàçàòåëü ñòåïåííîãî óáûâàíèÿ ïàðíîãî êîððåëÿòîðà ñêîðîñòè 2h è ñðåäíÿÿñêîðîñòü àäâåêöèè u. Îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ, ïðèâîäÿùèå ê ðåæèìó àíîìàëüíîé äè�-�óçèè, è îïèñàíî ïîâåäåíèå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â ýòîì ðåæèìå äëÿ ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé çíà÷åíèéu è h. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ êîíöåíòðàöèÿ óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî, â îòëè÷èå îòñòåïåííîãî óáûâàíèÿ, ê êîòîðîìó ïðèâîäÿò óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíîé. Óêàçà-íû óðàâíåíèÿ ñ ñîâìåñòíûìè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûìè äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè,êîòîðûå îïèñûâàþò âñå îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ. Âûâîä ïðîâåäåí íà îñíîâå äèàãðàììíîé òåõíèêè ñèñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëåíèé î ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè ñðåäû.PACS: 66.30.Jt, 05.40.Fb, 47.53.+n1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðîöåññû ïåðåíîñà â ñèëüíîíåóïîðÿäî÷åííûõ ñðåäàõ íå îïèñûâàþòñÿ êëàññè÷å�ñêèì óðàâíåíèåì äè��óçèè [1℄. Ýòî êàñàåòñÿ, â ÷àñò�íîñòè, �ðàêòàëüíûõ ñðåä, ãäå ïðîñòðàíñòâåííûåêîððåëÿöèè �ëóêòóèðóþùèõ õàðàêòåðèñòèê ÿâëÿ�þòñÿ äàëüíîäåéñòâóþùèìè. Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðå�øåíèþ òàêèõ çàäà÷ îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè óðàâíå�íèé â äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ (ñì., íàïðèìåð, [2�4℄).Èõ ðåøåíèÿ ñîäåðæàò âîçìîæíîñòü àíîìàëüíîé âðå�ìåííîé çàâèñèìîñòè ðàçìåðà îáëàêà ÷àñòèö íà áîëü�øèõ âðåìåíàõ (R / t
 ñ 
 6= 1=2) è ñòåïåííîãî(âìåñòî ãàóññîâà) óáûâàíèÿ êîíöåíòðàöèè íà áîëü�øèõ (r � R) ðàññòîÿíèÿõ. Âîïðîñ î ¾òÿæåëûõ¿ñòåïåííûõ õâîñòàõ â ðàñïðåäåëåíèè êîíöåíòðàöèèïðèìåñåé ïðåäñòàâëÿåò èñêëþ÷èòåëüíî ïðèêëàäíîåçíà÷åíèå (íàïðèìåð, äëÿ îáîñíîâàíèÿ íàäåæíîñòèðàäèîàêòèâíûõ çàõîðîíåíèé): âåäü ðàçíèöà ìåæäóñòåïåííûì è ãàóññîâûì óáûâàíèåì îãðîìíà. Âìåñòåñ ýòèì ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñòàíäàðòíûé äðîá�íî-äè��óçèîííûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,�îðìàëüíî ìàòåìàòè÷åñêèì è òðåáóåò êàê äàëüíåé�*E-mail: kondrat�ibrae.a
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øåãî îáîñíîâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [5; 6℄), òàê è îáîá�ùåíèÿ (ñì. [6�12℄). Âûâîäû, âûòåêàþùèå èç íåãî,íóæäàþòñÿ ïîýòîìó â ïðîâåðêå íà êîíêðåòíûõ �è�çè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.Îäíà èç íèõ � ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîé àäâåê�öèè�äè��óçèè ñ ìåäëåííûì (ñòåïåííûì) óáûâàíè�åì êîððåëÿòîðîâ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. �àíååîíà èññëåäîâàëàñü â ðàáîòå [13℄, ãäå ðÿä ðåçóëüòà�òîâ áûë ïîëó÷åí â ðàìêàõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëî�æåíèé è ñîâïàë ñî ñëåäñòâèÿìè èç ðåøåíèÿ äðîá�íî-äè��óçèîííûõ óðàâíåíèé. (Ïîñâÿùåííûå ñâÿçèìåæäó äâóìÿ ïîäõîäàìè èñòîðè÷åñêèé îáçîð è áèá�ëèîãðà�èþ ñì. â [14℄.) Âîçíèêàåò âîïðîñ, íàñêîëüêîýòè ðåçóëüòàòû ÷óâñòâèòåëüíû ê èñïîëüçóåìûì ïðè�áëèæåíèÿì è ïîäòâåðæäàþòñÿ ëè âûâîäû èç ìîäå�ëè äðîáíîé äè��óçèè òî÷íûì ðåøåíèåì àäâåêòèâ�íî-äè��óçèîííîé çàäà÷è.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòî ðåøåíèå ïðîâåäåíî â îá�ùåì âèäå íà îñíîâå àíàëèçà ãðóïïû ìàñøòàáíûõïðåîáðàçîâàíèé [15℄ è ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà�åéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì [16℄. Âî âòîðîì ðàçäåëåäàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïîñòðîåíî äèàãðàììíîåïðåäñòàâëåíèå äëÿ �óíêöèè �ðèíà. Â òðåòüåì ðàçäå�ëå ïðîàíàëèçèðîâàíî ïîâåäåíèå êîíöåíòðàöèè ÷àñ�òèö íà áîëüøèõ è ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ â ñëó÷àå, êî�1082



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004 �åæèìû àíîìàëüíîãî ïåðåíîñà : : :ãäà ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü àäâåêöèîííîãî òå÷åíèÿ ðàâíàíóëþ. Â ÷åòâåðòîé ÷àñòè èññëåäîâàí ñëó÷àé, êîãäàîíà îòëè÷íà îò íóëÿ. Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëåêðàòêî ñ�îðìóëèðîâàíû è îáñóæäåíû îñíîâíûå ðå�çóëüòàòû. 2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×ÈÎñíîâó ìîäåëè ñîñòàâëÿåò óðàâíåíèå äëÿ êîíöåí�òðàöèè 
(r; t), ó÷èòûâàþùåå ïðîöåññû àäâåêöèè èìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè:�
�t +r(v �Dr)
 = 0: (1)Çäåñü è äàëåå äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì èìåòü â âè�äó çàäà÷ó ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì (ïðè t = 0) ðàñ�ïðåäåëåíèåì ÷àñòèö â îòñóòñòâèå èñòî÷íèêà (ó÷åòäåéñòâèÿ èñòî÷íèêà, åñëè îí èìååòñÿ, òðèâèàëåí),v = v(r) � àäâåêöèîííàÿ ñêîðîñòü, D(r) � êîý��è�öèåíò äè��óçèè. Îáå ýòè âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ñëó�÷àéíûìè �óíêöèÿìè êîîðäèíàò.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñðåäà îáëà�äàåò ñâîéñòâàìè ñòàòèñòè÷åñêîé îäíîðîäíîñòè è èçî�òðîïèè, è ïðåäñòàâèì âåëè÷èíû v è D â âèäå ñóììv(r) = u+ v0(r); D(r) = D +D0(r); (2)ãäå u = hv(r)i, D = hD(r)i � íå çàâèñÿùèåîò êîîðäèíàò ñðåäíèå ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèéçíà÷åíèÿ ñêîðîñòè è êîý��èöèåíòà äè��óçèè, àv0(r), D0(r) � �ëóêòóàöèîííûå ÷àñòè: hv0(r)i = 0,hD0(r)i = 0.Ïîëå ñêîðîñòåé óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåñæè�ìàåìîñòè: divv = divv0 = 0: (3)Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ñðåäà îáëàäàåò �ðàêòàëüíû�ìè ñâîéñòâàìè, òàê ÷òî êîððåëÿöèè �ëóêòóàöèé ååõàðàêòåðèñòèê ÿâëÿþòñÿ äàëüíîäåéñòâóþùèìè: ñî�îòâåòñòâåííî, êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè ñëó÷àéíûõâåëè÷èí v0 èD0 óáûâàþò íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ïîñòåïåííûì çàêîíàì. Â ÷àñòíîñòè, ïàðíàÿ �óíêöèÿêîððåëÿöèè ñêîðîñòåé, îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøåíèåìK(2)ij (r1 � r2) = hv0i(r1)v0j(r2)i; (4)ïðè jr1 � r2j � a òàêîâà, ÷òîK(2)ii (r1 � r2) � V 2� ajr1 � r2j�2h : (5)Çäåñü h > 0, a � ïàðàìåòð äëèíû, èìåþùèé ñìûñëáëèæíåãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè, V 2 îïðåäåëÿåò õà�ðàêòåðíóþ âåëè÷èíó K(2)ij (r) ïðè jrj . a. Òàêèì

îáðàçîì, ïðè jrj � a K(2)ij (r) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé�óíêöèåé ñâîåãî àðãóìåíòà ïîðÿäêà �2h. Àíàëîãè÷�íî, n-òî÷å÷íûé êîððåëÿòîð ñêîðîñòåé, îïðåäåëåí�íûé �îðìóëîéK(n)i1i2:::in(r1; r2; : : : ; rn) == hv0i1 (r1)v0i2(r2) : : : v0in(rn)i; (6)â îáëàñòè jri� rj j � a (äëÿ âñåõ ïàð ïåðåìåííûõ ri,rj) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþK(n)i1i2:::in(�r1; �r2; : : : ; �rn) == ��nhK(n)i1i2:::in(r1; r2; : : : ; rn): (7)Ïî àíàëîãèè ñ òåîðèåé êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé [15℄ ïà�ðàìåòð h áóäåì íàçûâàòü ìàñøòàáíîé ðàçìåðíîñòüþ�ëóêòóàöèè ñêîðîñòè v0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (7) äëÿ�óðüå-îáðàçà n-òî÷å÷íîãî êîððåëÿòîðà,K(n)i1i2:::infk1;k2; : : : ;kng = Z dr1dr2 : : : drn �� exp [�i(k1 � r1 + k2 � r2 + : : :+ kn � rn)℄��K(n)i1i2:::in(r1; r2; : : : ; rn) �� (2�)3Æ(k1 + k2 + : : :+ kn)�� ~K(n)i1i2:::in(k1;k2; : : : ;kn�1); (8)ñïðàâåäëèâî ìàñøòàáíîå ñîîòíîøåíèåK(n)i1i2:::inf�k1; �k2; : : : ;kng == �n(h�3)K(n)i1i2:::infk1;k2; : : : ;kng: (9)Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè n(h � 3) â ïðàâîé ÷àñòè (9)áóäåì íàçûâàòü ìàñøòàáíûì èíäåêñîì âåëè÷èíûK(n)i1i2:::infk1;k2; : : : ;kng.Èç ðàâåíñòâ (5) è (9) âûòåêàåò, ÷òî â îáëàñòèìàëûõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ (ka � 1, k � jkj) �ó�ðüå-îáðàç ïàðíîãî êîððåëÿòîðà òàêîâ, ÷òî~K(2)ii (k) � V 2a2hk2h�3: (10)Àíàëîãè÷íûå (4)�(10) ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò áûòüâûïèñàíû è äëÿ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé �ëóêòó�àöèé êîý��èöèåíòà äè��óçèè.Êîíöåíòðàöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ(1), â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæíî âûðà�çèòü ÷åðåç åå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:
(r; t) = Z dr0G(r; r0; t)
(r0; 0); (11)ãäå �óíêöèÿ �ðèíà G(r; r0; t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå�íèþ� ��t + ��xi vi(r)� ��xiD ��xi�G(r; r0; t) = 0 (12)1083



È. Ë. Äðàíèêîâ, Ï. Ñ. Êîíäðàòåíêî, Ë. Â. Ìàòâååâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåìG(r; r0; 0) = Æ(r� r0): (13)Ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðàñïðåäåëå�íèå êîíöåíòðàöèè, óñðåäíåííîå ïî àíñàìáëþ ðåàëè�çàöèé ñðåäû 
(r; t) � h
(r; t)i. Âûðàæåíèå äëÿ íåãîïîëó÷àåòñÿ èç (11) ïóòåì çàìåíû 
! 
, G! G, ãäåG(r � r0; t) � hG(r; r0; t)i � �óíêöèÿ �ðèíà, óñðåä�íåííàÿ ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé (äàëåå äëÿ êðàòêî�ñòè íàçûâàåì åå ïðîñòî �óíêöèåé �ðèíà). Âû÷èñ�ëåíèå G(r � r0; t) óäîáíî ïðîâîäèòü ìåòîäàìè êâàí�òîâîé òåîðèè ïîëÿ íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîé â [17℄¾êðåñòîâîé¿ äèàãðàììíîé òåõíèêè, êîòîðàÿ ïîëó÷è�ëà ðàçâèòèå â òåîðèè ïåðåíîñà â íåóïîðÿäî÷åííûõñðåäàõ [18; 19℄.Â ïðåäñòàâëåíèÿõ Ôóðüå ïî ïðîñòðàíñòâåííûìïåðåìåííûì è Ëàïëàñà ïî âðåìåíè ñ ó÷åòîì óðàâ�íåíèÿ (12), íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (13) è ðàâåíñòâ (2),�óíêöèÿ G(r� r0; t) ïðèíèìàåò âèäGfk; pg = 1p+ ik � u+Dk2 �M(k; p) ; (14)ãäå k è p � ïåðåìåííûå Ôóðüå è Ëàïëàñà, àM(k; p) � ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð, ïðåäñòàâëÿ�þùèé ñîáîé ñóììó íåïðèâîäèìûõ ñêåëåòíûõ äèà�ãðàìì [16℄:
+ : : :++++M(k; p) = (15)Çäåñü ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò �óíê�öèè G, êðåñòû � îïåðàòîðó âîçìóùåíèÿT̂ = �v0i(r) ��xi + ��xiD0(r) ��xi ; (16)à øòðèõîâûå ëèíèè îáúåäèíÿþò êðåñòû, îòíîñÿùèå�ñÿ ê îäíîìó èç êóìóëÿíòîâ, ðàçëîæåíèå ïî êîòîðûìñîñòàâëÿåò ñóòü ïðîöåäóðû óñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþðåàëèçàöèé. Ïîìèìî �ëóêòóàöèè ñêîðîñòè è êîý���èöèåíòà äè��óçèè, êàæäûé êðåñò, ñîãëàñíî îïðå�äåëåíèþ (16), ñîäåðæèò ãðàäèåíòû. Â ïðåäñòàâëå�íèè Ôóðüå îíè ñâîäÿòñÿ ê âîëíîâûì âåêòîðàì, ïðè�÷åì äëÿ ñëàãàåìîãî ñ D0 ïîëó÷àåòñÿ ïðîèçâåäåíèåâîëíîâûõ âåêòîðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê äâóì G-ëèíèÿì(îäèí ê ïðàâîé îòíîñèòåëüíî êðåñòà, äðóãîé ê ëå�âîé), à äëÿ ÷ëåíà ñ v0, â ñîîòâåòñòâèè ñ (3), âîçíèêàåòòîëüêî îäèí âîëíîâîé âåêòîð ëþáîé èç ýòèõ ëèíèé.Êàæäîé èñõîäÿùåé èç êðåñòà øòðèõîâîé ëèíèè îò�âå÷àåò ñâîé âîëíîâîé âåêòîð, ïî êîòîðîìó ïðîèñõî�äèò èíòåãðèðîâàíèå. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðàâåíñòâà

(14) â äèàãðàììíîå ðàçëîæåíèå (15) ïîñëåäíåå ïðå�âðàùàåòñÿ â èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèèM(k; p).Ñëåäóþùèå ðàçäåëû ïîñâÿùåíû àíàëèçó åãî ðå�øåíèÿ.3. ÏÅ�ÅÍÎÑ Ï�È ÍÓËÅÂÎÉ Ñ�ÅÄÍÅÉÑÊÎ�ÎÑÒÈ ÀÄÂÅÊÖÈÈÏðîàíàëèçèðóåì ñíà÷àëà ðîëü �ëóêòóàöèé êîý���èöèåíòà äè��óçèè. �àññóæäåíèÿ ïðîâåäåì íà ïðè�ìåðå ïåðâîé äèàãðàììû äëÿ ïîëÿðèçàöèîííîãî îïå�ðàòîðà â (15). Â ñîîòâåòñòâèè ñ (16) îíà ðàçáèâàåòñÿíà äâà ñëàãàåìûõ:M2 =M (A)2 +M (D)2 :Ïåðâîå îáóñëîâëåíî âêëàäîì �ëóêòóàöèé ñêîðîñòèàäâåêöèè, âòîðîå � êîý��èöèåíòà äè��óçèè. Ñ òî÷�íîñòüþ äî ïîñòîÿííûõ ìíîæèòåëåé îíè îïðåäåëÿþò�ñÿ âûðàæåíèÿìèM (A)2 � k2 Z dq jk� qj2h�3p+Dq2 �M(q; p) ; (17)M (D)2 � k2 Z dq q2jk� qj2g�3p+Dq2 �M(q; p) : (18)Çäåñü íà ìåñòå ïàðíûõ êîððåëÿòîðîâ (ñêîðîñòè èêîý��èöèåíòà äè��óçèè) ñòîÿò ñîîòâåòñòâóþùèåèì àñèìïòîòèêè íà ìàëûõ âîëíîâûõ âåêòîðàõ. Âå�ëè÷èíà g â (18) åñòü ìàñøòàáíàÿ ðàçìåðíîñòü êî�ý��èöèåíòà äè��óçèè, è ïîòîìó g > 0. Â ïðåäïî�ëîæåíèè, ÷òî â îáëàñòè ìàëûõ âîëíîâûõ âåêòîðîâM(q; p) � q2, èíòåãðàë â (18) íà ìàëûõ çíà÷åíèÿõ qñõîäèòñÿ äàæå ïðè k = 0, p = 0. Êàæóùàÿñÿ ðàñ�õîäèìîñòü èíòåãðàëà íà áîëüøèõ âîëíîâûõ âåêòî�ðàõ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ïðè ýòîì ñòàíîâèòñÿ íåâåð�íîé èñïîëüçîâàííàÿ â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèèäëèííîâîëíîâàÿ àñèìïòîòèêà äëÿ ïàðíîãî êîððåëÿ�òîðà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â èíòåðåñóþùåé íàñ îáëà�ñòè ìàëûõ k (k � a�1) èíòåãðàë ñ òî÷íîñòüþ äîìàëûõ ïîïðàâîê ðàâåí êîíñòàíòå, è èç (18) ñëåäó�åò, ÷òî M (D)2 (k; p) � k2. Â âûðàæåíèè äëÿ �óíêöèè�ðèíà (14) ñëàãàåìîå M (D)2 (k; p) � k2 îáúåäèíÿåò�ñÿ ñ ÷ëåíîì Dk2, ïðèâîäÿ ê ïåðåíîðìèðîâêå ñðåäíå�ãî çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòà äè��óçèè. Ýòîò âûâîäñîõðàíÿåò ñâîþ ñèëó è ñ ó÷åòîì âñåõ äèàãðàìì áî�ëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì â äèà�ãðàììíîì ðàçëîæåíèè ïîëÿðèçàöèîííîãî îïåðàòîðàìû áóäåì ó÷èòûâàòü ëèøü âêëàä �ëóêòóàöèé ñêîðî�ñòè àäâåêöèè (ò. å. òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå â (16)).1084



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004 �åæèìû àíîìàëüíîãî ïåðåíîñà : : :Àíàëîãè÷íî èç (17) ìû ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ,÷òî ïðè h > 1 â îáëàñòè ìàëûõ âîëíîâûõ âåêòî�ðîâ èìååò ìåñòî çàâèñèìîñòü M (A)2 (k; p) � k2, ïîä�òâåðæäàþùàÿñÿ âî âñåõ äèàãðàììàõ áîëåå âûñîêîãîïîðÿäêà, è ÷òî, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñòîõà�ñòè÷åñêàÿ àäâåêöèÿ òàêæå ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîéäè��óçèè.Òàêèì îáðàçîì, êàê �ëóêòóàöèè êîý��èöèåíòàäè��óçèè ëþáîé ðàçìåðíîñòè, òàê è �ëóêòóàöèèñêîðîñòè ñ ìàñøòàáíîé ðàçìåðíîñòüþ h > 1 íå ÿâëÿ�þòñÿ ðåëåâàíòíûìè ïî îòíîøåíèþ ê âûõîäó ñèñòå�ìû èç ðåæèìà êëàññè÷åñêîé äè��óçèè. Ïðè h � 1ñèòóàöèÿ ðàäèêàëüíî ìåíÿåòñÿ.Äàëåå ìû îòäåëüíî ïðîàíàëèçèðóåì ñëó÷àè h < 1è h = 1.3.1. Ìàñøòàáíàÿ ðàçìåðíîñòü �ëóêòóàöèéñêîðîñòè h < 1Åñëè â ýòîì ñëó÷àå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè p! 0â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè (17) M(q; p) � q2,òî â ïðåäåëå k; p ! 0 èíòåãðàë ðàçîéäåòñÿ íà ìà�ëûõ âîëíîâûõ âåêòîðàõ. Ïîñêîëüêó íà áîëüøèõ âîë�íîâûõ âåêòîðàõ îí ñõîäèòñÿ, èñïîëüçîâàíèå äëèííî�âîëíîâîé àñèìïòîòèêè êîððåëÿòîðà ñêîðîñòåé ïðà�âîìåðíî, è óêàçàííàÿ ðàñõîäèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òîâ îáëàñòè k, p ! 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîM(k; p)� Dk2, òàê ÷òî â ïðîöåññå äàëüíåéøåãî àíà�ëèçà �óíêöèþ �ðèíà ïðè u = 0 (ñì. (14)) ìîæíîïîëîæèòü ðàâíîéGfk; pg = 1p�M(k; p) : (19)Äèàãðàììíîå ðàçëîæåíèå ïîëÿðèçàöèîííîãî îïå�ðàòîðà (15) ïðîèñõîäèò ïî êîððåëÿöèîííûì �óíêöè�ÿì, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì ìàñøòàáíîé èíâà�ðèàíòíîñòè (9). Åñòåñòâåííî ïîýòîìó ïðåäïîëîæèòü(è çàòåì äîêàçàòü), ÷òî è ñàì ïîëÿðèçàöèîííûé îïå�ðàòîð, à ñ íèì è �óíêöèÿ �ðèíà, îáëàäàþò ýòèìñâîéñòâîì. Èç âûðàæåíèÿ (19) ñëåäóåò, ÷òî ìàñøòàá�íûå èíäåêñû ïîëÿðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà è ïåðå�ìåííîé Ëàïëàñà p ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó ìàñøòàáíûåñîîòíîøåíèÿ äëÿ �óíêöèé M(k; p) è Gfk; pg äîëæ�íû èìåòü âèäM ��k; ��p� = ��M(k; p); (20)G ��k; ��p� = ���G(k; p): (21)Çäåñü � � ìàñøòàáíûé èíäåêñ, ïîäëåæàùèé îïðå�äåëåíèþ.Çàéìåìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì (20), (21). Èñõîäÿ èçäèàãðàììíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (15), çàïèøåì M(k; p)

â âèäå ñóììû, n-å ñëàãàåìîå êîòîðîé åñòü âêëàä âñåõäèàãðàìì ñ n êðåñòàìè:M(k; p) = k2L(k; p) = k2 1Xn=2Ln(k; p): (22)Ìíîæèòåëü k2 ñîîòâåòñòâóåò ãðàäèåíòàì äâóõ êðàé�íèõ êðåñòîâ (ïðàâîãî è ëåâîãî). Ìàñøòàáíûé èí�äåêñ n-ãî ñëàãàåìîãî â (22), �n, ñêëàäûâàåòñÿ èç èí�äåêñîâ ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåé äèàãðàììû. Ýòîn-òî÷å÷íàÿ ãðóïïà êîððåëÿòîðîâ ñêîðîñòè � èíäåêñn(h � 3), n ãðàäèåíòîâ � èíäåêñ n, n � 1 �óíêöèé�ðèíà � èíäåêñ � (n � 1)� è, íàêîíåö, 3n-ìåðíûéäè��åðåíöèàë âîëíîâûõ âåêòîðîâ � èíäåêñ 3n (ïî�ñêîëüêó âíóòðåííèå âîëíîâûå âåêòîðû, ïî êîòîðûìïðîèñõîäèò èíòåãðèðîâàíèå, âõîäÿò â ïîäûíòåãðàëü�íûå âûðàæåíèÿ àääèòèâíî ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k,èõ èíäåêñû ñîâïàäàþò ñ èíäåêñîì k). Ïðèðàâíèâàÿñóììó âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ èíäåêñîâ èíäåêñó � îïå�ðàòîðà M , ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþnh+ n+ (n� 1)� = �; (23)èç êîòîðîãî ñðàçó ñëåäóåò íå çàâèñÿùåå îò ïîðÿäêàäèàãðàììû çíà÷åíèå ìàñøòàáíîãî èíäåêñà ïîëÿðè�çàöèîííîãî îïåðàòîðà:� = 1+ h: (24)Ïîñêîëüêó, òàêèì îáðàçîì, (20) âûïîëíÿåòñÿ äëÿâñåõ ñëàãàåìûõ (22) ñ îäíèì è òåì æå � = 1+h, îíîâûïîëíÿåòñÿ è äëÿ âñåãî ðÿäà â öåëîì. Äîêàçàííîåñîîòíîøåíèå (20) ñ ó÷åòîì (24) äàåò îñíîâàíèå ïðåä�ñòàâèòü ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð â âèäåM(k; p) = V ahk1+h'(�); (25)ãäå '(�) � áåçðàçìåðíàÿ �óíêöèÿ áåçðàçìåðíîé àâ�òîìîäåëüíîé ïåðåìåííîé� = pV ahk1+h : (26)Ìíîæèòåëü V ah â (25) è (26) ïîëó÷åí ñ ó÷åòîì (5).Ïðîàíàëèçèðóåì ïîâåäåíèå �óíêöèè '(�) ïðèáîëüøèõ è ìàëûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà. Ëåãêî âè�äåòü, ÷òî ïðè � ! 0 âåëè÷èíà '(�) äîëæíà ñòðå�ìèòüñÿ ê êîíå÷íîìó íå ðàâíîìó íóëþ ïðåäåëó.Â ñàìîì äåëå, åñëè áû èìåëî ìåñòî ñîîòíîøåíèålim�!0'(�) = 1, òî ñîãëàñíî (25), (26) è (19) âûïîë�íÿëèñü áû ðàâåíñòâà M(k; 0) = 1 è Gfk; 0g = 0.Íî òîãäà èç äèàãðàììíîãî ðàçëîæåíèÿ (15) ïîëó�÷èëîñü áû ðàâåíñòâî M(k; 0) = 0, êîòîðîå ïðîòè�âîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ lim�!0'(�) = 1. Àíàëîãè÷�íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî lim�!0'(�) 6= 0. Òàêèì îáðàçîì,lim�!0'(�) = A � 1, è ìû èìååì1085



È. Ë. Äðàíèêîâ, Ï. Ñ. Êîíäðàòåíêî, Ë. Â. Ìàòâååâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004M(k; 0) = AV ahk1+h: (27)Ñðàâíèâàÿ ýòó �îðìóëó ñ (22), ïîëó÷àåì Ln(k; 0) // k�(1�h). Âûòåêàþùàÿ îòñþäà ðàñõîäèìîñòü èíòå�ãðàëîâ Ln(k; p) ïðè p = 0, k ! 0 îçíà÷àåò, ÷òî ïðèíåíóëåâûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ k è p îíè ñõîäÿò�ñÿ íà ìàëûõ âîëíîâûõ âåêòîðàõ (qi � a�1), ò. å.ïðèìåíåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîìó ïðåäåëó àñèì�ïòîòèê ñêîðîñòíûõ êîððåëÿòîðîâ ïðàâîìåðíî. Ïîëó�÷åííàÿ äëÿ � = 0 �îðìóëà (27) ìîæåò áûòü îáîáùå�íà è íà ñëó÷àé íåíóëåâûõ p ïðè ñîõðàíåíèè íåðà�âåíñòâà � � 1. Ñëåäóþùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ïî �áóäåò òîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî êîý��èöèåíòà ðàâåí pïðè h < 1=2 (è íå ïîâëèÿåò íà âèä çíàìåíàòåëÿ(19)), à ïðè h > 1=2 îí îêàæåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûìk2h�1p(2�h)=(1+h), ïðåâîñõîäÿ p â (19) ïî ïîðÿäêó âå�ëè÷èíû. (Íàïîìíèì, ÷òî p ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîé ïðî�èçâîäíîé ïî âðåìåíè â äðîáíî-äè��óçèîííîì ïîäõî�äå.)Â îáðàòíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, � � 1 (k1+h ñòðå�ìèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå, ÷åì p), â ïåðâîì ïðèáëèæå�íèè ïî k ìîæíî â ñîîòâåòñòâèè ñ (22) ïîëîæèòüM(k; p) � k2L(0; p); (28)ïðè÷åì ìàñøòàáíîå ñîîòíîøåíèå (20) ñ ó÷åòîì (24)ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü âèä �óíêöèè L(0; p):L(0; p) / p�(1�h)=(1+h): (29)Â ýòîì ñëó÷àå â îáëàñòè p � V ahk1+h àñèìï-òîòèêà ïîëÿðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà èìååò âèäM / k2p�(1�h)=(1+h) (ÿñíî, îäíàêî, ÷òî çäåñü ïðèp! 0 íåò ñèíãóëÿðíîñòè M). Îòñþäà ñ ó÷åòîì (25)è (26) ïîëó÷àåì ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ '(�):'(�) � ��(1�h)=(1+h) ïðè � � 1: (30)Â èíòåãðàëàõ äëÿ Ln(k; p) ïðè p 6= 0 òî÷êà k = 0íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé, ïîýòîìó ïðè k! 0 èìååò ìåñòîàíàëèòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïî öåëûì ñòåïåíÿì k2, èâ ñîîòâåòñòâèè ñ (20) è (24) äëÿ �óíêöèèf(�) � '(�)� � M(k; p)p (31)ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèåf(�) = 1Xn=1 bn��2n=(1+h); � � 1; (32)ãäå bn � áåçðàçìåðíûå êîý��èöèåíòû. Ïîä÷åðêíåì,÷òî ðàâåíñòâî (32) ñîîòâåòñòâóåò àíàëèòè÷åñêîìóðàçëîæåíèþ �óíêöèè M(k; p) ïî âåêòîðó k â îáëà�ñòè, ãäå � � 1 (ñì. (26)). Ñîïîñòàâëÿÿ ýòîò �àêò ñ

âûðàæåíèåì (27) äëÿM(k; p) ïðè áîëüøèõ k, ïðèõî�äèì ê âûâîäó, ÷òî M(k; p) ïî îòíîøåíèþ ê k èìååòòî÷êó âåòâëåíèÿ ïðèk � � pV ah�1=(1+h)(ñîîòâåòñòâåííî, f(�) èìååò òî÷êó âåòâëåíèÿ ïðèj�j � 1), à âèä ïðîïàãàòîðà (19) ïðèíöèïèàëü�íî ðàçëè÷åí â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæ�äó p è k1+h äàæå â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà Ôó�ðüå�Ëàïëàñà, ãäå îáå âåëè÷èíû ìàëû (ýòî ïîâåäåíèåàíàëîãè÷íî ïîâåäåíèþ âåðøèííûõ ÷àñòåé â òåîðèè�åðìè-æèäêîñòè Ëàíäàó [20℄). Òàêàÿ íåóíèâåðñàëü�íîñòü âèäà âïîëíå ìàñøòàáíî èíâàðèàíòíîãî ïðîïà�ãàòîðà íåñâîéñòâåííà ìîäåëÿì ñ îáû÷íûìè óðàâíå�íèÿìè äðîáíîé äè��óçèè [2; 3℄, íî âîçìîæíà â îáîá�ùåíèÿõ, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ ñîâìåñòíûå ïðîñòðàí�ñòâåííî-âðåìåííûå äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíûå îïå�ðàòîðû (êàê â [9; 11℄).Â íàøåì ñëó÷àå íåòðóäíî ïîäîáðàòü òàêèåèíòåðïîëÿöèîííûå îïåðàòîðû, êîòîðûå ñîîòâåò�ñòâîâàëè áû âñåì îïèñàííûì àñèìïòîòè÷åñêèìñâîéñòâàì ïðîïàãàòîðà. Ïðè h < 1=2 ýòî, íàïðè�ìåð, �t � D(1+h)=2, à ïðè h > 1=2 � íàïðèìåð,�(2�h)=(1+h)t Dh�1=2 � D(1+h)=2, ãäå �t � äè��åðåí�öèðîâàíèå ïî âðåìåíè, D � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ�2=(1+h)t è ëàïëàñèàíà ñ êîý��èöèåíòîì ðàçìåðíî�ñòè (V ah)2=(1+h).Ïðîàíàëèçèðóåì ïîâåäåíèå �óíêöèè �ðèíà â êî�îðäèíàòíî-âðåìåííîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïðèìåíÿÿ ê(19) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå�Ëàïëàñà, íàõî�äèì G(r; t) = Z d3k(2�)3 eik�rI �V ahk1+ht� ; (33)ãäå �óíêöèÿ I(s) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîìI(s) = 12�i �0+i1Z�0�i1 d�� eis�1 + f(�) ; �0 > 0: (34)Èç �îðìóë (33), (34) ñëåäóåò îáùèé âèä �óíêöèè�ðèíà: G(r; t) = (V aht)�3=(1+h)�� r1+hV aht� ; (35)ãäå �(x) � �óíêöèÿ ñ õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîì àð�ãóìåíòà åäèíèöà, ïðè÷åì �(0) � 1. Ýòî çíà÷èò, â÷àñòíîñòè, ÷òî ðàçìåð îáëàñòè ëîêàëèçàöèè ÷àñòèöíà áîëüøèõ âðåìåíàõ èìååò ïîðÿäîêR � (V aht)1=(1+h): (36)1086



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004 �åæèìû àíîìàëüíîãî ïåðåíîñà : : :Â îáëàñòè ìàëûõ ðàññòîÿíèé îò íà÷àëà êîîðäèíàò,óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó r � (V aht)1=(1+h),ýêñïîíåíòîé â (33) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è ìû ïîëó�÷àåì îöåíêó G(r; t) � (V aht)�3=(1+h); (37)êîòîðàÿ âûòåêàåò è èç (36), åñëè ó÷åñòü ñâîéñòâî ñî�õðàíåíèÿ ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö. Ôîðìóëà (37) îïðå�äåëÿåò óáûâàíèå êîíöåíòðàöèè â �èêñèðîâàííîéòî÷êå ïðîñòðàíñòâà íà áîëüøèõ âðåìåíàõ.Çàéìåìñÿ âûÿñíåíèåì àñèìïòîòèêè �óíêöèè�ðèíà â äàëåêîé ïî ñðàâíåíèþ ñ R îáëàñòè ïðîñòðàí�ñòâà, ò. å. ïðè r � (V aht)1=(1+h). Çäåñü âîçìîæíîñòü(èëè íåâîçìîæíîñòü) ñòåïåííîãî óáûâàíèÿ G(r; t)îïðåäåëÿåòñÿ, ñîãëàñíî (33), ïîâåäåíèåì �óíêöèèI(s) ïðè s� 1. Ïîäñòàíîâêà ðàçëîæåíèÿ (32) â (34)ïðèâîäèò ê òàêîìó âèäó I(s):I(s) = 1Xn=0 dns2n=(1+h) �� 1Xn=0 dn h(V aht)2=(1+h)k2in : (38)Ïîäñòàâëÿÿ ýòó �îðìóëó â (33), ïîëó÷àåì âûðàæå�íèå äëÿ �óíêöèè G â âèäå ñóììû, ïåðâûé ÷ëåí êî�òîðîé ðàâåí Æ(r), à n-ûé ÷ëåí ïðîïîðöèîíàëåí ðå�çóëüòàòó n-êðàòíîãî äåéñòâèÿ ëàïëàñèàíà íà Æ(r).Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè r 6= 0 êàæäûé ÷ëåí ýòîé ñóì�ìû ðàâåí íóëþ. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òîòî÷êà r1+h=V aht = 1 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîéäëÿ �óíêöèè �(x) è ÷òî ðàçëîæåíèå �óíêöèè �ðèíàïî îáðàòíûì ñòåïåíÿì êîìáèíàöèè r1+h=V aht îòñóò�ñòâóåò.Àñèìïòîòèêó G-�óíêöèè ïðè r � (V aht)1=(1+h)ìîæíî ïîëó÷èòü ñäâèãîì êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿâ (33) ïî k (ïîñëå âûïîëíåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïîóãëîâûì ïåðåìåííûì) ñ äåéñòâèòåëüíîé îñè â âåðõ�íþþ ïîëóïëîñêîñòü. Ýòî â èíòåðåñóþùåì íàñ ïðåäå�ëå äàåò G(r; t) / exp(iksr); (39)ãäå ks � áëèæàéøàÿ ê äåéñòâèòåëüíîé îñè îñîáàÿòî÷êà �óíêöèè I(V ahk1+ht) ïî ïåðåìåííîé k â âåðõ�íåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïî ñàìîìó ñâîåìó îïðåäåëåíèþ(11)�(13) �óíêöèÿ G íå ìîæåò áûòü çíàêîïåðåìåí�íîé (îíà, êàê è êîíöåíòðàöèÿ, äîëæíà áûòü ïîëî�æèòåëüíîé), ïîýòîìó ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû â (39)ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé âåëè÷èíîé. Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî ks ëåæèò íà ìíèìîé îñè, ïðè÷åì â ñîîòâåòñòâèèñ ðàçëîæåíèåì (38) èìååì Im ks � (V aht)�1=(1+h).Â èòîãå àñèìïòîòèêà �óíêöèè �ðèíà ïðè áîëüøèõçíà÷åíèÿõ ïðîñòðàíñòâåííîãî àðãóìåíòà èìååò âèä

G(r; t) / exp �� Br(V aht)1=(1+h) � ; B � 1: (40)Âìåñòå ñ íîðìèðîâêîé (V aht)�3=(1+h) èç (35) ýòà�îðìóëà îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå êîíöåíòðàöèè íàáîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, r � (V aht)1=(1+h): êàê ååíàðàñòàíèå â �èêñèðîâàííîé äàëåêîé òî÷êå, òàêè ìãíîâåííûé ïðî�èëü. Òàêèì îáðàçîì, â ìîäåëèñòîõàñòè÷åñêîé àäâåêöèè, íåñìîòðÿ íà ìåäëåííîå(h < 1) ñòåïåííîå óáûâàíèå êîððåëÿòîðîâ, ¾òÿæå�ëûå¿ ñòåïåííûå õâîñòû ïðîñòðàíñòâåííîé �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ îòñóòñòâóþò.3.2. Ìàñøòàáíàÿ ðàçìåðíîñòü �ëóêòóàöèéñêîðîñòè h = 1Ïîäñòàíîâêà M(q; p) � q2 â èíòåãðàë (17) ïðèh = 1 ïðèâîäèò ê åãî ëîãàðè�ìè÷åñêîé ðàñõîäèìî�ñòè: M (A)2 � V ak2 ln�, ãäå� = �maxnpaV ; (ka)2o��1 : (41)Ýòî äàåò îñíîâàíèå â ëîãàðè�ìè÷åñêîì ïðèáëèæå�íèè èñêàòü ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð â âèäåM(k; p) � V ak2 ln� � (42)ñ ïîêàçàòåëåì � > 0. Â ïðîèçâîëüíîé äèàãðàììå ïî�ðÿäêà n > 2 îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âîëíîâûì âåêòî�ðàì òîæå âîçíèêàåò ëîãàðè�ì, íî òàêàÿ äèàãðàììàïî ñðàâíåíèþ ñ äèàãðàììîé âòîðîãî ïîðÿäêà ñîäåð�æèò äîïîëíèòåëüíî ïðîèçâåäåíèå n� 2 �óíêöèé G,êîòîðîå â ñîîòâåòñòâèè ñ (42) è (19) äàåò ìàëûé ìíî�æèòåëü ln��(n�2) �. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè âû�÷èñëåíèè ïîëÿðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà ìîæíî îãðà�íè÷èòüñÿ ñêåëåòíîé äèàãðàììîé ñ äâóìÿ êðåñòàìè è(17) ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèåM(k; p) � k2V 2a2 Z dq jk� qj�1p�M(q; p) : (43)Ïîäñòàíîâêà ñþäà (42) äàåò � = 1 � �, îòêóäà� = 1=2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàñøòàáíîé ðàçìåð�íîñòè ñêîðîñòè, ðàâíîé åäèíèöå (h = 1), �óíêöèÿ�ðèíà èìååò âèäGfk; pg = 1p+Defk2 ln1=2 � ; (44)ãäå àðãóìåíò ëîãàðè�ìà � îïðåäåëåí �îðìóëîé(41), à Def � V a. Ïîñòóïàÿ, êàê ïðè âûâîäå (36),íàõîäèì, ÷òî îáëàñòü ëîêàëèçàöèè ÷àñòèö íà áîëü�øèõ âðåìåíàõ èìååò ðàçìåðR � (V at)1=2 ln1=4 �V ta � (45)1087



È. Ë. Äðàíèêîâ, Ï. Ñ. Êîíäðàòåíêî, Ë. Â. Ìàòâååâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004è, êàê è ïðè h < 1, äåëàåì âûâîä îá îòñóòñòâèèñòåïåííûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ â ðàñïðåäåëåíèè êîí�öåíòðàöèè íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ.4. ÏÅ�ÅÍÎÑ Ï�ÈÌÅÑÈ Â Ñ�ÅÄÅ ÑÍÅÍÓËÅÂÎÉ Ñ�ÅÄÍÅÉ ÑÊÎ�ÎÑÒÜÞÀÄÂÅÊÖÈÈ (u 6= 0)Ïåðåíîñ çà ñ÷åò ñðåäíåé ñêîðîñòè àäâåêöèè ñàìïî ñåáå çíà÷èòåëüíî áîëåå ý��åêòèâåí, ÷åì áëà�ãîäàðÿ �ëóêòóàöèÿì ñêîðîñòè. Ïîýòîìó ðåàëüíûéñìûñë èìååò ïîñòàíîâêà çàäà÷è (èìåííî ýòîò ñëó÷àéìû è ðàññìîòðèì), â êîòîðîé ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü çíà�÷èòåëüíî ìåíüøå �ëóêòóàöèîííîé:u� V: (46)Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþp0 = p+ ik � u: (47)Åå èñïîëüçîâàíèå âìåñòî p ñîîòâåòñòâóåò ïåðå�õîäó â êîîðäèíàòíî-âðåìåííîì ïðåäñòàâëåíèè âäâèæóùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ u ñèñòåìó êîîðäèíàò:r ! r0 � r � ut. Ôóíêöèÿ �ðèíà (14) âûðàæàåòñÿ÷åðåç p0 ñëåäóþùèì îáðàçîì:~Gfk; p0g = 1p0 � ~M(k; p0) : (48)Â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷èå îò íóëÿ ñðåäíåé ñêîðîñòèàäâåêöèè ïðèâîäèò ê ïîòåðå ñâîéñòâà ìàñøòàáíîéèíâàðèàíòíîñòè (20), (21). Çàäà÷à, îäíàêî, ïîääàåò�ñÿ àíàëèçó â äâóõ âàæíûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ.Ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ k è p0, ÷òîmaxnjp0j; j ~M(k; p0)jo� uk; (49)ñëàãàåìûìè òèïà �iq � u â çíàìåíàòåëÿõ �óíêöèé�ðèíà, èìåþùèõ âèä~Gfk� q; p0g = hp0 � iq � u� ~M(k; p0)i�1 ;ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òîãäà ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëü�òàòû îñòàþòñÿ â ñèëå è äëÿ u 6= 0 íåçàâèñèìî îòìàñøòàáíîé ðàçìåðíîñòè h. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå(27) â êà÷åñòâå îöåíêè ~M(k; p0), âìåñòî (49) ìîæíîçàïèñàòü max�k; jp0ju �� k�; (50)ãäå k� � 1a � uV �1=h : (51)

Ñ�îðìóëèðîâàííûé ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî ðàñ�ïëûâàíèå îáëàêà ÷àñòèö íà âðåìåíàõ t � t� �� (uk�)�1 ïðîèñõîäèò ïî òåì æå çàêîíàì, ÷òî èâ îòñóòñòâèå ñðåäíåé ñêîðîñòè àäâåêöèè. Ïðè ýòîìðàçìåð îáëàñòè ðàñïëûâàíèÿ ïðåâîñõîäèò ðàññòîÿ�íèå ïåðåíîñà îáëàêà ñðåäíèì òå÷åíèåì (R� ut).�àññìîòðèì ïîâåäåíèå ïîëÿðèçàöèîííîãî îïåðà�òîðà â äðóãîé îáëàñòè ïåðåìåííûõ, maxfk; jp0j=ug �� k�. Îíî ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷àåòñÿ äëÿ ìàñøòàá�íûõ ðàçìåðíîñòåé h > 1=2, h < 1=2 è h = 1=2. Ïðî�àíàëèçèðóåì êàæäûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ îòäåëüíî.1. Ñëó÷àé maxfk; jp0j=ug � k�, h > 1=2.Çäåñü ãëàâíûé âêëàä â èíòåãðàëû, ñîîòâåòñòâó�þùèå âûðàæåíèÿì äëÿ ~M(k; p0), äàåò îáëàñòü èí�òåãðèðîâàíèÿ jqij > k�. Ïîýòîìó âåëè÷èíà ~L(k; p0),àíàëîãè÷íàÿ L(k; p) èç (22), íå çàâèñèò îò ïåðåìåí�íûõ k, p0 è èìååò ïîðÿäîê ~L � V ahkh�1� � u2t�.Ñîîòâåòñòâåííî, ~M � u2t�k2: (52)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè h > 1=2 íà âðåìåíàõ t� t�àäâåêöèîííûé ïåðåíîñ ïðîèñõîäèò ïî çàêîíàì êëàñ�ñè÷åñêîé äè��óçèè.2. Ñëó÷àé maxfk; jp0j=ug � k�, h < 1=2.Â ýòèõ óñëîâèÿõ, êàê ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ íàïðèìåðå äèàãðàììû ñ äâóìÿ êðåñòàìè, èíòåãðàëûïî âîëíîâûì âåêòîðàì ñõîäÿòñÿ ïðè jqij � k, è ïî�ýòîìó �óíêöèè �ðèíà òèïà~Gfk� q; p0g = hp0 � iq � u� ~M(k� q; p0)i�1ìîãóò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíû êàê~Gfk� q; p0g � hp0 � iq � u� ~M(k; p0)i�1 : (53)Ïî òîé æå ïðè÷èíå ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íóþçàìåíó è â ìíîæèòåëÿõ òèïà k�q, âîçíèêàþùèõ îòãðàäèåíòîâ â êðåñòàõ (16):k� q! k: (54)Â ðåçóëüòàòå ñâîéñòâî ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè,âûðàæàåìîå ñîîòíîøåíèÿìè (20) è (21), âîññòàíàâ�ëèâàåòñÿ, íî, åñòåñòâåííî, ñ äðóãèì ìàñøòàáíûì èí�äåêñîì �. Ïðè âû÷èñëåíèè � ñëåäóåò ó÷åñòü îä�íî îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ u = 0. Òåïåðü èç-çà (53) è(54) âîëíîâûì âåêòîðàì q, ïî êîòîðûì ïðîèñõîäèòèíòåãðèðîâàíèå, ñëåäóåò ïðèïèñàòü ìàñøòàáíûé èí�äåêñ �. Ìàñøòàáíûé èíäåêñ äèàãðàììû n-ãî ïîðÿä�êà äëÿ ~M(k; p0) ñêëàäûâàåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, èç n�èíäåêñà n ìíîæèòåëåé k îò ãðàäèåíòîâ â êðåñòàõ,n(h � 3)� � èíäåêñà n-òî÷å÷íîé ãðóïïû êîððåëÿ�òîðîâ ñêîðîñòè, �(n� 1)� � èíäåêñà ïðîèçâåäåíèÿ1088



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004 �åæèìû àíîìàëüíîãî ïåðåíîñà : : :n�1 �óíêöèé �ðèíà è 3n� � èíäåêñà ïðîèçâåäåíèÿäè��åðåíöèàëîâ. Èòàê, ìû èìååì óðàâíåíèån+ nh�� (n� 1)� = �; (55)îòêóäà � = 11� h : (56)Ñîîòíîøåíèÿ (20) è (56) ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòüïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð â �îðìå, àíàëîãè÷�íîé (25): ~M � 1t� (ut�k)1=(1�h) (�); (57)ãäå  (�) � áåçðàçìåðíàÿ �óíêöèÿ áåçðàçìåðíîé àâ�òîìîäåëüíîé ïåðåìåííîé� = p0t�(ut�k)�1=(1�h): (58)Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïðè � � 1, êîãäà ~M � p0, âçíàìåíàòåëÿõ, êàê â (53), ñëåäóåò ïðåíåáðå÷ü ñëàãà�åìûì p0. Ôóíêöèÿ ~M(k; p0) îêàçûâàåòñÿ ïîýòîìó íåçàâèñÿùåé îò p0, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåííîãî ìíî�æèòåëÿ ïîðÿäêà åäèíèöû ïîçâîëÿåò, îñíîâûâàÿñü íà(57), (58), îïðåäåëèòü åå îäíîçíà÷íî:~M � t�1� (ut�k)1=(1�h): (59)Â îáðàòíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïðè � � 1, êîãäà~M � p0, â ãëàâíîì ïîðÿäêå âêëàä ïîëÿðèçàöèîííîãîîïåðàòîðà äàåòñÿ äèàãðàììîé ñ äâóìÿ êðåñòàìè, ãäå�óíêöèþ �ðèíà ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü âûðàæå�íèåì G(k� q; p0) � (p0 � iq � u)�1. Âû÷èñëåíèå ýòîéäèàãðàììû äàåò ~M � k2u2p0 (p0t�)2h: (60)Ôîðìóëû (57)�(60) äëÿ u 6= 0 ïî ñòðóêòóðå àíà�ëîãè÷íû �îðìóëàì (25)�(29) äëÿ u = 0. Ïîñòóïàÿ,êàê ïðè âûâîäå âûðàæåíèé (35), (36) è (40), ìû ïðè�ìåíÿåì ê (48) ñ ó÷åòîì (47) è (57), (58) îáðàòíîåïðåîáðàçîâàíèåÔóðüå�Ëàïëàñà è ïîëó÷àåì, ÷òî ïðèh < 1=2 íà âðåìåíàõ t � t� �óíêöèÿ �ðèíà èìååòâèäG(r; t) = 1(ut�)3 � t�t �3(1�h) ��	" t�t � r0ut��1=(1�h)# ; (61)ãäå 	(0) � 1 è õàðàêòåðíûé ìàñøòàá àðãóìåíòà�óíêöèè 	(x) èìååò ïîðÿäîê åäèíèöû. Îòñþäà ñëå�äóåò îöåíêà ðàçìåðà îáëàñòè ëîêàëèçàöèè ÷àñòèö íàóêàçàííûõ âðåìåíàõ:R � ut�� tt��1�h : (62)

Â ïðåäåëàõ ýòîé îáëàñòè (ò. å. ïðè r0 � ut�(t=t�)1�h)G(r; t) � " 1ut� � t�t �1�h#3 : (63)Ïðè àíàëèçå ïîâåäåíèÿ �óíêöèè �ðèíà íà áîëüøèõðàññòîÿíèÿõ ðàññóæäàåì, êàê â ñëó÷àå u = 0. Ó÷èòû�âàÿ, ÷òî áëèæàéøàÿ ê âåùåñòâåííîé îñè ïåðåìåííîék îñîáàÿ òî÷êà �óðüå-îáðàçà G-�óíêöèèks � i 1ut� � t�t �1�h ;íàõîäèì àñèìïòîòèêó �óíêöèè �ðèíà ïðè áîëü�øèõ r0:G(r; t) / exp"�C r0ut� � t�t �1�h# ; C � 1: (64)3. Ñëó÷àé maxfk; jp0j=ug � k�, h = 1=2.Ñèòóàöèÿ ñ u 6= 0, h = 1=2 àíàëîãè÷íà ñëó÷àþñ u = 0, h = 1, íî îòëè÷àåòñÿ îò íåãî íåçàâèñè�ìîñòüþ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ îò ~M(q; p0) âëîãàðè�ìè÷åñêîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ. Âèòîãå ~M � u2t�k2 ln �;� =  max( p0uk� ;� kk��2)!�1 (65)(äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà ïî-ïðåæíåìó äîñòà�òî÷íî ðåøàòü óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå ñ äâóõêðåñòî�âîé äèàãðàììîé). Êàê ïðè âûâîäå (45), ìû íàõîäèì,÷òî íà âðåìåíàõ t� t�R � �u2t�t ln� t�t ��1=2 : (66)5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÏåðå÷èñëèì è êðàòêî îáñóäèì îñíîâíûå ðåçóëü�òàòû.Â ðàáîòå íà îñíîâå äèàãðàììíîé òåõíèêè è ïðåä�ñòàâëåíèé î ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè áåç èñïîëü�çîâàíèÿ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé ïîëó÷åí ðÿäïðèíöèïèàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ ïðîöåñ�ñîâ ïåðåíîñà ïàññèâíîãî ñêàëÿðà â ñèëüíî íåóïîðÿ�äî÷åííûõ ñðåäàõ ñ äàëüíèìè êîððåëÿöèÿìè.Òèï çàêîíîìåðíîñòåé ñóùåñòâåííî çàâèñèò îòîïðåäåëÿåìîé ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíåé â êîððåëÿ�öèîííûõ �óíêöèÿõ ìàñøòàáíîé ðàçìåðíîñòè ïðî�ñòðàíñòâåííûõ �ëóêòóàöèé àäâåêöèîííîé ñêîðîñòè.Ôëóêòóàöèè ñêîðîñòè ñ ìàñøòàáíîé ðàçìåðíîñòüþ5 ÆÝÒÔ, âûï. 5 1089



È. Ë. Äðàíèêîâ, Ï. Ñ. Êîíäðàòåíêî, Ë. Â. Ìàòâååâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 5, 2004h > 1 òàê æå, êàê è �ëóêòóàöèè êîý��èöèåíòà äè���óçèè ëþáîé ðàçìåðíîñòè, íå ïðèâîäÿò ê âûõîäó èçðåæèìà êëàññè÷åñêîé äè��óçèè.Â ñðåäå ñ �ëóêòóàöèÿìè ñêîðîñòè ðàçìåðíîñòèh < 1 óñòàíàâëèâàåòñÿ ðåæèì ïåðåíîñà òèïà ñóïåð�äè��óçèè. Îäíà èç åãî õàðàêòåðèñòèê ñîñòîèò âòîì, ÷òî ïðè íóëåâîé ñðåäíåé âåëè÷èíå ñêîðîñòè àä�âåêöèè ðàñïëûâàíèå îáëàêà ÷àñòèö íà áîëüøèõ âðå�ìåíàõ ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó R / t1=(1+h) � áîëååáûñòðîìó, ÷åì â êëàññè÷åñêîé äè��óçèè. Ýòà çà�êîíîìåðíîñòü êà÷åñòâåííî ñîâïàäàåò ñ âûòåêàþùåéèç äðîáíî-äè��óçèîííîé ìîäåëè, â êîòîðîé óðàâ�íåíèå ïåðåíîñà ñîäåðæèò (â îòëè÷èå, ê ïðèìåðó,îò [21℄) ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè è ïðîèçâîä�íóþ (1 + h)-ãî ïîðÿäêà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîð�äèíàòàì. Îäíàêî íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ (r � R),ãäå ñîãëàñíî òàêîé ìîäåëè äðîáíîé äè��óçèè êîí�öåíòðàöèÿ óìåíüøàåòñÿ ïî ñòåïåííîìó çàêîíó (ñì.,íàïðèìåð, [2; 14℄), âûâîäû äâóõ ìîäåëåé ðåçêî ðàçëè�÷àþòñÿ. Â ýòîé îáëàñòè, ñîãëàñíî íàøåìó àíàëèçó,êîíöåíòðàöèÿ óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïîêàçàòå�ëåì �(r=R). Òî åñòü â ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîé àäâåê�öèè íåò ñòåïåííûõ õâîñòîâ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿäàæå ïðè íàëè÷èè äàëüíèõ (ñòåïåííûõ) êîððåëÿöèéñêîðîñòåé.Íà íàø âçãëÿä, ýòî ðàñõîæäåíèå íå ñëó÷àéíî. Ôè�çè÷åñêàÿ ïî ñâîåé ïðèðîäå ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîéàäâåêöèè ó÷èòûâàåò, ÷òî âûñîêèå ñêîðîñòè ðàñïðî�ñòðàíåíèÿ ÷àñòèö î÷åíü ðåäêè, è ýòî äåëàåò íåâîç�ìîæíûì ìåäëåííîå ñòåïåííîå óáûâàíèå êîíöåíòðà�öèè íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Êàê ñòàíäàðòíàÿ ìî�äåëü äðîáíîé äè��óçèè [2; 3℄, òàê è åå îáîáùåíèÿñ ïðîèçâîëüíûìè ïàðàìåòðàìè [11℄ (íå òàêîâà ìî�äåëü [9℄), áóäó÷è ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèìè, óêàçàí�íûé �èçè÷åñêèé ïðèíöèï èãíîðèðóþò, è îãðàíè÷å�íèé íà õàðàêòåð óáûâàíèÿ êîíöåíòðàöèè íà áîëü�øèõ ðàññòîÿíèÿõ â íèõ íåò. Ñ òî÷êè çðåíèÿ áëó�æäàíèé Ëåâè ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à ñîîòâåòñòâóåòíåêîòîðîìó êëàññó âåðîÿòíîñòåé ïåðåñêîêà ñ íåðàç�äåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, â êîòîðûõ ïðîñòðàí�ñòâåííî-âðåìåííàÿ ñâÿçü íå ìîæåò áûòü âûðàæåíàÆ-�óíêöèåé.�åçóëüòàòû ðàáîòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ñëó÷àþ îò�ëè÷íîé îò íóëÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè àäâåêöèè (u 6= 0),ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì. Íà ìàëûõ âðåìåíàõ t � t�,êîãäà àíîìàëüíî-äè��óçèîííîå ðàñïëûâàíèå äîìè�íèðóåò íàä äðåé�îâûì ñíîñîì (R � ut), ïðîöåññûïåðåíîñà èäóò òàê æå, êàê ïðè u = 0. Ïîëîæåíèå ìå�íÿåòñÿ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ (t � t�), êîãäà äðåé�ïðåîáëàäàåò (R� ut). Çäåñü â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòå�ìå êîîðäèíàò ïðîöåññû ïåðåíîñà èäóò ïî-ðàçíîìó âçàâèñèìîñòè îò çíàêà íåðàâåíñòâà ìåæäó h è 1=2.

Ïðè h > 1=2 ðàñïëûâàíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ÷àñòèö ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó êëàññè÷åñêîé äè��ó�çèè ñ ý��åêòèâíûì êîý��èöèåíòîì, çàâèñÿùèì îòu. Ïðè h < 1=2 ðàñïëûâàíèå èäåò â ðåæèìå ñóïåð�äè��óçèè ñ R / t1�h.Îòäåëüíîå ïîëîæåíèå çàíèìàþò ðàçìåðíîñòèh = 1 ïðè u = 0 è h = 1=2 ïðè u 6= 0, ñîîòâåò�ñòâóþùèå ãðàíèöàì ìåæäó ðàçëè÷íûìè ðåæèìàìèïåðåíîñà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñòåïåííûå çàêîíîìåðíî�ñòè äëÿ R(t) ìîäè�èöèðóþòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêèìèìíîæèòåëÿìè.Àâòîðû ãëóáîêî áëàãîäàðíû À. Ì. Äûõíå çàïîëåçíîå îáñóæäåíèå è èíòåðåñíûå çàìå÷àíèÿ èÑ. À. �ûáàêó çà ïëîäîòâîðíûå äèñêóññèè.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. M. B. Isi
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