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Î �ÅÍÅ�ÀÖÈÈ ÊÎ�Å�ÅÍÒÍÛÕ Ê�ÓÏÍÎÌÀÑØÒÀÁÍÛÕÑÒ�ÓÊÒÓ� Â Ó�ÀÂÍÅÍÈÈ KPZ È ÌÍÎ�ÎÌÅ�ÍÎÉÒÓ�ÁÓËÅÍÒÍÎÑÒÈ ÁÞ��Å�ÑÀÑ. Í. �óðáàòîâ *, À. Þ. ÌîøêîâÍèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò603950, Íèæíèé Íîâãîðîä, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 23 èþíÿ 2003 ã.Èññëåäóåòñÿ ýâîëþöèÿ ñëó÷àéíûõ ìíîãîìàñøòàáíûõ âîçìóùåíèé â çàäà÷å î ðîñòå ïîâåðõíîñòè ðàçäåëàäâóõ ñðåä. Ýâîëþöèÿ ïîâåðõíîñòè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì KPZ (Kardar, Paris, Zhang), à âåêòîðíîå ïîëåãðàäèåíòà óäîâëåòâîðÿåò ìíîãîìåðíîìó óðàâíåíèþ Áþðãåðñà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ýâîëþöèè ñòàòèñòè-÷åñêè íåîäíîðîäíûõ âîçìóùåíèé ñî ñëîæíîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé íåëèíåéíûå ý��åêòû ïðèâîäÿò êãåíåðàöèè êîãåðåíòíûõ êðóïíîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð. Â ðåçóëüòàòå ñîâìåñòíîãî äåéñòâèÿ íåëèíåéíîñòèè äèññèïàöèè ëîêàëèçîâàííûå âîçìóùåíèÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðèîáðåòàþò óíèâåðñàëüíóþ �îðìó.PACS: 47.27.Gs, 46.65.+g, 05.45.-a1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÍåëèíåéíîå óðàâíåíèå äè��óçèè,�v�t + v �v�x = � �2v�x2 ; (1)áûëî ïåðâîíà÷àëüíî ââåäåíî Áþðãåðñîì êàê ìîäåëüãèäðîäèíàìè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè [1, 2℄. Äåéñòâè�òåëüíî, îíî èìååò ìíîãî îáùåãî ñ èçâåñòíûì óðàâ�íåíèåì Íàâüå�Ñòîêñà: òîò æå òèï íåëèíåéíîñòè,îáùèå èíâàðèàíòû, îäèíàêîâàÿ ÷àñòîòíàÿ çàâèñè�ìîñòü äëÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòåðü è ò. ä. [3℄. �àçëè�÷èÿ ìåæäó óðàâíåíèåì Áþðãåðñà (1) è óðàâíåíè�åì Íàâüå�Ñòîêñà ÿâëÿþòñÿ ñòîëü æå èíòåðåñíûìè,êàê è èõ ïîäîáèå [4℄. Ýòî òåì áîëåå ñïðàâåäëèâî èäëÿ ìíîãîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà. Ïîçæå áû�ëî ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå (1) îïèñûâàåò öåëûé ðÿäíåëèíåéíûõ âîëíîâûõ ÿâëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ àêóñòè�êîé, �èçèêîé ïëàçìû, äèíàìèêîé �ðîíòîâ ïëàìåíèè ò. ä. [5�8℄. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ñëó÷àéíûõ íà÷àëüíûõóñëîâèÿõ óðàâíåíèå (1) îïèñûâàåò ýâîëþöèþ èíòåí�ñèâíîãî àêóñòè÷åñêîãî øóìà, è ïîýòîìó òàêèå ðå�øåíèÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà íàçûâàþò îäíîìåðíîéàêóñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòüþ.Ìíîãîìåðíîå óðàâíåíèå Áþðãåðñà ñ âíåø�íèìè ñëó÷àéíûìè ñèëàìè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ*E-mail: gurb�rf.unn.ru

êàê ìîäåëü ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòèÍàâüå�Ñòîêñà áåç äàâëåíèÿ [9�13℄. Òðåõìåðíûéâàðèàíò óðàâíåíèÿ (1) ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äëÿïëîòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ �îðìèðî�âàíèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð Âñåëåííîé íàíåëèíåéíîé ñòàäèè ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè,êîãäà ñèëàìè äàâëåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Äàííàÿìîäåëü èçâåñòíà â àñòðî�èçèêå êàê ïðèáëèæåíèå¾ñëèïàíèÿ¿ (adhesion model) [14�17℄ è îïèñûâàåò�îðìèðîâàíèå ñèëüíî íåîäíîðîäíûõ ñòðóêòóð âðàñïðåäåëåíèè âåùåñòâà èç ñëó÷àéíîãî íà÷àëüíîãîâîçìóùåíèÿ. Äðóãèå ïðîáëåìû, ïðèâîäÿùèå êìíîãîìåðíîìó óðàâíåíèþ Áþðãåðñà èëè åãî âà�ðèàíòàì, � ýòî ðîñò ãðàíèöû ðàçäåëà äâóõ ñðåäâ ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíîãî îñàæäåíèÿ âåùåñòâà íàïîâåðõíîñòè, äâèæåíèå �ðîíòà ïëàìåíè [18℄. Â ýòèõñëó÷àÿõ ïîòåíöèàë  (v = �r ) ñîîòâåòñòâóåò ïðî��èëþ ïîâåðõíîñòè, à óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå åãîýâîëþöèþ, ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ KPZ (Kardar,Paris, Zhang) [8; 18�20℄. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íûéãðàäèåíò E(t) = h(r (x; t))2i = hv2(x; t)iõàðàêòåðèçóåò ïðè ýòîì èçðåçàííîñòü ïîâåðõíîñòèè ìîæåò êàê óáûâàòü, òàê è âîçðàñòàòü ñ òå÷åíèåìâðåìåíè.Èññëåäîâàíèþ äèíàìè÷åñêèõ è ñòàòèñòè÷åñêèõ9 ÆÝÒÔ, âûï. 6 (12) 1329



Ñ. Í. �óðáàòîâ, À. Þ. Ìîøêîâ ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003õàðàêòåðèñòèê îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà, àâ ïîñëåäíåå âðåìÿ è ìíîãîìåðíîãî, ïîñâÿùåíî áîëü�øîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, áèáëèîãðà��èþ â ìîíîãðà�èÿõ [7, 8℄). Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî óðàâ�íåíèå Áþðãåðñà èìååò òî÷íîå ðåøåíèå � ðåøåíèåÕîï�à�Êîóëà [21, 22℄, � èññëåäîâàíèå ñòàòèñòè÷å�ñêèõ ñâîéñòâ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò âåñüìàñëîæíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó. Òàê, ïåðâûå ñå�ðüåçíûå ðåçóëüòàòû äëÿ áðîóíîâñêîãî íà÷àëüíîãîïîòåíöèàëà áûëè ïîëó÷åíû òðèäöàòü ëåò ñïóñòÿ [2℄ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ñàìîãî óðàâíåíèÿ [1℄, à òî÷íîå ñòà�òèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ýòîãî ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ áû�ëî ïðîâåäåíî ñîâñåì íåäàâíî [23℄. Äëÿ òàêîãî ñèã�íàëà ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü íà íóëåâîé ïðîñòðàí�ñòâåííîé ÷àñòîòå ñîõðàíÿåòñÿ, à ýíåðãèÿ çàòóõàåòïðîïîðöèîíàëüíî t�2=3. Åñëè â ñïåêòðå íà÷àëüíîãîâîçìóùåíèÿ êðóïíîìàñøòàáíûå êîìïîíåíòû îòñóò�ñòâóþò, òî ðåàëèçóåòñÿ äðóãîé ñöåíàðèé âûðîæäå�íèÿ òóðáóëåíòíîñòè. Ïðè ãàóññîâîé ñòàòèñòèêå íà�÷àëüíûõ óñëîâèé ýíåðãèÿ çàòóõàåò ïðîïîðöèîíàëü�íî t�1 ñ íåêîé ëîãàðè�ìè÷åñêîé êîððåêöèåé [24�27℄.È â ýòîì ñëó÷àå óäàåòñÿ äàòü èñ÷åðïûâàþùåå ñòà�òèñòè÷åñêîå îïèñàíèå âûðîæäàþùåéñÿ òóðáóëåíòíî�ñòè, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàòü, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè ñòà�òèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè (ñïåêòðû, êîððåëÿöè�îííûå �óíêöèè, âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ) ñòà�íîâÿòñÿ àâòîìîäåëüíûìè [25, 27℄.Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ýâîëþöèÿ ìîäóëè�ðîâàííûõ âîëí è, â ÷àñòíîñòè, ëîêàëèçîâàííûõ âîç�ìóùåíèé ñî ñëîæíîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé. Âîç�ìóùåíèÿ òàêîãî òèïà âîçíèêàþò, íàïðèìåð, â çà�äà÷àõ îá ýâîëþöèè �ðîíòà ïëàìåíè [28℄, êîãäà íà�÷àëüíàÿ îáëàñòü âîçìóùåíèé ëîêàëèçîâàíà â ïðî�ñòðàíñòâå è èìååò âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó ñ õàðàê�òåðíûì ìàñøòàáîì, ìíîãî ìåíüøèì îáëàñòè ëîêà�ëèçàöèèè. Ïðè ýòîì ýâîëþöèÿ �ðîíòà ïëàìåíè ñâî�äèòñÿ â îïðåäåëåííûõ ïðèáëèæåíèÿõ ê äâóìåðíîìóóðàâíåíèþ Áþðãåðñà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçà�íî, ÷òî ïðè ýâîëþöèè ñòàòèñòè÷åñêè íåîäíîðîäíûõâîçìóùåíèé íåëèíåéíûå ý��åêòû ïðèâîäÿò ê ãå�íåðàöèè êîãåðåíòíûõ êðóïíîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð.Â ðåçóëüòàòå ñîâìåñòíîãî äåéñòâèÿ íåëèíåéíîñòè èäèññèïàöèè ëîêàëèçîâàííûå âîçìóùåíèÿ ñ òå÷åíèåìâðåìåíè ïðèîáðåòàþò óíèâåðñàëüíóþ �îðìó.Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âðàçä. 2 ïðèâåäåíî ðåøåíèå ìíîãîìåðíîãî óðàâíåíèÿÁþðãåðñà è îáñóæäåíû åãî àñèìïòîòèêè â ïðåäåëåèñ÷åçàþùå ìàëîé âÿçêîñòè è íà áîëüøèõ âðåìåíàõ,êîãäà íåëèíåéíûå ý��åêòû óæå íåñóùåñòâåííû. Ïî�êàçàíî, ÷òî â ïðåäåëå èñ÷åçàþùå ìàëîé âÿçêîñòèíåëèíåéíûå ý��åêòû ïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâåíèþ ëî�êàëüíîé àâòîìîäåëüíîñòè ïîëåé ñêîðîñòè è ïîòåí-

öèàëà. Çäåñü æå îáñóæäàåòñÿ ýâîëþöèÿ îñíîâíûõ òè�ïîâ âîçìóùåíèé â îäíîìåðíîì óðàâíåíèè Áþðãåðñà.Â ðàçä. 3 èññëåäóåòñÿ ýâîëþöèÿ ëîêàëèçîâàííûõ âîç�ìóùåíèé ñî ñëîæíîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé â ìíî�ãîìåðíîì óðàâíåíèè Áþðãåðñà â ñëó÷àå èñ÷åçàþùåìàëîé âÿçêîñòè, à â ðàçä. 4 èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèåëîêàëèçîâàííûõ âîçìóùåíèé íà áîëüøèõ âðåìåíàõâ ñðåäå ñ êîíå÷íîé âÿçêîñòüþ.2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß È ÏÎÄÕÎÄÛ2.1. Ëîêàëüíàÿ àâòîìîäåëüíîñòü èâðåìåííûå àñèìïòîòèêè ìíîãîìåðíîãîóðàâíåíèÿ ÁþðãåðñàÁóäåì ðàññìàòðèâàòü âåêòîðíîå óðàâíåíèå Áþð�ãåðñà áåç âíåøíèõ ñèë,�v�t + (v � r)v = �4v ; (2)è èñêàòü ïîòåíöèàëüíûå ðåøåíèÿ âèäàv(x; t) = �r (x; t): (3)Ïîòåíöèàë ñêîðîñòè  (x; t) óäîâëåòâîðÿåò íåëèíåé�íîìó óðàâíåíèþ� �t = 12(r )2 + �4 ; (4)èäåíòè÷íîìó óðàâíåíèþ KPZ [8; 18; 19℄, îáû÷íî çà�ïèñûâàåìîìó â ïåðåìåííûõ h = ��1 . Òîãäà ïà�ðàìåòð �, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè, ÿâëÿåò�ñÿ ëîêàëüíîé ñêîðîñòüþ ðîñòà ïîâåðõíîñòè, à h(x; t)îïèñûâàåò îòêëîíåíèå ïîâåðõíîñòè îò ðîñòà ïî íîð�ìàëè è èìååò ðàçìåðíîñòü äëèíû. Â çàäà÷àõ î ðîñòåïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ ñðåä êîý��èöèåíò � èìå�åò ñìûñë êîý��èöèåíòà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿè ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè îïèñûâàåò ëèíåéíûå ý���åêòû ñãëàæèâàíèÿ ïîâåðõíîñòè. Èçðåçàííîñòü ïî�âåðõíîñòè èçìåðÿåòñÿ åå ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì ãðà�äèåíòîì:E(t) = h(r (x; t))2i = hv2(x; t)i =Xi Ei(t); (5)Ei(t) = *� � �xi�2+ = hv2i i: (6)Óãëîâûå ñêîáêè ïðåäïîëàãàþò óñðåäíåíèå ïî àí-ñàìáëþ èëè èíòåãðèðîâàíèå ïî ïðîñòðàíñòâåííîéêîîðäèíàòå (äëÿ ëîêàëèçîâàííîãî âîçìóùåíèÿ). Âîäíîìåðíîì ñëó÷àå E(t) åñòü ýíåðãèÿ òóðáóëåíòíî�ñòè è â äèññèïàòèâíîé ñðåäå âñåãäà óáûâàåò ñ òå÷å�íèåì âðåìåíè. Ïðè ýòîì â ñðåäå ñ èñ÷åçàþùå ìàëîé1330



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Î ãåíåðàöèè êîãåðåíòíûõ êðóïíîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð : : :âÿçêîñòüþ (� ! 0) ýíåðãèÿ E(t) ñîõðàíÿåòñÿ äî îáðà�çîâàíèÿ ðàçðûâîâ â ïðî�èëå âîëíû è óáûâàåò èç-çàäèññèïàöèè íà óäàðíûõ �ðîíòàõ áåñêîíå÷íî ìàëîéøèðèíû.Äî îáðàçîâàíèÿ ðàçðûâîâ ìíîãîìåðíîå óðàâíå�íèå Áþðãåðñà â ïðåäåëå èñ÷åçàþùå ìàëîé âÿçêîñòèñîîòâåòñòâóåò ñâîáîäíîìó äâèæåíèþ ÷àñòèö. Â ëà�ãðàíæåâîì ïðåäñòàâëåíèè ñêîðîñòü ÷àñòèö V(t;y)ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé è çàâèñèò ëèøü îò íà÷àëüíîé(ëàãðàíæåâîé) êîîðäèíàòû ÷àñòèöû y. Â îäíîìåð�íîì ñëó÷àå äî îáðàçîâàíèÿ ðàçðûâîâ óâåëè÷åíèåäëèíû îäíîãî ýëåìåíòàðíîãî èíòåðâàëà â ýéëåðî�âîì ïðåäñòàâëåíèè, �x = �y + t�V , êîìïåíñèðó�åòñÿ óìåíüøåíèåì äëèíû äðóãîãî ñîñåäíåãî èíòåð�âàëà �x = �y� t�V è, ñëåäîâàòåëüíî, ýíåðãèÿ âîë�íû ñîõðàíÿåòñÿ. Ïîñëå îáðàçîâàíèÿ ðàçðûâîâ ýíåð�ãèÿ íà÷èíàåò óìåíüøàòüñÿ ñî âðåìåíåì. Â ìíîãîìåð�íîì ñëó÷àå èçìåíåíèå ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà â ýéëå�ðîâîì ïðåäñòàâëåíèè çàâèñèò îò íà÷àëüíîé êðèâèç�íû âîçìóùåíèÿ ïîâåðõíîñòè è ïîäîáíîé êîìïåíñà�öèè ðàñòÿãèâàþùèõñÿ è ñæèìàþùèõñÿ îáúåìîâ íåíàáëþäàåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ d > 1 ìåðà íåðîâ�íîñòè ïîâåðõíîñòè E(t) (5) ìîæåò êàê âîçðàñòàòü,òàê è óáûâàòü ñî âðåìåíåì [29, 30℄, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ðå�çóëüòàòîì îòñóòñòâèÿ â äàííîì ñëó÷àå êàêîãî-ëèáîçàêîíà ñîõðàíåíèÿ. Òåì íå ìåíåå ìû áóäåì íàçûâàòüE(t) ¾ýíåðãèåé òóðáóëåíòíîñòè¿, à Ei(t) � ýíåðãèåéi-é êîìïîíåíòû ñêîðîñòè.Èñïîëüçóÿ çàìåíó Õîï�à�Êîóëà [21, 22℄, (x; t) = 2� lnU(x; t);v(x; t) = �2�r lnU(x; t); (7)ìîæíî ñâåñòè óðàâíåíèå (4) ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþäè��óçèè �U�t = �4U; (8)U(x; 0) = U0(x) = exp  0(x)2� : (9)Öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâà�íèå ýâîëþöèè ðåãóëÿðíûõ è ñëó÷àéíûõ ñèãíàëîâïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà, êîãäà ïðîèñõîäèòý��åêòèâíîå íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå ïðîñòðàí�ñòâåííûõ ãàðìîíèê íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ è çàòó�õàíèå ñóùåñòâåííî ëèøü äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé âîë�íîâîãî ÷èñëà. Ïîòåðè ýíåðãèè â ïðîñòðàíñòâå èìåþòìåñòî ëèøü â ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ ðàçðûâîâ. Òàêèìîáðàçîì, äëÿ íå î÷åíü áîëüøèõ âðåìåí ìîæíî èñ�ïîëüçîâàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) â ïðåäåëå èñ÷åçà�þùå ìàëîé âÿçêîñòè. Íà áîëåå ïîçäíèõ ñòàäèÿõ ýâî�ëþöèè, êîãäà ïðîöåññû íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

ñòàíîâÿòñÿ íåñóùåñòâåííûìè, ðàçâèòèå ïîëÿ îïðåäå�ëÿåòñÿ ëèøü ëèíåéíîé äèññèïàöèåé, è â ýòîì ñëó÷àåìû èìååì ëèíåàðèçàöèþ ðåøåíèÿ Õîï�à�Êîóëà.Â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî ìàëîé âÿçêîñòè � ! 0èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ïåðåâàëà â ðåøåíèè Õîï-�à�Êîóëà ïðèâîäèò ê òàê íàçûâàåìîìó ¾ìåòîäóìàêñèìóìà¿ äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ ñêîðî�ñòè [7; 17; 21℄:  (x; t) = maxy �(x;y; t); (10)�(x;y; t) =  0(y) � (x� y)22t ; (11)v(x; t) = x� y(x; t)t = v0(y(x; t)) : (12)Çäåñü  0(y) � íà÷àëüíûé ïîòåíöèàë: v0(x) == �r 0(x). Â âûðàæåíèè (12) �óíêöèÿ y(x; t) ÿâëÿ�åòñÿ ëàãðàíæåâîé êîîðäèíàòîé, â êîòîðîé �óíêöèÿ�(x;y; t) ïðè �èêñèðîâàííûõ ýéëåðîâîé êîîðäèíàòåx è âðåìåíè t äîñòèãàåò ñâîåãî àáñîëþòíîãî ìàêñè�ìóìà. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî y ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîé êî�îðäèíàòîé ÷àñòèöû, äîñòèãàþùåé òî÷êè x â ìîìåíòâðåìåíè t [7℄.Íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåíàõ âòîðîå ñëàãàå�ìîå â (11) ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî áîëåå ïëàâíîé �óíêöè�åé, ÷åì íà÷àëüíûé ïîòåíöèàë  0(y). Ñëåäîâàòåëüíî,àáñîëþòíûé ìàêñèìóì �óíêöèè �(x;y; t) ñîâïàäàåòñ îäíèì èç ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé  0(y). Â îêðåñò�íîñòè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà yk íà÷àëüíûé ïîòåí�öèàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 0(x) =  0;k "1�Xi (xi � yi;k)22L2i # : (13)Çäåñü âåëè÷èíû xi çàäàþò áàçèñ ðàçëîæåíèÿ ëîêàëü�íîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû â òî÷êå yk ïî ãëàâíûìîñÿì. Òîãäà èç ðåøåíèé (11), (12) ïîëó÷àåì (x; t) =  0;k "1�Xi (xi � yi;k)22L2i (1 +  0;kt=L2i )# ; (14)vi(x; t) =  0;k(xi � yi;k)L2i (1 +  0;kt=L2i ) : (15)Èç âûðàæåíèÿ (15) ëåãêî âèäåòü, ÷òî áëàãîäàðÿíåëèíåéíîñòè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðîèñõîäèò ëî�êàëüíàÿ èçîòðîïèçàöèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè è óñòàíîâëå�íèå ëîêàëüíîé àâòîìîäåëüíîñòè â îêðåñòíîñòè ìàê�ñèìóìà  0(x). Ïðè ýòîì ïîëå ñêîðîñòè v(x; t) áó�äåò îïðåäåëÿòüñÿ ÷àñòèöàìè, ñòàðòóþùèìè èç òî÷åê1331 9*



Ñ. Í. �óðáàòîâ, À. Þ. Ìîøêîâ ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003yi(x; t), ëåæàùèõ â ìàëîé îêðåñòíîñòè äàííîãî ìàê�ñèìóìà, yi(x; t) = xi � yi;k1 +  0;kt=L2i : (16)Òàêèì îáðàçîì, íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ëàãðàíæåâàêîîðäèíàòà y(x; t) ñòàíîâèòñÿ ðàçðûâíîé �óíêöè�åé êîîðäèíàòû x, ïîñòîÿííîé âíóòðè îáëàñòè (ÿ÷åé�êè), ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîìó ìàêñèìóìó, è èìåþ�ùåé ¾ñêà÷êè¿ íà åãî ãðàíèöàõ [7, 17℄. Ïîëå ñêîðîñòèv(x; t) èìååò ðàçðûâû çíà÷åíèé, à ïîëå ïîòåíöèàëà (x; t) � ðàçðûâû ïðîèçâîäíîé íà ãðàíèöàõ ÿ÷åéêè.Èç (14), (15) ëåãêî âèäåòü, ÷òî âíóòðè ÿ÷ååê ïîëÿïîòåíöèàëà è ñêîðîñòè îáëàäàþò óíèâåðñàëüíîé èñàìîïîäîáíîé (àâòîìîäåëüíîé) ñòðóêòóðîé: (x; t) =  0(yk)� (x� yk)22t ; (17)v(x; t) = x� ykt : (18)Ïðîäîëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ñêîðîñòè v(x; t) ñî�ñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïèëîîáðàçíûõ èìïóëü�ñîâ, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Ïîïåðå÷íàÿ êîìïî�íåíòà âåêòîðà ñêîðîñòè ïîñòîÿííà âíóòðè ÿ÷åéêè.Èç �îðìóë (14), (15) âèäíî, ÷òî òàêîå óíèâåðñàëü�íîå ïîâåäåíèå ïîëåé ðàíüøå íà÷èíàåò ïðîÿâëÿòüñÿâ íàïðàâëåíèÿõ ïðîñòðàíñòâà ñ áîëüøèìè íà÷àëüíû�ìè ãðàäèåíòàìè (ìåíüøèìè Li).Íà áîëåå ïîçäíèõ ýòàïàõ ýâîëþöèÿ ïîëåé ñêîðî�ñòè è ïîòåíöèàëà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñâîéñòâàìèëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ  0(yk). Â ñëó÷àå ïåðèîäè�÷åñêèõ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé âîçíèêàåò ïåðèîäè�÷åñêàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ñòðóêòóðà ñ ñîõðàíÿþùåéñÿ�îðìîé è àìïëèòóäà ïîëÿ ñêîðîñòè óáûâàåò ïðî�ïîðöèîíàëüíî t�1. Äëÿ ñëó÷àéíûõ íà÷àëüíûõ âîç�ìóùåíèé ðàçâèòèå ñòðóêòóðû áóäåò ñîïðîâîæäàòü�ñÿ íåïðåðûâíûìè èçìåíåíèÿìè �îðìû ïîâåðõíîñòè,îáóñëîâëåííûìè ïîãëîùåíèÿìè ÿ÷ååê (ðàçðûâîâ âîäíîìåðíîì ñëó÷àå) äðóã äðóãîì. Ñëåäîâàòåëüíî,áóäåò ïîñòîÿííî âîçðàñòàòü è îáùèé õàðàêòåðíûéìàñøòàá òóðáóëåíòíîñòè Áþðãåðñà, L(t).Òåïåðü îáñóäèì òàê íàçûâàåìûé ¾ïîçäíèé ïðå�äåë¿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà, êîãäà ïðè �èê�ñèðîâàííîì êîý��èöèåíòå âÿçêîñòè � 6= 0 âðåìÿ tñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. �àññìîòðèì êëàññ âîç�ìóùåíèé ñ îãðàíè÷åííûì íà÷àëüíûì ïîòåíöèàëîìh 0(x)2i <1, ïîëàãàÿ  0(x) ëîêàëèçîâàííûì âîçìó�ùåíèåì èëè ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíûì ñëó÷àéíûìïîëåì. Äëÿ ïîäîáíûõ ñèãíàëîâ â ñêàëÿðíîì ïîëåU(x; t) ìîæíî âûäåëèòü ïîñòîÿííóþ êîìïîíåíòó �U :U(x; t) = �U + ~U(x; t) = �U(1 + u(x; t)); (19)

è îòíîñèòåëüíîå âîçìóùåíèå u(x; t) = ~U(x; t)= �Uïîëÿ U(x; t). Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ~U0(x) èu0(x) � ïîëÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì. Ñ òå�÷åíèåì âðåìåíè äè��óçèÿ ïðèâîäèò ê ñãëàæèâàíèþíåîäíîðîäíîñòåé ïîëÿ U(x; t) â ëèíåéíîì óðàâíåíèèäè��óçèè (8), ÷òî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ àìïëè�òóäû âîçìóùåíèÿ ïîëÿ ~U(x; t). Íà âðåìåíàõ, êîãäàj ~U j � �U (juj � 1), ðåøåíèå Õîï�à�Êîóëà (7) ìîæíîëèíåàðèçîâàòü, è ìû èìååìv(x; t) = �2�ru(x; t): (20)Òàê êàê ~U(x; t) è u(x; t) óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíî�ìó óðàâíåíèþ äè��óçèè, òî è v(x; t) òàêæå îïè�ñûâàåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì. Ýòî ãîâîðèò î íà�ñòóïëåíèè ëèíåéíîé ñòàäèè ýâîëþöèè. Ñóììàðíûåíåëèíåéíûå ý��åêòû ïðèñóòñòâóþò â ýòîì ðåøåíèèëèøü çà ñ÷åò íåëèíåéíîé èíòåãðàëüíîé ñâÿçè ìåæäóíà÷àëüíûé ïîëåì ñêîðîñòè v0(x) è ïîëÿìè ~U(x; 0), �U(ñì. (3), (9)) è õàðàêòåðèçóþòñÿ âåëè÷èíîé íà÷àëü�íîãî ÷èñëà �åéíîëüäñà Re0 � j4 0j=�. Çäåñü 4 0 �õàðàêòåðíàÿ àìïëèòóäà  0.Èç �îðìóëû (20) ëåãêî ïîëó÷èòü èçâåñòíûé ðå�çóëüòàò äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà îáàñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ãàðìîíè÷åñêîãî âîçìó�ùåíèÿ [5, 6℄. Ïðè Re0 � 1 ãàðìîíè÷åñêàÿ âîë�íà òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â ïèëîîáðàçíóþ, îäíàêî èç-çàäèññèïàöèè âîëíà íà áîëüøèõ âðåìåíàõ áóäåò ñíî�âà èìåòü ãàðìîíè÷åñêóþ �îðìó, à åå àìïëèòóäà íåáóäåò çàâèñåòü îò íà÷àëüíîé. Ïðè áîëüøèõ íà÷àëü�íûõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíîåãàóññîâî ïîëå v0(x) òàêæå òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â ïî�ñëåäîâàòåëüíîñòü ïèëîîáðàçíûõ èìïóëüñîâ è îáëà�äàåò íà íåëèíåéíîé ñòàäèè ñóùåñòâåííî íå ãàóññî�âûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè [7, 27℄. Òåì íåìåíåå íà áîëüøèõ âðåìåíàõ, êîãäà ñïðàâåäëèâà ëè-íåàðèçàöèÿ (20), ñëó÷àéíûå ïîëÿ v(x; t) ñî ñòàòèñòè�÷åñêè îäíîðîäíûì íà÷àëüíûì ïîòåíöèàëîì  0(x)ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê îäíîðîäíîìó ãàóññîâó ïîëþ ñ íóëå�âûì ñðåäíèì [29℄. Ýòà ñòàäèÿ èçâåñòíà êàê ãàóññîâñöåíàðèé â òóðáóëåíòíîñòè Áþðãåðñà. Äàííûé ñöå�íàðèé ðåàëèçóåòñÿ è äëÿ ìíîãîìåðíîãî óðàâíåíèÿÁþðãåðñà. Â îòñóòñòâèå äàëüíèõ êîððåëÿöèé ðàñ�ïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî ïîòåíöèàëà ïîëÿ ñêîðîñòèè ïîòåíöèàëà èìåþò óíèâåðñàëüíóþ êîâàðèàíòíóþ�óíêöèþ [7, 29℄ ñ àìïëèòóäîé, íåëèíåéíî ñâÿçàí�íîé ñ åå íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì è ïðîïîðöèîíàëüíîéexp(Re20). Êîãäà íà÷àëüíûé ïîòåíöèàë èìååò äàëü�íèå êîððåëÿöèè,h 0(x) 0(0)i = jxj��F (x=x); 0 < � < 3;íà ëèíåéíîé ñòàäèè ñîõðàíÿþòñÿ êàê äàëüíèå êîððå�ëÿöèè, òàê è àíèçîòðîïèÿ ïîëÿ F (x=x) [29℄.1332



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Î ãåíåðàöèè êîãåðåíòíûõ êðóïíîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð : : :2.2. Ýâîëþöèÿ îñíîâíûõ òèïîâ îäíîìåðíûõâîçìóùåíèéÏóñòü íà÷àëüíûé ïîòåíöèàë  0(x) ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ñóïåðïîçèöèþ îäíîìåðíûõ �óíêöèé  0;i(xi): 0(x) =Xi  0;i(xi); v0;i(x) = v0;i(xi): (21)Â ýòîì ñëó÷àå íåïîñðåäñòâåííî èç �îðìóëû (2) ñëå�äóåò, ÷òî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êîìïîíåíòàìè ïîëÿv0;i íå ïðîèñõîäèò è ýâîëþöèÿ â êàæäîì íàïðàâëå�íèè v0;i(x; t) = v0;i(xi; t) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîìåðíûìóðàâíåíèåì Áþðãåðñà (1). Ïîýòîìó êðàòêî ðàññìîò�ðèì ýâîëþöèþ îñíîâíûõ êëàññîâ âîçìóùåíèÿ â îä�íîìåðíîì óðàâíåíèè Áþðãåðñà [5�8℄.�àññìîòðèì âíà÷àëå ýâîëþöèþ ëîêàëèçîâàííîãîâîçìóùåíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíûé ïîòåí�öèàë  0(x) = m�1� x22L20 + : : :�èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì m =  0(yk), ëîêàëè�çîâàííûé â îáëàñòè ðàçìåðîì ïîðÿäêà L�; (L0 � L�)îêîëî òî÷êè x = yk, è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 0(x) = 0, åñëè jx � ykj > L�. Ïðè � ! 0 äàííîåâîçìóùåíèå íà áîëüøèõ âðåìåíàõ òðàíñ�îðìèðó�åòñÿ â òàê íàçûâàåìóþ N -âîëíó [5℄ ñ ãðàäèåíòîì�v=�x = 1=t è ïîëîæåíèåì ðàçðûâà (óäàðíîãî�ðîíòà) jxs � ykj = (2mt)1=2. Áëàãîäàðÿ óâåëè�÷åíèþ õàðàêòåðíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàçìåðààìïëèòóäà òàêîãî ñèãíàëà óáûâàåò êàêxs(t)t � m1=2t�1=2è ýíåðãèÿ óìåíüøàåòñÿ êàêx3st2 � m3=2t�1=2:Ñëåäîâàòåëüíî, àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ëîêàëè�çîâàííîãî âîçìóùåíèÿ íà íåëèíåéíîé ñòàäèè îïðåäå�ëÿåòñÿ òîëüêî çíà÷åíèåì ìàêñèìóìà m =  0(yk) íà�÷àëüíîãî ïîòåíöèàëà è íå çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåí�íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìóùåíèÿ. Äëÿ áîëüøèõ, íîêîíå÷íûõ ÷èñåë �åéíîëüäñà Re0 = m=2� � 1 óäàð�íûå �ðîíòû èìåþò êîíå÷íóþ øèðèíó è êîîðäèíàòàðàçðûâà ðàâíàxs(t) = "2t m� � ln 4��tL2eff !#1=2 ;ãäå L2eff � L20=Re0. Èç âûðàæåíèÿ (20) ëåãêîïîëó÷èòü, ÷òî íà ëèíåéíîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ

(t � L20 exp (2Re0)=Re0 �) ïîëå v(x; t) èìååò óíèâåð�ñàëüíóþ ñòðóêòóðó:v(x; t) = B xp4��t3 exp�� x24�t� ; (22)ãäå ïîñòîÿííàÿB � L0� 2�Re0�1=2 exp (Re0):Äëÿ ëîêàëèçîâàííûõ âîçìóùåíèé ñî ñëó÷àéíîéñëîæíîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé àñèìïòîòè÷å�ñêàÿ �îðìà âîëíû òàêæå óíèâåðñàëüíà [31℄. Ïðèýòîì íåëèíåéíûå ý��åêòû ïðèâîäÿò ê ãåíåðàöèèñðåäíåãî ïîëÿ (êðóïíîìàñøòàáíîé ñòðóêòóðû) èçíà÷àëüíîãî ïîëÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì.�àññìîòðèì ýâîëþöèþ ãàðìîíè÷åñêîãî âîçìóùå�íèÿ v0(x) = k0 0 sin(k0x) ñ ïîòåíöèàëîì  0(x) ==  0 
os(k0x). Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ òàêîãî ñèãíàëàðàâíà hv2i =  20k202 = 2�2 20L20 ; k0 = 2�L0 :Ïðè áåñêîíå÷íûõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà (� ! 0) ê ìî�ìåíòó âðåìåíè t � tnl ïîëå ñêîðîñòè òðàíñ�îð�ìèðóåòñÿ â ïåðèîäè÷åñêóþ ïèëîîáðàçíóþ âîëíó ñãðàäèåíòîì �v=�x = 1=t. Çäåñü tnl = 1=k20 0 �õàðàêòåðíîå âðåìÿ ïðîÿâëåíèÿ íåëèíåéíûõ ý��åê�òîâ. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî íà ýòîé ñòàäèè àìïëè�òóäà a = L0=t è ýíåðãèÿ E(t) = L20=12t2 ïîëÿ íåçàâèñÿò îò íà÷àëüíîé àìïëèòóäû âîçìóùåíèÿ. Ñëå�äîâàòåëüíî, åñëè â äâóìåðíîì íà÷àëüíîì âîçìóùå�íèè (21) êîìïîíåíòû èìåþò îäèíàêîâóþ àìïëèòó�äó ïîòåíöèàëà  0(x), íî ñóùåñòâåííî ðàçíûå ïåðèî�äû Li (L1 � L2), òî íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ êîìïîíåí�òû ñ ìåíüøèì ìàñøòàáîì áóäåò íàìíîãî áîëüøå:E1(0)=E2(0) = L22=L21. Îäíàêî íà áîëüøèõ âðåìåíàõt � tnl;2 = 1=k22 0 èìååò ìåñòî îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ:E1(t)=E2(t) ! L21=L22. Äëÿ áîëüøèõ, íî êîíå÷íûõ÷èñåë �åéíîëüäñà Re0 =  0=2� ïðè t� tnl Re0 íà÷è�íàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñòàäèÿ ýâîëþöèè ïîëÿ èv(x; t) = 4�k0 sin(k0x) exp(��k20t):Äëÿ äâóìåðíîãî âîçìóùåíèÿ (21) íà ýòîé ñòàäèè òàê�æå ïðåîáëàäàåò êîìïîíåíòà ñ áîëüøèì ïåðèîäîì L0.Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå ïîëÿ òàêæå òðàíñ�îð�ìèðóþòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿ÷ååê ñ îäèíàêî�âûìè ãðàäèåíòàìè ïîëÿ �v=�x = 1=t, íî ñëó÷àé�íûì ïîëîæåíèåì ðàçðûâîâ, ðàçäåëÿþùèõ èõ. Ñëèÿ-íèå ÿ÷ååê âåäåò ê ðîñòó îáùåãî ìàñøòàáà òóðáó�ëåíòíîñòè L(t), ïîýòîìó ýíåðãèÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿE(t) / L2(t)=t2 óáûâàåò ìåäëåííåå, ÷åì ýíåðãèÿ1333



Ñ. Í. �óðáàòîâ, À. Þ. Ìîøêîâ ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà. Cöåíàðèé ðàçâèòèÿ òóð�áóëåíòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì êðóïíîìàñ�øòàáíîé ÷àñòè íà÷àëüíîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà:E0(k) = 12�Z hv0(x)v0(x + z)i exp (ikz) dz; (23)E0(k) = �2knb0(k): (24)Çäåñü b0(k) � �óíêöèÿ, áûñòðî óáûâàþùàÿ ïðèk > k0 � l�10 . Ïðè n < 1 íà÷àëüíûé ïîòåíöèàë ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé áðîóíîâñêîå èëè �ðàêòàëüíîå áðîó-íîâñêîå äâèæåíèå è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ìåòîäìàñøòàáíîãî ïîäîáèÿ [2, 7, 17, 32℄. Â ýòîì ñëó÷àåòóðáóëåíòíîñòü ÿâëÿåòñÿ àâòîìîäåëüíîé, à åå õàðàê�òåðíûé ìàñøòàá ðàâåíL(t) = (�t)2=(3+n)è íå çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòàáà íà÷àëü�íîãî ñïåêòðà l0 [7℄. Áîëåå òîãî, íà áîëüøèõ âðåìåíàõäàæå ïîâåäåíèå îòäåëüíûõ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãîïîëÿ ñëàáî çàâèñèò îò ìåëêîìàñøòàáíûõ �ëóêòóà�öèé è îïðåäåëÿåòñÿ êðóïíîìàøòàáíûìè êîìïîíåí�òàìè íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ [33℄.Ïðè n > 1 çàêîí çàòóõàíèÿ ýíåðãèè ñèëüíîçàâèñèò îò ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ íà÷àëüíîãî ïî�ëÿ [8, 30℄. Äëÿ ãàóññîâà íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ ñðåä�íèé ïîòåíöèàë h i, õàðàêòåðíûé ìàñøòàá L(t) èýíåðãèÿ E(t) òóðáóëåíòíîñòè,L(t) = (t� )1=2 ln�1=4� t� 2�l20� ;E(t) = t�1� ln�1=2� t� 2�l20� ; (25)îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî äâóìÿ îáîáùåííûìè õàðàê�òåðèñòèêàìè íà÷àëüíîãî ñïåêòðà: äèñïåðñèÿìè íà�÷àëüíîãî ïîòåíöèàëà, � 2 = h 20i, è ñêîðîñòè,�2v = hv20i [24�27; 34℄. Çäåñü l0 = � =�v � õàðàêòåð�íûé ìàñøòàá íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ. Òàêèì îáðà�çîì, â äâóìåðíîì íà÷àëüíîì âîçìóùåíèè (21) ýíåð�ãèè äâóõ êîìïîíåíò ñ îäèíàêîâûìè äèñïåðñèÿìè� è ðàçíûìè ïðîñòðàíñòâåííûìè ìàñøòàáàìè l0;i(l0;1 � l0;2) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 áó�äóò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àòüñÿ:E1(0)E2(0) = l22l21 � 1:Îäíàêî ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ îíè áóäóò ïðàêòè�÷åñêè îäèíàêîâû, E1(t)=E2(t) � 1, ñ òî÷íîñòüþ äîìàëîé ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïîïðàâêè. Ïðè êîíå÷íûõ÷èñëàõ �åéíîëüäñà, Re0 = � =2�, áëàãîäàðÿ ìíîãî�êðàòíûì ñëèÿíèÿì ðàçðûâîâ ëèíåéíûé ðåæèì íà�÷èíàåòñÿ î÷åíü ïîçäíî, ïðè t � tnl exp(Re20)=Re0,

ãäå tnl = � =l20 � âðåìÿ ïðîÿâëåíèÿ íåëèíåéíûõ ý���åêòîâ. Íà ëèíåéíîé ñòàäèè ýíåðãèÿ çàòóõàåò êàêCt�3=2, ãäå êîíñòàíòà C � l0 exp(Re20)=Re0.3. ÝÂÎËÞÖÈß ËÎÊÀËÈÇÎÂÀÍÍÛÕÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ Â Ñ�ÅÄÅ ÑÈÑ×ÅÇÀÞÙÅ ÌÀËÎÉ ÂßÇÊÎÑÒÜÞ3.1. Ýâîëþöèÿ ïðîñòûõ âîçìóùåíèé�àññìîòðèì ýâîëþöèþ ëîêàëèçîâàííîãî àíèçî�òðîïíîãî âîçìóùåíèÿ â ìíîãîìåðíîì óðàâíåíèèÁþðãåðñà. Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê íà÷íåì ñ äâó�ìåðíîãî (d = 2) ñëó÷àÿ, ïîñêîëüêó îáîáùåíèå äëÿd > 2 â áîëüøèíñòâå ñèòóàöèé î÷åâèäíî. Ñíà÷àëàîáðàòèìñÿ ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ, êîãäà íà÷àëüíûé ïî�òåíöèàë  0(x) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé �óíêöèåé êî�îðäèíàò (ñì. (13) ïðè yi;k = 0) âíóòðè îáëàñòè S0,îïðåäåëÿåìîé êàê x212L21 + x222L22 � 1;è  0(x) = 0 âíå S0. Ïðè ýòîì ýâîëþöèÿ ïîëåé ïî�òåíöèàëà  (x; t) è ñêîðîñòè v(x; t) âíóòðè ðàñøèðÿ�þùåãîñÿ ýëëèïñà S(t), çàäàííîãî âûðàæåíèÿìèx212L21(t) + x222L22(t) � 1; (26)Li(t) = Li�1 +  0tL2i �1=2 = Li�1 + ttnl;i�1=2 (27)îïèñûâàåòñÿ �îðìóëàìè (14), (15) è v = 0,  = 0 âíåýòîé îáëàñòè. Çäåñü tnl;i = L2i = 0 � âðåìÿ íåëèíåé�íîñòè i-é êîìïîíåíòû ñêîðîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðî�èñõîäèò íåçàâèñèìàÿ ýâîëþöèÿ êàæäîé êîìïîíåíòûñêîðîñòè vi(xi; t) è, â ÷àñòíîñòè,v2(x2; t) =  0x2L22(1 +  0;kt=L22)íå çàâèñèò îò äðóãîé êîîðäèíàòû x1. Îäíàêî ãðàíè�öû ðàñøèðÿþùåãîñÿ ïî îñè x1 èíòåðâàëà�x1(x2; t) = 2L1(t) �2�1� x222L22(t)��1=2 ;íà êîòîðîì ñêîðîñòü v2(x2; t) íå çàâèñèò îò x1, îïðå�äåëÿþòñÿ êàê âåëè÷èíîé L2(t), òàê è âåëè÷èíîéL1(t) è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ñèëüíîå âçàè�ìîäåéñòâèå ìåæäó êîìïîíåíòàìè ñêîðîñòè. Ýíåðãèÿêîìïîíåíò ñêîðîñòè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèÿìèE1(t) = � 20L2(t)L1(t) ; E2(t) = � 20L1(t)L2(t) : (28)1334



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Î ãåíåðàöèè êîãåðåíòíûõ êðóïíîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð : : :�àññìîòðèì ýâîëþöèþ ñèëüíî àíèçîòðîïíîãîâîçìóùåíèÿ (L1 � L2), è â êà÷åñòâå ìåðû àíèçîòðî�ïèè âûáåðåì îòíîøåíèå ýíåðãèé êîìïîíåíò:�(t) = E1(t)E2(t) = L22(t)L21(t) :Èç �îðìóë (28) ñëåäóåò, ÷òî ýíåðãèÿ ìåëêîìàñøòàá�íîé êîìïîíåíòû, E1(t), ìîíîòîííî óáûâàåò, â òî âðå�ìÿ êàê ýíåðãèÿ êðóïíîìàñøòàáíîé, E2(t), ìîíîòîí�íî âîçðàñòàåò. Ñîîòâåòñòâåííî, êîý��èöèåíò àíè�çîòðîïèè �(t) ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ îò çíà÷åíèÿ�(0) = L22=L21 � 1 è ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè t� tnl;2. Ïðètnl;1 � t � tnl;2, êîãäà íåëèíåéíîå ñàìîâîçäåéñòâèåêðóïíîìàñøòàáíîé êîìïîíåíòû åùå íåñóùåñòâåííî,äëÿ ýíåðãèè êîìïîíåíò èìååìE1(t) � � 20L2( 0t)1=2 ; E2(t) � � 20( 0t)1=2L2 : (29)Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ ìåëêîìàñøòàáíîé êîìïî�íåíòû ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ ïî òîìó æå çàêîíó,÷òî è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Ýíåðãèÿ êðóïíîìàñ�øòàáíîé êîìïîíåíòû ðàñòåò ñî âðåìåíåì áëàãîäà�ðÿ ïåðåíîñó â ïðîñòðàíñòâå íåçàòóõàþùåé êîìïîíåí�òû ñêîðîñòè v2(x2; t) � v2(x2; 0) êîìïîíåíòîé v1. Íàáîëüøèõ âðåìåíàõ ýíåðãèÿ âñåãî ïîëÿ E(t) è êàæ�äîé èç êîìïîíåíò ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ñîõðàíå�íèå ýíåðãèè (ñðåäíåé èçðåçàííîñòè ïîâåðõíîñòè) íàáîëüøèõ âðåìåíàõ îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî óìåíüøå�íèå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ìàêñèìàëüíûõ ãðàäèåíòîâvi(t) / t�1=2 êîìïåíñèðóåòñÿ óâåëè÷åíèåì îáúåìàV (t) / t1=2. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà ýâîëþöèÿ áåçðàç�ìåðíîé ýíåðãèè ei(t) = Ei(t) 20=� êîìïîíåíò àíèçî�òðîïíîãî âîçìóùåíèÿ (L2=L1 = p10) êàê �óíêöèÿáåçðàçìåðíîãî âðåìåíè � = t=tnl;1.Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿíà÷àëüíîãî ïîòåíöèàëà  0(x), îïèñûâàåìîãî âíó�òðè ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëëèïñîèäà óðàâíåíèåì (13),ýíåðãèÿ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè v1(t) èçìåíÿåòñÿ êàêE1(t) /  20L2(t)L3(t)L1(t) ; (30)ãäå Li(t) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (27). Äëÿ ñèëü�íî àíèçîòðîïíîãî âîçìóùåíèÿ ýíåðãèÿ êîìïîíåíòïîëÿ íà íà÷àëüíîé ñòàäèè (min tnl;i � t� max tnl;i)ìîæåò êàê âîçðàñòàòü, òàê è óáûâàòü è îñòàâàòüñÿïîñòîÿííîé âî âðåìåíè, íî ïðè t � max tnl;i ïîëåñòàíîâèòñÿ èçîòðîïíûì è ýíåðãèÿ ðàñòåò êàê t1=2.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíîå àíèçîòðîïíîå ëîêà�ëèçîâàííîå âîçìóùåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 0(x) =  0f1(x1)f2(x2); (31)
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�èñ. 1. Ýâîëþöèÿ áåçðàçìåðíîé ýíåðãèè ei;2D == Ei 20=� êîìïîíåíò äâóìåðíîãî àíèçîòðîïíîãîâîçìóùåíèÿ (L2=L1 = p10) êàê �óíêöèè áåçðàç-ìåðíîãî âðåìåíè � = t=tnl;1. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâå-äåíà ýâîëþöèÿ ýíåðãèè îäíîìåðíîãî ëîêàëèçîâàí-íîãî âîçìóùåíèÿ e1Dãäå �óíêöèè fi èìåþò ìàêñèìóì â òî÷êå x = 0(f1(0) = f2(0) = 1) è õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû Li(L1 � L2). Äëÿ òàêîãî âîçìóùåíèÿ E1(0) � E2(0).Íà âðåìåíàõtnl;1f2(x2) � t� tnl;2; tnl;i = L2i 0 ;ìåëêîìàñøòàáíàÿ êîìïîíåíòà v1(x; t) òðàíñ�îðìè�ðóåòñÿ â N -îáðàçíûé èìïóëüñ, à ñàìîâîçäåéñòâèåêðóïíîìàñøòàáíîé êîìïîíåíòû v2(x; t) åùå íå ñó�ùåñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè �èêñèðîâàííîì x2â ïðîñòðàíñòâåííîì èíòåðâàëåjx1j � Ls(t) = (2 0f2(x2)t)1=2 (32)íàáëþäàåòñÿ óíèâåðñàëüíîå ïîâåäåíèå êîìïîíåíòïîëÿ:v1(x; t) � x1t ; v2(x; t) �  0f1(0)�f2(x2)�x2 : (33)À èìåííî, v1(x; t) íå çàâèñèò îò x2 è íà÷àëüíîé àì�ïëèòóäû âîçìóùåíèÿ, à âåëè÷èíà v2(x; t) íå çàâè�ñèò îò x1 è ðàâíà íà÷àëüíîìó ïîëþ íà îñè x1 = 0:v2(x; t) = v2(0; x2; 0). Ñëåäîâàòåëüíî, èç (32), (33)äëÿ ýíåðãèè êîìïîíåíò èìååìE1(t) � 25=2 3=203t1=2 Z f3=22 (x2) dx // E1(0) L1( 0t)1=2 ; (34)1335



Ñ. Í. �óðáàòîâ, À. Þ. Ìîøêîâ ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003E2(t) � 23=2 3=20 t1=2 Z f1=22 (x2)��f2(x2)�x2 �2 dx // E2(0) ( 0t)1=2L1 : (35)Òàêèì îáðàçîì, è â äàííîì ñëó÷àå íàáëþäàåòñÿ çàòó�õàíèå ìåëêîìàñøòàáíîé êîìïîíåíòû v1 è âîçðàñòà�íèå êðóïíîìàñøòàáíîé v2. Ïðè t� tnl;2 ïðîèñõîäèòèçîòðîïèçàöèÿ íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ è ïîëå ñêî�ðîñòè èìååò óíèâåðñàëüíóþ ñòðóêòóðó (18) âíóòðèîáëàñòè jxj < (2 0t)1=2.3.2. Ýâîëþöèÿ âîçìóùåíèé ñî ñëîæíîéâíóòðåííåé ñòðóêòóðîéÈç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà (12) ñëåäóåò,÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå (17), (18), èìåþùååâèä (x; t) =  0(y�)� (x�y�)22t ; v(x; t) = x�y�t ;jx� y�j < Ls(t) = (2Ht)1=2 ; (36)èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ëîêàëèçîâàí�íîãî âîçìóùåíèÿ ñ åäèíñòâåííûì ìàêñèìóìîìH =  0(y�), ðàñïîëîæåííûì â òî÷êå yk = y�. Íàäàííîé ñòàäèè ýíåðãèÿ ïîëÿ â d-ìåðíîì ñëó÷àåçàäàåòñÿ âûðàæåíèåìE(t) = 2(d+4)=2H(d+2)=2t(d�2)=2�(d=2)(d+ 2) ; (37)ãäå �(z) � ãàììà-�óíêöèÿ. Èç �îðìóëû (37) âèäíî,÷òî äëÿ d = 1 ýíåðãèÿ E(t) óìåíüøàåòñÿ ñî âðåìå�íåì, â äâóìåðíîì ñëó÷àå E(t) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé,à ïðè d � 3 � ðàñòåò ñî âðåìåíåì. Íàïîìíèì, ÷òîäëÿ ìíîãîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà âåëè÷èíàE(t) = h(r (x; t))2i = hv2(x; t)iåñòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íûé ãðàäèåíò è õàðàêòåðèçóåòèçðåçàííîñòü ïîâåðõíîñòè.Åñëè èçíà÷àëüíî ëîêàëèçîâàííîå âîçìóùåíèå îá�ëàäàåò ñëîæíîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé, òî ïðîöåññèçîòðîïèçàöèè ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íûå ñòàäèè. Íè�æå ìû ðàññìîòðèì ýâîëþöèþ ìíîãîìàñøòàáíîãî ëî�êàëèçîâàííîãî íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ, ñ÷èòàÿ, ÷òîåãî íà÷àëüíûé ïîòåíöèàë ïðåäñòàâ�èì â �îðìå M0 (x) =M(x) 0(x);M(x) = 1�Xi x2i2L2M;i+ : : : (38)

Çäåñü  0(x) � ñëó÷àéíîå ãàóññîâî ñòàòèñòè÷åñêè îä�íîðîäíîå ïîëå ñ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåéh 0(x) 0(x+ �)i = B (�) = �2 dYi=1Ri(�i); (39)Ri(�i) = 1� �2i2! l20;i + �4i4! l41;i + : : : (40)Ìû òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñëè B (j�j > lst) � 0,ãäå lst � l0; l1, òî ãàóññîâî ïîëå  0(x) â òî÷êàõjx1�x2j > lst ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûì.Îãèáàþùàÿ �óíêöèÿM(x) èìååò ìàêñèìóì â òî÷êåx = 0, ïðè÷åì õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû LM;i ìíîãîáîëüøå ìàñøòàáîâ âíóòðåííåé ñòðóêòóðû l0;i.Ìîæíî ïîêàçàòü [7℄, ÷òî äëÿ ñòàòèñòè÷åñêè îäíî�ðîäíîãî íà÷àëüíîãî ïîëÿ  0(x) íà äîñòàòî÷íî áîëü�øèõ âðåìåíàõ t� max(l0;i)2=� ïðîèñõîäèò èçîòðî�ïèçàöèÿ ïîëåé ñêîðîñòè v(x; t) è ïîòåíöèàëà  (x; t).Ïðè ýòîì âñå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà òóðáóëåíòíî�ñòè ñòàíîâÿòñÿ àâòîìîäåëüíûìè è õàðàêòåðèçóþòñÿèíòåãðàëüíûì ìàñøòàáîì L(t) ðàâíûìL(t) = (� t)1=2d�1=4 "ln � tl2eff (2�)1=d#�1=4 ; (41)ãäå ldeff = dYi=1 l0;i� ý��åêòèâíûé ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá íà÷àëü�íîãî ïîëÿ. Äëÿ ýíåðãèè êàæäîé èç êîìïîíåíò ñêîðî�ñòè è ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòè èìååìEi(t) = L2(t)t2 = � t d�1=2 "ln � tl2eff (2�)1=d #�1=2 ;E(t) =Xi Ei(t): (42)Ñðåäíèé ïîòåíöèàë (ñðåäíÿÿ âûñîòà ïîâåðõíîñòè)ðàñòåò ïðè ýòîì ïî ëîãàðè�ìè÷åñêîìó çàêîíó:h (x; t)i = d1=2 "ln � tl2eff (2�)1=d#1=2 : (43)Äëÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåîäíîðîäíîãî ïîëÿ (38) íàñòàäèè, êîãäà èíòåãðàëüíûé ìàñøòàá òóðáóëåíòíî�ñòè L(t) ìíîãî ìåíüøå ìàñøòàáà ìîäóëÿöèè LM;i,ìîæíî èñïîëüçîâàòü êâàçèñòàòè÷åñêîå ïðèáëèæå�íèå. Â äàííîì ïðèáëèæåíèè íà âðåìåíàõmin(L0;i)2� � t� max(l0;i)2� 1336



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Î ãåíåðàöèè êîãåðåíòíûõ êðóïíîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð : : :èíòåãðàëüíûé ìàñøòàá L(x; t) è ýíåðãèÿ E(x; t) òóð�áóëåíòíîñòè ïî-ïðåæíåìó îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ�ìè (41), (42), íî äèñïåðñèÿ íà÷àëüíîãî ïîòåíöèà�ëà â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííîé �óíê�öèåé êîîðäèíàòû �2 = �2 M2(x). Ýòî çíà÷èò, ÷òîèìååò ìåñòî ëîêàëüíàÿ èçîòðîïèçàöèÿ âíóòðåííåéñòðóêòóðû. Ïðè ýòîì èíòåãðàëüíûé ìàñøòàá ðàñ�òåò áûñòðåå â îáëàñòÿõ áîëüøåé àìïëèòóäû ïî�ëÿ: L(x; t) � (� M(x)t)1=2, à íåëèíåéíûå ý��åê�òû ïðèâîäÿò ê ÷àñòè÷íîìó ïîäàâëåíèþ ìîäóëÿöèè:E(x; t) � � M(x)t�1 , â òî âðåìÿ êàê äëÿ íà÷àëüíî�ãî âîçìóùåíèÿ E(x; 0) = �2 M2(x).Íà ýòîé ñòàäèè ïîëå ñêîðîñòè èìååò ÿ÷åèñòóþñòðóêòóðó ñ óíèâåðñàëüíûì ïîâåäåíèåì (18) âíó�òðè êàæäîé ÿ÷åéêè. �ðàíèöû ÿ÷åéêè îïðåäåëÿþòñÿèç óñëîâèÿ ñîïðèêîñíîâåíèÿ äâóõ ëîêàëüíûõ ìàêñè�ìóìîâ yk è ym �óíêöèè  0(x) è ÿâëÿþòñÿ ïëîñêî�ñòÿìè, îðòîãîíàëüíûìè âåêòîðó �yk;m = yk � ym.Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãðàíèö ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé èñîâïàäàåò ïî íàïðàâëåíèþ ñ âåêòîðîì �yk;m, ïðî�ïîðöèîíàëüíûì ïî âåëè÷èíå ðàçíèöå ïîòåíöèàëîâ, (yk)� (ym), äâóõ ñîñåäíèõ ìàêñèìóìîâ è íàïðàâ�ëåííûì ê ÿ÷åéêå ñ ìåíüøèì èç äâóõ ìàêñèìóìîâ.Äëÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåîäíîðîäíîãî íà÷àëüíîãî âîç�ìóùåíèÿ (38) ñðåäíåå çíà÷åíèå ëîêàëüíîãî ìàêñèìó�ìà ìåäëåííî óáûâàåò îò öåíòðà âîçìóùåíèÿ. Ñëåäî�âàòåëüíî, ñêîðîñòü ãðàíèö ÿ÷ååê è ñàìî ïîëå ñêîðî�ñòè v(x) áóäóò èìåòü íåêóþ ñðåäíþþ êîìïîíåíòó,íàïðàâëåííóþ èç òî÷êè x = 0. �ðàíèöû ëîêàëèçî�âàííîãî âîçìóùåíèÿ áóäóò ïðè ýòîì èìåòü ¾ïóçûðü�êîâóþ¿ ñòðóêòóðó. Âíåøíèå ÿ÷åéêè èìåþò ïëîñêèåãðàíèöû ïðè êîíòàêòå ñ âíóòðåííèìè ÿ÷åéêàìè, èñ�åðè÷åñêèå � jx � ykj < (2 0(yk)t)1=2 � íà ãðà�íèöàõ âîçìóùåíèÿ. Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ âûæèâà�åò åäèíñòâåííàÿ ÿ÷åéêà ñ àáñîëþòíûì ìàêñèìóìîìïîòåíöèàëà, ïðè ýòîì ïîëÿ ïîòåíöèàëà è ñêîðîñòèèìåþò óíèâåðñàëüíóþ ñòðóêòóðó (36).Ïðåäñòàâèì ïîëå ñêîðîñòè â âèäå ñóììû êðóïíî�ìàñøòàáíîé, vl, è ìåëêîìàñøòàáíîé, vs, êîìïîíåíò:v(x; t) = vl(x; t)+vs(x; t); vl(x; t) = hv(x; t)i: (44)Çäåñü óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò ñòàòèñòè÷åñêîåóñðåäíåíèå. Çàïèøåì óðàâíåíèå Áþðãåðñà äëÿïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ â âèäå�v�t = �12(rv)2 + �4v: (45)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýâîëþöèÿ ìåëêîìàñøòàáíîé êîì�ïîíåíòû vs ìîæåò áûòü îïèñàíà â êâàçèñòàòè÷åñêîìïðèáëèæåíèè. Ïðåíåáðåãàÿ íåëèíåéíûìè èñêàæåíè�

ÿìè è äèññèïàöèåé êðóïíîìàñøòàáíîé êîìïîíåíòû,ïîñëå óñðåäíåíèÿ (45) ïîëó÷èì�vl(x; t)�t = �12rhv2s(x; t)i = �12rEs(x; t): (46)Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì, ÷òî äëÿ íåîäíîðîä�íîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ïðîèñõîäèò ãåíåðàöèÿ ðå�ãóëÿðíîé êðóïíîìàñøòàáíîé êîìïîíåíòû ñ íåíó�ëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì. Äî ïðîÿâëåíèÿ íåëè�íåéíûõ èñêàæåíèé ìåëêîìàñøòàáíîé êîìïîíåíòû(t � tnl;s = min(l21;i=� )) ðåãóëÿðíàÿ êîìïîíåíòàîïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíîé ýíåðãèåé ïîëÿ ñêîðîñòè:vl(x; t) = t�2v2 rM2(x):Íà ñèëüíî íåëèíåéíîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ, êîãäà ïðîèñ�õîäèò ëîêàëüíàÿ èçîòðîïèçàöèÿ âíóòðåííåé ñòðóê�òóðû, èç óðàâíåíèé (44), (43) èìååì ëîãàðè�ìè÷å�ñêèé ðîñò êðóïíîìàñøòàáíîé êîìïîíåíòû:vl(x; t) = �rh (x; t)i �� �rjM(x)j� d1=2 ln � tl2eff !1=2 : (47)Äëÿ àíèçîòðîïíîé �óíêöèè M(x) ñðåäíåå ïîëå ñêî�ðîñòè íà ýòîé ñòàäèè òàêæå ÿâëÿåòñÿ àíèçîòðîïíûì.Êîãäà ìàñøòàá âíóòðåííåé ñòðóêòóðû L(x; t) ñòàíî�âèòñÿ ïîðÿäêà ìàñøòàáà �óíêöèè ìîäóëÿöèèM(x),íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íåëèíåéíûå èñêàæåíèÿ ðåãó�ëÿðíîé êîìïîíåíòû vl(x; t). Â êîíå÷íîì èòîãå âçà�èìîäåéñòâèå (ñëèÿíèå) ÿ÷ååê âåäåò ê èçîòðîïèçà�öèè ïîëåé ñêîðîñòè è ïîòåíöèàëà. Íà áîëüøèõ âðå�ìåíàõ ÿ÷åéêà ñ àáñîëþòíî ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíè�åì ïîòåíöèàëà ïîãëîòèò âñå îñòàëüíûå è àñèìï-òîòè÷åñêîå ðåøåíèå áóäåò îïèñûâàòüñÿ óðàâíåíè�åì (36). �ðàíèöû Ls(t) (36) è ýíåðãèÿ E(t) (37) òàêîéñòðóêòóðû îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî àáñîëþòíûì ìàê�ñèìóìîì H íà÷àëüíîãî ïîòåíöèàëà  M0 (x) (38). Íàðèñ. 2à�â èçîáðàæåíà ýâîëþöèÿ ïîâåðõíîñòè  (x; t)äâóìåðíîãî ëîêàëèçîâàííîãî âîçìóùåíèÿ íà íåëè�íåéíîé ñòàäèè äëÿ îòíîøåíèÿ âðåìåí, ñîîòâåòñòâåí�íî, t=tnl = 10; 30; 80. Õîðîøî âèäíû ïðîèñõîäÿùàÿ ñòå÷åíèåì âðåìåíè èçîòðîïèçàöèÿ ïîëÿ è ñòðóêòóðàãðàíèö ÿ÷ååê.�àññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà âåëè÷èíûàáñîëþòíîãî ìàêñèìóìàH äëÿ âîçìóùåíèé ñî ñëîæ�íîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî õàðàê�òåðíûé ìàñøòàá âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ìíîãî ìåíü�øå ìàñøòàáà îãèáàþùåé. Â Ïðèëîæåíèè ïîêàçàíî,1337



Ñ. Í. �óðáàòîâ, À. Þ. Ìîøêîâ ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003
250

0 50 100 150 200 250

50

100

150

200

б

250

0 50 100 150 200 250

50

100

150

200

а

250

0 50 100 150 200 250

50

100

150

200

в

�èñ. 2. Ýâîëþöèÿ ïîâåðõíîñòè ëîêàëèçîâàííîãîâîçìóùåíèÿ íà íåëèíåéíîé ñòàäèè, t=tnl = 10 (à),30 (á ), 80 (â)
÷òî èíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ Q(H;V ) âåðîÿòíîñòè íà�õîæäåíèÿ àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà â íåêîòîðîì îáú�åìå V ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ñðåäíåå ÷èñëîN(H ;V ) ìàêñèìóìîâ ïîòåíöèàëà  0, ïðåâûøàþùèõóðîâåíü H (ñì. �îðìóëó (81)),Q(H ;V ) = exp (�N(H ;V )): (48)Äëÿ ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíîãî ïîëÿ ïëîòíîñòü ìàê�ñèìóìîâ n îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (78), ñì. Ïðè�ëîæåíèå. Äëÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåîäíîðîäíîãî ïîëÿ M0 (x) = M(x) 0(x) (38) ïðè LM;i � li ìîæíî ââå�ñòè ëîêàëüíóþ ïëîòíîñòü nlo
(x), îïèñûâàþùóþñÿ

òåì æå óðàâíåíèåì, íî ñ çàìåíîé � íà M(x)� . Òî�ãäà äëÿ ñðåäíåãî êîëè÷åñòâàN1(H) ìàêñèìóìîâ ïî�òåíöèàëà  M0 âî âñåì ïðîñòðàíñòâå èìååìN1(H) = 1(2�)(d+1)=2ldeff Z � HM(x)� �d�1 �� exp � H22M2(x)�2 !ddx: (49)Äëÿ áîëüøèõ H , èñïîëüçóÿ ìåòîä Ëàïëàñà, èç óðàâ�íåíèé (38), (49) ïîëó÷àåì1338



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Î ãåíåðàöèè êîãåðåíòíûõ êðóïíîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð : : :N1(H) = 1(2�)1=2 � H� �d�1 LMeffleff !d �� exp � H22�2 !; (50)ãäå ld0;eff = dYi=1 l0;i; (LMeff )d = dYi=1LM;i:Â �îðìóëå (50) îòíîøåíèå (LMeff=leff )d = Nmax ÿâ�ëÿåòñÿ ÷èñëîì íåçàâèñèìûõ ëîêàëüíûõ ìàêñèìó�ìîâ íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ (38). Â íàøåì ñëó÷àå(Nmax � 1) ìîæíî ââåñòè áåçðàçìåðíûé ïîòåíöèàëh = H� = h0�1 + zh20� ; (51)ãäå h0 = H0=� , à H0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿN1(H0) = 1: H0 � �  2d ln LMeffleff !1=2 : (52)Áåçðàçìåðíûé ïîòåíöèàë h èìååò äâîéíîå ýêñïîíåí�öèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:Q(z) = exp[� exp (�z)℄;Qh(h) = expf� exp[�(h� h0)h0℄g: (53)Ïðè Nmax � 1 èíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ (48) ðàñ�ïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà ñêîíöåíòðèðî�âàíà â óçêîé îêðåñòíîñòè 4H=H � 1=h20 � 1 òî÷êèH0 = h0� . Òàêèì îáðàçîì, èç âûðàæåíèé (36), (37)ñëåäóåò, ÷òî îòíîñèòåëüíûå �ëóêòóàöèè ïðîñòðàí�ñòâåííîãî ìàñøòàáà4Ls(t)Ls(t) � 12h20è ýíåðãèè 4E(t)E(t) � d+ 22h20èçîòðîïíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè äîñòàòî÷íî ìàëû. Àíà�ëîãè÷íî ïðèâåäåííûì â ðàçäåëå âû÷èñëåíèÿì ìîæ�íî ïîëó÷èòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿò�íîñòè äëÿ êîîðäèíàòû yk èçîòðîïíîãî ïîëÿ (36) ÿâ�ëÿåòñÿ ãàóññîâûì ñ êâàäðàòè÷íûì ñðåäíèì, ðàâíûìhy2k;ii = L2M;i=h20. Íà âðåìåíàõ, êîãäà ìàñøòàá ñòðóê�òóðû Ls(t) � LM;i, âàðèàöèè ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿëèøü èçìåíåíèÿìè ïîçèöèè ðàçðûâîâ Ls(t), êîòî�ðûå äîñòàòî÷íî ìàëû. Äëÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè vl(x; t)(ñì. (44)) è äèñïåðñèè �2v(x; t) = hv2s(x; t)i èç �îð�ìóë (36), (51) è (53) èìååìvl(x; t) = hv(x; t)i = xt �1�Qh� x22� t�� ; (54)
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25155 x=(2�	t)1=2�èñ. 4. Áåçðàçìåðíàÿ àâòîìîäåëüíàÿ äèñïåðñèÿDv(x) ïðè h0 = 3 (1 ), 10 (2 )�2v(x; t) = x2t2 Qh� x22� t��1�Qh� x22� t�� : (55)Èç ýòèõ âûðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå ïîëå èäèñïåðñèÿ ÿâëÿþòñÿ àâòîìîäåëüíûìè �óíêöèÿìè:vl(x; t) = (2� t)1=2Vl � x(2� t)1=2� ;�2v(x; t) = 2� tDv � x(2� t)1=2� ;�îðìà êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïàðà�ìåòðîì h0 = H0=� (52). Ïðè óâåëè÷åíèè îòíîøå�1339



Ñ. Í. �óðáàòîâ, À. Þ. Ìîøêîâ ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003íèÿ õàðàêòåðíîãî ìàñøòàáà âîçìóùåíèÿ ê ìàñøòà�áó âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ñðåäíåå ïîëå ñòðåìèòñÿ êN -âîëíå, à äèñïåðñèÿ ëîêàëèçóåòñÿ â îêðåñòíîñòÿõðàçðûâîâ, ÷òî ïîêàçàíî, ñîîòâåòñòâåííî, íà ðèñ. 3,4. Êàê âèäíî èç (54), ïðè Nmax � 1 ýíåðãèÿ ðåãó�ëÿðíîé êîìïîíåíòû vl(x; t) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíè�åì (37), ãäå H = h0� . Äèñïåðñèÿ �2v(x; t) îòëè÷íàîò íóëÿ â óçêîé îêðåñòíîñòè 4Ls(t)=Ls(t) � 1=2h20êîîðäèíàòû ðàçðûâà Ls(t) = (2� h0t)1=2. ÝíåðãèÿEs(t) ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû ìíîãî ìåíüøå ýíåðãèèEl(t) ñðåäíåé êîìïîíåíòû ïîëÿ vl(x; t):Es(t)El(t) � d+ 2h20 � d+ 2d  2 ln LMeffleff !�1 � 1: (56)Òàêèì îáðàçîì, â ñðåäå ñ èñ÷åçàþùå ìàëîé âÿç�êîñòüþ íåëèíåéíûå ý��åêòû ïðèâîäÿò ê ãåíåðà�öèè ïðàêòè÷åñêè äåòåðìèíèðîâàííîé êðóïíîìàñ�øòàáíîé èçîòðîïíîé ñòðóêòóðû.4. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÂÅÄÅÍÈÅÏÎËß ÍÀ ÁÎËÜØÈÕ Â�ÅÌÅÍÀÕÄëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ïîëÿ ïðè áîëüøèõ, íî êî�íå÷íûõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà áóäåì èñïîëüçîâàòü ðå�øåíèå Õîï�à�Êîóëà. Êîãäà ìàñøòàá �óíêöèè �ðè�íà ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ äè��óçèè (8) ìíîãî áîëüøåìàñøòàáà íà÷àëüíîãî ëîêàëèçîâàííîãî âîçìóùåíèÿ,èç âûðàæåíèé (8), (9) ïîëó÷àåìU(x; t) = 1 + B(4��t)d=2 exp�� x24�t� ; (57)ãäå êîíñòàíòà B ðàâíàB = Z �exp� 0(y)2� �� 1� ddy: (58)Äëÿ áîëüøèõ íà÷àëüíûõ ÷èñåë �åéíîëüäñà Re0 �� H=2�, ãäå H � ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì �óíêöèè 0(y), êîíñòàíòà B ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàêB = Ldeff exp�H2�� : (59)ãäå Leff � íåêèé ý��åêòèâíûé ìàñøòàá ïîäûíòå�ãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â (58). Òîãäà âûðàæåíèå (57)ïðèíèìàåò âèäU(x; t) = 1+exp"� 12�  x22t�H+�d ln 4��tL2eff !#: (60)Ïðè ìàëîé âÿçêîñòè (� ! 0) èç óðàâíåíèé (7), (60)ïîëó÷àåì ðåøåíèå (36). Íî ïðè êîíå÷íûõ ÷èñëàõ

�åéíîëüäñà âûðàæåíèå (36) ñïðàâåäëèâî ëèøüíà îãðàíè÷åííîì âðåìåííîì èíòåðâàëå. Äëÿ êî�íå÷íûõ t è äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé xìû ïî-ïðåæíåìó èìååì ðåøåíèå (36) âíóòðè¾d-ñ�åðû¿:jxj � Ls(t) = "2t H � d� ln 4��tL2eff !#1=2 : (61)Ïðè êîíå÷íûõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà óäàðíûé �ðîíòèìååò êîíå÷íóþ øèðèíó Æ � t1=2. Îäíàêî áîëåå ñó�ùåñòâåííî, ÷òî çà ñ÷åò ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïîïðàâêèê ïîëîæåíèþ ðàçðûâà (36) îòíîøåíèå øèðèíû ðàç�ðûâà ê ïîëîæåíèþ óäàðíîãî �ðîíòà Æ(t)=Ls(t) âîç�ðàñòàåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Ýòî ïðèâîäèò ê óìåíü�øåíèþ ý��åêòèâíîãî ÷èñëà �åéíîëüäñà è, ñëåäîâà�òåëüíî, ê ðàçðóøåíèþ íåëèíåéíîé ñòðóêòóðû. Íàáîëüøèõ âðåìåíàõ, êîãäà B=(4��t)d=2 � 1, ìû èìå�åì ëèíåéíîå ðåøåíèå è äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòè èç âûðà�æåíèé (20), (57) ïîëó÷àåìv(x; t) = � B(4��t)d=2r exp�� x24�t� : (62)Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ýâîëþöèÿ ïîâåðõíîñòè (ïîòåí�öèàëà  (x; t)) îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåìäè��óçèè, à ñàìà ïîâåðõíîñòü èìååò ãàóññîâó �îð�ìó ñ âûñîòîé B(4��t)�d=2 è ïðîñòðàíñòâåííûì ìàñ�øòàáîì (2�t)1=2.Åñëè ïîòåíöèàë íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ èìååòîäèí ìàêñèìóì è ïðåäñòàâ�èì â åãî îêðåñòíîñòè ââèäå (13), òî, êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (59),B = �4�� 0 �(d+1)=2 dYi=1Li exp  02� :Åñëè íà÷àëüíîå ëîêàëèçîâàííîå ñëó÷àéíîå âîç�ìóùåíèå ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì è ïðåäñòàâèìî â �îð�ìå (38), òî äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ B èç �îðìóëû(58) ïîëó÷àåìhBi = Z �exp Re20M2(y)2 � 1� ddy;Re0 = � 2� : (63)Èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå çíà�÷åíèå hBi íå çàâèñèò îò âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ïî�òåíöèàëà  0(x) è âñåãäà ïîëîæèòåëüíî, ÷òî ÿâëÿåòñÿðåçóëüòàòîì ãåíåðàöèè ñðåäíåãî ïîëÿ íà íåëèíåéíîé1340



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Î ãåíåðàöèè êîãåðåíòíûõ êðóïíîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð : : :ñòàäèè. Äëÿ äèñïåðñèè �2B = h(B � hBi)2i ñïðàâåä�ëèâî ðàâåíñòâî�2B = ZZ exp �2 (M2(y) +M2(y0))8�2 !���exp�B (y�y0)M(y)M(y0)4�2 ��1� ddy ddy0: (64)Çäåñü B (z) � �óíêöèÿ êîððåëÿöèè îäíîðîäíîãî íà�÷àëüíîãî ïîòåíöèàëà  0(x). Ïðè áîëüøèõ íà÷àëü�íûõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà Re0 äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿB ïîëó÷àåìhBi = � 2�Re0�(d+1)=2 dYi=1LM;i exp�Re202 � //  LMeffRe1=20 !d exp�Re202 � ; (65)à äëÿ äèñïåðñèè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå�2B /  leffLMeffRe0 !d exp �2Re20�: (66)Òàêèì îáðàçîì, íà ëèíåéíîé ñòàäèè ýâîëþöèèïîëå èìååò óíèâåðñàëüíóþ ñòðóêòóðó (62) ñî ñëó�÷àéíîé àìïëèòóäîé B. Ïðè ýòîì îòíîøåíèå ýíåðãèéñëó÷àéíîãî è ðåãóëÿðíîãî ïîëåé îïðåäåëÿåòñÿ âåëè�÷èíîé îòíîñèòåëüíûõ �ëóêòóàöèé B:Es(t)El(t) = �2B(hBi)2 /  leffLMeff !d exp �Re20�: (67)Ýòè �ëóêòóàöèè íà ëèíåéíîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ âexp �Re20� ðàç áîëüøå òàêèõ æå �ëóêòóàöèé íàíåëèíåéíîé ñòàäèè (ñì. (56)). Òåì íå ìåíåå ïðè(leff=LMeff )d � exp(�Re20) ìû èìååì îòíîñèòåëü�íî ìàëûé ðàçáðîñ B, è ñ óâåëè÷åíèåì îòíîøåíèÿ(leff=LMeff )d ðàñïðåäåëåíèå B ìåäëåííî ñõîäèòñÿ êíîðìàëüíîìó. Òàêîå ïîâåäåíèå ñõîæå ñî ñâîéñòâàìèîäíîðîäíîãî ïîëÿ íà ïîçäíåé ñòàäèè ðàçâèòèÿ [29℄.5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ýâîëþöèÿ ñëó�÷àéíûõ ìíîãîìàñøòàáíûõ âîçìóùåíèé â çàäà÷àõ îðîñòå ïîâåðõíîñòåé. Ýâîëþöèÿ ïîâåðõíîñòè îïèñû�âàåòñÿ óðàâíåíèåì KPZ äëÿ ïîòåíöèàëà  , à âåêòîð�íîå ïîëå ãðàäèåíòà (v = �r ) óäîâëåòâîðÿåò ìíî�ãîìåðíîìó óðàâíåíèþ Áþðãåðñà. Ñðåäíåêâàäðàòè÷�íûé ãðàäèåíòE(t) = h(r (x; t))2i = hv2(x; t)i

õàðàêòåðèçóåò ïðè ýòîì èçðåçàííîñòü ïîâåðõíîñòè èìîæåò êàê óáûâàòü, òàê è âîçðàñòàòü ñ òå÷åíèåì âðå�ìåíè. Îòíîñèòåëüíîå âëèÿíèå íåëèíåéíûõ è äè��ó�çèîííûõ (äèññèïàòèâíûõ) ý��åêòîâ õàðàêòåðèçóåò�ñÿ ïðè ýòîì ÷èñëîì �åéíîëüäñà Re0.Â ïðåäåëå èñ÷åçàþùå ìàëîé âÿçêîñòè íåëèíåé�íûå ý��åêòû ïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâåíèþ ëîêàëüíîéàâòîìîäåëüíîñòè ïîëåé ñêîðîñòè è ïîòåíöèàëà, êî�ãäà ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå ðàçáèâàåòñÿ íà ÿ÷åéêè ñóíèâåðñàëüíûì ïîâåäåíèåì ïîëÿ â êàæäîé èç íèõ. Âðåçóëüòàòå âçàèìíîãî ïîãëîùåíèÿ îäíèõ ÿ÷ååê äðó�ãèìè, íà áîëüøèõ âðåìåíàõ âûæèâàåò ëèøü îäíàÿ÷åéêà ñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì íà÷àëüíîãî ïîòåí�öèàëà. Íà ýòèõ âðåìåíàõ âíóòðè d-ìåðíîé ñ�åðû ïî�âåðõíîñòü èìååò �îðìó ïàðàáîëîèäà âûñîòîé H èðàäèóñîì Ls, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíîé ìàê�ñèìàëüíîãî ïîòåíöèàëà íà÷àëüíîãî ëîêàëèçîâàííî�ãî âîçìóùåíèÿ H . Ïðè ýòîì ïîëå ñêîðîñòè òåðïèòðàçðûâ íà ãðàíèöå îáëàñòè è àìïëèòóäà óäàðíîãî�ðîíòà óáûâàåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Ïîêàçàíî, ÷òîåñëè ìàñøòàá ñëîæíîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ñóùå�ñòâåííî ìåíüøå ìàñøòàáà ëîêàëèçàöèè, òî ïàðàìåò�ðû àñèìïòîòè÷åñêîé ñòðóêòóðû H è Ls ìàëî ìåíÿ�þòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ñëó÷àéíîé ðåàëèçàöèèê äðóãîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç ñëó÷àéíîãî ñëîæíî�ãî ëîêàëèçîâàííîãî âîçìóùåíèÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèìãåíåðèðóåòñÿ ïðàêòè÷åñêè äåòåðìèíèðîâàííàÿ êîãå�ðåíòíàÿ ñòðóêòóðà. Ïîêàçàíî, ÷òî íà ïîçäíåé ñòàäèèìû èìååì àâòîìîäåëüíóþ ýâîëþöèþ ñðåäíåãî ïîëÿè ïîëÿ äèñïåðñèè.Ïðè êîíå÷íûõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà ñèëüíî íåëè�íåéíàÿ ñòàäèÿ ýâîëþöèè ñìåíÿåòñÿ â êîíöå êîíöîâíà ëèíåéíóþ. Äëÿ íå ñëèøêîì áîëüøèõ âðåìåíóäàðíûé �ðîíò èìååò êîíå÷íóþ øèðèíó Æ � t1=2.Îäíàêî áîëåå ñóùåñòâåííî òî, ÷òî çà ñ÷åò ëîãà�ðè�ìè÷åñêîé ïîïðàâêè ê ïîëîæåíèþ ðàçðûâàîòíîøåíèå øèðèíû ðàçðûâà ê ïîëîæåíèþ óäàðíîãî�ðîíòà Æ(t)=Ls(t) âîçðàñòàåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.Ýòî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ý��åêòèâíîãî ÷èñëà�åéíîëüäñà è, ñëåäîâàòåëüíî, ê ðàçðóøåíèþ íåëè�íåéíîé ñòðóêòóðû. Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ýâîëþöèÿïîâåðõíîñòè îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåìäè��óçèè, à ñàìà ïîâåðõíîñòü èìååò ãàóññîâó�îðìó ñ âûñîòîé B(4��t)�d=2, ïðè÷åì ñðåäíååçíà÷åíèå hBi íå çàâèñèò îò âíóòðåííåé ñòðóêòóðûïîòåíöèàëà  0(x) è âñåãäà ïîëîæèòåëüíî. Ýòîòý��åêò ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèåì ãåíåðàöèè ñðåäíåãîïîëÿ íà íåëèíåéíîé ñòàäèè. Íà ëèíåéíîé ñòàäèè�ëóêòóàöèè âûñîòû ñóùåñòâåííî âîçðàñòàþò ïîñðàâíåíèþ ñ íåëèíåéíîé ñòàäèåé. Ýòî ñâÿçàíî ñòåì, ÷òî âðåìÿ ïåðåõîäà îò íåëèíåéíîé ñòàäèè êëèíåéíîé â ðàçíûõ ðåàëèçàöèÿõ ýêñïîíåíöèàëüíî1341



Ñ. Í. �óðáàòîâ, À. Þ. Ìîøêîâ ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003çàâèñèò îò ìàêñèìàëüíîé âûñîòû íà÷àëüíîãî âîç�ìóùåíèÿ.Àâòîðû áëàãîäàðíû Ó. Ôðèøó, À. Íóëëåñó,À. È. Ñàè÷åâó çà öåííûå äèñêóññèè è îáñóæäå�íèå ïðîáëåìû. �àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñî�âîé ïîääåðæêå âåäóùåé íàó÷íîé øêîëû (ãðàíòÍØ-838.2003.2), �ÔÔÈ (ãðàíò �02-02-17374) èïðîãðàììû ¾Óíèâåðñèòåòû �îññèè¿.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÑòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàêñèìóìîâíåîäíîðîäíûõ ñëó÷àéíûõ ãàóññîâûõ ïîëåéÀñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîëÿ íà áîëüøèõâðåìåíàõ îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì ñëó÷àéíîãî ïî�ëÿ  0, àìïëèòóäà êîòîðîãî ïðåâûøàåò âàðèàöèþ íà�÷àëüíîãî ïîòåíöèàëà � , ïîýòîìó ìîæíî èñïîëüçî�âàòü ðÿä ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ ïðîöåñ�ñîâ [7; 27; 35℄.Çàäà÷à î ñòàòèñòèêå ïèêîâ ãàóññîâà ïîëÿ äîñòà�òî÷íî õîðîøî èçó÷åíà â èçîòðîïíîì è ñòàòèñòè÷å�ñêè îäíîðîäíîì ñëó÷àå (ñì. [36℄). Äëÿ àíàëèçà æåòóðáóëåíòíîñòè Áþðãåðñà íåîáõîäèìî èññëåäîâàòüñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà àáñîëþòíûõ ìàêñèìóìîâàíèçîòðîïíîãî è ñòàòèñòè÷åñêè íåîäíîðîäíîãî ïî�ëÿ �(x;y; t). �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñòàòèñòèêó ìàêñè�ìóìîâ ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíîãî ïîëÿ S(x). Î÷å�âèäíî, ÷òî äëÿ îòíîñèòåëüíî ãëàäêèõ ïîëåé ÷èñëîïèêîâ, íàõîäÿùèõñÿ âûøå íåêîòîðîãî óðîâíÿ, àñèì�ïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê ÷èñëó ìàêñèìóìîâ è ýêñòðå�ìóìîâ, âåëè÷èíà êîòîðûõ áîëüøå ýòîãî óðîâíÿ. Ïî�ýòîìó ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñâîéñòâà ýêñòðåìó�ìîâ ïîëÿ S(x). Ïîëàãàÿ, ÷òî óðàâíåíèå rS(x) = 0èìååò ëèøü îäèí êîðåíü xr, ìîæíî íàïèñàòü ñëå�äóþùåå âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà îò ìíîãîìåðíîéÆ-�óíêöèè: Z Æ(rS(x)) dx = 1jJ(xr)j ; (68)ãäå J � ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ:J = J(aij) = det(aij); aij = �S(x)�xi�xj : (69)Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà Æ-�óíêöèè, ìîæíî ïîëó÷èòüäëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà N(H) = hNext(H)i ýêñòðåìóìîâ,íàõîäÿùèõñÿ â îáúåìå V è ïðåâûøàþùèõ çíà÷åíèåH , âûðàæåíèåN(H) = *ZV Æ(rS)jJ(aij)jE(S �H) dx+ : (70)

Çäåñü E(S) � åäèíè÷íàÿ �óíêöèÿ.Äëÿ ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíîãî ïîëÿ ïðîñòðàí�ñòâåííàÿ ïëîòíîñòü ýêñòðåìóìîâ n(H) = N(H)=V == hNexti=V îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé �óíêöèåéïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, çàâèñÿùåé îò S, ãðàäèåíòàvi = �S=�xi è òåíçîðà aij = �S=�xi�xj . Äëÿ ñòà�òèñòè÷åñêè îäíîðîäíîãî ãàóññîâà ïîëÿ ñïðàâåäëèâîðàâåíñòâîWS;vi;aij =Wv(vi)WS;aij (S; aij): (71)Èç óðàâíåíèé (70), (71) ïîëó÷àåìn(H) =Wv(0) 1ZH Z dSJ(aij)WS(S; aij) daij : (72)Èñïîëüçóÿ óñëîâíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòèW
on (aij=S) =WS(S; aij)=WS(S);ïîëó÷àåìn =Wv(0) 1ZH dS WS(S)�� Z J(aij)W
on (aij=S) daij : (73)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ êîððåëÿöèè ïîëÿ S(x)ïðåäñòàâèìà â âèäåBS(�) = hS(x)S(x + �)i = �2S dYi=1Ri(�i); (74)Ri(�i) = 1� �2i2! l20;i + �4i4! l41;i + : : : (75)�àóññîâî ðàñïðåäåëåíèå â (72) â ýòîì ñëó÷àå áóäåòîïðåäåëÿòüñÿ íàáîðîì êîíñòàíòhaijiS = ShaijSi�2s ; haijSi = �Æij�2Sl0;i ;ha2iji = �2Sl20;il20;j ; i 6= j; ha2iii = �2Sl41;i ;Wv(0) =  l20;eff2��2 !d=2 ; ld0;eff = dYi=1 l0;i: (76)
Çäåñü ìû ââåëè ý��åêòèâíóþ äëèíó l0;eff .Äëÿ àñèìïòîòèêè n(H) äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé Hñïðàâåäëèâî ïðèáëèæåíèåhJ(aij)iS � J(haijiS) � dYi=1haiiiS = Sdl2d0;eff : (77)1342



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Î ãåíåðàöèè êîãåðåíòíûõ êðóïíîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð : : :Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ïëîòíîñòè ýêñòðåìóìîâ èç óðàâ�íåíèé (73)�(77) ïîëó÷àåìnext(H) =Wv(0) 1ZH dS WS(S) Sdl2deff == 1(2�)(d+1)=2ldeff 1ZH=�S Sde�S2=2 dS �� �H�S�d�1 1(2�)(d+1)=2ldeff exp�� H22�2S�: (78)Èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå ÷èñ�ëî ýêñòðåìóìîâ àíèçîòðîïíîãî ïîëÿ S(x) çàâèñèòîò ý��åêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòàáà leff ,ÿâëÿþùåãîñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ñðåäíèì âåëè÷èí l0;i(ñì. (76)). Äëÿ îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ H ïëîòíîñòüýêñòðåìóìîâ (78) ýêâèâàëåíòíà ïëîòíîñòè ñîáûòèé,îïèñûâàþùèõ ïðåâûøåíèå ñëó÷àéíûì ïîëåì S(x)çíà÷åíèÿ H .Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ àáñîëþòíî�ãî ìàêñèìóìà S â îáëàñòè V ìîæíî íàéòè ìåòîäîì,àíàëîãè÷íûì äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ [7℄. Äëÿ �èê�ñèðîâàííîãî îáúåìà V è áîëüøèõ çíà÷åíèé H ìîæ�íî ïðåíåáðå÷ü âîçìîæíîñòüþ áîëåå îäíîãî ïðåâûøå�íèÿ S(x) íàä H è ñ÷èòàòü ïîäîáíûé ýêñòðåìóì åäèí�ñòâåííûì â çàäàííîé îáëàñòè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæ�íî ïîëó÷èòü äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà hN(H;V )i ïðåâûøå�íèé ïîëåì S(x) çíà÷åíèÿ H èëè ñðåäíåãî ÷èñëà ýêñ�òðåìóìîâ hNext(H;V )i, áîëüøèõ H , ñëåäóþùåå âû�ðàæåíèå:hN(H;V )i � hNext(H;V )i � P (1;H;V ); (79)ãäå P (M ;H;V ) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî ñîáû�òèé S > H â îáúåìå V ðàâíî M .Ïîëàãàÿ V � ldst, ãäå ldst � õàðàêòåðíîå ðàññòîÿ�íèå, íà êîòîðîì çíà÷åíèÿ S(x) ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷å�ñêè íåçàâèñèìûìè, ìîæíî ðàçáèòü îáúåì V íà �è�çè÷åñêè ìàëûå îáúåìû dVk (ldst � dVk). Âåðîÿòíîñòüòîãî, ÷òî â äàííîì îáúåìå dVk �óíêöèÿ S(x) íå ïðå�âûñèò âåëè÷èíû H , ìîæíî âûðàçèòü êàêdPk = 1� P (1;H; dVk) = 1� hN(H; dVk)i; (80)ãäå hN(H; dVk)i � 1. Ïðè óñëîâèè ldst � dVk ñîáû�òèÿ â êàæäîì èíòåðâàëå dVk ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷å�ñêè íåçàâèñèìûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èíòåãðàëü�

íîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíîãî ìàêñèìó�ìà �óíêöèè S(x) â îáúåìå V ïîëó÷àåìQ(H;V ) = P (S(x) < H;x 2 V ) ==Yk dPk =Yk (1� hN(H; dVk)i) == exp(�N(H;V )): (81)Ôóíêöèÿ Q(H;V ) ýêâèâàëåíòíà âåðîÿòíîñòè òîãî,÷òî â äàííîì îáúåìå V íåò ïðåâûøåíèé S(x) > Hè äëÿ áîëüøèõ H íå ñóùåñòâóåò ýêñòðåìóìîâ, áîëü�øèõ H . Âûðàæåíèå (81) îòðàæàåò èçâåñòíûé �àêòèç òåîðèè ýêñòðåìóìîâ î ïóàññîíîâñêîì ðàñïðåäåëå�íèè ìàêñèìóìîâ [35℄. Ïðè áîëüøèõ H äëÿ ñòàòèñòè�÷åñêè îäíîðîäíîãî ïîëÿ èìååì N(H;V ) = V n(H),ãäå n îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (78). Äëÿ íåîäíîðîä�íûõ ïîëåé, äàæå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, âûðàæåíèåäëÿ N íàìíîãî ñëîæíåå. Íî åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òîíåðàâíîìåðíîñòü ïîëÿ ñâÿçàíà ñî ñäâèãîì ñðåäíåãîçíà÷åíèÿ ��(x) = S(x)��(x) èëè ñ èçìåíåíèåì äèñ�ïåðñèè �M (x) = S(x)M(x), è ÷òî �(x), M(x) äîñòà�òî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè (â ìàñøòàáàõ S(x)), òî ìîæ�íî âîñïîëüçîâàòüñÿ êâàçèñòàòè÷åñêèì ïðèáëèæåíè�åì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà N(H;V ) ñîáû�òèé �M (x) > H â îáúåìå V èìååì ñëåäóþùåå óðàâ�íåíèå: N(H;V ) = ZV next� HM(x)� dV; (82)ãäå n îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (78) è ÿâëÿåòñÿïëîòíîñòüþ ýêñòðåìóìîâ ðàâíîìåðíîé �óíê�öèè S(x). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. J. M. Burgers, Kon. Ned. Akad. Wet. Verh. 17, 1(1939).2. J. M. Burgers, The Nonlinear Diffusion Equation,D. Reidel, Dordre
ht, (1974).3. U. Fris
h, Turbulen
e: the Lega
y of A. N. Kolmogo-rov, Cambridge Univ. Press, Cambridge (1995).4. R. Krai
hnan, Phys. Fluids Me
h. 11, 265 (1968).5. G. B. Whitham, Linear and Nonlinear Waves, Wiley,New York (1974).6. Î. Â. �óäåíêî, Ñ. È. Ñîëóÿí, Íåëèíåéíàÿ àêóñòèêà,Íàóêà, Ìîñêâà, (1975).7. Ñ. Í. �óðáàòîâ, À. Í. Ìàëàõîâ, À. È. Ñàè÷åâ, Íåëè�íåéíûå ñëó÷àéíûå âîëíû â ñðåäàõ áåç äèñïåðñèè, Íà�óêà, Ìîñêâà (1990).1343



Ñ. Í. �óðáàòîâ, À. Þ. Ìîøêîâ ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 20038. W. A. Woy
zynski, Burgers�KPZ Turbulen
e. Gottin-gen Le
tures, Springer-Verlag, Berlin (1998).9. A. Cheklov and V. Yakhot, Phys. Rev. E 52, 5681(1995).10. A. M. Polyakov, Phys. Rev. E 52, 6183 (1995).11. W. E. Khanin, A. Mazel, and Ya. G. Sinai, Phys. Rev.Lett. 78, 1904 (1997).12. S. A. Boldyrev, Phys. Rev. E 59, 2971 (1999).13. J. Davoudi, A. A. Masoudi, M. R. Tabar, A. R. Ras-tegar, and F. Shahbazi, Phys. Rev. E 63, 6308 (2001).14. Ñ. Í. �óðáàòîâ, À. È. Ñàè÷åâ, Èçâ. ÂÓÇîâ, ðàäèî��èçèêà 27, 4 (1984).15. S. N. Gurbatov, A. I. Sai
hev, and S. F. Shandarin,Month. Not. Roy. Astron. So
. 236, 385 (1989).16. S. F. Shandarin and Ya. B. Zeldovi
h, Rev. Mod. Phys.61, 185 (1989).17. M. Vergassola, B. Dubrulle, U. Fris
h, and A. Noullez,Astron. Astrophys. 289, 325 (1994).18. A.-L. Barab�asi and H.E. Stanley, Fra
tal Con
epts inSurfa
e Growth, Cambridge Univ. Press, Cambridge(1995).19. M. Kardar, G. Parisi and Y. C. Zhang, Phys. Rev.Lett. 56, 889 (1986).20. J.-P. Bou
haud, M. M�ezard, and G. Parisi, Phys. Rev.E 52, 3656 (1995).21. E. Hopf, Comm. Pure Appl. Me
h. 3, 201 (1950).22. J. D. Cole, Quart. Appl. Math. 9, 225 (1951).

23. L. Fra
hebourg and Ph. A. Martin, J. Fluid Me
h. 417,323 (2000).24. S. Kida, J. Fluid Me
h. 93, 337 (1979).25. Ñ. Í. �óðáàòîâ, À. È. Ñàè÷åâ, ÆÝÒÔ 80, 689(1981).26. J. D. Fournier and U. Fris
h, J. M�e
. Th�eor. Appl.(Fran
e) 2, 699 (1983).27. S. A. Mol
hanov, D. Surgailis, and W. A. Woy
zynski,Comm. Math. Phys. 168, 209 (1995).28. E. A. Kuznetzov and S. S. Minaev, Phys. Lett. A 221,187 (1996).29. S. Albeverio, A. A. Mol
hanov, and D. Surgailis, Prob.Theory Relat. Fields 100, 457 (1994).30. S. N. Gurbatov, Phys. Rev. E 61, 2595 (2000).31. S. N. Gurbatov, B. O. Enflo, and G. V. Pasmanik, A
taA
usti
a 85, 181 (1999); 87, 16 (2001).32. Z. S. She, E. Aurell, and U. Fris
h, Comm. Math. Phys.148, 623 (1992).33. Ñ. Í. �óðáàòîâ, �. Â. Ïàñìàíèê, ÆÝÒÔ 115, 564(1999).34. S. N. Gurbatov, S. I. Simdyankin, E. Aurel, U. Fris
h,and G. T. T�oth, J. Fluid Me
h. 344, 339 (1997).35. M. R. Leadbetter, G. Lindgren, and H. Rootzen,Extremes and Related Properties of RandomSequen
es and Pro
esses, Springer, Berlin (1983).36. J. M. Bardeen, J. R. Bond, N. Kaiser, and A. S. Szalay,Astrophys. J. 304, 15 (1986).

1344


