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ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÏÓÇÛ�ÅÉ Â ÍÀÊËÎÍÍÛÕ Ò�ÓÁÀÕÍ. À. Èíîãàìîâ a, À. Ì. Îïàðèí *ba Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè èì. Ë. Ä. Ëàíäàó �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê142432, ×åðíîãîëîâêà, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿb Èíñòèòóò àâòîìàòèçàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê123056, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 11 èþíÿ 2002 ã.Àíàëèçèðóåòñÿ ñèëüíî íåëèíåéíîå äâèæåíèå æèäêîñòè, îãðàíè÷åííîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ, â âåðòè-êàëüíûõ, íàêëîííûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ òðóáàõ. Çàäà÷à î ïóçûðÿõ â âåðòèêàëüíûõ òðóáàõ òåñíî ñâÿçàíàñ çàäà÷åé î íåóñòîé÷èâîñòè �ýëåÿ�Òåéëîðà. Íàêëîííûå òðóáû èíòåíñèâíî èññëåäóþòñÿ â ñâÿçè ñ ïðî-áëåìàìè òðàíñïîðòèðîâêè ãàçî- è íå�òåâîäÿíûõ ïîòîêîâ. Ïîñòðîåíà íîâàÿ òåîðèÿ äâèæåíèÿ êðóïíûõïóçûðåé â òðóáàõ. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ïîäõîäîâ, îïèðàâøèõñÿ íà ïîëóýìïèðèêó èëè ïîäãîíî÷-íûå ðàñ÷åòû, èñïîëüçîâàíû àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû, îòíîñÿùèåñÿ ê òåîðèè ïîòåíöèàëà è òåîðèè �óíêöèéêîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ïðîâåäåíî òùàòåëüíîå ñðàâíåíèå ðåøåíèé â äâóìåðíîé (2D) è òðåõìåð-íîé (3D) ãåîìåòðèÿõ. Ïîêàçàíî, ÷òî íå âñåãäà ïîâûøåíèå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ñîïðîâîæäàåòñÿóâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïóçûðÿ. Âïåðâûå äëÿ èññëåäîâàíèÿ òå÷åíèé ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé âíàêëîííûõ òðóáàõ ïðèìåíåíî ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ íîâûõ ïîçèöèé ïîäîéòèê çàäà÷å î íåóñòîé÷èâîñòè �ýëåÿ�Òåéëîðà (ïóçûðè ñ êëèíîì è êîíóñîì â âåðøèíå).PACS: 47.10.+g, 47.20.-k1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÇàäà÷à î äâèæåíèè äâóõ�àçíîãî ïîòîêà â òðó�áàõ ÷àñòî âîçíèêàåò â ïðèëîæåíèÿõ �èçè÷åñêîéãèäðîäèíàìèêè. �àñïðîñòðàíåííûì ÿâëÿåòñÿ ïðîá�êîâûé ðåæèì òå÷åíèÿ, ïðè êîòîðîì ïî òðóáå äâè�æóòñÿ êðóïíûå ïóçûðè, ðàçäåëåííûå ¾ïðîáêàìè¿æèäêîñòè ñ ìàëûì ãàçîñîäåðæàíèåì [1℄. Òàêèå òå÷å�íèÿ î÷åíü ñëîæíû. Óäîâëåòâîðèòåëüíîé ìåõàíèñòè�÷åñêîé ìîäåëè ïðîáêîâîãî òå÷åíèÿ ïîêà íå ñîçäàíî.Äëÿ îöåíêè ñêîðîñòè ¾äðåé�à¿ ëåãêîé �àçû îòíî�ñèòåëüíî äâóõ�àçíîãî ïîòîêà èñïîëüçóþò çíà÷åíèÿñêîðîñòè, ïîëó÷åííûå ïóòåì ðåøåíèÿ çàäà÷è îá àð�õèìåäîâîì âñïëûâàíèè äëèííûõ ïóçûðåé. Ýòî îäèíèç ïåðâûõ øàãîâ ê ïîíèìàíèþ �èçèêè ïðîáêîâûõðåæèìîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîáëåìàì ïîñâÿùåíàîáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà [1�15℄.Â äàííîé ðàáîòå òåîðåòè÷åñêè è ÷èñëåííî èñ�ñëåäóåòñÿ ïîäúåì óäëèíåííûõ ïóçûðåé â íåïîäâèæ�íîé æèäêîñòè. Ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ñëó÷àåì áîëü�øèõ ÷èñåë �åéíîëüäñà (ìàëîâÿçêàÿ æèäêîñòü) è*E-mail: a.oparin�i
ad.org.ru

Âåáåðà (òðóáû, øèðîêèå ïî îòíîøåíèþ ê êàïèë�ëÿðíîìó ìàñøòàáó). Âåðòèêàëüíûé ïîäúåì ïóçû�ðåé èíòåíñèâíî èçó÷àåòñÿ â òåîðèè íåóñòîé÷èâîñòè�ýëåÿ�Òåéëîðà (�ÒÍ) â ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè âàñòðî�èçèêå è �èçèêå âûñîêèõ ïëîòíîñòåé ýíåðãèè(ñì. îáçîðû [16�18℄). Òàêèå ïóçûðè �îðìèðóþòñÿ íàíåëèíåéíîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ �ÒÍ.Ñðàâíèâàÿ ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå äâóõ�àçíîìóòå÷åíèþ â òðóáàõ, è ðàáîòû, â êîòîðûõ ðàññìàò�ðèâàåòñÿ �ÒÍ, ñ ñîæàëåíèåì ìîæíî îòìåòèòü ñó�ùåñòâîâàíèå íåêîòîðîãî ¾áàðüåðà¿ ìåæäó èññëåäî�âàòåëÿìè, ðàáîòàþùèìè â îáëàñòè ãèäðàâëèêè è âîáëàñòè �ÒÍ, õîòÿ èçó÷àåìûå èìè ÿâëåíèÿ àíàëî�ãè÷íû (ñäâèãîâàÿ òóðáóëåíòíîñòü, ãðàâèòàöèîííûåâîëíû è êðèòåðèé �è÷àðäñîíà, áàðîêëèíè÷åñêàÿ ãå�íåðàöèÿ çàâèõðåííîñòè è ò. ï.).Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷å�ñêîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïóçûðå âïëîñêîé (2D) íàêëîííîé òðóáå èñïîëüçîâàíû �óíê�öèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è ìåòîä ãîäîãðà�àñêîðîñòè. Íàéäåíà ïðîñòàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñè�ìîñòü ñêîðîñòè U äâèæåíèÿ ïóçûðÿ âäîëü òðóáû ñäèàìåòðîì D îò � � óãëà ìåæäó îñüþ òðóáû è ãî�1308



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Äâèæåíèå ïóçûðåé â íàêëîííûõ òðóáàõðèçîíòîì. �àíåå èñïîëüçîâàëèñü ëèáî ýìïèðè÷åñêèåêîððåëÿöèè, ïîëó÷åííûå èç ýêñïåðèìåíòà [3, 6�9℄,ëèáî ìîäåëü ñ ïóçûðåì â âèäå ýëëèïñà [2℄, ëèáî ýì�ïèðè÷åñêàÿ �îðìóëà [3℄U(�) = Uh 
os�+ Uv sin�;ãäå Uh è Uv � ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïóçûðÿ â ãîðèçîí�òàëüíîé è âåðòèêàëüíîé òðóáàõ. Â ñëó÷àå êðóãëîéöèëèíäðè÷åñêîé òðóáû èìååì Uh = 0:54pgD [19℄,Uv = 0:35pgD [16, 20�22℄.Ó ïóçûðÿ â �îðìå ýëëèïñà ñâîáîäíàÿ ãðàíèöàâ âåðøèíå ïóçûðÿ îáðàçóåò ïðÿìîé óãîë ñî ñòåí�êîé. Ìåæäó òåì, èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëå�äóåò, ÷òî ãðàíèöà è ñòåíêà â ìàëîé îêðåñòíîñòèâåðøèíû îáðàçóþò êëèí ñ äðóãèì óãëîì ðàñòâî�ðà. Â 2D-ãåîìåòðèè óãîë �
 ìåæäó ñòåíêîé è ãðà�íèöåé, îõâàòûâàþùåé æèäêîñòü, ñîñòàâëÿåò 120Æ.Â 3D-ñëó÷àå â íàêëîííîé öèëèíäðè÷åñêîé òðóáå ââåðøèíå ïóçûðÿ êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ñòåíêå èñðåäíÿÿ âåðòèêàëüíàÿ ïëîñêîñòü îáðàçóþò ïðÿìîéóãîë. Òàêèì îáðàçîì, ëîêàëüíî â ìàëîé îêðåñòíî�ñòè âåðøèíû òðåõìåðíûé ñëó÷àé ïîõîæ íà äâóìåð�íûé. Îäíàêî â 3D-ãåîìåòðèè óãîë �
 íåìíîãî áîëü�øå 120Æ. Ñðåäíÿÿ âåðòèêàëüíàÿ ïëîñêîñòü ïðîõîäèò÷åðåç îñü òðóáû è âåêòîð óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïà�äåíèÿ g. Â ðàáîòå [2℄ ïðîåêöèÿ ïîâåðõíîñòè ïóçû�ðÿ íà ñðåäíþþ âåðòèêàëüíóþ ïëîñêîñòü îáðàçóåò ýë�ëèïñ. Ñîîòâåòñòâåííî, îáðàçóþùèå ïîâåðõíîñòè ïó�çûðÿ ïåðïåíäèêóëÿðíû ýòîé ïëîñêîñòè.Íàìè ðàçðàáîòàíà ìîäåëü, ó÷èòûâàþùàÿ ðåàëü�íóþ �îðìó ãðàíèöû (íå ýëëèïñ, à êëèí). �àññ÷èòàí�íàÿ ïî ýòîé ìîäåëè �îðìà ãðàíèöû ñðàâíèâàåòñÿ ñòîé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïðÿìîì ÷èñëåííîì ìî�äåëèðîâàíèè òå÷åíèÿ.Èíòåðåñíîé îñîáåííîñòüþ ñêîðîñòè ïóçûðÿ U(�)ÿâëÿåòñÿ åå âîçðàñòàíèå ïðè îòêëîíåíèè òðóáû îòâåðòèêàëè, õîòÿ íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî ýòàñêîðîñòü äîëæíà óìåíüøàòüñÿ. Ïîñêîëüêó ðàññìàò�ðèâàåòñÿ ¾ïàäåíèå¿ æèäêîñòè, îãðàíè÷åííîé ñâî�áîäíîé ïîâåðõíîñòüþ, âíóòðè òðóáû, ¾òåìï¿ ýòîãî¾ïàäåíèÿ¿, êàçàëîñü áû, äîëæåí óìåíüøàòüñÿ âìå�ñòå ñ óìåíüøåíèåì ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà g âäîëüòðóáû. Òàêîå íåîáû÷íîå ïîâåäåíèå çàâèñèìîñòè ñêî�ðîñòè îò óãëà îòìå÷åíî âñåìè èññëåäîâàòåëÿìè, îá�ðàùàâøèìèñÿ ê äàííîé ïðîáëåìå [2; 3; 6�9℄.�àçðàáîòàííàÿ íàìè ìîäåëü ïîçâîëÿåò äàòü ïðî�ñòóþ êîëè÷åñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòîãî ÿâëåíèÿ(âîçðàñòàíèÿ ñêîðîñòè ïóçûðÿ ïðè îòêëîíåíèè òðó�áû îò âåðòèêàëè). Îêàçûâàåòñÿ, ñêîðîñòü ïîäúåìàïóçûðÿ âäîëü ñòåíêè çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïðîåêöèèâåêòîðà g íà íàïðàâëåíèå ãðàíèöû ïóçûðÿ â îêðåñò�

íîñòè âåðøèíû. Â ñâîþ î÷åðåäü ãðàíèöà, êàê áûëîñêàçàíî, îáðàçóåò óãîë �
 > 90Æ ñî ñòåíêîé.Îòñþäà ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî çàâèñèìîñòüU(�) èìååò ìàêñèìóì. Ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìóìàîòìå÷åíî âî ìíîãèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîòàõ[2, 3, 6�9℄. Âî-âòîðûõ, ìîæíî ïîëó÷èòü êîëè÷åñòâåí�íóþ îöåíêó óãëà �max, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàêñèìó�ìó ñêîðîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå âûñêàçûâàëèñüêà÷åñòâåííûå ñîîáðàæåíèÿ [7℄ î òîì, ÷òî óìåíüøå�íèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà âäîëü èñêðèâëåí�íîé ãðàíèöû âëèÿåò íà ñêîðîñòü ïóçûðåé.Â ðàáîòå ïîëó÷åíû òàêæå íîâûå ðåçóëüòàòû,ïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñ äëÿ òåîðèè �ÒÍ. Êëèíî�âèäíûé 2D-ïóçûðü ñ óãëîì �
 = 120Æ ñóùåñòâó�åò âî âñåì äèàïàçîíå óãëîâ íàêëîíà �. Çíà÷èò,ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå ñîõðàíèòñÿ è â ïðåäåëå� ! 90Æ (âåðòèêàëüíûé ñëó÷àé). Òîãäà çàäà÷à î�ÒÍ â 2D-ãåîìåòðèè èìååò äâà ñòàöèîíàðíûõ ðå�øåíèÿ: îäíî � ñ çàòóïëåííûì ïóçûðåì, äðóãîå �ñ êëèíîâèäíûì.Ñêîðîñòü è �îðìà çàòóïëåííîãî ïóçûðÿ(�
 = 90Æ) õîðîøî èçâåñòíû [16�18℄:U90 = (0:33� 0:34)pgD;à ðàäèóñ êðèâèçíû â âåðøèíåR = (0:80� 0:06)D;ãäå D � øèðèíà ïîëîñû, â êîòîðóþ ïîìåùåíà ñèì�ìåòðè÷íàÿ ïîëîâèíà ïóçûðÿ. Óäà÷íîé ÿâëÿåòñÿ ïðî�ñòàÿ îöåíêà �U90 = U90=pgD = (3�)�1=2(ñì. [22℄, à òàêæå [16�18, 23�25℄). Â íàñòîÿùåé ðàáî�òå âïåðâûå òåîðåòè÷åñêè ïîëó÷åíû ñîãëàñóþùèåñÿñ ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòîì îöåíêè ñêîðîñòè è �îð�ìû êëèíîâèäíîãî ïóçûðÿ:�U120 = (2�)�1=2 � 0:40ìåòîäîì ãîäîãðà�à, �U120 = 0:42ìåòîäîì ñèëîâîãî áàëàíñà, à òàêæå ïðÿìûì ÷èñëåí�íûì ìîäåëèðîâàíèåì�U120 = 0:42� 0:02:Ïðåäûäóùàÿ îöåíêà [26℄ �U120 = 0:51 íà 23% ïðå�âûøàåò çíà÷åíèå, ïîëó÷åííîå íàìè â ÷èñëåííîì ýêñ�ïåðèìåíòå. �àçëè÷èå ìåæäó òî÷å÷íûìè ðåøåíèÿìè1309



Í. À. Èíîãàìîâ, À. Ì. Îïàðèí ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003U120=U90 ïî íàøèì äàííûì ñîñòàâëÿåò 22%. Ñðàâ�íåíèå �îðì ïóçûðåé îïèñàíî íèæå.Â òåîðèè �ÒÍ ïðèíöèïèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ âî�ïðîñ, íà êàêîé èç äâóõ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ âû�õîäèò òå÷åíèå ïðè èíèöèàöèè îò ãëàäêèõ íà÷àëü�íûõ äàííûõ (êàêîé ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ¾çàõâàòû�âàåò¿ òðàåêòîðèè). Â ðàáîòàõ [17; 18; 25℄ âûñêàçûâà�åòñÿ ãèïîòåçà î çàõâàòå òðàåêòîðèé çàäà÷è Êîøèñòàöèîíàðíûì ðåæèìîì 120Æ. Ýòà ãèïîòåçà îñíîâà�íà íà ðåçóëüòàòàõ êàê ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ[25℄, òàê è àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. À èìåííî, èçó÷à�åòñÿ ïîâåäåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, àïïðîêñèìè�ðóþùåé ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè îò ìàëûõ âîçìó�ùåíèé ãèäðîñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ [17; 18; 25; 27℄(ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêèõ êîëëîêàöèé � ÌÀÊ). Ýòàñèñòåìà ïîçâîëÿåò ïðîñëåäèòü ðàçâèòèå íåóñòîé÷è�âîñòè äî ñòåïåíåé íåëèíåéíîñòè, ñóùåñòâåííî ïðå�âûøàþùèõ òå, êîòîðûå äîñòèãíóòû ïóòåì èíòåãðè�ðîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèéìåòîäîì áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå [28, 29℄ èïðè ñëàáîíåëèíåéíûõ ðàçëîæåíèÿõ [30�32℄.Âàæíî òî, ÷òî ýòà æå ñèñòåìà îïèñûâàåò ýâîëþ�öèþ òå÷åíèÿ âîçëå ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà 90Æ [23℄.Äëÿ ýòîãî íà÷àëüíàÿ òî÷êà äîëæíà áûòü âûáðàíàîêîëî ýòîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà. Ïåðåéòè ê ñòà�öèîíàðíîìó ðåæèìó 90Æ îò îêîëîãèäðîñòàòè÷åñêèõíà÷àëüíûõ äàííûõ ñ ïîìîùüþ ÌÀÊ íå óäàåòñÿ, ïî�ñêîëüêó äâèæåíèå âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè îáðûâàåò�ñÿ (òðàåêòîðèÿ ¾óïèðàåòñÿ¿ â ñèíãóëÿðíîñòü). Êàêñêàçàíî, àïïðîêñèìàöèÿ ÌÀÊ ¾ðàáîòàåò¿ âîçëå ñòà�öèîíàðíîãî ðåæèìà 90Æ. Âèäèìî, äåëî íå â òîì, ÷òîìåòîä ñòàíîâèòñÿ íåïðèãîäíûì ïðè áîëüøèõ àìïëè�òóäàõ (êàê ïðè ñëàáîíåëèíåéíûõ ðàçëîæåíèÿõ èëèâ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿõ). Âîçìîæíî, èç ýòîãîñëåäóåò, ÷òî àïïðîêñèìèðóåìàÿ ñèñòåìà ñòðåìèòñÿê ñòàöèîíàðíîìó ðåæèìó 120Æ (â ýòîì ñîñòîèò óïî�ìÿíóòîå àíàëèòè÷åñêîå óêàçàíèå). Îäíàêî âûéòè íàñòàöèîíàðíûé ðåæèì 120Æ ñ ïîìîùüþ ÌÀÊ íåâîç�ìîæíî, òàê êàê â àïïðîêñèìàöèþ ÌÀÊ ¾çàëîæå�íî¿ óñòðîéñòâî òî÷êè òîðìîæåíèÿ â âåðøèíå ïóçû�ðÿ (ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà íà÷èíàåòñÿ ñ êâàäðàòè÷�íîãî ÷ëåíà).Ñëó÷àé ñî ñòàöèîíàðíûì ðåæèìîì ñ óãëîì 90Æÿâëÿåòñÿ âåñüìà èíòåðåñíûì. Èìååòñÿ îäíîïàðàìåò�ðè÷åñêîå (1d) ñåìåéñòâî �èêòèâíûõ èëè �îðìàëü�íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé è ðåøåíèå â âèäå òî÷�êè (0d) â ýòîì ñåìåéñòâå [17, 18, 23℄. Êîãäà ìûãîâîðèì î ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ñ óãëîì 90Æ, ìûïîäðàçóìåâàåì ýòó 0d-òî÷êó. Ôèêòèâíîñòü ñòàöèî�íàðíûõ 1d-ðåøåíèé (êðîìå 0d-òî÷êè) çàêëþ÷àåòñÿâ òîì, ÷òî ê íèì íåëüçÿ ïîäîéòè â ïðîöåññå ýâîëþ�öèè âî âðåìåíè [17, 18, 23℄ (äàæå ñòàðòóÿ èç ñêîëü

óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ëþáîãî èç ñòàöèîíàðíûõ1d-ðåøåíèé).Ïðåäñòàâëåííûå â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòûïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò,÷òî ðàçâèòèå �ÒÍ îò áåñêîíå÷íîäè��åðåíöèðóå�ìûõ îêîëîãèäðîñòàòè÷åñêèõ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèéìîæåò çàêîí÷èòüñÿ ñòàöèîíàðíûì ðåæèìîì ñ óãëîì120Æ.�àññìîòðèì íåóñòîé÷èâîñòü �ýëåÿ�Òåéëîðà âñëó÷àå 3D-ãåîìåòðèè. Àíàëîãè÷íî 2D-ñëó÷àþ, ïðè�ÒÍ ïóçûðè ïîäíèìàþòñÿ âåðòèêàëüíî, � = 90Æ(ìû ïîêà íå ðàññìàòðèâàåì 3D-òå÷åíèå â íàêëîí�íîé òðóáå). Èìååòñÿ 1d-ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõïóçûðåé ñî ñêðóãëåííîé âåðøèíîé (�
 = 90Æ) èâûäåëåííàÿ òî÷êà 0d â ýòîì ñåìåéñòâå.Â äàííîé ðàáîòå âïåðâûå íàéäåí 3D-àíàëîã êëè�íîâèäíîãî ïóçûðÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî îí èìååò êîíè�÷åñêóþ âåðøèíó. Âû÷èñëåíû óãîë ðàñòâîðà êîíóñà� � �
 (�
 = 114:799Æ � 115Æ) è ñêîðîñòü âñïëûâà�íèÿ. �àçëè÷èå ìåæäó îñåñèììåòðè÷íûìè ñòàöèîíàð�íûìè ðåæèìàìè U115=U90 ìåíüøå, ÷åì â 2D-ñëó÷àå.Îíî ñîñòàâëÿåò 10%, U115 � 0:54pgR (èç ñèëîâîãîáàëàíñà), U90 � (0:48�0:50)pgR [1�8, 16, 20, 21℄, ãäåR � ðàäèóñ êðóãëîé öèëèíäðè÷åñêîé òðóáû.Îäíàêî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, â îòëè÷èå îò äâó�ìåðíîãî, êðîìå çàäà÷è î êðóãëîé òðóáå ñ èäåàëüíû�ìè ñòåíêàìè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è î òðó�áàõ ñ ãåêñàãîíàëüíûì, êâàäðàòíûì è òðåóãîëüíûìïîïåðå÷íûìè ñå÷åíèÿìè. Ýòèìè ñå÷åíèÿìè ìîæíî¾çàìîñòèòü¿ ïëîñêîñòü è îáðàçîâàòü ðåøåòêó. Ñêî�ðîñòè è �îðìû çàòóïëåííûõ ïóçûðåé (�
 = 90Æ),îáðàçóþùèõ ðåøåòêè, âû÷èñëåíû â [23℄. Ñòàöèîíàð�íûå ïóçûðè ñ êîíè÷åñêîé âåðøèíîé âîçìîæíû íåòîëüêî â êðóãëûõ òðóáàõ. Îíè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü âòðóáàõ ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ. Ïðè îöåíêå ñêîðîñòèïîäúåìà ðåøåòêè èç êîíè÷åñêèõ ïóçûðåé â ïåðâîìïðèáëèæåíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü çàâèñèìîñòüþ øè�ðèíû çàçîðà U115=U90 îò òèïà ðåøåòêè, à ñêîðîñòèU90 âçÿòü èç [23℄.�àáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçä. 2ïðåäñòàâëåíà ãåîìåòðèÿ çàäà÷è. Â ðàçä. 3 è 4 îïèñàíìåòîä ãîäîãðà�à äëÿ çàòóïëåííûõ è êëèíîâèäíûõïóçûðåé. Ïðè ýòîì â ðàçä. 4 ïîëó÷åíà ïðîñòàÿ àíà�ëèòè÷åñêàÿ �îðìóëà äëÿ óãëîâîé çàâèñèìîñòè U(�)ñêîðîñòè êëèíîâèäíûõ ïóçûðåé â íàêëîííûõ òðó�áàõ. Â ðàçä. 5 è 6 èìïóëüñ êëèíîâèäíîãî ïóçûðÿðàññ÷èòàí äëÿ òå÷åíèé â 2D- è 3D-ãåîìåòðèÿõ. Âðàçä. 7 è 8 ðàññìîòðåí òðåõìåðíûé ñëó÷àé, êîãäàñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü äâèæóùåéñÿ â ãðàâèòàöèîí�íîì ïîëå æèäêîñòè èìååò êîíè÷åñêóþ îñîáåííîñòü.�àçäåëû 9�11 ïîñâÿùåíû ñðàâíåíèþ òåîðèè ñ âû÷èñ�ëèòåëüíûì è íàòóðíûì ýêñïåðèìåíòàìè.1310



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Äâèæåíèå ïóçûðåé â íàêëîííûõ òðóáàõ2. ÊÎÍÔÈ�Ó�ÀÖÈß Ñ ÊËÈÍÎÌ�åîìåòðèÿ çàäà÷è ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1. Â ïëî�ñêóþ òðóáó fe
d (ðèñ. 1à) âñòàâëåíà ïåðåãîðîäêà ab.Îòñåê ab
d çàïîëíåí íåñæèìàåìîé èäåàëüíîé òÿæå�ëîé æèäêîñòüþ. Íàïðàâëåíèå ñèëû òÿæåñòè (âåð�òèêàëü) ïîêàçàíî ñòðåëêîé g. Ïðè t = 0 ïåðåãî�ðîäêà óáèðàåòñÿ. Êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà G (ðèñ. 1á,â) íà÷èíàåò ðàçäåëÿòü æèäêîñòü è ãàç ïðåíåáðåæè�ìîé ïëîòíîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïðîâàëèâàíèÿ òÿæå�ëîé æèäêîñòè îáðàçóåòñÿ ¾ÿçûê¿ èëè ñòðóÿ. Òå÷å�íèå æèäêîñòè äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåííûìóñëîâèÿì íà áåñêîíå÷íîñòè (x ! +1). Òðóáà ab
däëèííàÿ. Äàëüíèé êîíåö òðóáû çàêðûò ñòåíêîé 
d(ïðîáêà), âîçëå êîòîðîé æèäêîñòü ïîêîèòñÿ. Æèä�êîñòü íå ìîæåò ñâîáîäíî ïàäàòü, ñêîëüçÿ âäîëü ñòå�íîê e
 è fd, ïîñêîëüêó ãàç ñâîèì äàâëåíèåì ïðèæè�ìàåò åå ê ïðîáêå. Ýòî íàçûâàåòñÿ îïîðîæíåíèåì çà�êðûòîé òðóáû. �àññìîòðèì ýâîëþöèþ ãðàíèöû G.Æèäêîñòü ïðîíèêàåò â ãàç â �îðìå ñòðóè B. Â ñâîþî÷åðåäü ãàç âíåäðÿåòñÿ â æèäêîñòü â âèäå ¾ïóçû�ðÿ¿ ñ âåðøèíîé â òî÷êå A (ðèñ. 1á, â). Ôîðìèðóåòñÿäâóõ�àçíîå òå÷åíèå ãàç�æèäêîñòü. Ñêîðîñòè �àç âëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (â íåé ñòåíêè ïîêî�ÿòñÿ) ïîêàçàíû ñòðåëêàìè (ðèñ. 1á ). Çàâèõðåííîñòü(ñêà÷îê òàíãåíöèàëüíîé ê G ñêîðîñòè) ñîñðåäîòî÷å�íà íà ãðàíèöå G. Âíå G òå÷åíèå æèäêîñòè è ãàçàïîòåíöèàëüíî.g
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�èñ. 1. Ïðîöåññ îïîðîæíåíèÿ òðóáû. à � Íà÷àëü-íàÿ êîí�èãóðàöèÿ (t = 0); òÿæåëàÿ æèäêîñòü óäåð-æèâàåòñÿ â ïîëå ñèëû òÿæåñòè (g � óñêîðåíèå ñâî-áîäíîãî ïàäåíèÿ) ñòåíêàìè òðóáû b
, ad è ïåðå-ãîðîäêîé ab. á � Ïåðåõîäíàÿ ñòàäèÿ t � pD=g,D � øèðèíà òðóáû. â � Óñòàíîâèâøàÿñÿ ñòàäèÿ,t � pD=g. Â ïëîñêîì ñëó÷àå êàñàòåëüíàÿ AT êãðàíèöå G â âåðøèíå A îáðàçóåò óãîë �
 = 120Æ ñîñòåíêîé
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�èñ. 2. Îñîáîå ïîëîæåíèå âåðòèêàëüíîãî ñëó÷àÿ� = 90Æ. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ � 6= 0 çäåñü èìåþò-ñÿ äâà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿ ñ îêðóãëûì (à, á ) èêëèíîâèäíûì (â) ïóçûðÿìè. Ïðè � 6= 0 ñóùåñòâóåòòîëüêî êëèíîâèäíûé ïóçûðü (ðèñ. 1â)Àñèìïòîòè÷åñêè (t!1) òå÷åíèå âîçëå âåðøèíûA ïåðåõîäèò â ñòàöèîíàðíûé ðåæèì. Â ýòîì ðåæèìåâ ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ òî÷êîé A, �îðìàãðàíèöû G ïåðåñòàåò èçìåíÿòüñÿ. Îãðàíè÷èìñÿ âàæ�íûì ñëó÷àåì ¾èäåàëüíûõ¿ ñòåíîê, ìàëîâÿçêîé æèä�êîñòè (÷èñëî �åéíîëüäñà âåëèêî) è øèðîêèõ òðóá,êîãäà ÷èñëî Âåáåðà âåëèêî (ñëàáîå ïîâåðõíîñòíîåíàòÿæåíèå). Â 2D-ñëó÷àå óñòàíîâèâøàÿñÿ ñâîáîäíàÿïîâåðõíîñòü G ïåðåñåêàåò îñü x, îáðàçóÿ ñ íåé òóïîéóãîë �
 = 120Æ (ðèñ. 1â). Óãîë ïåðåñå÷åíèÿ �
 íå çà�âèñèò îò óãëà íàêëîíà òðóáû � (ðèñ. 1à). Ïðè ýòîìóãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ïî âåðòèêàëè âíèç è êà�ñàòåëüíîé AT (ðèñ. 1â) ñîñòàâëÿåò �� 30Æ.Ïîäúåì ïóçûðåé ñ îêðóãëîé âåðøèíîé �
 = 90Æ(ðèñ. 2à, á ) â âåðòèêàëüíûõ òðóáàõ (� = 90Æ) èçó÷àë�ñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (ñì. îáçîðû [16�18℄). Â íåîãðà�íè÷åííîé æèäêîñòè â ðåçóëüòàòå Í�Ò ïðè ¾ìîíî�õðîìàòè÷åñêîé¿ èíèöèàöèè (â íà÷àëüíûõ äàííûõîäíà ãàðìîíèêà) îáðàçóåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ öåïî÷êàïóçûðåé. Îäèí ïåðèîä � ýòîé öåïî÷êè ïîêàçàí íàðèñ. 2à, à åãî ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîâèíà � íà ðèñ. 2á.Ïóçûðè ñ êëèíîì �
 = 120Æ (ðèñ. 1â) ñóùåñòâóþòïðè ëþáîì óãëå íàêëîíà �. Ïî íåïðåðûâíîñòè îò�ñþäà ñëåäóåò, ÷òî òàêîå ðåøåíèå èìååòñÿ è â ñëó÷àåâåðòèêàëüíûõ òðóá (ðèñ. 2â).Òàêèì îáðàçîì, ïðè � = 90Æ åñòü äâà ðåøåíèÿñòàöèîíàðíîé êðàåâîé çàäà÷è � �
 = 90Æ (ðèñ. 2á )è �
 = 120Æ (ðèñ. 2â). Î÷åâèäíî, ïðè � = 90Æ èçñèììåòðè÷íîé ïîëîâèíêè ðåøåíèÿ ðèñ. 2â ñòðîèò�ñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ öåïî÷êà êëèíîâèäíûõ ïóçûðåé âíåîãðàíè÷åííîé æèäêîñòè (ðåøåíèå çàäà÷è î Í�Òñ �
 = 120Æ). Ïðèìûêàíèå ãðàíèöûG ïîä ïðÿìûì óã�ëîì ê ïðÿìîëèíåéíîé ñòåíêå òðóáû âîçìîæíî òîëü�1311



Í. À. Èíîãàìîâ, À. Ì. Îïàðèí ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003êî â âåðòèêàëüíîì ñëó÷àå. Ïîýòîìó ïðè íàêëîíàõ0 � � < 90Æ ñóùåñòâóþò òîëüêî ïóçûðè ñ âåðøèíîéâ âèäå êëèíà �
 = 120Æ.3. ÌÅÒÎÄ �ÎÄÎ��ÀÔÀ Ï�È �
 = 90ÆÓäîáíî ïîÿñíèòü ñóòü ïðèåìîâ, èñïîëüçîâàííûõïðè êîëè÷åñòâåííîì îïèñàíèè êëèíà, íà èçâåñòíîìïðèìåðå îêðóãëûõ ïóçûðåé. Îáû÷íî ýòîò ïðèìåðàíàëèçèðóåòñÿ â �èçè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ [16�18,20�25℄. Â ýòèõ ïåðåìåííûõ ïîòåíöèàë ñòàöèîíàðíîãîòå÷åíèÿ íà ðèñ. 2á èìååò âèäf = '+ i = �U  NXn=1 ane�nzn + z! ; (3:1)NXn=1 an = 1; z = x+ iy:Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé÷àñòüþ ïîòåíöèàëàv = (u; v) = r'ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåìv jx!+1 = (�U; 0); U > 0:Ïîòåíöèàë (3.1) çàïèñàí â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿ�çàííîé ñ âåðøèíîé z = 0, ïðè ýòîì ïîëîæåíî D = �.�ðàíèöà G ñîâïàäàåò ñ íóëåâîé ëèíèåé òîêà  = 0,ïîñêîëüêó àìïëèòóäû an � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.Ôèçè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü z è ïëîñêîñòü ãîäîãðà�à� = dfdz = u� ivïîêàçàíû íà ðèñ. 3, ãäå u è v � êîìïîíåíòû ñêîðî�ñòè, ñîîòâåòñòâåííî, ïî îñÿì x è y (ðèñ. 3à). Âàæíî,÷òî âåðøèíà z = 0 (ðèñ. 2á ) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé òîðìî�æåíèÿ v = 0, � = 0. Îáëàñòü U0G1U , çàíÿòàÿ æèä�êîñòüþ íà ðèñ. 3à, ïðè êîí�îðìíîì ïðåîáðàçîâàíèè�(z) ïåðåõîäèò â îáëàñòü 0G1(�U)0 íà ïëîñêîñòè �(ðèñ. 3á ). Ýòè îáëàñòè îãðàíè÷åíû ïðÿìîëèíåéíû�ìè îòðåçêàìè è ãðàíèöåé ðàçäåëà G æèäêîñòü�ãàç.Ïðè ýòîì òî÷êè U , 0 è 1 ïëîñêîñòè z ñîîòâåòñòâó�þò òî÷êàì (�U), 0 è 1 ïëîñêîñòè �. Êàñàòåëüíûå êêðèâîé G â òî÷êå 0 îáðàçóþò ïðÿìîé óãîë ñ îñÿìèx è u, ñîîòâåòñòâåííî, íà ïëîñêîñòÿõ z è �.Èçâåñòíî, ÷òî óæå â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè(N = 1) ðàçëîæåíèå (3.1) õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòèñêîìîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå [17, 18℄. Ïîëó÷åííàÿïðè N = 1 ñêîðîñòü U â ïðåäåëàõ ýêñïåðèìåí�òàëüíîé ïîãðåøíîñòè (ïðîöåíòû) ñîîòâåòñòâóåò
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0�èñ. 3. �îäîãðà� � îêðóãëûõ ïóçûðåéîïûòíûì äàííûì. Âïåðâûå àïïðîêñèìàöèÿ N = 1áûëà èñïîëüçîâàíà â ðàáîòå [21℄ äëÿ ñëó÷àÿ öè�ëèíäðè÷åñêîé òðóáû (ñì. òàêæå [16�18; 20; 22�25℄).�àçëîæåíèå âûðàæåíèÿ (3.1) â ðÿä Ôóðüå óäîâ-ëåòâîðÿåò áîêîâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (ïå-ðèîäè÷íîñòü) è óñëîâèÿì íà áåñêîíå÷íîñòè (ïðèx ! +1). Ñêîðîñòü U îïðåäåëÿåòñÿ êðàåâûìèóñëîâèÿìè íà ãðàíèöå G. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûïîë�íÿëèñü êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå: ãðàíèöà G áûëàëèíèåé òîêà  jG = 
onst (êàëèáðîâêà 
onst = 0)è äèíàìè÷åñêîå óñëîâèå: äàâëåíèå íà ãðàíèöå pjGíå çàâèñåëî îò êîîðäèíàò (èçîáàðà) (íîðìèðóåìpjG = 0). �àçëàãàÿ âûðàæåíèå (3.1) â òî÷êå z = 0 ïîñòåïåíÿì z, íàõîäèì [16�18; 20�25℄U = pgDp3� : (3:2)Âûâåäåì �îðìóëó (3.2) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ãîäî�ãðà�à, ïîñêîëüêó íàøà öåëü çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäåîò ñëó÷àÿ �
 = 90Æ ê ñëó÷àþ �
 = 120Æ (ñì. ñëåäóþ�ùèé ðàçäåë). Çàïèøåì àïïðîêñèìàöèþ êîìïëåêñíî�ãî ïîòåíöèàëà f â ïëîñêîñòè ãîäîãðà�à:f = U ln(� + U)� � � � �22U + �33U2 : (3:3)Ïåðâûé ÷ëåí â (3.3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñòî÷íèê ñèíòåíñèâíîñòüþ 2�U â òî÷êå (�U; 0) (ñì. ðèñ. 3á ).Îí ñîîòâåòñòâóåò ïîòîêó U íà ðèñ. 3à è ÷ëåíó (�Uz)â �îðìóëå (3.1). ×ëåí (�Uz) äîìèíèðóåò íà áåñêî�íå÷íîñòè íà ïëîñêîñòè z, à èñòî÷íèê â (3.3) äîìè�íèðóåò âáëèçè òî÷êè (�U; 0) íà ïëîñêîñòè �. Âîç�ëå òî÷êè òîðìîæåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè äî�ïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû. Â �îðìóëå (3.1) ýòî ÷ëåí, ñî�äåðæàùèé ýêñïîíåíòó, à â �îðìóëå (3.3) � ÷ëåí(��). Êîý��èöèåíòû ïðè íèõ âûáðàíû òàê, ÷òîáûòî÷êà òîðìîæåíèÿ íàõîäèëàñü â íà÷àëå êîîðäèíàò.Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå (3.3) ïî ñòåïåíÿì � íà÷èíàåòñÿñ êâàäðàòè÷íîãî ñëàãàåìîãî.Îïðåäåëèì U â ïðèáëèæåíèè (3.3) ñ äâóìÿ ïåð�âûìè ñëàãàåìûìè ðàçëîæåíèÿ ïî �. Äëÿ ýòîãî ïðî�1312



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Äâèæåíèå ïóçûðåé â íàêëîííûõ òðóáàõäè��åðåíöèðóåì âûðàæåíèå (3.3). Ïîäñòàâèâ ðå�çóëüòàò â �îðìóëó � = df=dz, ïîëó÷èìdzd� = � 1U + �U2 :Èíòåãðèðóÿ ýòî âûðàæåíèå, íàõîäèìz(�) = � �U + �22U2 :Îïðåäåëèì êðèâóþ �(z) ïî êðèâîé z(�) (îáðàòíàÿ�óíêöèÿ) ñ óñëîâèåì �(0) = 0. Èìååì� = dfdz = �Uz + Uz22 :Îòñþäà ñëåäóþò �îðìóëû äëÿ �óíêöèè òîêà  (x; y)è êâàäðàòà ñêîðîñòè v2(x; y) = ���. Èñïîëüçóÿ èõ èêðàåâûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöå G, ñíîâà ïðèõîäèì ê�îðìóëå (3.2).4. ÌÅÒÎÄ �ÎÄÎ��ÀÔÀ Ï�È �
 = 120ÆÑ ïîìîùüþ ìåòîäà ãîäîãðà�à óäàåòñÿ ïîëó÷èòüïðèáëèæåííóþ àíàëèòè÷åñêóþ �îðìóëó äëÿ ñêîðî�ñòè ïóçûðåé ñ êëèíîì (ðèñ. 2â). Ïëîñêîñòè z è � âñëó÷àå, ïîêàçàííîì íà ðèñ. 2â, îòëè÷àþòñÿ îò ñëó÷à�åâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 2á è ðèñ. 3 òîëüêî óãëîì �
ìåæäó êàñàòåëüíîé ê êðèâîé G â öåíòðå êîîðäèíàòè îñÿìè x èëè u (90Æ è 120Æ, ñîîòâåòñòâåííî). Ïî�ýòîìó äëÿ ïîÿñíåíèé ìû èñïîëüçóåì ðèñ. 3, ñ÷èòàÿ,÷òî ãðàíèöà G â âåðøèíå ïóçûðÿ îáðàçóåò íóæíûéóãîë. Çàïèøåìf = U ln�1 + �U�� � + �22U � �33U2 : (4:1)Â âûðàæåíèè (4.1) ÷ëåí, ñîäåðæàùèé ëîãàðè�ì,ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñòî÷íèê â òî÷êå (�U; 0). Äî�ïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû ïîäîáðàíû ñïåöèàëüíûì îáðà�çîì èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ïðåæäå âñåãî òî÷�êà òîðìîæåíèÿ (ñòàãíàöèè) äîëæíà áûòü â öåíòðå� = 0. Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ðàçëîæåíèåíà÷èíàëîñü ñ êóáè÷åñêîãî ÷ëåíà (êîìïåíñàöèÿ êâà�äðàòè÷íîãî ÷ëåíà). Ýòî âûçâàíî òåì, ÷òî íóëåâàÿëèíèÿ òîêà  (Re �; Im �) = 0 äîëæíà âûõîäèòü èçöåíòðà � = 0 ïîä óãëîì (�120Æ) ê îñè Re �.Âû÷èñëèì ñêîðîñòü U â âûðàæåíèè (4.1). Âîçü�ìåì ïåðâûé íåèñ÷åçàþùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ëîãà�ðè�ìà. Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû � = df=dz ïîëó÷èìdz = �U2 d�:Ñëåäîâàòåëüíî, z = �22U2

èëè � = dfdz = �p2Upz(çíàê ìèíóñ ïîÿâëÿåòñÿ èç àíàëèçà îòîáðàæåíèÿ� ! z, ñì. ðèñ. 3). Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå óðàâíå�íèå, íàõîäèì êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë â �èçè÷åñêèõïåðåìåííûõ âáëèçè âåðøèíû:f = �2p2U3 z3=2:Âûäåëÿÿ ìíèìóþ ÷àñòü  (x; y) = Im f = 0, âûïèñû�âàåì óðàâíåíèå íóëåâîé ëèíèè òîêàyj =0 = �p3xâîçëå òî÷êè z = 0 (êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå). Êâàä-ðàò ìîäóëÿ ñêîðîñòè ðàâåí��� = 2U2px2 + y2:Íà íóëåâîé ëèíèè òîêà îí èìååò âèä(���)j =0 = 2U2qx2+[y(x)j =0℄2 = 4U2(�x): (4:2)Ôîðìóëû (4.1), (4.2) ñïðàâåäëèâû â îáùåì ñëó�÷àå. Îíè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè ïðè ëþáîì óãëå íà�êëîíà � (ðèñ. 1). Âûïèøåì äèíàìè÷åñêîå êðàåâîåóñëîâèå. Óãîë � âõîäèò â âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòèU ÷åðåç ýòî óñëîâèå. Èç èíòåãðàëà Áåðíóëëè ïîëó�÷àåì v22 = ���2 = g(y 
os�� x sin�): (4:3)Â âûðàæåíèè (4.3) òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (x; y) ëå�æèò íà ãðàíèöå G. Ïîäñòàâèì â (4.3) âìåñòî y �óíê�öèþ y(x)j =0 � �p3x:Ñêîìáèíèðóåì �îðìóëû (4.2) è (4.3). Ïîñëå ýëåìåí�òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåìU(�) =r
os(�=6� �)� pgD: (4:4)Âûðàæåíèå (4.4) ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ïðèáëèæåííûìàíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì, îïèñûâàþùèì ïîäúåìêëèíîîáðàçíûõ ïóçûðåé â íàêëîííûõ òðóáàõ ïðèïðîèçâîëüíîì óãëå �. Ïðè � = 90Æ ïîëó÷àåìU=pgD = 1=p2�(ñð. ñ (3.2)). Âèäíî, ÷òî êëèíîîáðàçíûé ïóçûðüâñïëûâàåò áûñòðåå îêðóãëîãî â p3=2 � 1:225 ðàçà(íà 23%).8 ÆÝÒÔ, âûï. 6 (12) 1313



Í. À. Èíîãàìîâ, À. Ì. Îïàðèí ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003ÇàâèñèìîñòüU(�) (4.4) èìååò ïëàâíûé ìàêñèìóìïðè � = 30Æ (îòêëîíåíèå íà 60Æ îò âåðòèêàëè):U(30Æ)U(90Æ) = p2; U(30Æ)U(0Æ) = p2pp3 � 1:075:Ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïóçûðÿ âäîëü òðóáûíà âåðòèêàëüíîå íàïðàâëåíèå äàåòñÿ âûðàæåíèåìUvert(�) = U(�) sin� / sin�p
os(�=6� �):Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè Uvert(�) äîñòèãà�åòñÿ ïðè îòêëîíåíèè íà 21:6Æ îò âåðòèêàëè:(Uvert)maxUvert(90Æ) � 1:16:Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ïðîâåäåííûì àíàëèòè�÷åñêèì èññëåäîâàíèÿì, ìàêñèìóìû ñêîðîñòåé U(�)è Uvert(�) äîñòèãàþòñÿ íå ïðè âåðòèêàëüíîé îðè�åíòàöèè òðóáû, ïðè÷åì ìàêñèìóì �óíêöèè U(�)ðàñïîëàãàåòñÿ äàëåêî îò âåðòèêàëè. Òî, ÷òî ìàêñè�ìóì �óíêöèè U(�) íàõîäèòñÿ íå íà âåðòèêàëè, õî�ðîøî èçâåñòíî ýêñïåðèìåíòàòîðàì [2; 3; 6�9℄. Â ðàáî�òå [7℄ ïðåäëîæåíî êà÷åñòâåííîå îáúÿñíåíèå ïðîèñ-õîæäåíèÿ ýòîãî ìàêñèìóìà. Ïðîâåäåííûé âûøå àíà�ëèç âûÿâëÿåò ñîîòâåòñòâóþùèå ïðè÷èíû. �àññìîò�ðèì ñìåùåíèå æèäêîé ÷àñòèöû íà îïðåäåëåííîå ðàñ�ñòîÿíèå âäîëü ëèíèè òîêà  0; âûõîäÿùåé èç òî÷êèòîðìîæåíèÿ, â îêðåñòíîñòè òî÷êè òîðìîæåíèÿ. �ðà�âèòàöèîííàÿ ýíåðãèÿg � r = �g sin� x+ g 
os� yóáûâàåò áûñòðåå âñåãî, êîãäà ëèíèÿ òîêà  0 (à íåñàìà òðóáà) íàïðàâëåíà ïî âåðòèêàëè. �àñïîëîæå�íèå êîîðäèíàò (x; y) (âäîëü è ïîïåðåê òðóáû) îòíî�ñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîãî è âåðòèêàëüíîãî íàïðàâ�ëåíèé ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Â ìàëîé îêðåñòíîñòè âåð�øèíû èìååì y = �p3x íà êðèâîé  0. Îòñþäàg � r / 
os(�=6� �):Ïîýòîìó ìàêñèìóì ñêîðîñòè äîñòèãàåòñÿ íå ïðè âåð�òèêàëüíîé îðèåíòàöèè òðóáû.Çíà÷åíèå �max = 30Æ ïîëó÷àåòñÿ â ïåðâîì ïðè�áëèæåíèè, êîãäà â ðàçëîæåíèè ïîòåíöèàëà f (4.1)ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî ïåðâûé ÷ëåí. Ïðè ýòîì ìàêñè�ìóì ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè ïóçûðÿ U äîñòèãàåòñÿ, êî�ãäà êàñàòåëüíàÿ AT ê ñâîáîäíîé ãðàíèöå â âåðøèíåíàïðàâëåíà âäîëü âåêòîðà g. Â ñòàðøèõ ïîðÿäêàõðàçëîæåíèé, ïî-âèäèìîìó, ìàêñèìóì U áóäåò äîñòè�ãàòüñÿ òîãäà, êîãäà íåêîòîðàÿ ñåêóùàÿ ñâîáîäíîé ïî�âåðõíîñòè, áëèçêàÿ ê êàñàòåëüíîé AT , áóäåò íàïðàâ�ëåíà âäîëü âåêòîðà g. Ïîýòîìó óãîë �max äîëæåíáûòü íåñêîëüêî áîëüøå 30Æ.

5. ÈÌÏÓËÜÑ ÏÓÇÛ�ß (2D-ÑËÓ×ÀÉ)Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê èçëîæåííîìó âûøåìåòîäó ãîäîãðà�à îñíîâàí íà çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ.Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è ýíåðãèè ïîç�âîëÿþò ïðèáëèæåííî îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü U(�).Âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì ïî îòíîøåíèþ ê ìåòîäóãîäîãðà�à ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî òàêîé àíàëèç äîïóñêà�åò îáîáùåíèå íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé. Ìîæíî òàêæåïîêàçàòü, ÷òî â ãîðèçîíòàëüíîì ñëó÷àå (� = 0) èçýòîãî ïîäõîäà ñëåäóþò òî÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñêîðî�ñòè U(0) è îáúåìíîé äîëè æèäêîé �àçû â 2D- è3D-ãåîìåòðèÿõ. Ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ ïðè� = 0 ïðîäåëàíû â ðàáîòå [19℄.Íà÷íåì ñ ðåøåíèÿ â 2D-ñëó÷àå. �àññìîòðèì æèä�êîñòü ìåæäó ïðÿìûìè x = xj è x = xb (ðèñ. 1â).Ñèñòåìà êîîðäèíàò (x; y) ñâÿçàíà ñ âåðøèíîé ïóçû�ðÿ (ðèñ. 1�3). Ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü îáðàçóåò óãîë120Æ ñî ñòåíêîé. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñîõðàíåíèåýíåðãèè ýêâèâàëåíòíî èíòåãðàëó Áåðíóëëè. Âàæíåé�øèì îêàçûâàåòñÿ óñëîâèå íåèçìåííîñòè èìïóëüñàæèäêîñòè ïðè ñòàöèîíàðíîì òå÷åíèè. Îíî ïðèâîäèòê óðàâíåíèþ� �U2�1� 11�Nj�+C�2 (1�Nj)2��b� C�2 �S�Xb�� S� 0Z�Lj [1�N(X)℄ dX = 0: (5.1)Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ áåçðàçìåðíûå ïåðåìåí�íûå: �U = UpgD ; N(X) = �(x)D ; Nj = �jD ;�j = �(xj); xj = �lj ; �b = pb�gD ;C� = 
os�; S� = sin�; X = xD;Xj = xjD = �Lj ; Xb = xbD : (5.2)
Â �îðìóëàõ (5.2) pb � äàâëåíèå â âåðõíåé òî÷êå ñå�÷åíèÿ xb (ýòî òî÷êà x = xb, y = 0), êðèâàÿ y = �(x)çàäàåò ñâîáîäíóþ ãðàíèöó, D � øèðèíà òðóáû.Â óðàâíåíèè (5.1) ïåðâûé ÷ëåí ñâÿçàí ñ êîíâåê�òèâíûì ïåðåíîñîì èìïóëüñà ÷åðåç ñå÷åíèÿ xb è xj .Òî÷êó xb ðàñïîëàãàåì äàëåêî îò ïóçûðÿ. Ïîòîê â íåéïëîñêîïàðàëëåëüíûé. Â ñå÷åíèè xj òå÷åíèå òîëüêîïðèáëèæåíî ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíûì.Âòîðîé ÷ëåí â (5.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èìïóëüñ ñèëäàâëåíèÿ, ñîçäàâàåìûé â ñå÷åíèè xj . Îí ïîëîæèòå�ëåí. Ñëåäóþùèå äâà ÷ëåíà îïðåäåëÿþò èìïóëüñ ñèë1314



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Äâèæåíèå ïóçûðåé â íàêëîííûõ òðóáàõäàâëåíèÿ â ñå÷åíèè xb. Ïîñëåäíèå äâà ÷ëåíà ïðåä�ñòàâëÿþò ñîáîé èìïóëüñ ãðàâèòàöèîííîé ñèëû (óñêî�ðåíèå â òîëùå). Ïåðâûé èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò èì�ïóëüñó ïðÿìîóãîëüíèêà, îãðàíè÷åííîãî ñå÷åíèÿìèx = 0 è x = xb. ×ëåí ñ èíòåãðàëîì ñîîòâåòñòâó�åò èìïóëüñó, ñîçäàâàåìîìó ïðîäîëüíîé (âäîëü òðó�áû) ñîñòàâëÿþùåé âåñà â îáëàñòè ìåæäó ñå÷åíèÿìèx = xj , x = 0 è ãðàíèöåé G (ðèñ. 1â). Âêëàäà îòãðàíèöû G â ñèëó äàâëåíèÿ íåò, ïîñêîëüêó pjG = 0.Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (5.1) îïðåäåëÿåò èçìåíåíèåïîëíîãî èìïóëüñà â åäèíèöó âðåìåíè. Ïîñêîëüêó òå�÷åíèå ñòàöèîíàðíî, ýòî èçìåíåíèå ðàâíî íóëþ.Çàïèøåì èíòåãðàë Áåðíóëëè äëÿ òî÷åê (x = xj ,y = �j), (x = 0, y = 0) è (x = xb, y = 0), ðàñïîëàãàþ�ùèõñÿ íà îäíîé ëèíèè òîêà. Èìååì�U22 + �b + S�Xb = 0;�U22(1�Nj)2 = S�Lj + C�Nj : (5.3)Â óðàâíåíèå (5.1) âõîäèò íåèçâåñòíàÿ �îðìà �(x)ãðàíèöû G (÷åðåç çíà÷åíèå Nj è èíòåãðàë). Àïïðîê�ñèìèðóåì åå ñëåäóþùèì îáðàçîì:N(X) = tg �
 X �X2=2r; �
 = 120Æ: (5:4)Àïïðîêñèìàöèÿ ó÷èòûâàåò �îðìó ãðàíèöû âîçëåâåðøèíû ïóçûðÿ. Â íåå âêëþ÷åí îäèí äîïîëíèòåëü�íûé ÷ëåí (êâàäðàòè÷íûé) ðàçëîæåíèÿ ïî X . Ýòîéàïïðîêñèìàöèåé äàííàÿ ìîäåëü îòëè÷àåòñÿ îò ìîäå�ëè ñ ýëëèïñîì, ðàçðàáîòàííîé â ïîëåçíîé ðàáîòå [2℄.Â ñëó÷àå ýëëèïñà èìååì �
 = 90Æ. Ïðè ìàëîì ïîâåðõ�íîñòíîì íàòÿæåíèè â 2D-ãåîìåòðèè óãîë �
 áëèçîê ê120Æ. Ïóçûðè ñ êëèíîâèäíîé âåðøèíîé (3D-òå÷åíèå,íàêëîííàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ òðóáà) íàáëþäàþòñÿ âýêñïåðèìåíòàõ [6℄. Êðóïíûå ãàçîâûå ïóçûðè â ïðîá�êîâîì òå÷åíèè â øèðîêèõ òðóáàõ òàêæå èìåþò âåð�øèíó òàêîãî òèïà.Ïîäñòàâëÿÿ (5.4) â óðàâíåíèÿ (5.1)�(5.3), ïðèõî�äèì ê ñèñòåìå èç òðåõ óðàâíåíèé äëÿ íåèçâåñòíûõr, �U è �b. Ïåðåä òåì êàê âêðàòöå îïèñàòü ðåøå�íèå, ñäåëàåì çàìå÷àíèå îòíîñèòåëüíî âîçìîæíîñòèóòî÷íåíèÿ ðàçðàáàòûâàåìîé àïïðîêñèìàöèè (ñòàð�øèå ðàçëîæåíèÿ). Óñïåõ ìåòîäà àñèìïòîòè÷åñêèõêîëëîêàöèé [17, 18℄ îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ñ åãî ïîìî�ùüþ óäàåòñÿ èçó÷èòü ñëåäóþùèå çà ïåðâûì ïîðÿä�êè ðàçëîæåíèÿ. Ìåòîä ðàáîòàåò äëÿ çàòóïëåííûõ2D- è 3D-ïóçûðåé. Îí ïðèìåíÿåòñÿ â ñòàöèîíàðíîìè íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àÿõ. �åøåíèå â òðóáå ðàçëà�ãàåòñÿ â ðÿä ïî ãàðìîíèêàì Ôóðüå. Ýòî ïîçâîëÿåòó÷åñòü çàòóõàíèå íåîäíîðîäíîñòåé ñêîðîñòè âäàëèîò ïóçûðÿ (ïðè x! +1; ñì. ðèñ. 2). Ê ñîæàëåíèþ,

àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå ïî ãàðìîíèêàì íå óäàåòñÿïîñòðîèòü â ñëó÷àå êëèíîâèäíîãî ïóçûðÿ èç-çà îñî�áåííîñòè â âåðøèíå. Ìåòîä ñèëîâîãî áàëàíñà, âîç�ìîæíî, ïîçâîëèò îáîéòè ýòó òðóäíîñòü. Â íåì âìå�ñòî óñëîâèÿ çàòóõàíèÿ ïðè x ! +1 èñïîëüçóåòñÿçàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà. Ïðè ýòîì �óíêöèè �(x)è '(x; y) ðàçëàãàþòñÿ â òåéëîðîâñêèå ðÿäû â íóëå(âåðøèíà ïóçûðÿ). Óðàâíåíèÿ äëÿ äîïîëíèòåëüíûõ(â ïåðâîì ïîðÿäêå èìååòñÿ òîëüêî îäèí êîý��èöè�åíò r â (5.4)) òåéëîðîâñêèõ êîý��èöèåíòîâ ñëåäóþòèç êèíåìàòè÷åñêîãî è äèíàìè÷åñêîãî êðàåâûõ óñëî�âèé.Îãðàíè÷èìñÿ ïåðâûì ïîðÿäêîì. Ïðè ýòîì ñòå�ïåííîå ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè â íóëå íàìíå ïîòðåáóåòñÿ. �àññìîòðèì ñèñòåìó (5.1), (5.3). Èñ�êëþ÷èì íåèçâåñòíûå �b è �U ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ(5.3). Ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ(1�N2j )(S�Lj + C�Nj)�� C�2 Nj(2�Nj)� S� Z = 0;Nj = � tg �
Lj�L2j2r ; Z = Lj+tg �
L2j2 +L3j6r : (5.5)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (5.5) � ýòî êóáè÷åñêîå óðàâíå�íèå äëÿ íåèçâåñòíîé r ñ ïàðàìåòðàìè � è Lj . Ïàðà�ìåòð � � ãëàâíûé, à Lj � âñïîìîãàòåëüíûé. Ñå÷å�íèå x = �lj = �LjD (ñì. (5.2)) íåëüçÿ ðàñïîëàãàòüáëèçêî ê âåðøèíå (âûõîäÿùèé ïîòîê ïëîõî àïïðîê�ñèìèðóåòñÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíûì ïîòîêîì). Íåëüçÿýòî ñå÷åíèå è ñëèøêîì óäàëÿòü îò âåðøèíû (âäàëèñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè ñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàçëî�æåíèÿ ïî X â (5.4)). �àñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî âà-ðèàöèÿ çíà÷åíèé Lj â ïðåäåëàõ Lj = 0:5� 0:8 (áîëü�øå ïîëîâèíû äèàìåòðà, íî ìåíüøå öåëîãî äèàìåòðà)ìàëî ñêàçûâàåòñÿ íà îòâåòå. Íóæíûé êîðåíü r ëåãêîíàõîäèòñÿ ÷èñëåííî. Ïî íåìó ïî âòîðîé èç �îðìóë(5.3) îïðåäåëÿåòñÿ èñêîìàÿ ñêîðîñòü �U: �åçóëüòàòûðåøåíèÿ (ãðà�èêè U(�)) ïðèâåäåíû íèæå, ïîñêîëü�êó öåëåñîîáðàçíî îïèñàòü èõ âìåñòå ñ ðåçóëüòàòàìè÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.Ïðè ãîðèçîíòàëüíîé îðèåíòàöèè (íàêëîí � = 0)âåêòîð g íàïðàâëåí âäîëü îñè y (ïåðïåíäèêóëÿðíîñòåíêàì òðóáû). Èìïóëüñ ñèë ãðàâèòàöèè â òîëùåæèäêîñòè ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ, èíòåãðàë â óðàâ�íåíèè (5.5) âûïàäàåò. Óðàâíåíèå (5.5) ïåðåñòàåò çà�âèñåòü îò �îðìû ãðàíèöû �(x) (â íåãî âõîäèò òîëü�êî �èíàëüíûé óðîâåíü Nj) è ñòàíîâèòñÿ òî÷íûì. Âîòëè÷èå îò ñëó÷àåâ ñ � > 0 (ñì. ðèñ. 1), ñòàöèîíàð�íàÿ ñòðóÿ ïðè � = 0 âäàëè îò âåðøèíû âûõîäèò íàðåæèì äâèæåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Åå øèðè�íà ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîé LjD. Â ñëó÷àå � > 01315 8*



Í. À. Èíîãàìîâ, À. Ì. Îïàðèí ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003èìååòñÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà g âäîëü òðóáû. Ïî�ýòîìó æèäêîñòü â ñòðóå äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì, àøèðèíà ñòðóè óìåíüøàåòñÿ. Â ïëîñêîñòè ãîäîãðà�à� (ðèñ. 3á ) óõîäÿùàÿ ñòðóÿ ïðè � = 0 ñîîòâåòñòâóåòñòîêó, íàõîäÿùåìóñÿ â òî÷êå (�U=(1 �Nj); 0): Ïðè� > 0 ñòîê íàõîäèòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. �åøàÿ óðàâ�íåíèå (5.5) ïðè � = 0, íàõîäèì òî÷íûå çíà÷åíèÿ [19℄(ñì. òàêæå [33℄):Nj = 12 ; U(0) = pgD2 : (5:6)Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå�U(0) = 31=4(2�)�1=2(ñì. (4.4)) íà 5% ïðåâûøàåò òî÷íîå (5.6), à ïðèáëè�æåííîå çíà÷åíèå, ïîëó÷åííîå â [34℄ ( �U = 0:43), îêà�çûâàåòñÿ íà 16% ìåíüøå. �åçóëüòàò íàøåãî ïðÿìîãî÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ �U = 0:49� 0:01 î÷åíü õî�ðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñî çíà÷åíèåì (5.6). Ýòî âåñîìûéäîâîä â ïîëüçó êà÷åñòâà ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.6. ÈÌÏÓËÜÑ ÏÓÇÛ�ß (3D-ÑËÓ×ÀÉ)Ïðèâåäåì ðåøåíèå çàäà÷è â ñëó÷àå3D-ãåîìåòðèè. �àññìîòðèì êðóãëóþ öèëèíäðè�÷åñêóþ òðóáó, èìåþùóþ èñêëþ÷èòåëüíîå çíà÷åíèåäëÿ ïðàêòèêè. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äåêàðòîâûêîîðäèíàòû (x; y; z), â êîòîðûõ îñè x è y ðàñïî�ëàãàþòñÿ òàê, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 1â, ò. å.îíè ëåæàò â ñðåäíåé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè,ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü òðóáû è âåêòîð g. Ïðèýòîì îñü z îêàçûâàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé. Âûïèøåìèíòåãðàëû Áåðíóëëè. Âîçüìåì èõ â òåõ æå òî÷êàõ,êàê â 2D-ñëó÷àå. Òåïåðü ýòè òî÷êè ïðèíàäëåæàòñèììåòðè÷íîé ëèíèè òîêà, èäóùåé ïî âåðõó òðóáûè ÷åðåç íàèâûñøóþ òî÷êó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè(âåðøèíó ïóçûðÿ). Ââåäåì ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñèòðóáû ñå÷åíèÿ x = �lj è xb; êàê íà ðèñ. 1â. Èíòå�ãðàëû Áåðíóëëè ñ ó÷åòîì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññûïðèîáðåòàþò âèä�U2=2 = ��b � S�Xb; (6:1)�U2 = 2�2j (S�Lj + C�Nj): (6:2)Èñïîëüçóåì ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ (5.2) (D � äèà�ìåòð òðóáû). Ôîðìóëà (6.1) ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé èç�îðìóë (5.3).Ñìûñë �îðìóë â ñëó÷àå 3D-ãåîìåòðèè àíàëîãè�÷åí ñìûñëó �îðìóë äëÿ 2D-ñëó÷àÿ, õîòÿ ñàìè �îð�ìóëû ïîëó÷àþòñÿ áîëåå ãðîìîçäêèìè. Ýòî âûçâàíî

ñòåðåîìåòðèåé çàäà÷è. Â âûðàæåíèè (6.2) �j � îáú�åìíàÿ äîëÿ æèäêîé �àçû â ñå÷åíèè (�lj). Áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî îáðàçóþùèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïà�ðàëëåëüíû îñè z (ò. å. ãîðèçîíòàëüíû). Òîãäà ñâîáîä�íàÿ ïîâåðõíîñòü çàäàåòñÿ �óíêöèåé �, çàâèñÿùåé îòîäíîé êîîðäèíàòû x, � = �(x). Ýòî íåïëîõîå ïðèáëè�æåíèå, ïîêà óãîë íàêëîíà � íå ñëèøêîì áëèçîê êâåðòèêàëüíîìó çíà÷åíèþ. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ïðèx < 0 â ñå÷åíèè x = x
ut æèäêîñòü çàíèìàåò ÷àñòüêðóãà ñ y > �(x
ut). Ýòî ÷àñòü êðóãà, îòñå÷åííàÿ õîð�äîé y = �(x
ut) = N
utD:Â ñå÷åíèè x = �lj îòíîøåíèå ïëîùàäè ýòîé ÷àñòèêðóãà ê ïëîùàäè âñåãî êðóãà ñîñòàâëÿåò�j = 1� 
j� +1� 2Nj� sin 
j ; 
os 
j = 1�2Nj: (6:3)�àçóìååòñÿ, �îðìóëà (6.3) ñïðàâåäëèâà â ëþáîìñå÷åíèè x: Íóæíî òîëüêî óáðàòü èíäåêñ ¾j¿. Ïîä óã�ëîì 2
 âèäíà õîðäà ãðàíèöû G ñ îñè òðóáû: 
 = 0â ñå÷åíèÿõ x � 0 (æèäêîñòü çàïîëíÿåò âñå ñå÷åíèåòðóáû), 
 = � â ïðåäåëå x! �1, åñëè � > 0 (â ýòîìïðåäåëå âñå ñå÷åíèå çàïîëíÿåò ãàç), íàêîíåö, 
 ! 
jâ ïðåäåëå x ! �1, åñëè � = 0. Â �èêñèðîâàííîìñå÷åíèè êîí�èãóðàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ëþáûì îäíèìèç òðåõ ñâÿçàííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ N ,
 èëè �. Ôóíêöèÿ Y = N(X) çàäàåò ñâîáîäíóþ ïî�âåðõíîñòü â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ (5.2):Nj = N(Xj) = N(�Lj); Lj = lj=D:Â (6.3) âåëè÷èíà N ìîæåò áûòü ìåíüøå èëè áîëüøå1=2. Ñîîòâåòñòâåííî, óãîë 
 ïðèíàäëåæèò èíòåðâà�ëó 0 < 
 < �=2 èëè èíòåðâàëó �=2 < 
 < �.Ñîñòàâèì áàëàíñ ñèë. Óðàâíèâàÿ ñèëû äàâëåíèÿè âåñà ñ ïðèðàùåíèåì èìïóëüñà, ïîëó÷àåì� �U2 + �U2�j + C�� �j ��b � C�2 � S�Xb �� S� 0Z�Lj �(X) dX = 0; (6.4)�j = �4 (1� 2Nj) +qNj �N2j 3� 4Nj + 4N2j3 ++ 1� 2Nj2 ar
sin(1� 2Nj):Ñëàãàåìûå â óðàâíåíèè (6.4) àíàëîãè÷íû ñëàãàåìûìâ óðàâíåíèè (5.1). Ýòî êîíâåêöèÿ èìïóëüñà (ïðèóñëîâèè ñîõðàíåíèÿ ïîòîêà âåùåñòâà), èìïóëüñ äàâ�ëåíèÿ íà ñå÷åíèÿ xj , xb è âåñîâîé èìïóëüñ, íàáèðà�þùèéñÿ â äâóõ îáúåìàõ. Ýòè îáúåìû ðàñïîëàãàþòñÿ1316



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Äâèæåíèå ïóçûðåé â íàêëîííûõ òðóáàõìåæäó ñå÷åíèÿìè x = 0, x = xb è ìåæäó ñå÷åíèÿìèx = xj , x = 0. Äàâëåíèå íà ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòüG ðàâíî íóëþ (pjG = 0).Ñèëà äàâëåíèÿ â ñå÷åíèè xb ðàâíàfb = 2R 2RZ0 (pb + �gC�)p1� (1� y=R)2 dy == �R2(pb + �gC�D=2);ãäå R = D=2 � ðàäèóñ òðóáû. Àíàëîãè÷íî â ñå÷åíèèxj èìååìfj = 2�gC�R 2RZ�j (y � �j) sin 
j dy = 2�gC�R3�j ;ãäå D sin 
j � äëèíà ïðÿìîëèíåéíîé õîðäû, ðàçäå�ëÿþùåé æèäêîñòü è ãàç â ñå÷åíèè xj (îíà ïðèíàäëå�æèò ãðàíèöå �), âûðàæåíèå äëÿ �j ïðèâåäåíî âûøå.Èñêëþ÷èì íåèçâåñòíûå �b è �U èç óðàâíåíèÿ áà�ëàíñà (6.4) ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ (6.1), (6.2). Â ðå�çóëüòàòå ïîëó÷èì�j(2� �j)(S�Lj + C�Nj) + C�� �j � C�2 �� S� 0Z�Lj �(X) dX = 0: (6.5)Óðàâíåíèå (6.5) àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ (5.5).×òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå (6.5), òðåáóåòñÿ çàäàòüãðàíèöó y = �(x). Çàäàäèì åå �îðìóëîé (5.4). Îñòà�âèì â (5.4) óãîë �
 â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà. Â ñëó÷àå2D-ãåîìåòðèè ýòîò óãîë ðàâåí 120Æ. Â ðàáîòå [2℄ â êà�÷åñòâå ãðàíèöû 3D-òå÷åíèÿ èñïîëüçîâàí ¾ïëîñêèé¿(â ïëîñêîñòè xy) ýëëèïñ (òîãäà �
 = 90Æ). Â óðàâíå�íèå (6.5) âõîäÿò ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:�j = �(Nj); Nj = N(�Lj);N(X); �(X) = �[N(X)℄:Ïðè ýòîì N(X) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (5.4).Êàê ìîæíî çàìåòèòü, óðàâíåíèå (6.5) ÿâëÿåòñÿ óðàâ�íåíèåì äëÿ íåèçâåñòíîé r ñ ïàðàìåòðàìè �, �
 è Lj .Èíòåãðàë â (6.5) ïðèõîäèòñÿ íàõîäèòü ÷èñëåííî. Âýòîì çàêëþ÷àåòñÿ îòëè÷èå óðàâíåíèÿ (6.5) îò (5.5).Ê �óíêöèè U(�), ïîëó÷àþùåéñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøå�íèÿ, ìû âåðíåìñÿ íèæå.Â ñëó÷àå � = 0 óðàâíåíèå (6.5), ïðåäñòàâëÿþùååñâîäêó çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, ñòàíîâèòñÿ òî÷íûì. Èí�òåãðàë, ñîäåðæàùèé �óíêöèþ N(X), îáðàùàåòñÿ â

íóëü. Îòâåò íå çàâèñèò îò �îðìû ãðàíèöû. Óðàâíå�íèå (6.5) â ñëó÷àå � = 0 âûâåäåíî è ðåøåíî â ðàáîòå[19℄. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ðàâíûNj = 0:43719; �U = 0:54213; �j = 0:57977: (6:6)Æèäêîñòü èäåò çàìåòíî âûøå ñðåäíåé ëèíèè òðóáû(ñð. ñ 2D-ñëó÷àåì (5.6)). Ñêîðîñòü �U íà 8% áîëüøå.Ýêñïåðèìåíò â øèðîêèõ ïî îòíîøåíèþ ê êàïèëëÿð�íîìó ìàñøòàáó öèëèíäðè÷åñêèõ òðóáàõ äàåò î÷åíüáëèçêîå ê (6.6) çíà÷åíèå �U = 0:54 [6℄. Ýòî ñâèäåòåëü�ñòâóåò î òîì, ÷òî ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå â ýòîìýêñïåðèìåíòå íå ñóùåñòâåííî.7. ÊÎÍÓÑÎáðàçîâàíèå êëèíà ñ óãëîì 120Æ ÿâëÿåòñÿ äî�ñòàòî÷íî óñòîé÷èâûì �åíîìåíîì. Îí âûçâàí äâóìÿïðè÷èíàìè. Âî-ïåðâûõ, â äâóõ�àçíîì ïîòîêå èìå�åòñÿ êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà G, ðàçäåëÿþùàÿ �àçû.Èç-çà ñòîëêíîâåíèÿ �àç (âñòðå÷íîå äâèæåíèå) ïî�ÿâëÿåòñÿ òî÷êà òîðìîæåíèÿ íà ãðàíèöå, â êîòîðîéïîâåðõíîñòíàÿ çàâèõðåííîñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü.Âî-âòîðûõ, ïîëå ñèëû òÿæåñòè îäíîðîäíî (îäíîðîä�íîñòü óñêîðåíèÿ g), ïîýòîìó ãðàâèòàöèîííûé ïîòåí�öèàë g �r (íà åäèíèöó ìàññû) ëèíååí ïî êîîðäèíàòàì(ñì. (4.3)). Ñîîòâåòñòâåííî, êâàäðàò ñêîðîñòè îòíî�ñèòåëüíî òî÷êè òîðìîæåíèÿ òîæå ëèíååí ïî êîîðäè�íàòàì.Â òåðìèíàõ �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãîèìååì f / �nâîçëå òî÷êè òîðìîæåíèÿ. Îòñþäà� / �n�1d�=dz; dz / d�n�1;� / z1=(n�1); f / zn=(n�1):Èç-çà îäíîðîäíîñòè ñèëû òÿæåñòè âûïîëíÿåòñÿ ñî�îòíîøåíèå ��� / jzj:Ïîýòîìó äîëæíî áûòü n = 3. Ìíèìàÿ ÷àñòü êîì�ïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà èìååò âèä / sin� n�n� 1� ;ãäå � � ïîëÿðíûé óãîë â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàí�íîé ñ òî÷êîé òîðìîæåíèÿ. Òàê ìû ïðèõîäèì ê òðåõ�ëó÷åâîé êîí�èãóðàöèè íóëåâûõ ëèíèé òîêà è óãëó120Æ.Îòìåòèì â ýòîé ñâÿçè åùå è äðóãèå èíòåðåñíûåêîí�èãóðàöèè òðåõëó÷åâîãî òèïà.1317



Í. À. Èíîãàìîâ, À. Ì. Îïàðèí ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 20031) Ñõîæäåíèå ¾ñòåíîê¿ (óïëîùåííûõ ñòðóé, ðàç�äåëÿþùèõ ïóçûðè) â âèäå òðåõãðàííîãî óãëà âîçíè�êàåò â ñëó÷àéíûõ ðåøåòêàõ ïëîòíîóïàêîâàííûõ ïó�çûðåé [23℄. Â [23℄ äàíî ïðîñòîå îáúÿñíåíèå ïðè÷èí,ïî êîòîðûì òàêàÿ îñîáåííîñòü ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé(ñòîëêíîâåíèå ¾âåòðîâ¿ îò äâóõ èñòî÷íèêîâ, ê êîòî�ðûì äîáàâëÿåòñÿ òðåòèé èñòî÷íèê).2) Ñõîæäåíèå òðåõ ¾òðåùèí¿ � îñíîâíàÿ îñîáåí�íîñòü �ðîíòà ïëàìåíè [35℄.3) Âàæíûé ïðèìåð ìîæíî íàéòè â êîñìîëîãèè(êðóïíîìàñøòàáíàÿ ñòðóêòóðà Âñåëåííîé): èç-çàíåîäíîðîäíîñòè íà÷àëüíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé îáðàçó�þòñÿ êàóñòèêè, ¾áëèíû¿ è ïîâåðõíîñòè, â êîòîðûõêîíöåíòðèðóåòñÿ âåùåñòâî [36, 37℄ (äèíàìèêà àäãå�çèè èëè ñëèïàíèÿ). Ñîóäàðåíèå ïîâåðõíîñòåé ïðè�âîäèò ê �îðìèðîâàíèþ êîí�èãóðàöèé â âèäå òðåõ�ãðàííîãî óãëà ñ æãóòîîáðàçíûì óïëîòíåíèåì âäîëüëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé (ñð. ñ [35℄ è [23℄).Öåëåñîîáðàçíî âêðàòöå ïîâòîðèòü êîìïëåêñíûå�îðìóëû ðàçä. 4, âûïèñàííûå äëÿ ñëó÷àÿ ïóçûðÿñ êëèíîâèäíîé âåðøèíîé â âèäå �óíêöèé äåéñòâè�òåëüíîé ïåðåìåííîé. Ýòî íàì ïðèãîäèòñÿ â ñëó÷àå3D-ãåîìåòðèè. Âìåñòî êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà fèñïîëüçóåì ïîòåíöèàë ñêîðîñòè '. Îí ïîä÷èíÿåòñÿóðàâíåíèþ Ëàïëàñà�' = (r'r)rr + '��r2 = 0;ãäå r, � � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â òî÷êå òîðìîæå�íèÿ, óãîë � îòñ÷èòûâàåòñÿ îò îñè x (ñì. ðèñ. 3à).Âáëèçè öåíòðà êîîðäèíàò èìååì' = r3=2�(�)(îäíîðîäíîñòü ãðàâèòàöèè). Óãëîâàÿ �óíêöèÿ óäîâ-ëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ��� + (3=2)2� = 0:Îòñþäà � = a 
os(3�=2) + b sin(3�=2):Óãëîâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè ðàâíàv(�) = pr��:Ñîãëàñíî êðàåâîìó óñëîâèþ íà îñè x, èìååìv(�)(0) = 0;ïîýòîìó b = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî�øåíèå ' / 
os(3�=2): (7:1)

Îòñþäà ìû âèäèì, ÷òî v(�) = 0 íà ëó÷å �
 = 120Æ.Îáðàòèìñÿ ê 3D-ñëó÷àþ. �àññìîòðèì âåðòèêàëü�íóþ òðóáó. Ïîêàæåì, ÷òî èìååòñÿ 3D-àíàëîã êëèíà.�àðìîíè÷åñêîå óðàâíåíèå â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíà�òàõ èìååò âèä�' = (r2'r)rr2 + (S'�)�r2S = 0;ãäå S � sin � (áåç àçèìóòàëüíîé çàâèñèìîñòè). �àñ�ñìîòðèì îêðåñòíîñòü òî÷êè òîðìîæåíèÿ. Â ñèëó îä�íîðîäíîñòè ïîëÿ ñèëû òÿæåñòè èìååìv / pr; ' = r��(�); � = 3=2:Óðàâíåíèå äëÿ óãëîâîé ÷àñòè � èìååò âèä(S��)�S + �(� + 1)� = 0:Ýòî óðàâíåíèå Ëåæàíäðà ñòåïåíè �. Åãî ðåøåíèå,ðåãóëÿðíîå íà îñè � = 0; äàåòñÿ �óíêöèåé ËåæàíäðàP3=2(
os �) ñòåïåíè 3/2 (ñð. ñ (7.1)). Ôóíêöèÿ P3=2ðåãóëÿðíà â îáëàñòè 0 � � < � [38℄. Ïîëÿðíàÿ îñü� = 0 íàïðàâëåíà â ñòîðîíó òÿæåëîé æèäêîñòè. Îíàñîâïàäàåò ñ îñüþ x íà ðèñ. 3à. �àññìîòðèì ðåøåíèå,îñåñèììåòðè÷íîå âáëèçè âåðøèíû ïóçûðÿ.Ôóíêöèþ P3=2(C) óäîáíî ïðåäñòàâèòü òåéëîðîâ�ñêèì ðàçëîæåíèåì íà ïîëÿðíîé îñè � = 0, C � 
os �.Îñè � = 0 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà C = 1. �àçëîæåíèåèìååò âèäP3=2(C) = F ��32 ; 52 ; 1; 1� C2 � ; (7:2)F (a; b; 1; �) = 1 + ab(1!)2 � + a(a+ 1)b(b+ 1)(2!)2 �2 + : : : ;ãäå F � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ [38℄. �àçëî�æåíèå (7.2) ñõîäèòñÿ â êðóãå j1�Cj < 2. Âáëèçè îñè� = � (C = �1), èäóùåé âíóòðè ïóçûðÿ, ðàçëîæåíèå(7.2) èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü:P3=2(C)! �(�)�1 ln(1 + C); (7:3)âûçâàííóþ ëèíèåé èñòî÷íèêîâ (ñì. íèæå).Ïîëÿðíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè ðàâíàv(�) = pr�� = �pr dP3=2(C)dC sin �: (7:4)Êàê è äîëæíî áûòü ïî ñèììåòðèè, îíà îáðàùàåòñÿâ íóëü íà ïîëÿðíîé îñè � = 0. Êðîìå òîãî, êîìïî�íåíòà v(�) (7.4) îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ïîâåðõíîñòèêîíóñà �
. Îáðàçóþùèå êîíóñà ñîñòàâëÿþò óãîë �
 ñïîëÿðíîé îñüþ. Âåëè÷èíà C
 = 
os �
 ÿâëÿåòñÿ êîð�íåì óðàâíåíèÿ dP3=2(C)dC = 0:1318



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Äâèæåíèå ïóçûðåé â íàêëîííûõ òðóáàõ�åøàÿ åãî ÷èñëåííî, íàõîäèì�
 � 114:799Æ � 114:8Æ: (7:5)×òîáû íàéòè îòâåò (7.5) ñ òî÷íîñòüþ äî òðåòü-åãî�÷åòâåðòîãî äåñÿòè÷íîãî çíàêà, íåîáõîäèìû ïðè�ìåðíî 20 ÷ëåíîâ ñòåïåííîãî ðÿäà (7.2).8. ÑÊÎ�ÎÑÒÜ ÏÓÇÛ�ß Ñ ÊÎÍÈ×ÅÑÊÎÉÂÅ�ØÈÍÎÉÍà ðèñ. 4 ïîêàçàíû êîí�èãóðàöèè, èìåþùèå ñòà�öèîíàðíûå êëèíîâèäíóþ èëè êîíè÷åñêóþ îñîáåííî�ñòè. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ïðåäåëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿâîëíà Ñòîêñà (ðèñ. 4à) è ïóçûðè ñ êëèíîâèäíîé èëèêîíè÷åñêîé âåðøèíàìè (ðèñ. 4á ). �ðàâèòàöèîííàÿâîëíà èìååò ïåðèîä �. Åå ãðåáíè îáðàçóþò öåïî÷êó.Èìååòñÿ îáîáùåíèå íà ¾ñîëèòîííûé¿ ñëó÷àé (åäèí�ñòâåííûé 120-ãðàäóñíûé ãðåáåíü íà âñåé ãîðèçîí�òàëüíîé îñè). Êëèíîâèäíûé èëè êîíè÷åñêèé ïóçûðèíàõîäÿòñÿ â òðóáå äèàìåòðîì � (ðèñ. 4á ). Èõ âåðøè�íû ðàñïîëàãàþòñÿ íà îñè òðóáû.Â ñëó÷àå âîëíû íàä ãðåáíåì ðàñïîëàãàåòñÿ ðàç�ðåç êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà (ðèñ. 4à). Îí ÿâëÿåòñÿëèíèåé çàâèõðåííîñòè, íà êîòîðîé èñïûòûâàåò ñêà�
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�èñ. 4. Îñîáåííîñòè â âèäå êëèíà è êîíóñà íà ñâî-áîäíîé ïîâåðõíîñòè òÿæåëîé æèäêîñòè: à � âîëíàíà âîäå (2D), á � âñïëûâàþùèé 2D- èëè 3D-ïó-çûðü

xx
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а б�èñ. 5. Êîíè÷åñêèå ïóçûðè â âåðòèêàëüíûõ òðóáàõðàçíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ÷îê òàíãåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè. Â ñëó�÷àå êëèíà âíóòðè ïóçûðÿ òîæå íàõîäèòñÿ ðàçðåç. Îíïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíèþ èñòî÷íèêîâ 01 (ðèñ. 4á ).Ïîòîê æèäêîñòè îò ýòîé ëèíèè ¾ðàñïèðàåò¿ ïóçûðüè ¾ïðîòèâîäåéñòâóåò¿ ïîòîêó, èäóùåìó îò âåðõíåéáåñêîíå÷íîñòè. Âåðøèíà ðàçðåçà íàõîäèòñÿ íà ñâî�áîäíîé ïîâåðõíîñòè. Àíàëîãè÷íàÿ ëèíèÿ ïîìåùàåò�ñÿ âíóòðè êîíè÷åñêîãî ïóçûðÿ (ðèñ. 5).Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïîòåíöèàëà ñêîðî�ñòè âíóòðü ïóçûðÿ â ñëó÷àå êîíóñà èìååò ëîãàðè��ìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü (7.3) íà ëèíèè èñòî÷íèêîâ.Îíà âûçâàíà óìåíüøåíèåì áîêîâîé ïëîùàäè ìàëîãîöèëèíäðà 2�(Ær)Æx âîêðóã îòðåçêà Æx îñè x (ðèñ. 5à).Öèëèíäð èìååò ðàäèóñ Ær è âûñîòó Æx. Äëÿ åäèíî�îáðàçèÿ ñ íàêëîííûì ñëó÷àåì (ðèñ. 1�3) âåðòèêàëü�íàÿ îñü íà ðèñ. 4, 5 îáîçíà÷åíà áóêâîé ¾x¿, à íå¾z¿. Èç-çà ñîêðàùåíèÿ áîêîâîé ïëîùàäè (ðèñ. 4à,á ) ñêîðîñòü ðàñõîäèòñÿ, v(�) / 1=Ær (ñîõðàíåíèå ïî�òîêà îò ëèíåéíîãî èñòî÷íèêà Æx) èëè v(�) / 1=Æ�, ãäåÆ� = � � � (ñð. ñ (7.3)). Â ñëó÷àå 2D-ãåîìåòðèè äëè�íà áîêîâîé ÷àñòè ïåðèìåòðà ìàëîãî ïðÿìîóãîëüíèêàÆy� Æx (ðèñ. 4á ) ïîñòîÿííà. Ñèíãóëÿðíîñòè íåò. Ñî�îòâåòñòâåííî ïîòåíöèàë (7.1) íå èìååò îñîáåííîñòèíà îñè � = � (ðàçðåç).Îáðàòèìñÿ ê ðàñ÷åòó ñêîðîñòè ïîäúåìà êîíè÷å�ñêèõ ïóçûðåé (ðèñ. 5). Ïðèìåíèì ìåòîä ñèëîâîãî áà�ëàíñà (ñì. ðàçä. 5, 6). Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì êðóãëîéòðóáû (ðèñ. 5à). Òîãäà òå÷åíèå âåçäå èìååò àçèìó�òàëüíóþ ñèììåòðèþ. Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòûz è r (öèëèíäðè÷åñêèé ðàäèóñ) îáîçíà÷èì áóêâàìèx è y: Çàïèøåì óðàâíåíèå èìïóëüñà1319



Í. À. Èíîãàìîâ, À. Ì. Îïàðèí ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003W 2 � W 21�N2j +�b +Xb ++ 0Z�Lj [1� [N(X)℄2℄ dX = 0: (8.1)Îíî àíàëîãè÷íî óðàâíåíèÿì (5.1) è (6.4). Æèäêîñòüâ ñòðóå j òå÷åò ÷åðåç êîëüöåâóþ îáëàñòü (ðèñ. 5a). Âóðàâíåíèå (8.1) âõîäèò ïëîùàäü ýòîãî êîëüöà. Êàêè â ðàçä. 5, 6, b è j � ñå÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íàäè ïîä âåðøèíîé ïóçûðÿ (ðèñ. 5). Çäåñü âåëè÷èíûïðèâåäåíû ê áåçðàçìåðíîìó âèäó ïóòåì äåëåíèÿ íàðàäèóñ òðóáû R = D=2 (íàïðèìåð, W = U=pgR,Lj = lj=R). Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ èõ îòëè÷èå îò âåëè�÷èí, âõîäÿùèõ â �îðìóëû (5.2).Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî ðàçä. 5, 6 (èñêëþ÷àÿ íåèç�âåñòíûå W , �b ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Áåðíóëëè),ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþLj(1�N4j )� 0Z�Lj (1�N2) dX = 0: (8:2)Àïïðîêñèìèðóåì ãðàíèöó ïóçûðÿ N(X) �îðìóëîé(5.4). Çà óãîë �
 âîçüìåì çíà÷åíèå (7.5). Ïðè òàêîéàïïðîêñèìàöèè èíòåãðàë â (8.2) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ.Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà äëÿ íåèç�âåñòíîé r, îïðåäåëÿåìîé âûðàæåíèåì (5.4). �åøàÿåãî ÷èñëåííî, íàõîäèì r, à çàòåì è ñêîðîñòü âñïëû�âàíèÿ U =WpgR.Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ äëÿ êîíè÷åñêîãî ïóçû�ðÿ â êðóãëîé òðóáå ðàäèóñà R (ðèñ. 5à) ïîëó÷àåìr � 0:32R, îòêóäàU � 0:54pgR = 0:38pgD; (8:3)à äëÿ ïëîñêîãî ïóçûðÿ ñ êëèíîì â ïîëîñå � = 2R(ðèñ. 4á ) r � 0:43R, îòêóäàU � 0:42pgR = 0:297pg�: (8:4)Äëÿ ñðàâíåíèÿ 
 ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè(8.3), (8.4) ïðèâåäåì èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ [16�18℄ ñêî�ðîñòåé â ñëó÷àå îêðóãëûõ ïóçûðåé1). Â êðóãëîé òðó�áå ñ ðàäèóñîì R äëÿ ïóçûðÿ, âåðøèíà êîòîðîãî äâè�æåòñÿ ïî îñè (îñåñèììåòðè÷íîå òå÷åíèå), èìååìU � 0:35pgD = 0:495pgR(ñì. [20�22℄). Îêðóãëûé ïóçûðü â ïîëîñå, ñèììåòðè÷�íûé îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé ëèíèè ïîëîñû øèðèíîé� = 2R (ðèñ. 2à), âñïëûâàåò ñî ñêîðîñòüþU � 0:24pg� = 0:34pgR:1) Ñ êàñàíèåì ãðàíèöû â âåðøèíå âïèñûâàåòñÿ êðóã (2D)èëè ñ�åðà (3D).

Òàêèì îáðàçîì, ñèíãóëÿðíûé (êîíóñ â âåðøèíå)3D-ïóçûðü áûñòðåå ñèíãóëÿðíîãî (êëèí â âåðøèíå)2D-ïóçûðÿ íà 29% (0:54=0:42 = 1:286), òîãäàêàê ðåãóëÿðíûé (ñ�åðà â âåðøèíå) 3D-ïóçûðüáûñòðåå îêðóãëîãî 2D-ïóçûðÿ (êðóã â âåðøèíå)íà 46% (0:35=0:24 = 1:46). Ïðè ýòîì ñèíãóëÿðíûé3D-ïóçûðü áûñòðåå îêðóãëîãî 3D-ïóçûðÿ ëèøüíà 9% (0:54=0:495 = 1:09). Äëÿ 2D-ñëó÷àÿ ýòîîòíîøåíèå ñóùåñòâåííî áîëüøå è ðàâíî 23.5%,0:42=0:34 = 1:235.Òðåõìåðíàÿ òðóáà ìîæåò èìåòü ñàìûå ðàçíîîá�ðàçíûå ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ (ðèñ. 5). Íàïðèìåð, â [6℄ðàññìîòðåíû äàæå íåîäíîñâÿçíûå ñëó÷àè (êîëüöà).Äëÿ àíàëèçà �ÒÍ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òðóáû, êî�òîðûìè ìîæíî, ïðèñòûêîâàâ èõ äðóã ê äðóãó, çà�ïîëíèòü âñå ïðîñòðàíñòâî. Ñ òàêèìè òðóáàìè ñâÿ�çàíû ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ [23℄.Íà ðèñ. 5á èçîáðàæåí ñëó÷àé òðóáû ñ ïðÿìîóãîëü�íûì ñå÷åíèåì, ïîðîæäàþùåé ïðÿìîóãîëüíûå ðåøåò�êè ïóçûðåé.Äëÿ çàäà÷è îá �ÒÍ âàæíû êâàäðàòíàÿ è ãåêñàãî�íàëüíàÿ (â �îðìå ï÷åëèíûõ ñîò) ñòðóêòóðû (â [23℄îáúÿñíÿåòñÿ, ïî÷åìó ýòî òàê). Èì ñîîòâåòñòâóþò ýëå�ìåíòàðíûå ÿ÷åéêè (òðóáû) ñ ñå÷åíèÿìè â âèäå êâàä-ðàòà è ãåêñàãîíà. Â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíèêà êîíóñ ââåðøèíå íå êðóãëûé (òå÷åíèå âáëèçè âåðøèíû íåîñåñèììåòðè÷íî). Â ñëó÷àå ïðàâèëüíûõ ðåøåòîê âìàëîé îêðåñòíîñòè âåðøèíû òå÷åíèå ñèììåòðè÷íîïî àçèìóòó. Òîãäà â âåðøèíó âïèñûâàåòñÿ êðóãëûéêîíóñ ñ óãëîì, îïðåäåëÿåìûì âûðàæåíèåì (7.5). Âû�áåðåì ðàçìåðû êâàäðàòà (k4) è ãåêñàãîíà (k6) òàê,÷òîáû íà ëèíåéíîé ñòàäèè èõ èíêðåìåíòû �ÒÍ áû�ëè îäèíàêîâûìè è ðàâíûìèpgk4;6. Ñðàâíåíèå äëèíñòîðîí è ïëîùàäåé äàíî â ðàáîòå [23℄. Ïðè òàêîìâûáîðå ñêîðîñòü ïîäúåìà ñòàöèîíàðíûõ ïóçûðåé ñîñêðóãëåííîé âåðøèíîé ðàâíàU904;6 = (1:00� 0:02)qg=k4;6äëÿ êâàäðàòíûõ è ãåêñàãîíàëüíûõ ðåøåíèé [23℄. Çà�òóïëåííûé 3D-ïóçûðü â êâàäðàòíîé òðóáå ���, èäó�ùèé ïî ñðåäíåé ëèíèè òðóáû, èìååò ñêîðîñòü ñóùå�ñòâåííî áîëüøóþ (íà 68%, 1=0:595 = 1:68), ÷åì çà�òóïëåííûé 2D-ïóçûðü â ïîëîñå �, äâèæóùèéñÿ ïîñðåäíåé ëèíèè (ðèñ. 2à).Ìåòîä ñèëîâîãî áàëàíñà (ðàçä. 5, 6 è 8) äîïóñêàåòîáîáùåíèå íà ñëó÷àé òðóáû ñ êâàäðàòíûì è ãåêñàãî�íàëüíûì ñå÷åíèÿìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿãðîìîçäêè è çäåñü íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Äëÿ ïðèáëè�æåííîé îöåíêè ñêîðîñòè âñïëûâàíèÿ U114:84;6 êîíè÷å�ñêèõ ïóçûðåé â òàêèõ òðóáàõ ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî1320



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Äâèæåíèå ïóçûðåé â íàêëîííûõ òðóáàõîòíîøåíèå U114:84;6 =U904;6 ïðèìåðíî òàêîå æå, êàê äëÿêðóãëîé òðóáû.9. Ñ�ÀÂÍÅÍÈÅ Ñ ×ÈÑËÅÍÍÛÌÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅÌÑîïîñòàâèì ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòà�òû ñ ïðÿìûì ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì. Àâòîðàìíåèçâåñòíî, ïðèìåíÿëîñü ëè ðàíåå ÷èñëåííîå ìîäå�ëèðîâàíèå äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîáêîâûõ ðåæèìîâ è äëèí�íûõ ïóçûðåé â íàêëîííûõ òðóáàõ. Ìåæäó òåì â ðàì�êàõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîëó÷åíî ìíîãîïîëåçíûõ ñâåäåíèé î �ÒÍ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàäà�÷à î �ÒÍ (ïî ñóòè äåëà, äâèæåíèå ïóçûðåé â óñëîâ�íîé âåðòèêàëüíîé òðóáå) è çàäà÷à äâèæåíèÿ ïóçû�ðåé â íàêëîííîé òðóáå èìåþò ìíîãî îáùåãî. Ïîýòî�ìó ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿâåñüìà ïåðñïåêòèâíûì.Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ìåòîäîì, îïèñàí�íûì â ðàáîòàõ [39�41℄. Èñïîëüçîâàëñÿ ãàçîäèíàìè�÷åñêèé êîä ïðè î÷åíü ìàëîì ÷èñëå Ìàõà Ma � 10�2.�àñ÷åòû âåëèñü â âûòÿíóòîì ïðÿìîóãîëüíèêå ñ ðàç�ìåðàìè �y � �x; ïîêðûòîì êâàäðàòíîé ñåòêîéNy �Nx; ãäå Ny� ÷èñëî óçëîâ íà øèðèíå òðóáû D(Ny � 102). ×òîáû èñêëþ÷èòü âëèÿíèå êîíöîâ, îòíî�øåíèå �x=�y âûáèðàëîñü áîëüøèì (�x=�y � 10):Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ¾ãàç¿ (âåùåñòâî ñ ïëîòíîñòüþ�l) çàíèìàåò 70% äëèíû âñåé òðóáû.�àñ÷åò ïðîâîäèëñÿ ñêâîçíûì îáðàçîì (áåç âû�äåëåíèÿ êîíòàêòíîé ãðàíèöû) [39�41℄. Îòíîøåíèåïëîòíîñòåé âåùåñòâ ðàâíî � = �l=�h = 1=20. Â íà�÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 æèäêîñòü èìåëà ïðÿìîëè�íåéíóþ ãðàíèöó ab, x = �(y; t = 0) � 0 (ðèñ. 1à).�àçíîñòü ïëîòíîñòåé äîñòèãàëàñü çà ñ÷åò ðàçíîñòèòåìïåðàòóð. Â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ïëîòíîñòü � êó�ñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ �óíêöèÿ â îáëàñòÿõ, ðàçäåëåííûõãðàíèöåé ab (ðèñ. 1à). Ïîñêîëüêó äàâëåíèå âåëèêî,à ÷èñëî Ìàõà ìàëî, ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû, âûçâàí�íûé âåñîâîé ñòðàòè�èêàöèåé, îêàçûâàåòñÿ ìàëûì(T=jrT j � D). Òå÷åíèå ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ñîîò�âåòñòâóåò òå÷åíèþ êóñî÷íî-íåîäíîðîäíîé (äâà çíà�÷åíèÿ ïëîòíîñòè �l è �h) íåñæèìàåìîé æèäêîñòè âãðàâèòàöèîííîì ïîëå.Èñõîäíîå ïîëå ñêîðîñòåé çàäàâàëîñü ïîòåíöèà�ëîì '(x; y; t = 0) = �u0 
os y e�x;u = 'x; v = 'y ; u0 = 0:2� 0:5;è ïîëàãàëîñü D = �; g = 1:
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�èñ. 6. Ïðîöåññ ïåðåõîäà ê ñòàöèîíàðíîìó ïóçûðþ âòðóáå ñ íàêëîíîì � = 0 (ãîðèçîíòàëüíûé ñëó÷àé) (à),30Æ (á ) è 90Æ (â). Ñòðåëêà óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå âåê-òîðà g, à ÷åðòî÷êè � íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ãðàíèöûðàçäåëà. Â ðàñ÷åòå ïîëîæåíî D = �; g = 1Ïðîñëåæèâàëàñü ýâîëþöèÿ òå÷åíèÿ îò íà÷àëüíîé(ðèñ. 1à) äî óñòàíîâèâøåéñÿ ñòàäèè (ðèñ. 1â). Âàæ�íûì ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäíûé ýòàï (ðèñ. 1á ), ¾ñîåäèíÿ�þùèé¿ íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ ñòàäèè. Áûëî âûïîë�íåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàñ÷åòîâ ïðè ðàçíûõ çíà�÷åíèÿõ îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ Ny (ïëîòíîñòüñåòêè), �x=�y (âûòÿíóòîñòü òðóáû), Ma (ñòåïåíüíåñæèìàåìîñòè) è � (íàêëîí). Íåñêîëüêî ïðèìå�ðîâ ïðîöåññà óñòàíîâëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåæè�ìà ïîêàçàíî íà ðèñ. 6. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðè�ìåíò ïîäòâåðæäàåò íàëè÷èå êëèíà 120Æ íà ñâîáîä�íîé ïîâåðõíîñòè.Â ãîðèçîíòàëüíîì ñëó÷àå óñòàíîâèâøàÿñÿ ñòðóÿèìååò øèðèíó hj = D � �j = D=2(ñì. (5.6)). Óñòàíîâëåíèå ñòðóè ïðîèñõîäèò ìåäëåí�íî, à ïóçûðÿ � áûñòðî. Â óñòàíîâèâøåìñÿ ñîñòîÿ�1321



Í. À. Èíîãàìîâ, À. Ì. Îïàðèí ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003íèè ñêîðîñòü ñòàöèîíàðíîé ñòðóè ðàâíà Uj = pgD(ñì. (5.6)) â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ âåðøè�íîé. Êîíöåâàÿ òî÷êà jend ñòðóè âñåãäà ïðåáûâàåòâ íåñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè. Èç-çà äîïîëíèòåëüíî�ãî âûäåëåíèÿ ãðàâèòàöèîííîé ýíåðãèè îíà äâèæåò�ñÿ ñî ñêîðîñòüþ Uend áîëüøåé, ÷åì Uj . Íà ó÷àñòêåìåæäó âåðøèíîé è êîíöîì jend ñêîðîñòü ïðèáëèçè�òåëüíî ëèíåéíî2) ïî êîîðäèíàòå x âîçðàñòàåò îò Ujäî Uend, à øèðèíà ïðèáëèçèòåëüíî ëèíåéíî óáûâàåò(òå÷åíèå ñ îäíîðîäíîé äå�îðìàöèåé) îò 1=2 äî íóëÿ(ñì. ðèñ. 6). Íåñòàöèîíàðíîñòü íå ëîêàëèçîâàíà âîç�ëå ¾íîñèêà¿ jend, à ðàñòÿíóòà íà âñþ ñòðóþ, ïîýòîìóóñòàíîâëåíèå ñòðóè ïðîèñõîäèò ìåäëåííî. ¾Íîñèê¿äîëæåí óéòè î÷åíü äàëåêî, ÷òîáû íàêëîí ñâîáîäíîéãðàíèöû j�xj â îáëàñòè ñòðóè ñòàë ìàë.Íàîáîðîò, ïåðåõîä ïóçûðÿ â ñòàöèîíàðíûé ðå�æèì ïðîèñõîäèò äîâîëüíî áûñòðî. Ìåäëåííàÿ ðå�ëàêñàöèÿ ñòðóè ê ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ íå âëèÿ�åò íà ðåëàêñàöèþ ïóçûðÿ, ïîñêîëüêó ñòðóÿ äâèæåò�ñÿ ñî ¾ñâåðõçâóêîâîé¿ ñêîðîñòüþ (ñì. òàêæå [19℄):Uj > 
s, ãäå 
s = pghj = pgD=2 � ¾ñêîðîñòü çâó�êà¿ â ïðèáëèæåíèè ¾ìåëêîé âîäû¿, hj = D � �j �øèðèíà ñòðóè. Âíå ïåðåõîäíîé çîíû ðåøåíèå äëÿñòðóè ìîæíî ïîëó÷èòü â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû.Ïåðåõîäíàÿ çîíà òîëùèíîé â íåñêîëüêî êàëèáðîâ Dïðèëåãàåò ê âåðøèíå. Âíå ýòîé çîíû óãëû íàêëîíàãðàíèöû j�xj ìàëû. Ïîýòîìó ïðèìåíèìà äëèííîâîë�íîâàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (ìåëêàÿ âîäà). Òå÷åíèå ìåë�êîé âîäû ýêâèâàëåíòíî îäíîìåðíîìó (x; t) ãàçîäèíà�ìè÷åñêîìó òå÷åíèþ. Â ýòîì ñìûñëå ñòðóÿ j (ðèñ. 6à)àíàëîãè÷íà ñòðóå ðåàêòèâíîãî äâèãàòåëÿ. Îíà îïè�ñûâàåòñÿ öåíòðèðîâàííîé âîëíîé ðàçðåæåíèÿ ñ ïî�êàçàòåëåì àäèàáàòû 
 = 2. Óðàâíåíèÿ ìåëêîé âîäûìîãóò áûòü ìîäè�èöèðîâàíû íà ñëó÷àé � 6= 0.Íà ðèñ. 7à ïîêàçàíî ñðàâíåíèå �îðìû ñâîáîäíîéãðàíèöû �, ñëåäóþùåé èç ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ñîñòàöèîíàðíûì ïðèáëèæåííûì àíàëèòè÷åñêèì ðåøå�íèåì [19℄ ïðè � = 0, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì ïðèáëè�æåííîãî êîí�îðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Êàê âèäíîèç ðèñóíêà, â îáëàñòè ïóçûðÿ èìååòñÿ î÷åíü õîðî�øåå ñîãëàñèå ìåæäó àíàëèòè÷åñêèìè è ÷èñëåííûìèðåçóëüòàòàìè, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î âûñîêîé òî÷íî�ñòè ïîñëåäíèõ.Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ è àíàëèòè÷åñêèõ ãðàíèö� âáëèçè âåðøèíû ïóçûðÿ ïðè ïðîèçâîëüíîì óãëåíàêëîíà � ïðèâåäåíî íà ðèñ. 7á, â. Àíàëèòè÷åñêèéðàñ÷åò âûïîëíåí ìåòîäîì, îïèñàííûì â ðàçä. 5. Êàêâèäíî èç ðèñóíêîâ, â îêðåñòíîñòè âåðøèíû àíàëèòè�2) Åñëè � 6= 0; òî ñêîðîñòü â ñòðóå ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíîp�x.
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�èñ. 7. Ñîïîñòàâëåíèå ñòàöèîíàðíûõ �îðì ïóçûðåéïðè ÷èñëåííîì (â ìîìåíòû t = 8 (à, á ) è 5 (â)) è àíà-ëèòè÷åñêîì ðàñ÷åòàõ (� = 0 (à), 30Æ (á ), 90Æ (â))÷åñêèå è ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ óäîâëå�òâîðèòåëüíî.10. ÑÊÎ�ÎÑÒÍÛÅ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈÌû îïèñàëè ïåðåõîä ïóçûðÿ â íàêëîííîé òðóáå êñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ (ðèñ. 1, 6), à òàêæå ïðîâå�ëè ñðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ è äàííûõìîäåëèðîâàíèÿ ïî �îðìå ãðàíèöû � (ðèñ. 7). �àñ�ñìîòðèì òåïåðü ïðîñòðàíñòâåííóþ è âðåìåííóþ çà�âèñèìîñòè ñêîðîñòè. Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâ�ëÿþò àñèìïòîòè÷åñêèå (t!1) çíà÷åíèÿ. Íà ðèñ. 81322
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�èñ. 8. Êàðòà èçîëèíèé ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè u â ìîìåíò t = 6. Öè�ðîé 0 âûäåëåíà èçîëèíèÿ u = 0. ×åðíûé öâåò �äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî ñòåíîê íàëåâî, â ñòîðîíó ñòðóè, u < 0. Áåëûé öâåò � äâèæåíèå íàïðàâî, â ñòîðîíó ïóçûðÿ,u > 0ïðåäñòàâëåíà êàðòà ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè u(x; y; t) âìîìåíò âðåìåíè t = 6 â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîð�äèíàò, ñâÿçàííîé ñî ñòåíêàìè. Èçîëèíèè ïðîäîëüíîéñêîðîñòè u (ñ øàãîì 0:5) ïîêàçàíû íà ðèñ. 8. Íóëå�âàÿ èçîëèíèÿ ïîìå÷åíà öè�ðîé 0. Ñàìûé ñâåòëûéöâåò ñîîòâåòñòâóåò u = +7, ñàìûé òåìíûé � u = �7(êàê è ðàíåå, ìû ïîëîæèëè D = �, g = 1).Íà ðèñ. 6 è 8 õîðîøî âèäíî, êàê ñ ðîñòîì íàêëî�íà � óñèëèâàåòñÿ âèõðåâàÿ ñèñòåìà íà êîíöå ñòðóè.Âèäèìî, ýòî ñâÿçàíî ñ óìåíüøåíèåì ïðèæèìàþùåéñîñòàâëÿþùåé óñêîðåíèÿ g? = g 
os�. Âèõðè èìå�þò âèä ïîëîâèíêè ãðèáîîáðàçíîé ñòðóêòóðû. Ïëîò�íîñòü ãàçà �l â 20 ðàç ìåíüøå ïëîòíîñòè æèäêîñòè�h. Òåì íå ìåíåå èç-çà èíåðöèè ãàçà (àýðîäèíàìè�÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå [17, 18℄) âîçíèêàþò ¾ãðèáû¿.Ýòî âûçâàíî ðàçãîíîì ñòðóé äî âûñîêèõ ñêîðîñòåé(ðèñ. 8). Ïðè ãîðèçîíòàëüíîì ïîëîæåíèè òðóáû ãðè�áà íå âèäíî (ðèñ. 6à).Ïðè êðóòûõ íàêëîíàõ (� � 90Æ) ïðèæèìàþùååóñêîðåíèå g? ìàëî. Êîíöåâîé âèõðü îòõîäèò îò íèæ�íåé ñòåíêè (y = D), ïî êîòîðîé îïóñêàåòñÿ ñòðóÿ, èïðèæèìàåòñÿ ê âåðõíåé ñòåíêå (y = 0) (ñð. ðèñ. 6 á, âè ðèñ. 8 ïðè � = 30Æ è � = 90Æ). Ïðè ýòîì ïðèæèìà�þùèéñÿ âèõðü îáðàçóåò âèõðåâóþ ïàðó (äèïîëü) ñîñâîèì èçîáðàæåíèåì íà âåðõíåé ñòåíêå. Èç-çà çíàêàöèðêóëÿöèè (íà ðèñ. 6, 8 ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå) äè�ïîëü äâèæåòñÿ ïðîòèâ äâèæåíèÿ ïîðîäèâøåé ýòîòâèõðü ñòðóè (ñð. ñ êîëëèìàöèîííûì ý��åêòîì ïðèðýëåé�òåéëîðîâñêîé òóðáóëåíòíîñòè [41℄). Ñêîðîñòüïðîòèâîäâèæåíèÿ íàñòîëüêî âåëèêà, ÷òî äèïîëü íà�÷èíàåò ïðèáëèæàòüñÿ ê âåðøèíå ïóçûðÿ (êèíîãðàì�

ìà íà ðèñ. 6â). Îòìåòèì, ÷òî ïðîìåæóòî÷íûå ìåæäó� = 0 è � = 90Æ óãëû èìåþò ïðåâûøåíèå (ïî ñðàâíå�íèþ ñ âåðòèêàëüíûì ñëó÷àåì ðàñïîëîæåíèÿ òðóáû)íå òîëüêî ïî ñêîðîñòè ïóçûðÿ U(�), íî è ïî äëèíåñòðóè, ñì. ðèñ. 8.Íà ðèñ. 9à ïîêàçàí ïðî�èëü ñêîðîñòèu(x; y = 0; t = 6) ïî îñè x; âäîëü êîòîðîé âñïëûâàåòïóçûðü. Îñü x îáðàçóåò âåðõíÿÿ ñòåíêà òðóáû, ñì.ðèñ. 1. Ïî íåé äâèæåòñÿ âåðøèíà ïóçûðÿ. Îêîëîâèõðåé â ñëó÷àå � = 90Æ ñêîðîñòè î÷åíü âåëèêè. Êàêáûëî îòìå÷åíî âûøå, ýòî âûçâàíî îáðàçîâàíèåìáûñòðûõ âèõðåâûõ äèïîëåé âîçëå ñòåíêè.Íàñ èíòåðåñóåò äèíàìèêà ïóçûðÿ. Ïîêà âèõðèäàëåêî îò âåðøèíû ïóçûðÿ, ïðèìåíèì àíàëèçèç ðàçä. 3�6. �àññìîòðèì îêðåñòíîñòü âåðøèíû(ðèñ. 9á). Íà ðèñ. 9á ïîêàçàíû òå ÷àñòè ïðî�èëåé ñðèñ. 9à (t = 6), êîòîðûå íàõîäÿòñÿ âîçëå âåðøèíû.Ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà, íàéäåííûå ïî ñðåä�íåé ïëîòíîñòè (èçîëèíèÿ �av = (1=2)(�l + �h)) è ïîàñèìïòîòè÷åñêîé ñêîðîñòè êëèíîâèäíûõ ïóçûðåéU(�), ïîìå÷åíû âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé÷åðòî÷êàìè, ñîîòâåòñòâåííî. Îíè îïðåäåëÿëèñüñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî ïðî�èëþ �(x) (çíà÷åíèÿ yè t �èêñèðîâàíû) èùåòñÿ òî÷êà x�, â êîòîðîé âû�ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî �(x�) = �av, è íà ãðà�èêå u(x)â òî÷êå x = x� ñòðîèòñÿ âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ äîïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé u(x) (âåðòèêàëüíàÿ ÷åðòî÷êà).Íà ãðà�èêå u(x) ñòðîèòñÿ òàêæå ãîðèçîíòàëüíàÿïðÿìàÿ íà óðîâíå u = U(�) äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ�. Îíà äîâîäèòñÿ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé u(x) âòî÷êå x = xu (ãîðèçîíòàëüíàÿ ÷åðòî÷êà).1323
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5 6 7 8 9�èñ. 9. �àñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïî âåðõíåé ñòåíêå âíóòðè ïóçûðÿ è çà åãî âåð-øèíîé (à), à òàêæå âîçëå âåðøèíû (á ), t = 6. ¾Âñïëåñêè¿ ñêîðîñòè ïðè � = 90Æ âûçâàíû âèõðåâûìè äèïîëÿìèÊîîðäèíàòû x� è xu î÷åíü áëèçêè. Ýòî ñâèäå�òåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ãðàíèöà ïóçûðÿ x�, îïðåäå�ëÿåìàÿ ïî ñêà÷êó �, äâèæåòñÿ ñ íåîáõîäèìîé ñêî�ðîñòüþ. Çíà÷èò, âî-ïåðâûõ, òåîðèÿ äîâîëüíî òî÷íà(çíà÷åíèå U(�) òåîðåòè÷åñêîå) è, âî-âòîðûõ, ïóçûðüâ ýòîò ìîìåíò âðåìåíè (t = 6) íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿ�íèè, áëèçêîì ê ñòàöèîíàðíîìó.Íà ðèñ. 9á ïîêàçàíû òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòèu(x) ïðè ðàçíûõ �, îïðåäåëÿþùèå ðàñïðåäåëåíèÿïðîäîëüíîé ñêîðîñòè îêîëî êëèíîâèäíîé âåðøèíû.Ýòî ðàñïðåäåëåíèå èìååò âèäu(x; y = 0; t =1) = �p2� �U(�)pgx: (10:1)Âûðàæåíèå (10.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àñèìïòîòè÷å�ñêóþ çàâèñèìîñòü (ñòàöèîíàðíûé ðåæèì, t = 1),çàïèñàííóþ â ñèñòåìå êîîðäèíàò âåðøèíû ïóçû�ðÿ (ñâÿçàííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò). Çàâèñèìîñòü(10.1) ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ãîäîãðà��à (ðàçä. 4). Ñêîðîñòü �U(�) â (10.1) äàåòñÿ �îðìó�ëîé (4.4). Àñèìïòîòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ïîñòðîåíûíà ðèñ. 9á òîíêèìè ñïëîøíûìè ëèíèÿìè. Îíè íà÷è�íàþòñÿ íà êðèâîé u(x) â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè x�è ïðîäîëæàþòñÿ âïðàâî îò ýòèõ òî÷åê. Ñ ïîìîùüþçàâèñèìîñòè (10.1) ìîæíî îöåíèòü ãðàäèåíòû ñêîðî�ñòè â îêðåñòíîñòè âåðøèíû ïóçûðÿ.Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñ. 9á äëÿ ñëó÷àÿ � = 90Æ(äâèæåíèå ïî âåðòèêàëè) ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü

u(x) = �r�3r gD x; (10:2)îòíîñÿùàÿñÿ ê ñëó÷àþ çàòóïëåííîãî 2D-ïóçûðÿ(�
 = 90Æ). Åãî ñêîðîñòü ðàâíàU90 = (0:33�0:34)pgD:Çäåñü ðå÷ü èäåò î ¾ïîëîâèíêå¿ ïóçûðÿ â ïîëîñå D(ðèñ. 2á ). Ôîðìóëà (10.2) ñëåäóåò èç ðàçëîæåíèÿ(3.1). Êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûðàæåíèþ (10.2)(øòðèõîâàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 9á ), âûõîäèò èç òî÷êè(x�; U90) íà ïëîñêîñòè xu. Ýòà òî÷êà ëåæèò íà âåð�òèêàëüíîé ÷åðòî÷êå. ×åì òóïåå ïóçûðü è, ñîîòâåò�ñòâåííî, øèðå åãî ãîëîâíàÿ ÷àñòü, òåì ìåäëåííååóìåíüøàåòñÿ ñêîðîñòü â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå êî�îðäèíàò ïðè óäàëåíèè îò âåðøèíû (ñð. çàâèñèìîñòè(10.1) è (10.2)).Èç-çà äâèæåíèÿ ãàçà â ïóçûðå ñêîðîñòü âíóòðèïóçûðÿ íå ðàâíà òðàíñëÿöèîííîé ñêîðîñòè ïóçûðÿ.Ïîýòîìó ñêîðîñòü ïðîäîëæàåò âîçðàñòàòü è ëåâåå ãî�ðèçîíòàëüíûõ ÷åðòî÷åê íà ðèñ. 9á (ïîäòîê ãàçà êâåðøèíå). Åñëè áû ãàç ïîêîèëñÿ îòíîñèòåëüíî ïóçû�ðÿ, òî �óíêöèÿ u(x) ëåâåå òî÷åê xu ñòðåìèëàñü áû êïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ U(�). Ïðè ýòîì ïîëó÷àëàñüáû ¾ïîëî÷êà¿ íà çàâèñèìîñòè u(x) íà óðîâíå ãîðè�çîíòàëüíîé ÷åðòî÷êè.�ëóáæå äðóãèõ â æèäêîñòü â òðóáå âíåäðÿåòñÿïóçûðü ïðè � = 30Æ (ðèñ. 9à, á ). Ýòî ñîîòâåòñòâóåòñêîðîñòÿì U(30Æ) > U(0) > U(90Æ). Îí æå èìååò ñà�1324
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t�èñ. 10. Çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè âåðøèíû ïóçûðÿ îòâðåìåíè â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàòìóþ áîëüøóþ ñêîðîñòü íà ïðî�èëå ñêîðîñòåé u(x)â ðàéîíå âåðøèíû.Ïðè óäàëåíèè îò âåðøèíû íà çàìåòíûå ðàññòîÿ-íèÿ ñêîðîñòü íà÷èíàåò ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàòü.Ýòî ñâÿçàíî ñ ýëëèïòè÷íîñòüþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿíåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Çàâèñèìîñòè (10.1) è (10.2)ñïðàâåäëèâû âáëèçè âåðøèíû. Èìååìu! a1 exp(��x=D):Â îáîèõ ñëó÷àÿõ (êëèíîâèäíûé è çàòóïëåííûé ïóçû�ðè) ïðè óäàëåíèè îò âåðøèíû äîìèíèðóåò íàèáîëååêðóïíîìàñøòàáíàÿ èç ãàðìîíèê Ôóðüå ñ àìïëèòó�äîé a1, êîòîðàÿ çàòóõàåò ìåäëåííåå äðóãèõ ãàðìî�íèê. Â ñëó÷àå �
 = 90Æ èìååì a1 � U90 [17; 18℄.�àññìîòðèì òåïåðü âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü ñêî�ðîñòè. Íà ðèñ. 10 ïîêàçàíî, êàê ïðîèñõîäèò óñòàíîâ�ëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé ñêîðîñòè ïóçûðÿ â ïåðåõîä�íîì ïðîöåññå îò èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ê àñèìïòîòè÷å�ñêîìó ðåæèìó. Çàâèñèìîñòè ïîëó÷åíû ïóòåì ÷èñëåí�íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè g = 1, D = �. Ïðè áîëüøèõâðåìåíàõ çàâèñèìîñòè ñòðåìÿòñÿ ê èíòåðåñóþùèìíàñ ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì U(�; t!1). Ïðîäîëæè�òåëüíîñòü ïåðåñòðîéêè íà àñèìïòîòè÷åñêèé ðåæèìçàâèñèò îò íà÷àëüíîé ñêîðîñòè u0 è óãëà íàêëîíà�. Ïðè �èêñèðîâàííîì íàêëîíå � ïî êðèâûì, ïðåä�ñòàâëåííûì íà ðèñ. 10, ìîæíî íàéòè àñèìïòîòè÷å�ñêèå ñêîðîñòè U(�). Âìåñòå ñ íèìè îïðåäåëÿåòñÿäèñïåðñèÿ ÆU(�) (ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå),
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α�èñ. 11. Âëèÿíèå íàêëîíà � íà ïðåäåëüíóþ èëèàñèìïòîòè÷åñêóþ ñêîðîñòü 120-ãðàäóñíîãî ïóçûðÿ:òåìíûå òî÷êè ñ ïîãðåøíîñòÿìè � ÷èñëåííîå ìî-äåëèðîâàíèå, ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � �îðìóëà (4.4),øòðèõîâàÿ êðèâàÿ � ðàñ÷åò ìåòîäîì ñèëîâîãî áà-ëàíñà (ðàçä. 5), ñâåòëûå òî÷êè íà îñÿõ � ðàçëè÷íûåòåîðåòè÷åñêèå ìîäåëè (ñì. òåêñò)ñâÿçàííàÿ ñ ïîãðåøíîñòÿìè ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿñêîðîñòè.Çàâèñèìîñòü ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè ïóçûðÿ îòíàêëîíà U(�) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 11. Ôóíêöèÿ(4.4) (ìåòîä ãîäîãðà�à, ðàçä. 4) èçîáðàæåíà ñïëîø�íîé êðèâîé. Øòðèõîâîé êðèâîé ïðåäñòàâëåíû äàí�íûå, ïîëó÷åííûå èç óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà èìïóëüñà(ðàçä. 5). ×åðíûå òî÷êè ñ ïîãðåøíîñòÿìè � ðåçóëü�òàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Íàèáîëüøåé ÿâëÿåò�ñÿ ïîãðåøíîñòü â ñëó÷àå � = 90Æ (âåðòèêàëüíîå ïîëî�æåíèå). Ñâåòëûå òî÷êè I è II, íàõîäÿùèåñÿ íà îñÿõ� = 0 è � = 90Æ, ïîëó÷åíû, ñîîòâåòñòâåííî, ñ ïî�ìîùüþ ìîäåëåé [34℄ è [26℄. Òî÷êîé III ïîìå÷åíà ñêî�ðîñòü ¾ïîëîâèíêè¿ çàòóïëåííîãî ïóçûðÿ â ïîëîñå D(ðèñ. 2á ). Êëèíîâèäíûå ïóçûðè ïðèëåãàþò ê îäíîéèç ñòîðîí ïîëîñû è ïîýòîìó ïîõîæè íà ýòó ¾ïîëî�âèíêó¿ (ñð. ðèñ. 2á, â è ðèñ. 1â ñ ðèñ. 2à).Çàâèñèìîñòè U(�), ïîëó÷åííûå äâóìÿ òåîðåòè÷å�ñêèìè ìåòîäàìè è â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå, ðàñ�ïîëîæåíû áëèçêî äðóã ê äðóãó. �àçíèöà çíà÷åíèé ñó÷åòîì ïîãðåøíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ íå ïðåâûøàåò4%. Ïðè � = 90Æ äëÿ êëèíîâèäíîãî ïóçûðÿ ïî äàí�íûì òåîðèè è ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ çíà÷åíèåU(90) = (0:41� 0:42)pgD:1325



Í. À. Èíîãàìîâ, À. Ì. Îïàðèí ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003Çíà÷åíèå, ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [26℄ (òî÷êà II), íà23% ïðåâûøàåò ýòó âåëè÷èíó. Çíà÷åíèå, ïîëó÷åííîåâ ðàáîòå [34℄ (òî÷êà I), íà 16% íèæå òî÷íîãî çíà÷å�íèÿ (ñì. ðàçä. 5).Ôóíêöèè U(�) èìåþò ìàêñèìóì ïðè �max = 30Æ(ìåòîä ãîäîãðà�à) è ïðè �max � 40Æ (ìåòîä ñèëîâî�ãî áàëàíñà è ìîäåëèðîâàíèå).11. Ñ�ÀÂÍÅÍÈÅ Ñ ÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒÎÌÑðàâíèì òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûåäëÿ ñëó÷àÿ òðåõìåðíîãî òå÷åíèÿ (ðàçä. 6), ñ äàííû�ìè ýêñïåðèìåíòà [6℄. Íà ðèñ. 12 ïîêàçàíû ãðàíèöû�. Êðèâàÿ 1 ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ýêñïåðèìåíòà [6℄ñ êðóãëîé òðóáîé, à êðèâàÿ 2 � ïóòåì âû÷èñëåíèé,îïèñàííûõ â ðàçä. 6, äëÿ óãëà �
 = 125Æ. Âáëèçèâåðøèíû �óíêöèè � óäîâëåòâîðèòåëüíî ñîãëàñóþò�ñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñèåäîëæíî èìåòüñÿ ïî ñêîðîñòè ïîäúåìà. Ïðè ìàëûõïîâåðõíîñòíûõ íàòÿæåíèÿõ ýêñïåðèìåíò (ðèñ. 12)óáåäèòåëüíî ñâèäåòåëüñòâóåò ïðîòèâ ìîäåëè ñ ïðî��èëåì � â �îðìå ýëëèïñà (â ýòîì ñëó÷àå áûëî áû�
 = 90Æ).Èòîãîâûå äàííûå äëÿ 3D-òå÷åíèÿ è ñðàâíåíèåòðåõìåðíûõ è äâóìåðíûõ äàííûõ ïðèâåäåíû íàðèñ. 13. ×åðíûìè òî÷êàìè ñ ïîãðåøíîñòÿìè ïîêàçà�íû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà èç ðàáîòû [6℄. Êðèâàÿ ñïîìåòêîé 2D DNS âçÿòà ñ ðèñ. 11 äëÿ îöåíêè âëèÿ�íèÿ òîïîëîãèè òå÷åíèÿ (2D/3D) íà ñêîðîñòü. �åçóëü�òàòû ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì ñèëîâîãî áàëàíñà (ðàçä. 6)ïðè óãëàõ êëèíà �
 = 125Æ, 115Æ, 110Æ ïîêàçàíûøòðèõîâûìè êðèâûìè. Âñå îíè âûõîäÿò èç òî÷íî�ãî çíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî âûðàæåíèåì (6.6) ïðè� = 0. Äâå ñâåòëûå òî÷êè I è II íà îñè � = 90Æñîîòâåòñòâóþò ñêîðîñòÿì îñåñèììåòðè÷íûõ êîíè÷å�ñêîãî è çàòóïëåííîãî ïóçûðåé. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå
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α�èñ. 13. 3D-òå÷åíèå â êðóãëîé íàêëîííîé òðóáå.Âñå çàâèñèìîñòè (êðîìå êðèâîé 2D DNS) îòíîñÿò-ñÿ ê 3D-ñëó÷àþ: òåìíûå òî÷êè ñ ïîãðåøíîñòÿìè �ýêñïåðèìåíò [6℄, øòðèõîâûå ëèíèè � ðàñ÷åòû ìåòî-äîì ñèëîâîãî áàëàíñà (ðàçä. 6). Ñâåòëûå òî÷êè ïðè� = 90Æ � ðàçëè÷íûå òåîðåòè÷åñêèå ìîäåëè (ñì.òåêñò)çíà÷åíèå [6℄ ïðè � = 90Æ (÷åðíûé êðóæîê) ïðèáëè�çèòåëüíî ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ çàòóïëåííîãî ïó�çûðÿ (ñâåòëàÿ òî÷êà II).�àñ÷åòû, âûïîëíåííûå íà îñíîâàíèè çàêîíîâ ñî�õðàíåíèÿ (ðàçä. 6), ÷óâñòâèòåëüíû ê �îðìå âåðøè�íû (ñð. øòðèõîâûå ëèíèè íà ðèñ. 13). Ñêîðîñòü áî�ëåå îñòðûõ ïóçûðåé áîëüøå, ïðè ýòîì ñóùåñòâåííûäàæå íåáîëüøèå âàðèàöèè óãëà �
.Îöåíèì ñèòóàöèþ â öåëîì. Èìåþòñÿ äâå îñîáåí�íîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíîé çàâèñèìîñòè (÷åðíûå òî÷�êè íà ðèñ. 13). Îäíà èç íèõ � ñóùåñòâîâàíèå ìàê�ñèìóìà ïðè íàêëîíàõ, îòëè÷íûõ îò âåðòèêàëüíî�ãî. Òåîðåòè÷åñêàÿ ìîäåëü õîðîøî óëàâëèâàåò ìàê�ñèìóì. Äðóãîé îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíîåóìåíüøåíèå ñêîðîñòè U(�) ïðè ïðèáëèæåíèè íàêëî�íà òðóáû ê âåðòèêàëè (� ! 90Æ). Ýòà ñêîðîñòü ñòà�íîâèòñÿ ñðàâíèìà ñî ñêîðîñòüþ ñèììåòðè÷íûõ ïó�çûðåé, èäóùèõ âäîëü îñè. Â 2D-ãåîìåòðèè òàêîãîáûòü íå ìîæåò, ïîñêîëüêó ñêîðîñòü ïóçûðÿ, èäóùå�ãî ïî ñòåíêå, âñåãäà áîëüøå (â p2 ðàç) ñêîðîñòè ñèì�ìåòðè÷íîãî ïóçûðÿ, èäóùåãî âäîëü ñðåäíåé ëèíèè(èç-çà î÷åâèäíîãî èçìåíåíèÿ ïîïåðå÷íîãî ðàçìåðà).Âàæíî, ÷òî óìåíüøåíèå ñêîðîñòè íà÷èíàåòñÿ ïðèóãëàõ, åùå íå ðàâíûõ âåðòèêàëüíîìó. Òàêèì îáðà�çîì, âîçíèêàåò âîïðîñ î ïðåäåëå U(�) ïðè � ! 90Æ1326



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Äâèæåíèå ïóçûðåé â íàêëîííûõ òðóáàõè ñðàâíåíèè ýòîãî ïðåäåëà ñî çíà÷åíèåì ñêîðîñòè Uñèììåòðè÷íûõ ïóçûðåé. Ïðè âåðòèêàëüíîì ïîëîæå�íèè òðóáû âåðøèíà ïóçûðÿ, èäóùåãî âäîëü ñòåíêè,ìîæåò îòîéòè îò íåå è ïåðåìåñòèòüñÿ íà îñü òðóáû.Ñêîðîñòü 3D-ïóçûðåé â êðóãëîé òðóáå äèàìåòðàD ñòàíîâèòñÿ äàæå ìåíüøå ñêîðîñòè 2D-ïóçûðåé âïîëîñå, ðàâíîé øèðèíå D! Âèäèìî, ýòî óêàçûâàåòíà óìåíüøåíèå óãëà �
. Ïóçûðü ñòàíîâèòñÿ áîëåå òó�ïûì ïðè ïðèáëèæåíèè íàêëîíà òðóáû ê âåðòèêàëè.Èòàê, ñêîðîñòü àñèììåòðè÷íûõ 3D-ïóçûðåé, ïîä�íèìàþùèõñÿ ïî âåðõíåé ñòåíêå (� < 90Æ), ïðèìåðíîñðàâíèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ îñåñèììåòðè÷íûõ ïóçû�ðåé, ïîäíèìàþùèõñÿ ïî îñè. Â ðàñ÷åòàõ [2℄ (ìîäåëèñ ýëëèïñîì) ïîëó÷àëîñü, ÷òî ïðè ìàëîì ïîâåðõíîñò�íîì íàòÿæåíèè ñêîðîñòè àñèììåòðè÷íîãî è ñèììåò�ðè÷íîãî 3D-ïóçûðåé ïðèìåðíî îäèíàêîâû.Îáîáùèì ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç âëèÿíèÿ 3D- è2D-òîïîëîãèè íà äèíàìèêó ïóçûðÿ. Íàèâíîå ïðåä�ñòàâëåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òîïðè ðàâíûõ ðàçìåðàõ â 3D-ãåîìåòðèè âûñâîáîæäå�íèå ãðàâèòàöèîííîé ýíåðãèè èäåò áûñòðåå (îòêðû�âàþòñÿ ¾äîïîëíèòåëüíûå êàíàëû¿ äâèæåíèÿ), ò. å.è ïóçûðü âñïëûâàåò áûñòðåå, ïðè÷åì ýòî óáûñòðå�íèå ïî ñðàâíåíèþ ñ 2D-ñëó÷àåì çíà÷èòåëüíîå. Òàêîåïðåäñòàâëåíèå îñíîâûâàåòñÿ íà ñðàâíåíèè ïóçûðåéâ êâàäðàòíîé (ðàçìåðà ���) è ïëîñêîé (ðàçìåðà �)òðóáàõ (îòíîøåíèå ñêîðîñòåé ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî1=0:6 = 1:7). Îòíîøåíèå ñêîðîñòåé â êðóãëîé è ïëîñ�êîé òðóáàõ ðàâíûõ äèàìåòðîâ ðàâíî 0:35=0:24 = 1:5.Îäíàêî ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïî�ëîæåíèå ãîðàçäî ñëîæíåå â ñëó÷àå íàêëîííîé òðó�áû. Â íàêëîííûõ 3D-è 2D-òðóáàõ îòíîøåíèå ñêîðî�ñòåé íåìíîãî ïðåâûøàåò åäèíèöó (� 1:1) â ðàéîíåìàêñèìóìà (ñðåäíèå íàêëîíû). Â ãîðèçîíòàëüíîìñëó÷àå ýòî îòíîøåíèå òî÷íî ðàâíî 0:54=0:5 = 1:08.Áîëåå òîãî, îíî ñòàíîâèòñÿ äàæå çàìåòíî ìåíüøååäèíèöû ïðè íàêëîíàõ òðóáû, áëèçêèõ ê âåðòèêàëü�íîìó. 12. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ�àññìîòðåíà êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à î äèíàìèêåæèäêîñòè, îãðàíè÷åííîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ, âïîëå ãðàâèòàöèè. Ýòà òåìà èìååò áîëüøîå çíà÷åíèåêàê äëÿ òåîðèè íåóñòîé÷èâîñòè �ýëåÿ�Òåéëîðà, òàêè äëÿ âàæíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, ñâÿçàí�íûõ ñ äâóõ�àçíîé ãèäðîäèíàìèêîé. Áûëà ñäåëàíàïîïûòêà ïðåîäîëåòü íåêèé ðàçäåëèòåëüíûé áàðüåðìåæäó �ÒÍ è ãèäðàâëèêîé. Ýòî íåîáõîäèìî äëÿîáúåäèíåíèÿ îáøèðíûõ ìàòåðèàëîâ, íàêîïëåííûõ âýòèõ îáëàñòÿõ çíàíèé.

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòà�òû.1) Îïðåäåëåí óãîë è íàéäåíà ñêîðîñòü êîíè÷å�ñêèõ ïóçûðåé.2) Âû÷èñëåíà ñêîðîñòü ïîäíèìàþùèõñÿ âåðòè�êàëüíî êëèíîâèäíûõ ïóçûðåé (äâà òåîðåòè÷åñêèõìåòîäà è âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò). Áëàãîäà�ðÿ ìåòîäó, èñïîëüçóþùåìó èìïóëüñ ïóçûðÿ, óäàëîñüïðåîäîëåòü òðóäíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ îòñóòñòâèåì ïðî�ñòûõ �îðìóë ðàçëîæåíèÿ ïî ãàðìîíèêàì òèïà (3.1)â èçó÷àåìûõ çäåñü ñëó÷àÿõ ïåðèîäè÷åñêèõ òå÷åíèé ñîñîáåííîñòüþ íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå. Äàííûé ìåòîäïîçâîëèë íàéòè ñêîðîñòü êîíè÷åñêèõ ïóçûðåé.3) Âû÷èñëåíà óãëîâàÿ çàâèñèìîñòü U(�) âî âñåìäèàïàçîíå íàêëîíîâ.4) Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò äëÿäâóõ�àçíîãî òå÷åíèÿ â íàêëîííûõ òðóáàõ. Ýòîîòêðûâàåò øèðîêèå âîçìîæíîñòè àíàëèçà òåõíîëî�ãè÷åñêèõ ïðîáëåì.Àâòîðû ïðèçíàòåëüíû Ñ. È. Àíèñèìîâó èÎ. Ì. Áåëîöåðêîâñêîìó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå. �à�áîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ(ãðàíòû ��02�02�17499, 03�01�00700). ×èñëåí�íîå ìîäåëèðîâàíèå ïîääåðæèâàëîñü Êîìïëåêñíîéïðîãðàììîé Ïðåçèäèóìà �ÀÍ ¾Ìàòåìàòè÷åñêîåìîäåëèðîâàíèå, èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû èóïðàâëåíèå íåëèíåéíûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñèñòå�ìàìè¿. À. Ì. Î. òàêæå ïðèÿòíî âûðàçèòü ñâîþáëàãîäàðíîñòü Ôîíäó ñîäåéñòâèÿ îòå÷åñòâåííîéíàóêå. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. G. B. Wallis, One-Dimensional Two-Phase Flow,M
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