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ÄÈÑÊ�ÅÒÍÀß ��ÀÂÈÒÀÖÈß, Ï�ÎÁËÅÌÀ ÓÄÂÎÅÍÈßÔÅ�ÌÈÎÍÍÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ È ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÀÍÎÌÀËÈÈÑ. Í. Âåðãåëåñ *Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè èì. Ë. Ä. Ëàíäàó �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê142432, ×åðíîãîëîâêà, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 19 èþíÿ 2003 ã.Èçó÷àåòñÿ ïðîáëåìà óäâîåíèÿ �åðìèîííûõ ñîñòîÿíèé â ðàìêàõ òåîðèè äèñêðåòíîé ãðàâèòàöèè. Ïðè-âîäÿòñÿ ïðèìåðû àìîð�íûõ ðåøåòîê (ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ ðàçìåðíîñòè 2, 3 è 4), íà êîòîðûõÿâëåíèå óäâîåíèÿ �åðìèîííûõ ñîñòîÿíèé îòñóòñòâóåò. Îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíûå ñëåäñòâèÿ ýòîãî �àêòàâ îòíîøåíèè îòñóòñòâèÿ êâàíòîâûõ àíîìàëèé â äèâåðãåíöèè àêñèàëüíûõ òîêîâ. Íà îñíîâàíèè îòñóòñòâèÿàêñèàëüíûõ àíîìàëèé è êîíå÷íîñòè ÷èñëà �èçè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû â ìîäåëè äèñêðåòíîé êâàíòîâîéãðàâèòàöèè, ïðåäëîæåííîé â [1℄, è êîíòèíóàëüíîé òåîðèè ãðàâèòàöèè, ïîñòðîåííîé ïðè ïîìîùè ìåòîäàäèíàìè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ [2℄, äåëàåòñÿ ñëåäóþùèé âûâîä: äèñêðåòíàÿ êâàíòîâàÿ ãðàâèòàöèÿ [1℄ â êîí-òèíóàëüíîì ïðåäåëå ïåðåõîäèò â òåîðèþ ãðàâèòàöèè, ïîñòðîåííóþ ñîãëàñíî ñõåìå ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãîêâàíòîâàíèÿ [2℄.PACS: 04.60.N
 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ íåäàâíåé ðàáîòå [1℄ áûë ïðåäëîæåí íîâûé âàðè�àíò êâàíòîâîé òåîðèè ãðàâèòàöèè íà ðåøåòêå. Êðî�ìå ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþùèõ ãðàâèòàöèîííûå ñòå�ïåíè ñâîáîäû, ýòà òåîðèÿ âêëþ÷àåò òàêæå �åðìèîí�íûå ñòåïåíè ñâîáîäû, ïðè÷åì �åðìèîííîå äåéñòâèåÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì è 
5-èíâàðèàíòíûì. Êðîìå òî�ãî, ïðè íàèâíîì ïåðåõîäå ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëóðåøåòî÷íîå äåéñòâèå ïåðåõîäèò â äåéñòâèå �èëüáåð�òà ïëþñ äåéñòâèå áåçìàññîâîãî äèðàêîâñêîãî ïîëÿ,êîòîðîå ìèíèìàëüíî ñâÿçàíî ñ ãðàâèòàöèîííûì ïî�ëåì. Ïîñêîëüêó ýòî äåéñòâèå áóäåò çäåñü èñïîëüçî�âàòüñÿ, îïèøåì åãî äåòàëüíî.Ïóñòü K� ÷åòûðåõìåðíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîì�ïëåêñ, äîïóñêàþùèé ãåîìåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ.Îïðåäåëåíèå è íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà ñèìïëèöèàëü�íûõ êîìïëåêñîâ ìîæíî íàéòè â [1℄. Äåòàëüíàÿ òåî-ðèÿ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ ñîäåðæèòñÿ, íà�ïðèìåð, â [3; 4℄. Äàëåå âìåñòî ñëîâîñî÷åòàíèÿ ¾ñèì�ïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ¿ ìû ïèøåì ïðîñòî ¾êîì�ïëåêñ¿, à ïîíÿòèÿ â ñëåäóþùèõ ïàðàõ: 0-ñèìïëåêñ èâåðøèíà, 1-ñèìïëåêñ è ðåáðî, 2-ñèìïëåêñ è òðåóãîëü�íèê, 3-ñèìïëåêñ è òåòðàýäð, ñ÷èòàþòñÿ ñèíîíèìàìè.*E-mail: vergeles�itp.a
.ru

Îñîáûé èíòåðåñ çäåñü ïðåäñòàâëÿþò êîíå÷íûå êîì�ïëåêñû ñ òîïîëîãèåé 4-äèñêà. Òàêèå êîìïëåêñû èìå�þò ãðàíèöó � K, ïðè÷åì � K� òðåõìåðíûé êîìïëåêñ,èìåþùèé òîïîëîãèþ ñ�åðû S3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç �q ,q = 0; 1; 2; 3; 4, ÷èñëî q-ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñà K. Èí�äåêñàìè i; j; k; l íóìåðóåì âåðøèíû êîìïëåêñà: ai; ajè ò. ä. Äâå âåðøèíû áóäåì íàçûâàòü ñîñåäíèìè, åñëèýòè äâå âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè âåðøèíàìèîäíîãî è òîãî æå ðåáðà.Ïóñòü 
a; a; b; 
; : : : = 1; 2; 3; 4; � ÷åòûðåõìåðíûåìàòðèöû Äèðàêà. Ñèãíàòóðà ñ÷èòàåòñÿ åâêëèäîâîé.Ïîýòîìó âñå ìàòðèöû Äèðàêà � ýðìèòîâû. Òàêæåýðìèòîâà ìàòðèöà
5 = 
1
2
3
4; tr 
5
a
b


d = 4"ab
d; (1)ðàçäåëÿåò ¾ïðàâóþ¿ êîìïîíåíòó ' è ¾ëåâóþ¿ êîìïî�íåíòó � äèðàêîâñêîãî ñïèíîðà  . Â êàæäîé âåðøèíåai êîìïëåêñà K îïðåäåëåíû äèðàêîâñêèå ñïèíîðû  iè  i, íà êîòîðûå äåéñòâóþò ìàòðèöû Äèðàêà ñëåâàè ñïðàâà, ñîîòâåòñòâåííî. Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àååâêëèäîâîé ñèãíàòóðû ïîëÿ  i è  i ñ÷èòàþòñÿ íåçà�âèñèìûìè ïåðåìåííûìè, ïðè÷åì ïðè ýðìèòîâîì ñî�ïðÿæåíèè îíè ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà. Ïîñòàâèì âñîîòâåòñòâèå êàæäîìó îðèåíòèðîâàííîìó ðåáðó aiajýëåìåíò ãðóïïû Spin(4):1203
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ij = 
�1ji = exp�12!abij �ab� ; �ab = 14[
a; 
b℄: (2)Ýëåìåíò ãîëîíîìèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ 
ij îñó�ùåñòâëÿåò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ñïèíîðà  j èç âåð�øèíû aj ðåáðà aiaj â ñîñåäíþþ âåðøèíó ai. Îáî�çíà÷èì ÷åðåç V ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì
a. Ïóñòü êàæäîìó îðèåíòèðîâàííîìó ðåáðó aiaj ïî�ñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò êij � eaij
a 2 V , ïðè�÷åì êij = �
ij êji
�1ij : (3)Èíäåêñîì A áóäåì íóìåðîâàòü 4-ñèìïëåêñû. Îáîçíà�÷åíèÿ  Ai,  Ai, êAij , 
Aij îòìå÷àþò òîò �àêò, ÷òîðåáðî aiaj ïðèíàäëåæèò 4-ñèìïëåêñó ñ èíäåêñîì A.Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, êîìïëåêñ K èìååò òîïîëîãèþäèñêà. Òàêîé êîìïëåêñ äîïóñêàåò ââåäåíèå îðèåíòà�öèè. Çàäàäèì îðèåíòàöèþ êîìïëåêñà ïóòåì îïðåäå�ëåíèÿ îðèåíòàöèè êàæäîãî 4-ñèìïëåêñà. Ïðè ýòîìåñëè äâà 4-ñèìïëåêñà èìåþò îáùèé òåòðàýäð, òîäâå îðèåíòàöèè òåòðàýäðà, çàäàâàåìûå îðèåíòàöèÿ�ìè ýòèõ äâóõ 4-ñèìïëåêñîâ, ïðîòèâîïîëîæíû. Î÷å�âèäíî, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå èìåþòñÿ âñåãî äâå îðèåí�òàöèè êîìïëåêñà.Ïóñòü aAi; aAj ; aAk; aAl; aAm � âñå ïÿòü âåð�øèí 4-ñèìïëåêñà ñ èíäåêñîì A è "Aijklm = �1â çàâèñèìîñòè îò òîãî, çàäàåò ëè ïîðÿäîê âåðøèíaAi aAj aAk aAl aAm ïîëîæèòåëüíóþ èëè îòðèöàòåëü�íóþ îðèåíòàöèþ ýòîãî 4-ñèìïëåêñà. Êðîìå òîãî,"Aijklm = 0, åñëè õîòÿ áû äâà èíäåêñà ñîâïàäàþò.Òåïåðü ìû ìîæåì âûïèñàòü åâêëèäîâî äåéñòâèå ðàñ�ñìàòðèâàåìîé ìîäåëè:I = 15 � 24XA Xi;j;k;l;m "Aijklm tr 
5���� 1l2P 
Ami
Aij
AjmêAmkêAml++ 124�̂AmiêAmj êAmkêAml� ;�̂Aij = i2
a � Ai
a
Aij Aj� Aj
Aji
a Ai��� �aAij
a: (4)
Îáúåì 4-êîìïëåêñà ðàâåíVA = 14! � 15! ��XA Xi;j;k;l;m "A ijklm "ab
d eaAmiebAmje
AmkedAml:Çäåñü ìíîæèòåëü 1=4! íåîáõîäèì, òàê êàê îáúåì÷åòûðåõìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ îáðàçóþùèìèeaAmi; ebAmj ; e
Amk; edAml â 4! ðàç áîëüøå îáúåìà

4-ñèìïëåêñà ñ ýòèìè æå îáðàçóþùèìè, à ìíîæèòåëü1=5! îáóñëîâëåí òåì, ÷òî âñå ïÿòü âåðøèí êàæäîãîñèìïëåêñà ó÷èòûâàþòñÿ íåçàâèñèìî.Äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ âåëè÷è�íû 
ij ; êij , êîòîðûå îïèñûâàþò ãðàâèòàöèîííûå ñòå�ïåíè ñâîáîäû, è ïîëÿ  i;  i, ÿâëÿþùèåñÿ ìàòåðèàëü�íûìè �åðìèîííûìè ïîëÿìè (èíûå ìàòåðèàëüíûåïîëÿ çäåñü íàñ íå èíòåðåñóþò).Äåéñòâèå (4) ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ èçó÷åíèÿíà ïðåäìåò �åðìèîííîãî óäâîåíèÿ (èëè âèëüñîíîâ�ñêîãî óäâîåíèÿ), ïîñêîëüêó åãî �åðìèîííàÿ ÷àñòüîáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.1) Äåéñòâèå (4) ëîêàëüíî.2) Â íàèâíîì êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå äåéñòâèå(4) ïåðåõîäèò â ãðàâèòàöèîííîå äåéñòâèå â �îðìåÏàëàòèíè ïëþñ äåéñòâèå äëÿ äèðàêîâñêèõ ïîëåé,ìèíèìàëüíî ñâÿçàííûõ ñ ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì.3) Ôåðìèîííàÿ ÷àñòü äåéñòâèÿ (4) ÿâëÿåòñÿ �à�çîâî-èíâàðèàíòíîé, à òàêæå 
5-èíâàðèàíòíîé, ò. å.èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçî�âàíèé:à)  ! exp(i�) ;  !  exp(�i�);á)  ! exp(i�
5) ;  !  exp(i�
5);ãäå �; � � âåùåñòâåííûå íåïðåðûâíûå ãëîáàëüíûåïàðàìåòðû.Õîðîøî èçâåñòíî [5�8℄, ÷òî íà ãèïåðêóáè÷åñêîéðåøåòêå äëÿ ëþáîãî �åðìèîííîãî äåéñòâèÿ, îáëàäà�þùåãî ñâîéñòâàìè 1)�3), èìååò ìåñòî ÿâëåíèå âèëü�ñîíîâñêîãî óäâîåíèÿ. Êðîìå òîãî, èçâåñòíî [9℄, ÷òîíà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåòêàõ, íà êîòîðûõ �åðìèîí�íîå äåéñòâèå èìååò âèäI =Xx;y  x Ĥ(x� y) y (5)(x; y � ðàäèóñ-âåêòîðû óçëîâ ðåøåòêè) è îáëàäàåòïåðå÷èñëåííûìè òðåìÿ ñâîéñòâàìè, âèëüñîíîâñêîåóäâîåíèå òàêæå èìååò ìåñòî. Îäíàêî îòâåòà íà âî�ïðîñ: íà âñÿêîé ëè ðåøåòêå �åðìèîííîå äåéñòâèå ñîñâîéñòâàìè 1)�3) ïðèâîäèò ê âèëüñîíîâñêîìó óäâî�åíèþ? � äî ñèõ ïîð íå áûëî. Â íàñòîÿùåé ðàáî�òå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ðåøåòîê (ñèìïëèöèàëüíûõêîìïëåêñîâ), íà êîòîðûõ äëÿ äåéñòâèÿ (4) îòñóòñòâó�åò âèëüñîíîâñêîå óäâîåíèå. Îòñóòñòâèå âèëüñîíîâ�ñêîãî óäâîåíèÿ äëÿ 
5-èíâàðèàíòíîãî äåéñòâèÿ ðàâ�íîñèëüíî âîçìîæíîñòè ââåäåíèÿ íà ðåøåòêå îäíîãîåäèíñòâåííîãî âåéëåâñêîãî ïîëÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ââå�äåíèÿ ¾ïðàâîãî¿ âåéëåâñêîãî ïîëÿ â äåéñòâèè (4)ñëåäóåò ñäåëàòü çàìåíû ! (1=2)(1 + 
5) ;  !  (1=2)(1� 
5):Ñîãëàñíî Õàðòëó è Õîêèíãó [10℄, îñíîâíàÿ ïðî�áëåìà êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñ�1204



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Äèñêðåòíàÿ ãðàâèòàöèÿ : : :ëåíèè �óíäàìåíòàëüíîãî �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðà�ëà/ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû, ïðè÷åì îáëàñòü îïðåäåëå�íèÿ ïîëåé � ýòî D-ìåðíûé äèñê, à âîëíîâàÿ �óíê�öèÿ ðîæäåííîé Âñåëåííîé çàâèñèò îò ïîëåé, îïðå�äåëåííûõ íà ãðàíèöå äèñêà (ñ�åðå SD�1). Â íàøåìñëó÷àå âìåñòî êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðàëà èìååì êî�íå÷íîêðàòíûé èíòåãðàë (ïîñêîëüêó êîìïëåêñ K êî�íå÷åí) ïî âñåì �óíäàìåíòàëüíûì ïîëÿì ñ âåñîìexp I . Ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, ÷òî �óíäàìåí�òàëüíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà Âñåëåííîé äîëæíàòàêæå âêëþ÷àòü ñóììèðîâàíèå ïî ñàìèì ðåøåòêàì.Òåì ñàìûì ÷èñëà ñèìïëåêñîâ è ñïîñîá èõ îáúåäèíå�íèÿ â êîìïëåêñ, à çíà÷èò, ÷èñëà �èçè÷åñêèõ ñòåïå�íåé ñâîáîäû è èõ ñâÿçè, íå ÿâëÿþòñÿ �èêñèðîâàííû�ìè è îïðåäåëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè, èñõîäÿ èç ïðèí�öèïà íàñûùåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû. Òàêèì æåîáðàçîì äîëæíà �èêñèðîâàòüñÿ ðàçìåðíîñòü ñàìîãîêîìïëåêñà.Äëÿ ðåøåíèÿ èíòåðåñóþùåé íàñ çàäà÷è âèëüñî�íîâñêîãî óäâîåíèÿ ñëåäóåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî Âñå�ëåííàÿ ðàçäóëàñü íàñòîëüêî, ÷òî �ëóêòóàöèÿìè ãðà�âèòàöèîííîãî ïîëÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è èçó÷èòü ñîá�ñòâåííûå ìîäû äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà Äèðàêà â (4).×òîáû ðåøèòü ýòó çàäà÷ó, ñèòóàöèþ ñëåäóåò èäåàëè�çèðîâàòü â óêàçàííîì íàïðàâëåíèè. Ïîýòîìó äàëååìû ïîëàãàåì
ij = 1; �eaij + eajk + : : :+ eali� = 0: (6)Çäåñü ñóììà â êðóãëûõ ñêîáêàõ áåðåòñÿ ïî ëþáî�ìó çàìêíóòîìó ïóòè, ñîñòîÿùåìó èç 1-ñèìïëåêñîâ.Óðàâíåíèÿ (6) îçíà÷àþò, ÷òî êðèâèçíà è êðó÷åíèåðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëè�çàöèÿ êîìïëåêñà K íàõîäèòñÿ â D-ìåðíîé åâêëèäî�âîé ïëîñêîñòè, ïðè÷åì eaij ñóòü êîìïîíåíòû âåêòîðàâ íåêîì îðòîãîíàëüíîì áàçèñå â ýòîé ïëîñêîñòè, íà�÷àëî è êîíåö êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ââåðøèíàõ ai è aj . Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè (6)èìååì �aij = ��aji: (7). Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðîáëåìó âèëüñîíîâñêîãîóäâîåíèÿ íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå äèðàêîâñêîéòåîðèè â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî.Îáîçíà÷èì ÷åðåç ' è � âåðõíþþ è íèæíþþ êîìïî�íåíòû êîìïëåêñíîãî äèðàêîâñêîãî ïîëÿ  , è ïóñòü âêîíòèíóàëüíîì ñëó÷àå �åðìèîííûé ãàìèëüòîíèàíèìååò âèä

H = Z dx�� �'y ��i ��x � eAx�'+ �y�i ��x + eAx��� : (8)Çäåñü Ax � x-êîìïîíåíòà êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ (äëÿïðîñòîòû � àáåëåâîãî). Â ñâîáîäíîì ñëó÷àå óðàâíå�íèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ìîä è èõ ðåøåíèÿ èìåþò âèä� i ��x'p = �'p'p;'p = eipx; �1 < p < +1; �'p = p; (9à)i ��x�p = ��p�p;�p = eipx; �1 < p < +1; ��p = �p: (9á)Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîìïîíåíòà âåê�òîðíîãî òîêà èìååò âèäJx � � ÆHÆ Ax = e ('y'� �y�): (10)Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîñòåéøåå îáîáùåíèå ãà�ìèëüòîíèàíà (8) íà ðåøåòêó è îãðàíè÷èìñÿ âåðõíåéêîìïîíåíòîé '. Â íàøåì ñëó÷àå ðåøåòêà îäíîìåð�íàÿ. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåòêà ñî�ñòîèò èç N âåðøèí íà îêðóæíîñòè, êîòîðûå çàíó�ìåðîâàíû ïîñëåäîâàòåëüíî, ïðè÷åì èõ íîìåðà îïðå�äåëåíû ïî ìîäóëþ N . Â êàæäîé âåðøèíå ðåøåòêèñ íîìåðîì n îïðåäåëåíà êîìïëåêñíàÿ âåëè÷èíà 'n,à íà êàæäîì 1-ñèìïëåêñå anan+1 � �àçîâûé �àê�òîð exp(ieAn). Âåùåñòâåííûé ãàìèëüòîíèàí, ïåðåõî�äÿùèé â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå â ãàìèëüòîíèàí (8),ìîæíî çàïèñàòü êàêH = 12i NXn=1'yn (exp(�ieAn)'n+1�� exp(ieAn�1)'n�1) ; (11)à àíàëîã ïðîñòðàíñòâåííîé êîìïîíåíòû âåêòîðíîãîòîêà (10) èìååò âèäJn � � ÆHÆ An = e2 h'yn exp(�ieAn)'n+1++ 'yn+1 exp(ieAn)'ni : (12)Â ñâîáîäíîì ñëó÷àå (An = 0) èìååì óðàâíåíèåäëÿ ñîáñòâåííûõ ìîä ãàìèëüòîíèàíà (12) è åãî ðå�øåíèå: 12i('n+1 � 'n�1) = � 'n; (13)'(k)n = 1pN exp�2�iknN � ; �(k) = sin 2�kN ;1205
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�èñ. 1.k = �N4 ; �N4 + 1; : : : ; 3N4 � 1: (14)Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî N êðàòíî÷èñëó 4. Öåëîå ÷èñëî k íóìåðóåò ìîäû, è ïðè ïå�ðå÷èñëåíèè âñåõ íåçàâèñèìûõ ìîä ýòî ÷èñëî íåïðå�ðûâíî ïðîáåãàåò N çíà÷åíèé. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíãðà�èê çàâèñèìîñòè �(k) îò ÷èñëà k ïðè áîëüøèõ N .Ââåäåì êâàçèíåïðåðûâíûé ïàðàìåòð p = 2�k=N èðàññìîòðèì îáëàñòü jpj � 1. Îáëàñòü çíà÷åíèé k,ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîé îáëàñòè p, íà ðèñ. 1 çàêëþ÷å�íà ìåæäó êðóãëûìè ñêîáêàìè 1 è 2. Â ýòîé îáëàñòè,êîòîðóþ íàçîâåì òðèâèàëüíîé, ïðèáëèçèòåëüíî èìå�åì �p = p; jpj � 1: (15)Òàêèì îáðàçîì, ïðè N !1 â òðèâèàëüíîé îáëàñòèñïåêòð ïîëÿ ' íà ðåøåòêå ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì (8)è ðåøåòî÷íûé âêëàä â òîê (12) ñîâïàäàåò ñ âêëàäîìâ òîê (10) îò âåðõíåé êîìïîíåíòû äèðàêîâñêîãî ïî�ëÿ. Íóëåâóþ è ìÿãêèå ìîäû èç òðèâèàëüíîé îáëàñòèñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà íàçîâåì òðèâèàëüíûìè.Òåïåðü ñäåëàåì ïîäñòàíîâêók = N2 + N2�p; jpj � 1: (16)Îáëàñòü ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà k â ñëó÷àå (16)çàêëþ÷åíà íà ðèñ. 1 ìåæäó êðóãëûìè ñêîáêàìè ñíîìåðàìè 3 è 4. Ýòó îáëàñòü ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåò�ðà è ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäû íàçîâåì íåòðèâèàëüíû�ìè. Ïîñêîëüêó íåòðèâèàëüíàÿ îáëàñòü (òàê æå, êàê èòðèâèàëüíàÿ) îòíîñèòåëüíî ìàëà, çàâèñèìîñòü ñïåê�òðà îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà ìîæíî ëèíåàðèçî�âàòü: �p = �p; jpj � 1: (17)Ñîãëàñíî (14) è (16), äëÿ íåòðèâèàëüíûõ ìîä èìååì'(p)n+1 = �'(p)n eip = (�1)n+1'0 eip(n+1);jpj � 1: (18)Îòñþäà âèäíî, ÷òî êîí�èãóðàöèè ¾ìîä¿�(p)n = (�1)n'(p)n ; �(p)n+1 = �(p)n eip; jpj � 1; (19)

èìåþò êîíòèíóàëüíûé ïðåäåë. Åñëè âêëàä â âåêòîð�íûé òîê (12) îò íåòðèâèàëüíûõ ìîä âûðàçèòü ÷åðåç¾ìîäû¿ �(p), òî ìû ïîëó÷èì �îðìóëó (10). Âìåñòåñ �îðìóëîé äëÿ ñïåêòðà (17) ñêàçàííîå îçíà÷àåò,÷òî ñîâîêóïíîñòü íåòðèâèàëüíûõ ìîä ìîæíî òðàê�òîâàòü â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå êàê íèæíþþ êîìïî�íåíòó äèðàêîâñêîãî ïîëÿ � è äëÿ îïèñàíèÿ âñåé ñè�ñòåìû ïîëüçîâàòüñÿ ãàìèëüòîíèàíîì (7).Îáðàòèì âíèìàíèå òàêæå íà òî, ÷òî â äàííîìñëó÷àå íåòðèâèàëüíàÿ ìîäà ñîñòîèò èç äâóõ âåòâåé,êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïî îòäåëüíîñòè èìååò êîíòèíó�àëüíûé ïðåäåë. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ÷åòíûõ n âåð�øèíû an è ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ 'n íåòðè�âèàëüíûõ ìîä îòìåòèì øòðèõàìè, à â íå÷åòíîì ñëó�÷àå � äâóìÿ øòðèõàìè. Ñîâîêóïíîñòü âåëè÷èí f'0ngè f'00ng ñîñòàâëÿåò äâå âåòâè íåòðèâèàëüíîé ìîäû.Èç ïðèâåäåííûõ �îðìóë î÷åâèäíî, ÷òî îáå âåòâèèìåþò êîíòèíóàëüíûé ïðåäåë, ïðè÷åì óðàâíåíèå(13) äëÿ íóëåâîé ìîäû íå ñìåøèâàåò ýòè äâå âåòâè.Àáñòðàãèðóÿñü îò ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà, çàìå�òèì, ÷òî íåòðèâèàëüíûå ìîäû, íå ðàñùåïëåííûå íàñâîè âåòâè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò êîíòèíóàëü�íûé ïðåäåë, åäâà ëè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êîí�òèíóàëüíîì ïðåäåëå êàê �èçè÷åñêèå ìîäû.Íà ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå âèäíî, ÷òî ÿâëåíèåâèëüñîíîâñêîãî óäâîåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åñ�ëè íà ðåøåòêàõ ÿâíî ââîäèòñÿ ëèøü îäíî ëåâîå (ïðà�âîå) âåéëåâñêîå ïîëå, òî â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëåíåèçáåæíî èìåþòñÿ ëèøü äèðàêîâñêèå ïîëÿ.Â ýòîé ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ¾no-go¿ òåîðå�ìà, äîêàçàííàÿ äëÿ äåéñòâèé âèäà (5) [9℄, âîîáùåãîâîðÿ, íåâåðíà íà àìîð�íûõ ðåøåòêàõ. Ýòî óòâåð�æäåíèå îáîñíîâûâàåòñÿ ïóòåì ïðèâåäåíèÿ ïðèìåðîâàìîð�íûõ ðåøåòîê â äâóõ, òðåõ è ÷åòûðåõ èçìåðå�íèÿõ äëÿ äåéñòâèÿ (4) èëè åãî àíàëîãîâ, íà êîòî�ðûõ íåò âèëüñîíîâñêîãî óäâîåíèÿ. Â ïîñëåäíåì ðàç�äåëå ðàáîòû îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíûå ñëåäñòâèÿ èçýòîãî ðåçóëüòàòà äëÿ ïðîáëåìû àêñèàëüíîé àíîìà�ëèè. Äåëàåòñÿ âûâîä, ÷òî âàðèàíò äèñêðåòíîé êâàí�òîâîé ãðàâèòàöèè, ïðåäëîæåííûé â [1℄, â êîíòèíó�àëüíîì ïðåäåëå ïåðåõîäèò â êâàíòîâóþ òåîðèþ ãðà�âèòàöèè, ïîñòðîåííóþ ïðè ïîìîùè ìåòîäà äèíàìè�÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ [2℄.2. ÄÂÓÌÅ�ÍÛÅ �ÅØÅÒÊÈÍà÷íåì èçó÷åíèå ïðîáëåìû âèëüñîíîâñêîãî óäâî�åíèÿ ñ íàèáîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ, êîãäà K � äâó�ìåðíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Áóäåì ïðåäïî�ëàãàòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ êîìïëåêñàK ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ ñ òîïîëîãèåé1206
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i �èñ. 2.äèñêà, ïðè÷åì � K � îäíîìåðíûé ñèìïëèöèàëüíûéêîìïëåêñ, èìåþùèé òîïîëîãèþ îêðóæíîñòè. Äëÿîïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâóìåðíûå ìàò�ðèöû Äèðàêà 
a, a = 1; 2, ðàâíû 
1 = �1, 
2 = �2,ãäå ��, � = 1; 2; 3, � ìàòðèöû Ïàóëè. Ñîãëàñíî îïðå�äåëåíèþ, 
5 = i
1
2. Â êàæäîé âåðøèíå ai êîìïëåê�ñà K îïðåäåëåíû äèðàêîâñêèå ñïèíîðû  i è  i, ÿâ�ëÿþùèåñÿ äâóìåðíûìè ìàòðèöàìè-ñòîëáöàìè è ìàò�ðèöàìè-ñòðîêàìè, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñòàâèì â ñîîò�âåòñòâèå êàæäîìó îðèåíòèðîâàííîìó ðåáðó aiaj ýëå�ìåíò ãðóïïû (àáåëåâîé â äâóìåðíîì ñëó÷àå) Spin(2),îáîçíà÷àåìûé 
ij = 
�1ji . Â äâóìåðíîì ñëó÷àå èí�äåêñîì A íóìåðóþòñÿ òðåóãîëüíèêè êîìïëåêñà K.Ñëîæíûå èíäåêñû (Ai), (Aij) è ò. ä. îòìå÷àþò òîò�àêò, ÷òî âåðøèíà aAi, ðåáðî aAiaAj è ò. ä. ïðè�íàäëåæàò òðåóãîëüíèêó ñ èíäåêñîì A. �àññìàòðè�âàåìûå êîìïëåêñû äîïóñêàþò ââåäåíèå îðèåíòàöèè.Çàäàäèì îðèåíòàöèþ êîìïëåêñà ïóòåì îïðåäåëåíèÿîðèåíòàöèè êàæäîãî òðåóãîëüíèêà. Ïðè ýòîì, åñëèäâà òðåóãîëüíèêà èìåþò îáùåå ðåáðî, òî äâå îðè�åíòàöèè ðåáðà, çàäàâàåìûå îðèåíòàöèÿìè ýòèõ äâóõòðåóãîëüíèêîâ, ïðîòèâîïîëîæíû. Ïî îïðåäåëåíèþ,"Aijk = �1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, çàäàåò ëè ïîðÿäîêâåðøèí aAiaAjaAk ïîëîæèòåëüíóþ èëè îòðèöàòåëü�íóþ îðèåíòàöèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî òðåóãîëüíèêà.Òåïåðü ìû ìîæåì âûïèñàòü �åðìèîííóþ ÷àñòüäåéñòâèÿ (ñð. ñ (4)):I = 16XA Xi;j;k "Aijk "ab�aAij ebAik: (20)Äâóìåðíîå äåéñòâèå (20) îáëàäàåò âñåìè òðåìÿ ñâîé�ñòâàìè, ïåðå÷èñëåííûìè ïîñëå �îðìóëû äëÿ ÷åòû�ðåõìåðíîãî äåéñòâèÿ (4). Ñîãëàñíî òåì æå ñàìûìñîîáðàæåíèÿì, ÷òî è âî Ââåäåíèè, â äâóìåðíîì ñëó�÷àå òàêæå èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (6) è (7).Âûïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ìîä äèñ�êðåòíîãî îïåðàòîðà Äèðàêà. Çà�èêñèðóåì äâå ñîñåä�íèå âåðøèíû ai è aj è âûäåëèì âêëàä â äåéñòâèå

(20), ïðîïîðöèîíàëüíûé �aij . Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíà÷àñòü êîìïëåêñà, ñîäåðæàùàÿ 1-ñèìïëåêñ aiaj , èí�äåêñû i; j; k; l íóìåðóþò âåðøèíû, èíäåêñ A, íóìåðó�þùèé òðåóãîëüíèêè, ïðèíèìàåò çäåñü äâà çíà÷åíèÿ(1 è 2). Âåçäå saij = "ab ebij , ò. å. âåêòîð saij ïîëó÷àåò�ñÿ ïðè ïîìîùè ïîâîðîòà âåêòîðà eaij íà óãîë �=2 ïî÷àñîâîé ñòðåëêå. Èñêîìûé âêëàä â äåéñòâèå ðàâåí� I ij = 13�aij Saij ; Saij = sakj + sajl: (21)Âåêòîð Saij ìîæíî íàçâàòü ¾çîíòèêîì¿ âåðøèíû aiñî ñòîðîíû ñîñåäíåé âåðøèíû aj . Ïî äâóì çàäàí�íûì ñîñåäíèì âåðøèíàì ai è aj çîíòèê Saij îïðåäå�ëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, ïðè÷åì èç ðèñ. 2 è ñîîòíîøåíèé(6) âèäíî, ÷òî Saij = �Saji. Âûäåëèì èç êîìïëåêñàïîäêîìïëåêñ vi, ñîñòîÿùèé èç âñåõ 2-ñèìïëåêñîâ, ñî�äåðæàùèõ âåðøèíó ai, è íàçîâåì ýòîò ïîäêîìïëåêñîêðåñòíîñòüþ âåðøèíû ai. Çàíóìåðóåì âåðøèíû íàãðàíèöå � vi òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè íåïðåðûâíîìîáõîäå ãðàíèöû � vi ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè âåðøè�íà aj+1 ñëåäóåò çà âåðøèíîé aj è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîèíäåêñ j îïðåäåëåí ïî (modn), ãäå n� ÷èñëî âåðøèííà � vi. Òîò �àêò, ÷òî èíäåêñ j íóìåðóåò âåðøèíûíà � vi, îòìå÷àåì îáîçíà÷åíèåì j(i). Èñïîëüçóÿ �îð�ìóëó (21), ëåãêî âûäåëèòü èç äåéñòâèÿ (20) âêëàä,ïðîïîðöèîíàëüíûé ñïèíîðó  i:�I i = 13Xj(i) �aij Saij : (22)Ïðè ïîìîùè (6), (20) è (22) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿñîáñòâåííûõ ìîä äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà Äèðàêà âîâíóòðåííèõ âåðøèíàõ ai:Æ�I iÆ i = i6 Xj(i) Ŝij  j = ��13vi� i: (23)Çäåñü vi � ïëîùàäü îêðåñòíîñòè vi. Âñëåäñòâèå âòî�ðîãî ðàâåíñòâà â (6) èìååì òîæäåñòâî:Xj(i) Ŝij � 0: (24)Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé âåêòîð saj(i);j(i)+1 ñîäåðæèò�ñÿ â äâóõ è òîëüêî äâóõ çîíòèêàõ â ïîñëåäíåé ñóììå.Èç (24) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (23) èìååò ðàçíîñò�íûé õàðàêòåð, ò. å. åãî ëåâàÿ ÷àñòü çàâèñèò ëèøü îòðàçíîñòåé ( j(i) �  k(i)).Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ñîáñòâåííûõ ìîä çà�ïèñûâàåòñÿ èçÿùíåå â êîìïëåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ.Ïóñòü xaj � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû âåðøèíû aj ,zj = x1j + i x2j � åå êîìïëåêñíàÿ êîîðäèíàòà. Âåðõ�íþþ è íèæíþþ êîìïîíåíòû äèðàêîâñêîãî ñïèíî�1207



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003ðà  îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç ' è �. Òîãäàóðàâíåíèå (23) ïðèíèìàåò âèä�12 Xj(i) �zj+1 � zj�1��j = � vi 'i; (230a)12 Xj(i) �zj+1 � zj�1�'j = � vi �i; (230á)ïðè÷åì äëÿ íóëåâîé ìîäû (� = 0) èìååìXj(i) (zj+1 � zj�1)'j = 0$$Xj(i) zj ('j+1 � 'j�1) = 0: (25)Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå äëÿ ðàçíîñòíûõ ïå�ðåìåííûõ  i;j �  i �  j .Íàñ èíòåðåñóþò âñå íóëåâûå ìîäû äèñêðåòíîãîîïåðàòîðà Äèðàêà ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâè�ÿìè äëÿ ðàçíîñòíûõ ïåðåìåííûõ 'k;k0 . Îäíî òàêîåðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì: 'i = 
onst. Íàçîâåìýòî ðåøåíèå òðèâèàëüíîé íóëåâîé ìîäîé.×òîáû íåñêîëüêî ïðîÿñíèòü ñèòóàöèþ ñ íóëåâû�ìè ìîäàìè, ðàññìîòðèì êîíêðåòíûé ïðèìåð.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî � vi èìååò ÷åòíîå ÷èñëî âåð�øèí. Â ýòîì ñëó÷àå âåðøèíà ai íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé.Òîãäà ìíîæåñòâî èíäåêñîâ j(i) ìîæíî ðàçáèòü íàäâå ðàâíûå ïî ÷èñëåííîñòè ãðóïïû. Èíäåêñû èç îä�íîé ãðóïïû áóäåì îòìå÷àòü îäíèì, à èç äðóãîé �äâóìÿ øòðèõàìè, ïðè÷åì ïðè íåïðåðûâíîì äâèæå�íèè âäîëü � vi âåðøèíû ñî øòðèõîâàííûìè è äâàæ-äû øòðèõîâàííûìè èíäåêñàìè ÷åðåäóþòñÿ. Â ðàñ�ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (25) ïåðåïèñûâàåò�ñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:�Xj0(i) zj0 ('j0+1 � 'j0�1)�++ �Xj00(i) zj00 ('j00+1 � 'j00�1)� = 0: (26)Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âñå âíóòðåííèå âåðøè�íû êîìïëåêñà èìåþò ÷åòíîå ÷èñëî ñîñåäíèõ âåðøèí.Êðîìå òîãî, ïóñòü âñå ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ âåð�øèí ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ (âíàøåì ñëó÷àå � òðè: fai0g, fai00g, fai000g), òàêèõ ÷òîâ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íóëåâîé ìîäû (25) âõîäÿòëèøü ðàçíîñòè ( j01 � j02), ( j001 � j002 ), ( j0001 � j0002 ).Âàæíî, ÷òî ïðè ýòîì êîîðäèíàòû âåðøèí íàõîäÿòñÿâ îáùåì ïîëîæåíèè. Ïîëÿ  j0 ,  j00 ,  j000 áóäåì íàçû�âàòü âåòâÿìè íóëåâîé è áëèçêèõ ê íåé ìÿãêèõ ìîä.
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+ −− �èñ. 3.Òîãäà çàâåäîìî èìååò ìåñòî ÿâëåíèå âèëüñîíîâñêî�ãî óäâîåíèÿ (âëèÿíèåì ãðàíèöû ïðè �0 �!1 ìîæ�íî ïðåíåáðå÷ü). Èìåííî òàêîé ïðèìåð èçîáðàæåí íàðèñ. 3, ãäå âåðøèíû èç òðåõ òàêèõ ïîäìíîæåñòâ âåð�øèí îòìå÷åíû èíäåêñàìè 0; �. Íåòðèâèàëüíàÿ íó�ëåâàÿ ìîäà ìîæåò áûòü âçÿòà, íàïðèìåð, â âèäå'0 = 
 6= 0; '� = [exp(�2�i=3)℄ 
:Çäåñü '0 è '� � çíà÷åíèÿ ïîëÿ ' â âåðøèíàõ, ïîìå�÷åííûõ íà ðèñ. 3 ñîîòâåòñòâåííî èíäåêñàìè 0 è �.Óêàçàííàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ìîäà îðòîãîíàëüíà òðèâè�àëüíîé (â åñòåñòâåííîé íà ïðàâèëüíîé ðåøåòêå ìåðåPi  i  i) è ïîòîìó íåçàâèñèìà. Â ýòîì ïðèìåðå ìûèìååì òðè âåòâè íåòðèâèàëüíîé íóëåâîé ìîäû1).Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ðåøåò�êà, íà êîòîðîé îòñóòñòâóþò íåòðèâèàëüíûå íóëåâûåìîäû? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ íåîáõîäèìî èçó�÷èòü íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñèñòåìû óðàâíåíèé (25),÷òî òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ ïîñòðîåíèé.×òîáû èìåëî ìåñòî âèëüñîíîâñêîå óäâîåíèå, íó�ëåâîìó íàáîðó çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ  k;k�2 íà ãðà�íèöå � K äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçíûå ðåøåíèÿñèñòåìû óðàâíåíèé (25). Èíûìè ñëîâàìè, ïðè íó�ëåâûõ çíà÷åíèÿõ íà � K ïåðåìåííûõ  k;k�2 äîëæ�íû ñóùåñòâîâàòü íåíóëåâûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâ�íåíèé (25) äëÿ íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ 'i;j . Äàëååìû äîêàçûâàåì, ÷òî íà òàê íàçûâàåìûõ íå÷åòíûõêîìïëåêñàõ ïðè íóëåâûõ çíà÷åíèÿõ íà � K ïåðåìåí�íûõ  k;k0 âñå ðàçíîñòíûå âíóòðåííèå ïåðåìåííûå j(i);j(i)�2 îáðàùàþòñÿ â íóëü âñëåäñòâèå ñèñòåìûóðàâíåíèé (25).�àâåíñòâî íóëþ âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ j(i);j(i)�2 íå âñåãäà îçíà÷àåò, ÷òî âèëüñîíîâ�1) Â ñâÿçè ñ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷åé óêàæåì íà îáçîð [11℄,â êîòîðîì íà ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíûõ ðåøåòêàõ èçó÷àåòñÿðàçíîñòíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà, �àêòîðèçóþùèéñÿ íà ðàçíîñò�íûå îïåðàòîðû ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîñëåäíèå ñðàâíèâàþò çíà�÷åíèÿ ïåðåìåííûõ â ñîñåäíèõ âåðøèíàõ è ýòèì êà÷åñòâåííîîòëè÷àþòñÿ îò îïåðàòîðà â �îðìóëàõ (23) è (25).1208
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�èñ. 4.ñêîå óäâîåíèå îòñóòñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àåðåøåòêè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 3, ìû èìååì j01 =  j02 = : : : ;  j001 =  j002 = : : : ; j0001 =  j0002 = : : : ;íî  j0 6=  j00 6=  j000 :Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ,ïî ñâîèì ñâîéñòâàì â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ïðîòè�âîïîëîæíûé êîìïëåêñó, èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. 3.Ýòî � êîìïëåêñ, ó êîòîðîãî ãðàíèöà êàæäîé îêðåñò�íîñòè � vi èìååò íå÷åòíîå ÷èñëî âåðøèí. Íàçîâåìýòè êîìïëåêñû íå÷åòíûìè.Îïèøåì èíäóêòèâíóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿíå÷åòíûõ êîìïëåêñîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå ìîæíîâçÿòü ëþáîé êîìïëåêñ, ñîñòîÿùèé èç íå÷åòíîãî ÷èñ�ëà òðåóãîëüíèêîâ ñ îäíîé îáùåé âåðøèíîé, êîòîðàÿÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé âíóòðåííåé âåðøèíîé. Ïðåä�ïîëîæèì, ÷òî óæå ïîñòðîåí íå÷åòíûé êîìïëåêñ ñ(M � 1) âíóòðåííèìè âåðøèíàìè. Âîçüìåì ëþáóþâåðøèíó íà åãî ãðàíèöå, êîòîðóþ îáîçíà÷èì aM ,è ñäåëàåì åå âíóòðåííåé, äîáàâëÿÿ ê êîìïëåêñóíîâûå ýëåìåíòû.Íà ðèñ. 4 ñïëîøíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíà ñòà�ðàÿ ÷àñòü êîìïëåêñà ñ (M � 1) âíóòðåííèìè âåðøè�íàìè, à ïóíêòèðíûìè � òà ÷àñòü íîâîãî êîìïëåêñà,êîòîðàÿ äîáàâëÿåòñÿ ê ñòàðîìó. Íà ðèñ. 4a (4á ) ñíà�÷àëà ãðàíè÷íàÿ âåðøèíà aM ïðèíàäëåæàëà ãðàíè�öàì ÷åòíîãî (íå÷åòíîãî) ÷èñëà 1-ñèìïëåêñîâ. Ïîýòî�ìó ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïîñòðîåíèè â ñëó÷àå ðèñ. 4a(4á ) äîáàâëÿåòñÿ íå÷åòíîå (÷åòíîå) ÷èñëî íîâûõ âåð�øèí è íåîáõîäèìîå ÷èñëî 1-ñèìïëåêñîâ. Åñëè â ñëó�÷àå ðèñ. 4 b âíåøíèé ãðàíè÷íûé óãîë â âåðøèíå aMîñòðûé, òî äîñòðîéêà êîìïëåêñà ìîæåò ñîñòîÿòü âäîáàâëåíèè åäèíñòâåííîãî 1-ñèìïëåêñà ñ ãðàíè÷íû�ìè âåðøèíàìè ak(M)�1 è ak(M)+2; â ðåçóëüòàòå ÷èñëîãðàíè÷íûõ âåðøèí ñîêðàùàåòñÿ íà îäíó.Äàëåå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåìëèøü êîìïëåêñû, êîòîðûå èíäóêòèâíî ñòðîÿòñÿ ñî�

ãëàñíî èçëîæåííîé ñõåìå. Ïðè ýòîì ñâîéñòâî íå÷åò�íîñòè íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì.Áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíîé âíóòðåííåé ïåðå�ìåííîé ðàçíîñòíóþ ïåðåìåííóþ 'k;i, åñëè ak 2 � K,ai =2 � K. Íàáîð ïðàâèëüíûõ âíóòðåííèõ ïåðåìåí�íûõ f'ki;igM ; i = 1; : : : ;M (ãäåM � ÷èñëî âíóòðåí�íèõ âåðøèí), ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ïðàâèëüíûìíàáîðîì âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ, åñëè âñå âíóòðåí�íèå âåðøèíû ai ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ïðèëàãàòåëü�íîå ¾ïðàâèëüíûé¿ äàëåå áóäåò îïóñêàòüñÿ, ïîñêîëü�êó ýòî íå áóäåò âåñòè ê íåäîðàçóìåíèþ. Â êà÷åñòâåîñòàëüíûõ (L � 1) íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ âîçü�ìåì íåçàâèñèìûå ðàçíîñòíûå ïåðåìåííûå f'k�;k0�g,ak� ; ak0� 2 � K. Çäåñü L � ÷èñëî âåðøèí íà � K.�àññìîòðèì ñèñòåìó M óðàâíåíèé (25) äëÿ êîì�ïëåêñà ñ M âíóòðåííèìè è L ãðàíè÷íûìè âåðøèíà�ìè äëÿM+L�1 íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ f'ki;igMè f'k�;k0�g:MXj=1 Xi;j'kj ;j + L�1X�=1 Yi;�'k�;k0� = 0;i = 1; : : : ;M: (27)Çäåñü êîý��èöèåíòû Xi;j è Yi;� ëèíåéíî âûðàæàþò�ñÿ ÷åðåç ïåðåìåííûå zi.Óòâåðæäåíèå 1.M �M ìàòðèöà k Xi;j k íåâû�ðîæäåíà, åñëè M � ÷åòíîå ÷èñëî.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì êîìïëåêñ ñM = 2. Íàïðèìåð, ïóñòü ýòî áóäåò ïîäêîìïëåêñêîìïëåêñà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 5, ñîñòîÿùèé èçòðåóãîëüíèêîâ ñ íîìåðàìè îò 1 äî 8.Â êà÷åñòâå âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ âîçüìåìðàçíîñòè f'10;1; '7;2g, à ãðàíè÷íûõ � ðàçíîñòèf'8;3; '9;7; '10;8; '11;9; '8;7g. Òîãäà â ñèñòåìå äâóõóðàâíåíèé (27) â âåðøèíàõ a1 è a2 ìàòðèöà (ìûïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèåì zi;j = zi � zj) èìååò âèäk Xi;j k=  0 �z9;3z9;3 0 ! ; detXi;j = z29;3 6= 0:Òåïåðü ðàññìîòðèì êîìïëåêñ ñ M = 4, ÿâëÿþ�ùèéñÿ ïîäêîìïëåêñîì êîìïëåêñà íà ðèñ. 5, ñîñòîÿ�ùèé èç òðåóãîëüíèêîâ ñ íîìåðàìè îò 1 äî 13. Âíó�òðåííèå è ãðàíè÷íûå ðàçíîñòíûå ïåðåìåííûå ñîîò�âåòñòâåííî âûáåðåì ñëåäóþùèìè: f'10;1, '7;2, '8;3,'7;4g è f'8;6, '9;7, '10;8, '11;9, '10;5, '11;6g. Â ýòîìñëó÷àå â ñèñòåìå ÷åòûðåõ óðàâíåíèé (27) â âåðøè�íàõ a1; a2; a3; a4 ìàòðèöà èìååò âèäk Xi;j k= 0BBBB� 0 �z9;3 z7;2 0z9;3 0 �z11;1 0�z7;2 z11;1 0 �z11;70 0 z11;7 0 1CCCCA ;1209
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�èñ. 5.detXi;j = z29;3z211;7 6= 0:Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ÷åòíîãî ÷èñëàM�2, è óñòàíîâèì åãî ñïðàâåäëèâîñòüäëÿ êîìïëåêñîâ ñ M âíóòðåííèìè âåðøèíàìè.�àññìîòðèì òàêîé ñëó÷àé äîñòðîéêè êîìïëåêñà,êàêîé èçîáðàæåí íà ðèñ. 5: âåðøèíû a5 è a6 ïîñëå�äîâàòåëüíî äåëàþòñÿ âíóòðåííèìè çà ñ÷åò äîáàâëå�íèÿ ê êîìïëåêñó òðåóãîëüíèêîâ ñ íîìåðàìè 14, 15,16 è çàòåì 17, 18. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíûa5 è a6 îòîæäåñòâëåíû ñ âåðøèíàìè aM�1 è aM ,ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü â íîâîé ñèñòåìå M óðàâíå�íèé (27), íîìåðà óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàìâíóòðåííèõ âåðøèí. Ñòàðûå ãðàíè÷íûå ïåðåìåííûåâèäà 'k1;M�1 è 'k2;M , ñòàâøèå â äîñòðîåííîì êîì�ïëåêñå âíóòðåííèìè, âûðàçèì ÷åðåç íîâûå âíóòðåí�íèå ïåðåìåííûå 'k(M�1);M�1, 'k(M);M è íîâûå ãðà�íè÷íûå ïåðåìåííûå. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåõîäåîò êîìïëåêñà ñM�2 âíóòðåííèìè âåðøèíàìè ê êîì�ïëåêñó ñ M âíóòðåííèìè âåðøèíàìè â íîâîé ñèñòå�ìå óðàâíåíèé (27) â îäíîì ëèøü (M�2)-ì óðàâíåíèèïîÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûå êîý��èöèåíòû XM�2;M�1 èXM�2;M . Âàæíî, ÷òî ïðè ýòîì îñòàëüíûå êîý��è�öèåíòû Xi;j ; i; j = 1; : : : ;M � 2, íå èçìåíÿþòñÿ. Ñäðóãîé ñòîðîíû, â (M�1)-ì èM -ì óðàâíåíèÿõ (ñì.ðèñ. 5) èìååìXM�1;j = 0; XM;j = 0; j = 1; 2; : : : ;M � 3:�àññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïîñëåäíèõäâóõ ñòðîê ìàòðèöû Xi;j :Yj = 
M�1XM�1;j + 
MXM;j ; 
2M�1 + 
2M > 0:Òàê êàê âåðøèíû aM�1 è aM � ñîñåäíèå, èìååìY 2M�1+Y 2M > 0 (÷òî óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåí�íî). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Yj = M�2Xi=1 
iXi;j ; 1 � j �M; (28)ãäå 
i � íåêèå ÷èñëà. Èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè.1) Yj = 0, 1 � j � M � 2. Òîãäà, âñëåäñòâèå èí�äóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ è ñîõðàíåíèÿ ìàòðèöûXi;j ; 1 � i; j �M�2, ïðè ïåðåõîäå (M�2)!M äëÿóäîâëåòâîðåíèÿ ðàâåíñòâà (28) ïðè 1 � j � M � 2íåîáõîäèìî 
1 = : : : = 
M�2 = 0. Íî òîãäà ðàâåíñòâî(28) íå óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðè j =M � 1; M .2) YM�2 6= 0. Èç ðèñ. 5 âèäíî, ÷òî òîãäà
M�3 6= 0. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà â ñâîþ î÷å�ðåäü ñëåäóåò, ÷òî 
M�4 6= 0. Ýòî îçíà÷àåò ïðîòè�âîðå÷èâîñòü ðàâåíñòâà (28). Äåéñòâèòåëüíî, Yj = 0ïðè j = 1; : : : ;M � 4, à ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíûñïðàâà â (28) ìîãóò áûòü ðàâíû íóëþ, ëèøü åñëè
1 = : : : = 
M�4 = 0.Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (28) íå ìîæåò áûòüóäîâëåòâîðåíî, ÷òî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü Óò-âåðæäåíèÿ â ñëó÷àå, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 5.Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî âî âñåõîñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ïðè ýòîì âàæíî ëèøü, ÷òîáûâ ïðîöåññå èíäóêòèâíîãî äîêàçàòåëüñòâà âåðøèíûaM�1 è aM áûëè ñîñåäíèìè. �Â ñëó÷àå êîìïëåêñîâ ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì âíóò-ðåííèõ âåðøèí óòâåðæäåíèå íåâåðíî â èñïîëüçóå�ìûõ çäåñü ïåðåìåííûõ. Îäíàêî íåñóùåñòâåííàÿ ìî�äè�èêàöèÿ ïåðåìåííûõ ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòüè äîêàçàòü àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå. Äåéñòâèòåëü�íî, êîìïëåêñ ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì âíóòðåííèõ âåðøèíïîëó÷àåòñÿ èç êîìïëåêñà ñ ÷åòíûì ÷èñëîì âíóòðåí�íèõ âåðøèí ïóòåì åãî äîñòðîéêè òàê, êàê ïîêàçàíîíà ðèñ. 4. Ïóñòü êîìïëåêñ ñ ÷åòíûì ÷èñëîì âíóò-ðåííèõ âåðøèí èìååò M � 1 âíóòðåííèõ âåðøèía1; : : : ; aM�1, à äîñòðîåííûé êîìïëåêñ � M âíó�òðåííèõ âåðøèí a1; : : : ; aM . �àññìîòðèì ñîâîêóï�íîñòü M ïåðåìåííûõ, ñîñòîÿùóþ èç M � 1 âíóòðåí�íèõ ïåðåìåííûõ f'k;ig, i = 1; : : : ;M � 1, è îäíîéãðàíè÷íîé ïåðåìåííîé 'k(M);k(M)�1. Ñîâîêóïíîñòüîñòàëüíûõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ âîçüìåì ñîñòî�ÿùåé èç âñåõ ãðàíè÷íûõ ïåðåìåííûõ íåäîñòðîåííî�ãî êîìïëåêñà ñ M � 1 âíóòðåííèìè âåðøèíàìè, àòàêæå íåäîñòàþùèå ãðàíè÷íûå ïåðåìåííûå äîñòðî�åííîãî êîìïëåêñà ñ M âíóòðåííèìè âåðøèíàìè. Âýòèõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà M óðàâíåíèé (25) äëÿ äî�ñòðîåííîãî êîìïëåêñà èìååò âèäM�1Xj=1 Xi;j'kj ;j + : : : = 0; i = 1; : : : ;M � 1;M�1Xj=1 X 0M;j'kj ;j +X 0j+1'k(M);k(M)�1 + : : : = 0;1210



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Äèñêðåòíàÿ ãðàâèòàöèÿ : : :X 0j+1 6= 0:Çäåñü ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû âêëàäû îò âñåõïðî÷èõ ðàçíîñòíûõ ïåðåìåííûõ. Â ýòîé ñèñòåìåóðàâíåíèé äåòåðìèíàíò ìèíîðà ïðè ïåðåìåííûõf'k;ig, i = 1; : : : ;M � 1 è 'k(M);k(M)�1 ðàâåí(x0j+1 detXi;j) 6= 0, ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî Óòâåðæäå�íèþ 1, detXi;j 6= 0.Íà ýòîì ýòàïå ñëåäóåò ñ�îðìóëèðîâàòü áîëåå÷åòêèé êðèòåðèé íàëè÷èÿ âèëüñîíîâñêîãî óäâîåíèÿ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñèñòåìå óðàâíåíèé (27) ìîæ�íî âûáðàòüM íåçàâèñèìûõ âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõè íåîáõîäèìîå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ãðàíè÷íûõ ïåðå�ìåííûõ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñóììàðíîå ÷èñëî íåçàâè�ñèìûõ ïåðåìåííûõ ìåíüøå ÷èñëàM+L�1. Ïîýòîìóîáðàùåíèå â íóëü òåõ ãðàíè÷íûõ ïåðåìåííûõ, êîòî�ðûå ñîäåðæàòñÿ â ñèñòåìå óðàâíåíèé (27), íå îçíà�÷àåò îáðàùåíèå â íóëü (âñëåäñòâèå ñèñòåìû (27))âñåõ ðàçíîñòíûõ ïåðåìåííûõ 'i;j äëÿ âíóòðåííèõâåðøèí ai è aj . Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî âèëü�ñîíîâñêîå óäâîåíèå. Ýòîò êðèòåðèé âèëüñîíîâñêîãîóäâîåíèÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü òàêæå ê ÷àñòè êîìïëåê�ñà. Íàïðèìåð, åñëè âçÿòü ÷àñòü êîìïëåêñà, èçîáðà�æåííîãî íà ðèñ. 3, îãðàíè÷åííóþ äâóìÿ âíóòðåííè�ìè è âîñåìüþ ãðàíè÷íûìè âåðøèíàìè (íà ðèñ. 3 âåð�øèíû ýòîé ÷àñòè êîìïëåêñà çàíóìåðîâàíû èíäåêñà�ìè îò 1 äî 10), òî â ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé (27)z10;6'7;1 = �z10;8'9;7 + z9;1'10;6 � z9;7'8;6;z10;6'3;2 = z6;4'5;3 � z5;3'6;4 + z3;2'10;6ñîäåðæèòñÿ âñåãî ñåìü íåçàâèñèìûõ ðàçíîñòíûõ ïå�ðåìåííûõ: äâå âíóòðåííèõ '7;1 è '3;2 è ïÿòü ãðà�íè÷íûõ '5;3, '9;7, '6;4, '10;6 è '8;6. Âñåõ æå íåçà�âèñèìûõ ðàçíîñòíûõ ïåðåìåííûõ íà ýòîì ïîäêîì�ïëåêñå èìååòñÿ äåâÿòü. Âñëåäñòâèå âûïèñàííîé ñè�ñòåìû óðàâíåíèé îáðàùåíèå â íóëü óêàçàííûõ ïÿòèãðàíè÷íûõ ïåðåìåííûõ âëå÷åò çà ñîáîé îáðàùåíèåâ íóëü âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ '1;7 è '2;3, íî íå ðàç�íîñòíîé ïåðåìåííîé '1;2, ÷òî, ñîãëàñíî íàøåìó êðè�òåðèþ, îçíà÷àåò íàëè÷èå âèëüñîíîâñêîãî óäâîåíèÿ.Äëÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ïîäêîìïëåêñà êîìïëåê�ñà íà ðèñ. 3 ðåçóëüòàò îêàçûâàåòñÿ òàêèì æå.Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â ñëó÷àå íå÷åòíîé ðåøåòêèâ ñèñòåìå óðàâíåíèé (27) íåîáõîäèìî ïðèñóòñòâóþòâñåM+L�1 íåçàâèñèìûõ ðàçíîñòíûõ ïåðåìåííûõ.Ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òîæäåñòâà'j(i)+1;j(i) � X0�k�(n�1)=2'j(i)+2k+2;j(i)+2k ; (29)ãäå n � (íå÷åòíîå) ÷èñëî âåðøèí íà ãðàíèöå � vi.�àâåíñòâî (29) ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáûå ðàçíîñòíûå

ïåðåìåííûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðàçíîñòíûå ïåðåìåí�íûå, ñîäåðæàùèåñÿ â ñèñòåìå óðàâíåíèé (25). Ïîýòî�ìó îáðàùåíèå â íóëü âñåõ ãðàíè÷íûõ ïåðåìåííûõâ ñèñòåìå óðàâíåíèé (27) âëå÷åò îáðàùåíèå â íóëüâñåõ ïåðåìåííûõ 'i;j .Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïåðå�îðìóëèðî�âàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñè�ñòåìó óðàâíåíèé (25) äëÿ êîíå÷íûõ ïîäêîìïëåêñîâíå÷åòíîãî êîìïëåêñà ñ M âíóòðåííèìè âåðøèíàìè.Ïóñòü âåðøèíà ai è õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí aj(i) èaj(i)�2 � âíóòðåííèå. Íà íå÷åòíîì êîìïëåêñå èìå�åòñÿ M íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ âèäà 'j(i);j(i)�2 ,ñîäåðæàùèõñÿ â ñèñòåìå óðàâíåíèé (25), ÷åðåç êî�òîðûå âûðàæàþòñÿ âñå ðàçíîñòíûå ïåðåìåííûå âè�äà 'i;j , ïðè÷åì ìèíîð ïðè ýòèõ ïåðåìåííûõ îòëè÷åíîò íóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, íà íå÷åòíîì êîìïëåêñå ïå�ðåõîä îò íåçàâèñèìîé ñèñòåìû ïðàâèëüíûõ âíóòðåí�íèõ ïåðåìåííûõ ê íåçàâèñèìîé ñèñòåìå ïåðåìåííûõâèäà 'j(i);j(i)�2 ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó íåâûðîæäåí�íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ïåðåìåííûõ2). Ñëåäîâàòåëü�íî, ïðè M �! 1 ìèíîðû ïðè ëþáûõ íåçàâèñèìûõíàáîðàõ ïåðåìåííûõ f'j(i);j(i)�2g, ÷åðåç êîòîðûå âû�ðàæàþòñÿ âñå ðàçíîñòíûå ïåðåìåííûå âèäà 'i;j â êî�íå÷íîé îáëàñòè êîìïëåêñà, îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïîýòî�ìó èìååìÓòâåðæäåíèå 2. Íà íå÷åòíûõ êîìïëåêñàõ îò�ñóòñòâóåò âèëüñîíîâñêîå óäâîåíèå.3. ÌÍÎ�ÎÌÅ�ÍÛÅ �ÅØÅÒÊÈÒåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñðåäè êîìïëåêñîâ ðàçìåð�íîñòè d > 2 ñóùåñòâóþò òàêèå êîìïëåêñû, êîòîðûåâ îïðåäåëåííîì ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè äâóìåð�íûõ íå÷åòíûõ êîìïëåêñîâ.�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà K � òðåõìåðíûé ñèì�ïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, âëîæåííûé â òðåõìåðíîå åâ�êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå èíäåêñîì A íó�ìåðóþòñÿ òåòðàýäðû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 
-ìàòðèöû÷åòûðåõìåðíûå. Âñå ïðî÷èå îáîçíà÷åíèÿ òàêèå æå,êàê â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ. Îðèåíòàöèÿ êîìïëåê�ñà îïðåäåëÿåòñÿ (èëè îïðåäåëÿåò) îðèåíòàöèåé êàæ�äîãî òåòðàýäðà, ïðè÷åì åñëè äâà òåòðàýäðà èìåþòîáùèé òðåóãîëüíèê, òî äâå îðèåíòàöèè òðåóãîëüíè�êà, çàäàâàåìûå îðèåíòàöèÿìè ýòèõ äâóõ òåòðàýäðîâ,ïðîòèâîïîëîæíû. Àíàëîãè÷íî äâóìåðíîìó ñëó÷àþ"A ijkl = �1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, çàäàåò ëè ïî�ðÿäîê âåðøèí aAiaAjaAkaAl ïîëîæèòåëüíóþ èëè îò�ðèöàòåëüíóþ îðèåíòàöèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî òåòðà�ýäðà.2) Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ íåâîçìîæíî äëÿ êîì�ïëåêñà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 3.1211



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003Ôåðìèîííàÿ ÷àñòü äåéñòâèÿ (ñð. ñ (4) è (20)) çà�ïèñûâàåòñÿ êàêI = 12 � 4 � 6XA Xi;j;k;l "A lijk"ab
�aA liebA lje
A lk: (30)Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîðÿäîê aAlaAiaAjaAk çàäàåòïîëîæèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ. Ìíîæèòåëü 1=4 â (30)ó÷èòûâàåò òîò �àêò, ÷òî â ñóììå (30) êàæäûé òåò�ðàýäð ó÷èòûâàåòñÿ ÷åòûðå ðàçà, à ìíîæèòåëü 1=6â (30) íåîáõîäèì, òàê êàê îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà ñîáðàçóþùèìè eA li, aA lj , aA lk èìååò îáúåì â øåñòüðàç áîëüøå ÷åì îáúåì òåòðàýäðà aA laA iaA jaAk.Îáîçíà÷èì ÷åðåç v(3)i òðåõìåðíûé ïîäêîìïëåêñ,ñîñòîÿùèé èç âñåõ 3-ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñà, ñîäåð�æàùèõ âíóòðåííþþ âåðøèíó ai. Âåðøèíû íà � v(3)iíóìåðóåì èíäåêñîì j(i). Ïóñòüv(2)j(i) 2 � v(3)iîáîçíà÷àåò äâóìåðíûé ïîäêîìïëåêñ, ñîñòîÿùèé èçâñåõ 2-ñèìïëåêñîâ ïîäêîìïëåêñà � v(3)i , ñîäåðæàùèõâåðøèíó aj(i). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáõîä ãðàíèöû� v(2)j(i) èäåò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, åñëè ¾íà�áëþäàòåëþ¿, íàõîäÿùåìóñÿ â âåðøèíå aj(i) è ñìîòðÿ�ùåìó íà âåðøèíó ai, îáõîä ïðåäñòàâëÿåòñÿ èäóùèìïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Âåðøèíû íà ãðàíèöå � v(2)j(i)çàíóìåðóåì èíäåêñîì j0(i; j), ïðè÷åì çíà÷åíèå ýòî�ãî èíäåêñà âîçðàñòàåò íà åäèíèöó ïðè ïåðåõîäå îòâåðøèíû ê ñîñåäíåé âåðøèíå ïðè ïîëîæèòåëüíîìäâèæåíèè âäîëü � v(2)j(i). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíäåêñj0(i; j) îïðåäåëåí ïî (modn), ãäå n � ÷èñëî âåðøèííà � v(2)j(i). Îáîçíà÷èì, äàëåå, ÷åðåç saj(i);j0(i;j);j0(i;j)+1âåêòîð, ðàâíûé ïî âåëè÷èíå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêàaj(i)aj0(i;j)aj0(i;j)+1 è íàïðàâëåííûé ïåðïåíäèêóëÿð�íî ýòîìó òðåóãîëüíèêó âî âíåøíåì íàïðàâëåíèè îò�íîñèòåëüíî ïîäêîìïëåêñà v(3)i :saj(i);j0(i;j);j0(i;j)+1 == 12"ab
ebj(i);j0(i;j)e
j(i);j0(i;j)+1: (31)Çîíòèêîì âåðøèíû ai ñî ñòîðîíû âåðøèíû j(i) ÿâ�ëÿåòñÿ âåêòîðSaij = nXj0(i;j)=1 saj(i);j0(i;j);j0(i;j)+1: (32)Çîíòèê (32) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí òàêæå êàê ñóì�ìàSaij == (2!)�2 XA(i;j)Xk;l "ab
"A(i;j) ijklebA(i;j)ike
A(i;j)il; (33)

ãäå èíäåêñ A(i; j) íóìåðóåò âñå òåòðàýäðû, ñîäåðæà�ùèå ðåáðî aiaj .Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî âêëàä â äåéñòâèå (30),ïðîïîðöèîíàëüíûé  i
a j , ðàâåí�I i j = i12 i
a j Sai;j : (34)Ïîñêîëüêó îáúåì êîìïëåêñà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå(ñð. ñ ÷åòûðåõìåðíûì ñëó÷àåì)V = 13! � 14!XA Xi;j;k;l "A lijk"ab
ealieblje
lk;óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ìîä îïåðàòîðà Äèðàêà(àíàëîã óðàâíåíèÿ (23)) èìååò âèäi3Xj(i) Ŝij j = � vi i; (35)ãäå vi � îáúåì îêðåñòíîñòè v(3)i .Óêàæåì òàêæå èñïîëüçóåìóþ äàëåå �îðìóëó, êî�òîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè (33):Xj(i) Saij ebij = 3 vi Æab: (36)Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïîìîùè (33) íàõîäèìXj(i) Saij ebij = 14"ab
Xj;k;l "A ijklebAije
AikedAil: (360)Ïîñëåäíÿÿ ñóììà ðàâíà 6 vi"b
d.Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû â (36) ñóììèðîâàíèå øëîíå ïî âñåì âåðøèíàì fj(i)g, à ïî íåêîòîðîìó ïîä�ìíîæåñòâó âåðøèí fj0(i)g, òî ýòà ñóììà íå áûëàáû ïðîïîðöèîíàëüíîé vi Æab. Ýòî âèäíî èç âûðà�æåíèÿ äëÿ ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè (360), â êîòî�ðîé âìåñòî ñóììèðîâàíèÿ ïî âñåì j(i) ïðîèñõîäè�ëî áû ñóììèðîâàíèå ïî ïîäìíîæåñòâó j0(i). Íî ñóì�ìà Pj0Pk;l "A ij0klebij0e
ikedil íå ïðîïîðöèîíàëüíà âå�ëè÷èíå "b
d, îíà èìååò áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó èñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ âåðøèí.Î÷åâèäíî, êàæäûé âåêòîð saj(i);j0(i;j);j0(i;j)+1 (31)âõîäèò â ñîñòàâ òðåõ çîíòèêîâ âåðøèíû ai ñî ñòîðî�íû âåðøèí aj(i); aj0(i;j) è aj0(i;j)+1: Sai;j ; Sai;j0 ; Sai;j0+1.Ïîýòîìó èìååò ìåñòî òîæäåñòâî, àíàëîãè÷íîå òîæ�äåñòâó (24): Xj(i) Sai;j(i) � 0; (37)ïðè÷åì â ñóììå (37) êàæäûé âåêòîð (31) âñòðå÷àåò�ñÿ òðè è òîëüêî òðè ðàçà.Òàê æå, êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå, äëÿ ñó�ùåñòâîâàíèÿ âèëüñîíîâñêîãî óäâîåíèÿ íåîáõîäèìî,1212



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Äèñêðåòíàÿ ãðàâèòàöèÿ : : :
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n + 1

n − 1 2

n + 2

i

n 1

�èñ. 6.÷òîáû ñîâîêóïíîñòü âåðøèí faj(i)g íà � v(3)i ìîãëàáûòü ðàçáèòà íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæå�ñòâà faj0(i)g è faj00(i)g òàêèõ, ÷òîXj0(i)Sai;j0(i) � 0; Xj00(i)Sai;j00(i) � 0: (38)Ìû âèäåëè, ÷òî â ñëó÷àå äâóìåðíûõ êîìïëåêñîâ àíà�ëîãè÷íîå ðàçáèåíèå èìååò ìåñòî äëÿ ìíîæåñòâà ñî�ñåäíèõ âåðøèí êàæäîé ÷åòíîé âåðøèíû. Íà ðèñ. 6èçîáðàæåíà ÷àñòü òðåõìåðíîãî êîìïëåêñà, ñîñòîÿ�ùàÿ èç îêðåñòíîñòè v(3)i âåðøèíû ai. Íà ðèñ. 6 âèä�íî, ÷òî ìíîæåñòâî âåðøèí íà � v(3)i ðàçáèâàåòñÿ íàäâà ïîäìíîæåñòâà (a1; : : : ; an) è (an+1; an+2), ïðè�÷åì nXj=1 Sai;j � 0; n+2Xj=n+1Sai;j � 0: (39)Åñëè æå n � ÷åòíîå ÷èñëî, òî ïåðâîå òîæäåñòâî â(39) ðàçáèâàåòñÿ åùå íà äâà:n=2Xj=1 Sai; 2j�1 � 0; n=2Xj=1 Sai; 2j � 0: (40)Î÷åâèäíî, êàæäûé âåêòîð (31) íà � v(3)i ñîäåðæèòñÿâ òî÷íîñòè äâà ðàçà â ïåðâîé ñóììå â (39), îäèí ðàçâî âòîðîé ñóììå â (39) è ïî îäíîìó ðàçó â êàæäîéèç ñóìì â (40).Åñëè òîæäåñòâî (37) ðàçëàãàåòñÿ íà äâà (êàê â(39)) èëè òðè (êàê â (40) â ñëó÷àå ÷åòíîãî n) íåçà�âèñèìûõ òîæäåñòâà, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæå�ñòâî çîíòîâ âåðøèíû ai ðàçëîæèìî íà ïîëíûå ïîä�ìíîæåñòâà. Ïîëíîå ïîäìíîæåñòâî çîíòîâ áûâàåò ëè�áî îäíîêðàòíûì, ëèáî äâóêðàòíûì. Ïî îïðåäåëåíèþïîëíîãî îäíîêðàòíîãî (äâóêðàòíîãî) ïîäìíîæåñòâà

çîíòîâ êàæäûé âåêòîð saj;j0;j0+1 ñîäåðæèòñÿ â îäíîì(äâóõ) è òîëüêî îäíîì (äâóõ) çîíòå (çîíòàõ) ýòî�ãî ïîäìíîæåñòâà. Ñîãëàñíî äàííîìó îïðåäåëåíèþ âïðèìåðå, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 6, ïîëíûå ïîäìíî�æåñòâà çîíòîâ fSai;n+1; Sai;n+2g è fSai;j ; j = 1; : : : ; ngÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, îäíîêðàòíûì è äâóêðàò�íûì. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî çîíòîâ íåêîé âåð�øèíû ðàçëàãàåòñÿ íà äâà ïîëíûõ ïîäìíîæåñòâà, òîîäíî èç íèõ îäíîêðàòíîå, à äðóãîå � äâóêðàòíîå,÷òî âûòåêàåò èç òîæäåñòâà (37).Ïðèâåäåì êðèòåðèé ðàçëîæèìîñòè ìíîæåñòâàçîíòîâ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû ai. Äëÿ ýòîãî óäîáíîïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàæäóþ âåðøèíó íà � v(3)i ìàëåíü�êèì øàðèêîì ëèáî êðàñíîãî, ëèáî áåëîãî öâåòà.Óòâåðæäåíèå 3.Ìíîæåñòâî çîíòîâ âåðøèíû aiðàçëîæèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå âåðøèíûíà � v(3)i ìîæíî ðàñêðàñèòü â êðàñíûé è áåëûé öâå�òà òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäûé 2-ñèìïëåêñ íà � v(3)ièìååò îäíó êðàñíóþ è äâå áåëûå âåðøèíû.Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíî�æåñòâî çîíòîâ âåðøèíû ai ðàçëîæèìî, è ðàñ�ñìîòðèì ïîëíîå îäíîêðàòíîå ïîäìíîæåñòâî çîí�òîâ fSai;j0 ; j0 = 1; : : : ; �g. �àñêðàñèì âåðøèíûaj0 ; j0 = 1; : : : ; �, â êðàñíûé öâåò, à îñòàëüíûåâåðøèíû aj00 íà � v(3)i � â áåëûé öâåò. Òîãäà êàæ�äûé 2-ñèìïëåêñ íà � v(3)i èìååò îäíó êðàñíóþ è äâåáåëûõ âåðøèíû.2) Åñëè óêàçàííàÿ â óòâåðæäåíèè ðàñêðàñêà âåð�øèí íà � v(3)i ñóùåñòâóåò, òî âîçüìåì ìíîæåñòâî çîí�òîâ fSai;j0 ; j0 = 1; : : : ; �g, ãäå aj0 ; j0 = 1; : : : ; �, �ìíîæåñòâî êðàñíûõ âåðøèí íà � v(3)i . Î÷åâèäíî, ÷òîýòî ìíîæåñòâî çîíòîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì îäíîêðàò�íûì ïîäìíîæåñòâîì çîíòîâ. �Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó èìååòñÿ åñòåñòâåííîåâçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó çîíòàìèSai;j(i) è îêðåñòíîñòÿìè v(2)j(i), à òàêæå ìåæäó âåê�òîðàìè (31) è 2-ñèìïëåêñàìè èç � v(3)i , òî äàëååìîæíî èñïîëüçîâàòü âìåñòî ïîíÿòèé ¾çîíò¿ è ¾âåê�òîð (31)¿ ñîîòâåòñòâåííî ïîíÿòèÿ ¾îêðåñòíîñòü¿ è¾2-ñèìïëåêñ¿.Ïîëåçíî ââåñòè ñëåäóþùóþ òåðìèíîëîãèþ. Åñ�ëè íà � v(3)i èìååòñÿ ïîäìíîæåñòâî îêðåñòíîñòåéfv(2)j0 ; j0 = 1; : : : ; sg, òî 2-ñèìïëåêñ èç � v(3)i , íå ñî�äåðæàùèéñÿ íè â îäíîé èç îêðåñòíîñòåé ýòîãî ïîä�ìíîæåñòâà îêðåñòíîñòåé, áóäåì íàçûâàòü áåëûì, ñî�äåðæàùèéñÿ â îäíîé èç ýòèõ îêðåñòíîñòåé � æåë�òûì, ñîäåðæàùèéñÿ â äâóõ îêðåñòíîñòÿõ � çåëåíûì,à â òðåõ � ñèíèì. Òàêèì îáðàçîì, ðàñêðàñêà 2-ñèì�ïëåêñîâ èìååò îòíîñèòåëüíûé õàðàêòåð è îäíîçíà÷�íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàííûì ïîäìíîæåñòâîì îêðåñò�1213



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003íîñòåé.Îïèøåì èíäóêòèâíûé ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïîä�ìíîæåñòâà îêðåñòíîñòåé fv(2)j0 g, ìèíèìàëüíî íàêðû�âàþùåãî ãðàíèöó � v(3)i . Ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî îçíà�÷àåò, ÷òî âñå 2-ñèìïëåêñû èç � v(3)i îêðàøåíû â îäèíè òîò æå öâåò (æåëòûé, çåëåíûé èëè ñèíèé) îò�íîñèòåëüíî ýòîãî ïîäìíîæåñòâà îêðåñòíîñòåé. Ïðî�öåññ ïîñòðîåíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ âûáîðà îêðåñòíîñòèv(2)j01 2 � v(3)i , ãäå aj01 2 � v(3)i � íåêàÿ âåðøè�íà. Åñëè óæå ïîñòðîåíî ïîäìíîæåñòâî îêðåñòíîñòåéfv(2)j0 ; j0 = 1; : : : ; ; sg (ãäå s ìåíüøå èëè ðàâíî ÷èñëóâåðøèí íà � v(3)i ), òî ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà òà�êàÿ âîçìîæíîñòü, êîãäà âñå 2-ñèìïëåêñû èç � v(3)iðàñêðàøåíû â îäèí öâåò îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîä�ìíîæåñòâà (æåëòûé, çåëåíûé èëè ñèíèé). Â ïðî�òèâíîì ñëó÷àå ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïîäìíîæåñòâàîêðåñòíîñòåé ïðîäîëæàåòñÿ, ïðè÷åì íà êàæäîì øà�ãå âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ: à) âíîâü ïðèñîåäèíåí�íàÿ îêðåñòíîñòü v(2)s+1 2 � v(3)i ãðàíè÷èò õîòÿ áû ñîäíîé èç îêðåñòíîñòåé óæå ïîñòðîåííîãî ïîäìíî�æåñòâà îêðåñòíîñòåé è á) ÷èñëî öâåòîâ, â êîòîðûåðàñêðàøåíû âñå 2-ñèìïëåêñû èç � v(3)i îòíîñèòåëü�íî ïîäìíîæåñòâà îêðåñòíîñòåé fv(2)j0 ; j0 = 1; : : : ; sg,ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå (íàïðèìåð, ÷èñëî öâåòîâ ìî�æåò áûòü ðàâíî äâóì: áåëûé èëè æåëòûé). Îïè�ñàííûé ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïîäìíîæåñòâà îêðåñòíî�ñòåé èç � v(3)i çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà âñå 2-ñèìïëåê�ñû èç � v(3)i îêàçûâàþòñÿ îêðàøåííûìè â îäèí öâåò(æåëòûé, çåëåíûé èëè ñèíèé) è âîçíèêàþùåå â ðå�çóëüòàòå ýòîãî ïîñòðîåíèÿ ïîäìíîæåñòâî îêðåñòíî�ñòåé fv(2)j0 g íàçîâåì ìèíèìàëüíî íàêðûâàþùèì.Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå ëåììû.Ëåììà 1. Åñëè âñå âåðøèíû íà � v(3)i ìîãóòáûòü ðàñêðàøåíû â êðàñíûé è áåëûé öâåòà òàê, êàêóêàçàíî â Óòâåðæäåíèè 3, è îïèñàííûé ïðîöåññ ïî�ñòðîåíèÿ ïîäìíîæåñòâà îêðåñòíîñòåé íà÷èíàåòñÿ ñîêðåñòíîñòè ëþáîé êðàñíîé âåðøèíû, òî îí çàêàí�÷èâàåòñÿ ðàñêðàñêîé âñåõ 2-ñèìïëåêñîâ èç � v(3)i âæåëòûé öâåò.Ëåììà 2. Åñëè â óñëîâèÿõ Ëåììû 1 îïèñàííûéïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïîäìíîæåñòâà îêðåñòíîñòåé íà�÷èíàåòñÿ ñ îêðåñòíîñòè êàêîé-ëèáî áåëîé âåðøèíûèç � v(3)i , òî îí çàêàí÷èâàåòñÿ ðàñêðàñêîé âñåõ 2-ñèì�ïëåêñîâ èç � v(3)i ëèáî â æåëòûé öâåò, ëèáî â çåëå�íûé.Äåéñòâèòåëüíî, èíäóêòèâíîå ðàññìîòðåíèå ïîêà�çûâàåò, ÷òî ãðàíèöà � v(2)j0 ëþáîé îêðåñòíîñòè èçïîäìíîæåñòâà îêðåñòíîñòåé fv(2)j0 ; j0 = 1; : : : ; sgñîäåðæèò êðàñíóþ âåðøèíó. Ïîýòîìó äîáàâëÿåìàÿîêðåñòíîñòü v(2)s+1 ìîæåò áûòü ëèøü îêðåñòíîñòüþ áå�

ëîé âåðøèíû. �Èç ýòèõ äâóõ ëåìì ñëåäóåò åùå îäíà ëåììà.Ëåììà 3. Åñëè îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîå�íèÿ ïîäìíîæåñòâà îêðåñòíîñòåé, íåçàâèñèìî îò ïåð�âîãî è ïîñëåäóþùèõ øàãîâ, çàêàí÷èâàåòñÿ ëèøü òî�ãäà, êîãäà âñå 2-ñèìïëåêñû èç � v(3)i îêðàøåíû â ñè�íèé öâåò, òî âåðøèíû íà � v(3)i íå ìîãóò áûòü ðàñ�êðàøåíû â êðàñíûé è áåëûé öâåòà òàêèì îáðàçîì,êàê óêàçàíî â óñëîâèè Óòâåðæäåíèÿ 3. �Â ïðèìåðå, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 6, ñóùå�ñòâóåò êðàñíî-áåëàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí: âåðøèíûa1; : : : ; an � áåëûå, à âåðøèíû an+1; an+2 �êðàñíûå. Åñëè æå n � ÷åòíîå ÷èñëî, òî èìåþòñÿåùå äâå êðàñíî-áåëûõ ðàñêðàñêè âåðøèí: âåðøèíûa1; a3; : : : ; an�1 � êðàñíûå, à îñòàëüíûå � áåëûå,ëèáî � íàîáîðîò.Ïóñòü K � òðåõìåðíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîì�ïëåêñ, ðåàëèçîâàííûé â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîìïðîñòðàíñòâå, è ñîâîêóïíîñòü òåòðàýäðîâ êîìïëåê�ñà K çàïîëíÿåò êîìïàêòíóþ îáëàñòü â åâêëèäîâîìïðîñòðàíñòâå ñ òîïîëîãèåé òðåõìåðíîãî øàðà.Ïóñòü îêðåñòíîñòü v(3)i � ãðàíè÷íàÿ, ò. å. ãðà�íèöû � K è � v(3)i èìåþò õîòÿ áû îäèí îáùèé2-ñèìïëåêñ, êîòîðûé îáîçíà÷èì aj1(i) aj2(i) aj3(i).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ãðàíèöå � v(3)i ñóùåñòâóåòîïèñàííàÿ êðàñíî-áåëàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí. Áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû aj1(i) è aj2(i) � áåëûå, àâåðøèíà aj3(i) � êðàñíàÿ. Äîñòðîèì êîìïëåêñK, äîáàâëÿÿ åùå îäíó ãðàíè÷íóþ âåðøèíó ak(i)è òðè ãðàíè÷íûõ ðåáðà aj1(i)ak(i), aj2(i)ak(i),aj3(i)ak(i). Â äîñòðîåííîì êîìïëåêñå âìåñòî òåòðà�ýäðà aiaj1(i)aj2(i)aj3(i) ñîäåðæèòñÿ òðè òåòðàýäðàaiaj1(i)aj2(i)ak(i), aiaj2(i)aj3(i)ak(i), aiaj3(i)aj1(i)ak(i).Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî íà äîñòðîåííîì êîìïëåêñåíà ãðàíèöå � v0 (3)i íå ñóùåñòâóåò êðàñíî-áåëîéðàñêðàñêè âåðøèí (øòðèõîì ñíàáæàåì îáúåêòû íàäîñòðîåííîì êîìïëåêñå).Äåéñòâèòåëüíî, íà÷íåì îïèñàííûé ïðîöåññ èí�äóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ïîäìíîæåñòâà îêðåñòíîñòåéfv0 (2)j0 g ñ âåðøèíû aj3(i). Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëå n øà�ãîâ (n � ÷èñëî êðàñíûõ âåðøèí íà � v(3)i ) 2-ñèì�ïëåêñ aj1(i)aj2(i)ak(i) íà � v0 (3)i îñòàíåòñÿ áåëûì, àâñå îñòàëüíûå 2-ñèìïëåêñû ñòàíóò æåëòûìè. Ñëå�äóþùèé, (n + 1)-é øàã äîëæåí çàêëþ÷àòüñÿ â ïðè�ñîåäèíåíèè ê ïîñòðîåííîìó ïîäìíîæåñòâó îêðåñò�íîñòåé îäíîé èç òðåõ îêðåñòíîñòåé v(2)j1 , v(2)j2 èëèv(2)k . Â ëþáîì ñëó÷àå â ðåçóëüòàòå âñå 2-ñèìïëåê�ñû íà � v0 (3)i áóäóò ðàñêðàøåíû ëèáî â æåëòûé (êàê2-ñèìïëåêñ aj1(i)aj2(i)ak(i)), ëèáî â çåëåíûé öâåò. Äëÿîïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðèñîåäèíÿåòñÿ1214



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Äèñêðåòíàÿ ãðàâèòàöèÿ : : :îêðåñòíîñòü v(2)j1 . Â ðåçóëüòàòå âñå òðåóãîëüíèêè èçv(2)j1 , êðîìå òðåóãîëüíèêà aj1(i)aj2(i)ak(i), ñòàíîâÿòñÿçåëåíûìè. Ïîýòîìó èíäóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà äîëæ�íà áûòü ïðîäîëæåíà, òàê ÷òî ïîñëå íåêîåãî øàãàòðåóãîëüíèê aj1(i)aj2(i)ak(i) îêðàøèâàåòñÿ â çåëåíûéöâåò. Íî ýòî âîçìîæíî ëèøü â ðåçóëüòàòå ïðèñîåäè�íåíèÿ îêðåñòíîñòè v(2)j2 èëè îêðåñòíîñòè v(2)k . Â ëþ�áîì ñëó÷àå ïðè ýòîì â îêðåñòíîñòè � v0 (3)i ïîÿâÿòñÿñèíèå òðåóãîëüíèêè. Íàïðèìåð, åñëè ïðèñîåäèíÿåò�ñÿ îêðåñòíîñòü v(2)k , òî òðåóãîëüíèê aj1akaj3 ñòàíî�âèòñÿ ñèíèì. Îòñþäà âèäíî, ÷òî èíäóêòèâíûé ïðî�öåññ ïîñòðîåíèÿ ïîäìíîæåñòâà îêðåñòíîñòåé fv0 (2)j0 gíà � v0 (3)i çàêàí÷èâàåòñÿ ðàñêðàñêîé âñåõ 2-ñèìïëåê�ñîâ íà � v0 (3)i â ñèíèé öâåò. Ïîýòîìó èç Ëåììû 3ñëåäóåò, ÷òî íà � v0 (3)i íå ñóùåñòâóåò êðàñíî-áåëîéðàñêðàñêè âåðøèí.Òåïåðü îïèøåì èíäóêòèâíóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîå�íèÿ òðåõìåðíîãî êîìïëåêñà ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîìâåðøèí, âñå âíóòðåííèå âåðøèíû êîòîðîãî îáëàäà�þò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ êàæäîé èç íèõ ìíîæå�ñòâî çîíòîâ íå ðàçëîæèìî íà ïîëíûå ïîäìíîæåñòâà.Ýòîò ïðîöåññ íà÷èíàåòñÿ ñ êîìïëåêñà ñ îäíîé âíó�òðåííåé âåðøèíîé a1. Åñëè íà � v(3)1 íå ñóùåñòâóåòêðàñíî-áåëîé ðàñêðàñêè âåðøèí, òî ïðîöåññ ïîñòðîå�íèÿ ïðîäîëæàåòñÿ ïóòåì äîáàâëåíèÿ åùå îäíîé âíó�òðåííåé âåðøèíû. Åñëè íà � v(3)1 ñóùåñòâóåò êðàñ�íî-áåëàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí, òî îêðåñòíîñòü v(3)1 ïå�ðåñòðàèâàåòñÿ òàê, êàê áûëî îïèñàíî.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå ïîñòðîåí òðåõìåðíûéêîìïëåêñ KM�1 â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñM � 1 âíóòðåííèìè âåðøèíàìè è òðåáóåìûìèñâîéñòâàìè. Äîñòðîèì åãî äî êîìïëåêñà ñ M âíóò-ðåííèìè âåðøèíàìè è òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè.Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó íà ãðàíèöå êîìï-ëåêñà è îáîçíà÷èì åå aM . Ïóñòü ak1 ; : : : ; aks �ñîâîêóïíîñòü ãðàíè÷íûõ âåðøèí êîìïëåêñà, áëè�æàéøèõ ê âåðøèíå aM , òàê ÷òî 1-ñèìïëåêñûak1ak2 ; ak2ak3 ; : : : ; aks�1aks ; aksak1 ïðèíàäëåæàòãðàíèöå êîìïëåêñà è îáðàçóþò çàìêíóòóþ ëîìàíóþëèíèþ l. Ïîñòðîèì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâåäâóìåðíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ SM ñ ãðà�íèöåé l, òàêîé ÷òî âñå åãî âíóòðåííèå òî÷êè íåïðèíàäëåæàò êîìïëåêñó KM�1. Îáîçíà÷èì ÷åðåçak01 ; : : : ; ak0r ñîâîêóïíîñòü âíóòðåííèõ âåðøèí êîì�ïëåêñà SM . Äîñòðîèì êîìïëåêñ KM�1 äî êîìïëåêñàKM , ïðèñîåäèíÿÿ ê KM�1 âñå ñèìïëåêñû êîìïëåêñàSM , à òàêæå âñå 1-ñèìïëåêñû aMak01 ; : : : ; aMak0r ,âñå 2-ñèìïëåêñû, îãðàíè÷åííûå ñòàðûìè è íîâûìè1-ñèìïëåêñàìè, è âñå 3-ñèìïëåêñû, îãðàíè÷åííûåñòàðûìè è íîâûìè 2-ñèìïëåêñàìè. Òàêèì îáðàçîì,âåðøèíà aM ñòàíîâèòñÿ âíóòðåííåé âåðøèíîé

êîìïëåêñà KM . Ñîãëàñíî èçëîæåííîìó âûøå, êîì�ïëåêñ SM ìîæåò áûòü âûáðàí òàê, ÷òî ìíîæåñòâîçîíòîâ âåðøèíû aM íå ðàçëîæèìî íà ïîëíûåïîäìíîæåñòâà.Â ÷åòûðåõìåðíîì ñëó÷àå àíàëîãàìè �îðìóë(30), (33), (35) è (36) ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî�îðìóëûI = 15 � 6 � 24 ��XA Xi;j;k;l;m "A ijklm"ab
d�aA ijebA ike
A iledA im; (41)Saij = (3!)�2 XA(i;j) Xk;l;m "a
df �� "A(i;j) ijklme
A(i;j)ikedA(i;j)ilefA(i;j)im; (42)i4Xj(i) Ŝij j = � vi i; (43)Xj(i) Saij ebij = 4 vi Æab: (44)Îáîçíà÷åíèÿ â (41)�(44) ñîîòâåòñòâóþò îáîçíà÷åíè�ÿì, ââåäåííûì â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòåé 2 è 3. Â ÷àñò�íîñòè, vi � 4-îáúåì îêðåñòíîñòè âíóòðåííåé âåðøè�íû ai. Åñëè fj0(i)g � íåêîå ïîäìíîæåñòâî èíäåêñîâìíîæåñòâà fj(i)g, òî â îòíîøåíèè ÷àñòè÷íîé ñóììûPj0(i) Saij0ebij0 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì çàìå÷àíèå ïî�ñëå �îðìóëû (360). Â ÷åòûðåõìåðíîì ñëó÷àå òàêæåèìååò ìåñòî òîæäåñòâî (37), à òàêæå ñóùåñòâóåò èí�äóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ òàêèõ 4-êîìïëåê�ñîâ, ó êîòîðûõ â êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíå òîæ�äåñòâî (37) íå ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà äâà íåçàâèñè�ìûõ òîæäåñòâà (êàê â (38)). Äîêàçàòåëüñòâî ñäåëàí�íûõ óòâåðæäåíèé ìû çäåñü íå ïðèâîäèì, ïîñêîëüêóîíè ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì òðèâèàëüíûõ îáîáùåíèé òà�êèõ æå óòâåðæäåíèé, äîêàçàííûõ â ñëó÷àÿõ ðàçìåð�íîñòè 2 è 3.4. ÎÒÑÓÒÑÒÂÈÅ ÂÈËÜÑÎÍÎÂÑÊÎ�ÎÓÄÂÎÅÍÈßÏîä íàëè÷èåì âèëüñîíîâñêîãî �åðìèîííîãîóäâîåíèÿ íà íåêîé ðåøåòêå ìû ïîíèìàåì òàêóþñèòóàöèþ, êîãäà ïðè � ! 0 óðàâíåíèÿ (35) èëè(43) èìåþò êà÷åñòâåííî ðàçëè÷àþùèåñÿ ðåøåíèÿ.Äëÿ èõ ðàçëè÷èÿ ââåäåì íèæíèé èíäåêñ â ñêîáêàõ: (1)�;  (2)�; : : : (îñòàëüíûå èíäåêñû ìîäû óêàçûâà�þòñÿ ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè). Èìåþò ìåñòî óñëîâèÿîðòîãîíàëüíîñòè:Xi vi (�1)�1 i (�2)�2 i = 0; �1 6= �2: (45)1215



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ñðåäè èí�ðàêðàñíûõ èëèíèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîä (�! 0) âñåãäà ñóùåñòâóþòìîäû, èìåþùèå êîíòèíóàëüíûé ïðåäåë. Ýòè ìîäûîáîçíà÷èì  (1) èëè ïðîñòî  è áóäåì íàçûâàòü òðè�âèàëüíûìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà�÷åíèÿ ïîëÿ  i íà ñîñåäíèõ âåðøèíàõ ïî÷òè ñîâïàäà�þò. Òîãäà äëÿ ñîñåäíèõ âåðøèí ai è aj èìååì j =  i + eaij �a i + : : : ; (46)ãäå ìíîãîòî÷èå îçíà÷àåò âêëàä îò âûñøèõ ïðîèçâîä�íûõ ïîëÿ  i. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî xai � äåêàðòîâû êîîð�äèíàòû âåðøèíû ai è eaij = xaj �xai . Ïîäñòàâëÿÿ (46)â (35) èëè (43) è ïîëüçóÿñü �îðìóëàìè (36) èëè (44),ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ (35) è (43) â êîíòèíóàëüíîìâèäå:i
a�a (x) + {ab(x)�a�b (x) + : : : = �  (x): (47)×ðåçâû÷àéíî âàæíî, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ(47) ñëàãàåìîå ñ íàèíèçøåé ñòåïåíüþ ïðîèçâîäíîéèìååò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð, íå çàâèñÿùèé îòäåòàëüíîé ñòðóêòóðû ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà.Ýòî ñëàãàåìîå ñîâïàäàåò ñ êîíòèíóàëüíûì äèðàêîâ�ñêèì ïîëåì, íà êîòîðîå äåéñòâóåò êîíòèíóàëüíûéîïåðàòîð Äèðàêà. Âñå îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â ëåâîé÷àñòè (47), âî-ïåðâûõ, ñîäåðæàò âûñøèå ïðîèçâîä�íûå è, âî-âòîðûõ, ñîäåðæàò íåóíèâåðñàëüíûå êîý���èöèåíòû, êîòîðûå çàâèñÿò ÿâíî îò ñòðóêòóðû ðå�øåòêè. Â ÷àñòíîñòè, {ab(x) â (47) � ýòî ìàòðè÷�íûå �óíêöèè 4�4 (èëè 2�2 â äâóìåðíîì ïðîñòðàí�ñòâå), ïðè÷åì îíè ñóùåñòâåííî èçìåíÿþòñÿ ïðè èç�ìåíåíèè àðãóìåíòà x íà �x � a, ãäå a � ìàñøòàáðåøåòêè. Òàê êàê ïåðåìåííûå fxai g ÿâëÿþòñÿ äèíà�ìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè â êâàíòîâîé òåîðèè ãðàâè�òàöèè, ñ�îðìóëèðîâàííîé âî Ââåäåíèè, ïî êîòîðûìïðîèñõîäèò èíòåãðèðîâàíèå, �óíêöèè {ab(x) ñëåäó�åò ñ÷èòàòü ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî, íàïðèìåð, ìàòðèöó ïëîòíîñòè äëÿ ðàñïðîñòðà�íåíèÿ äèðàêîâñêèõ ÷àñòèö íåîáõîäèìî óñðåäíèòü ïîïîëþ {ab(x). Ïðè ýòîì êîððåëÿòîð h{ab(x){
d(x0) iâåäåò ñåáÿ àíàëîãè÷íî êîððåëÿòîðó (À.2) (ñì. Ïðè�ëîæåíèå).Â Ïðèëîæåíèè ïîêàçàíî íà ïðèìåðå íåðåëÿòè�âèñòñêîé ÷àñòèöû, ÷òî åñëè ãàìèëüòîíèàí ÿâëÿåò�ñÿ ñóììîé ñâîáîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà è âîçìóùåíèÿ,ïðîïîðöèîíàëüíîãî áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè èìïóëü�ñà è ñîäåðæàùåãî ñëó÷àéíûé �àêòîð, òî â äëèííî�âîëíîâîì ïðåäåëå óñðåäíåííàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòèñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ñâîáîäíîé ÷àñòè�öû. Ýòîò æå âûâîä èìååò ìåñòî è â ðåëÿòèâèñòñêîìñëó÷àå. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå, ÷òî â ðàññìàò�ðèâàåìîé òåîðèè ãðàâèòàöèè â äëèííîâîëíîâîì ïðå�

äåëå ñóùåñòâóþò òðèâèàëüíûå ãëàäêèå �åðìèîííûåìîäû.Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íåòðèâèàëüíûå�åðìèîííûå ìîäû  (�) i â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëåðàñïàäàþòñÿ íà ãëàäêèå âåòâè  0(�)(x);  00(�)(x); : : : .Èìåííî òàêèå íåòðèâèàëüíûå �åðìèîííûå ìîäûèçó÷àëèñü â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé âèëüñîíîâñêîãî óäâî�åíèÿ. Êàæäàÿ èç âåòâåé ïîëó÷àåòñÿ â êîíòèíóàëü�íîì ïðåäåëå èç çíà÷åíèé ïîëÿ  i0 ;  i00 ; : : : íà ïîä�ìíîæåñòâàõ âåðøèí fai0g; fai00g; : : : , ñîîòâåòñòâåí�íî. �àñïàäåíèå íåòðèâèàëüíûõ ìîä â äëèííîâîëíî�âîì ïðåäåëå íà ãëàäêèå âåòâè îòëè÷àåò èõ îò òðèâè�àëüíûõ �åðìèîííûõ ìîä.Ïîêàæåì, ÷òî íà ¾íå÷åòíûõ¿ ðåøåòêàõ (ïîä¾íå÷åòíûìè¿ ìû ïîíèìàåì òàêèå ðåøåòêè, íà êîòî�ðûõ òîæäåñòâà (37) íå ðàñïàäàþòñÿ íà îòäåëüíûåòîæäåñòâà òèïà (38)) íåòðèâèàëüíûå �åðìèîííûåìîäû îòñóòñòâóþò.�àññìîòðèì íåòðèâèàëüíóþ ìîäó  (�) â ïðåäåëå"! 0. Ïóñòü ìíîæåñòâî âåðøèí aj(i) ðàñïàäàåòñÿ íàïîäìíîæåñòâà âåðøèí aj0(i); aj00(i); : : : , íà êîòîðûõîïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ âåòâåé ìîäû  0j0(i);  00j00(i); : : :Ñîãëàñíî ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, äëÿ âåòâåéíåòðèâèàëüíîé ìîäû èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ �j�(i) =  �(xi) + eaij��a  �(xi) + : : : ;� =0; 00; : : : (48)Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òîj �1(x) �  �2(x)j � 1; �1 6= �2: (49)Òàê êàê â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå�a  � ! 0; � =0; 00; : : : ; (50)â êîìïàêòíûõ îáëàñòÿõ êîìïëåêñà, âêëþ÷àþùèõáîëüøîå ÷èñëî âåðøèí, âåëè÷èíû  �(xi) ìîæíî ñ÷è�òàòü ïîñòîÿííûìè. �àññìîòðèì îäíó èç òàêèõ îáëà�ñòåé è îáîçíà÷èì åå V. Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó, ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî 0(xi)��V = 
0V;  00(xi)��V = 
00V; : : : ; (51)ãäå 
0V; 
00V; : : : � íåêèå ÷èñëîâûå êîíñòàíòû. Â äëèí�íîâîëíîâîì ïðåäåëå â ðàçëîæåíèè (48) ìîæíî ïðå�íåáðå÷ü â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè (ïî îòíîøåíèþ ìàñ�øòàáà ðåøåòêè ê äëèíå âîëíû) âñåìè ñëàãàåìûìè,êðîìå ïåðâîãî. Â ýòîì æå ïðèáëèæåíèè ñëåäóåò ïðå�íåáðå÷ü ïðàâûìè ÷àñòÿìè óðàâíåíèé (35) è (43). Òà�êèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (35) è (43) ñâîäÿòñÿ ê ñëå�äóþùåé ñèñòåìå:Xj0(i) Ŝij0
0V + Xj00(i) Ŝij00
00V + : : : ; ai 2 V : (52)1216



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Äèñêðåòíàÿ ãðàâèòàöèÿ : : :Ïîñêîëüêó íà êîìïëåêñå èìåþòñÿ ëèøü òîæäåñòâà(37), òî, åñëè 
0V 6= 
00V 6= : : : , ñèñòåìà ðàâåíñòâ(52) íàêëàäûâàåò ñòîëüêî îãðàíè÷åíèé íà íåçàâèñè�ìûå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå eaij , ñêîëüêî èìååòñÿâåðøèí âî âñåõ îáëàñòÿõ V ìèíóñ ÷èñëî ðàçëè÷íûõêîíñòàíò 
0V; 
00V; : : : . (Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ÷èñ�ëî èìååò ïîðÿäîê åäèíèöû, â òî âðåìÿ êàê ÷èñëîâåðøèí â ïîäêîìïëåêñå V ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíîáîëüøèì.) Ïîýòîìó âîçìîæíîñòü (49) íåïðèåìëåìà.Åñëè æå äîïóñòèòü, ÷òî 
0V = 
00V = : : : , òî â äëèííî�âîëíîâîì ïðåäåëå óðàâíåíèå (43) ïðèíèìàåò âèäi4
a 24Xj0(i)Saij0ebij0�b 0(xi)++ Xj00(i)Saij00ebij00�b 00(xi) + : : :35 = � vi  (xi): (53)Òàê êàê âåëè÷èíû Pj0(i) Saij0ebij0 ; Pj00(i) Saij00ebij00 ; : : :èìåþò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùóþîò ìèêðîñêîïè÷åñêèõ äåòàëåé àìîð�íîé ðåøåòêè(ñì. çàìå÷àíèå ïîñëå �îðìóëû (36)), óðàâíåíèå (53)êà÷åñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèÿ äëÿ òðèâè�àëüíûõ ìîä (47) â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå: â ñëó�÷àå íåòðèâèàëüíûõ ìîä óæå â ãëàâíîì ïðèáëèæå�íèè äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Äèðàêà íå èìååòêîíòèíóàëüíîãî ïðåäåëà, îí ñóùåñòâåííî çàâèñèò îòìèêðîñêîïè÷åñêèõ äåòàëåé ðåøåòêè. Î÷åâèäíî, ÷òîâ ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèå ãëàäêèõ âåòâåé íåòðè�âèàëüíûõ ìîä íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ åäèí�ñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü �a 0 = � 00 = : : : . Îäíàêîýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè ãðàâè�òàöèè ñóùåñòâóþò ëèøü òðèâèàëüíûå äëèííîâîëíî�âûå ìîäû.Òåïåðü âñòàíåì íà òó ïîçèöèþ, ÷òî â òåîðèè ãðà�âèòàöèè ñ äåéñòâèåì (4) ïðè âû÷èñëåíèè ñòàòèñòè�÷åñêîé ñóììû Z =X e�I (54)ñóììèðîâàòü ñëåäóåò òàêæå è ïî òèïàì ñèìïëèöè�àëüíûõ êîìïëåêñîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíèå ÷èñëà¾÷åòíûõ¿ è ¾íå÷åòíûõ¿ âåðøèí êîìïëåêñîâ îêàæóò�ñÿ ñîèçìåðèìûìè. Î÷åâèäíî, ïðèâåäåííûå âûøå àð�ãóìåíòû â ïîëüçó îòñóòñòâèÿ âèëüñîíîâñêîãî �åðìè�îíîãî óäâîåíèÿ ñîõðàíÿþò ñâîþ ñèëó â òàêîé òåîðèè.5. ÁÅÇÀÍÎÌÀËÜÍÎÅ ÊÂÀÍÒÎÂÀÍÈÅ��ÀÂÈÒÀÖÈÈÂâåäåì â òåîðèþ âåêòîðíîå êàëèáðîâî÷íîå ïîëå:êàæäîìó ðåáðó aiaj ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåùå�ñòâåííóþ âåëè÷èíó

Aij = �Aji; (55)êîòîðàÿ âõîäèò â �åðìèîííóþ ÷àñòü äåéñòâèÿ ñëå�äóþùèì îáðàçîì (ñð. ñ (4)):�aAij = i2 � Ai
a
Aije�ieAAij Aj��  Aj
Aji
ae�ieAAji Ai� : (56)Â ðåçóëüòàòå äåéñòâèå îêàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûìîòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçî�âàíèé  i ! eie�i i;  i ! e�ie�i i;Aij ! Aij + �j � �i: (57)Â (57) f�ig � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.Ââåäåì âåéëåâñêèå ïîëÿ � = �1� 
52 � ;  � =  �1� 
52 � : (58)Ôåðìèîííàÿ ÷àñòü äåéñòâèÿ (4), (56) î÷åâèäíûì îá�ðàçîì ðàñïàäàåòñÿ íà ñóììó äåéñòâèé ¾ïðàâîãî¿ è¾ëåâîãî¿ âåéëåâñêèõ ïîëåé:I = I + + I �; (59)ïðè÷åì äåéñòâèå I + (èëè I �) ïîëó÷àåòñÿ èç �åð�ìèîííîé ÷àñòè äåéñòâèÿ (4), (56) ïóòåì âñòàâêè ïðî�åêòîðà (1 + 
5)=2 (èëè (1 � 
5)=2) íåïîñðåäñòâåííîëåâåå ïîëÿ  .Îïðåäåëèì �åðìèîííóþ ìåðó êàêD D =Yi d id i; (60)ãäå d i � ïðîèçâåäåíèå äè��åðåíöèàëîâ âñåõ êîì�ïîíåíò ñïèíîðà  i, à d i � ïðîèçâåäåíèå äè��åðåí�öèàëîâ âñåõ êîìïîíåíò ñîïðÿæåííîãî ñïèíîðà  i.Î÷åâèäíî, ÷òîd i = d i+d i�; d i = d i+d i�; (61)ãäå d i+(d i�) � ïðîèçâåäåíèå äè��åðåíöèàëîââñåõ íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò ñïèíîðà  i+( i�) èàíàëîãè÷íî â îòíîøåíèè d i+ (d i�). Âñëåäñòâèå(61) �óíêöèîíàëüíàÿ ìåðà (60) �àêòîðèçóåòñÿ:D D = (D +D +)(D �D �);D +D + =Yi d i+d i+;D �D � =Yi d i�d i�: (62)2 ÆÝÒÔ, âûï. 6 (12) 1217



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003Ìåðû (D +D +) è (D �D �), à òàêæå äåéñòâèÿI + è I � ïî îòäåëüíîñòè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëü�íî êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé (57).Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿZ�f
; Ag � Z D �D � exp(�I �): (63)Çäåñü áåðóòñÿ ëèáî âåðõíèå, ëèáî íèæíèå çíàêè.Ïîëíóþ ëèáî êèðàëüíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ñóììû êàê�óíêöèè ïðîèçâîëüíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåZfAg =Xf
g e�I
 Z+f
; AgZ�f
; Ag; (64)Z�fAg =Xf
g e�I
 Z�f
; Ag; (65)ãäå I
 � ÷àñòü äåéñòâèÿ (4), íå çàâèñÿùàÿ îò �åð�ìèîííûõ ïîëåé.Ñîãëàñíî âûâîäàì ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, êè�ðàëüíûå òåîðèè (65) èìåþò íåïðåðûâíûé íèçêîýíåð�ãåòè÷åñêèé ïðåäåë. Òàê êàê âèëüñîíîâñêîå óäâîåíèåîòñóòñòâóåò, â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå ýòè òåîðèè ñî�äåðæàò ïî îäíîìó ïðàâîìó èëè ëåâîìó âåéëåâñêîìóïîëþ.Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèîíàëû Z�fAg êàëèáðîâî÷�íî èíâàðèàíòíû:Z�fA+ ���g = Z�fAg: (66)�àâåíñòâî (66) áåç òðóäà è òî÷íî äîêàçûâàåòñÿ íàðåøåòêå, ïðè÷åì åùå äî ñóììèðîâàíèÿ ïî ãðàâèòà�öèîííûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû äëÿ �óíêöèîíàëîâ (63).Äåéñòâèòåëüíî, ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ (57) íè äåé�ñòâèÿ, íè ìåðû â (63) íå èçìåíÿþòñÿ, è ïîòîìó ðà�âåíñòâà (66) èìåþò ìåñòî êàê íà ðåøåòêå, òàê è âíåïðåðûâíîì ïðåäåëå.Òåïåðü ñäåëàåì â èíòåãðàëàõ (63) çàìåíó ëèøü�åðìèîííûõ ïåðåìåííûõ âèäà (57) ñ áåñêîíå÷íî ìà�ëûì ïàðàìåòðîì�i = " Æij ; "! 0: (67)Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ïðè ýòîì íå èçìåíÿåòñÿ. Òå�ïåðü ó÷òåì, ÷òî ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ èíòåãðèðî�âàíèÿ èíòåãðàëû íå èçìåíÿþòñÿ, à òàêæå íå èçìå�íÿþòñÿ ìåðû â ýòèõ èíòåãðàëàõ. Ïðè ýòîé çàìåíåïåðåìåííûõ èçìåíÿþòñÿ ëèøü äåéñòâèÿ â èíòåãðà�ëàõ, ïðè÷åì â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî " ýòè èçìåíåíèÿ âíåïðåðûâíîì ïðåäåëå ðàâíû"(xj) ��J��(xj); J��(x) = 12 
�(1� 
5) (x): (68)

Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà èíòåãðàëîâ (63) äî è ïîñëåóêàçàííîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ìû ïîëó÷àåì ñëåäó�þùèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ:��J��fAg(x) � h��J��(x)iF;
 = 0: (69)Â (69) óñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ ëèøü ïî �åðìèîííûìè ãðàâèòàöèîííûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëîâ (65)îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Aèìååò âèäÆ lnZ� = e Z dx ÆA�(x) J��fAg(x): (70)Åñëè ÆA� = ��Æ�, òî, âñëåäñòâèå (69) è (70), ìû åùåðàç ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì (66).Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü äèñ�êðåòíîé êâàíòîâîé òåîðèè ãðàâèòàöèè îòñóòñòâó�þò è âèëüñîíîâñêîå óäâîåíèå �åðìèîíîâ, è (�àê�òè÷åñêè êàê ñëåäñòâèå) àíîìàëüíûå ðàñõîäèìîñòèêèðàëüíûõ òîêîâ. Î÷åâèäíî, àíîìàëüíàÿ ðàñõîäè�ìîñòü àêñèàëüíîãî òîêà òàêæå îòñóòñòâóåò.6. ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÛÉ Ï�ÅÄÅËÂ ðàáîòå [1℄ áûëè ïðèâåäåíû àðãóìåíòû â ïîëüçóòîãî, ÷òî â ðåøåòî÷íîé ãðàâèòàöèîííîé ñòàòèñòè÷å�ñêîé ñóììå èí�ðàêðàñíûå ðàñõîäèìîñòè, âîçíèêàþ�ùèå ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ïîëþ òåòðàä eaij , âåäóò êâûðîæäåíèþ äèñêðåòíîé êâàíòîâîé òåîðèè ãðàâèòà�öèè â íåïðåðûâíóþ êâàíòîâóþ òåîðèþ ãðàâèòàöèè.Ïîëó÷àþùàÿñÿ òàêèì îáðàçîì íåïðåðûâíàÿ êâàíòî�âàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè äîëæíà äîïóñêàòü, â ÷àñòíî�ñòè, âîçìîæíîñòü áåçàíîìàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ îäíî�ãî êèðàëüíîãî �åðìèîííîãî ïîëÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèìâîçíèêàåò âîïðîñ î ÿâíîì îïèñàíèè òàêîé êîíòèíó�àëüíîé òåîðèè.Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâîäèì àðãóìåíòû â ïîëüçóòîãî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ àâòîðîì â ðÿäå ðàáîò [2, 12,13℄ êîíòèíóàëüíàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè, ïîñòðîåííàÿïðè ïîìîùè ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ, ÿâ�ëÿåòñÿ èíòåðåñóþùèì íàñ íåïðåðûâíûì ïðåäåëîìäèñêðåòíîé êâàíòîâîé òåîðèè ãðàâèòàöèè.Èäåîëîãèÿ ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿïîäðîáíî èçëîæåíà â [2, 12℄, à òî÷íî ðåøàåìûé ïðè�ìåð (äâóìåðíàÿ êâàíòîâàÿ ãðàâèòàöèÿ), äåìîíñòðè�ðóþùèé ýòîò ìåòîä � â [13℄. Ïîýòîìó çäåñü ìû ïðè�âåäåì ëèøü íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå ñóùåñòâåííûåñâîéñòâà îáùåêîâàðèàíòíîé òåîðèè, ïðîêâàíòîâàí�íîé ïðè ïîìîùè ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî êâàíòîâà�íèÿ.1218



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Äèñêðåòíàÿ ãðàâèòàöèÿ : : :Ïðè äèíàìè÷åñêîì êâàíòîâàíèè òåîðèÿ ñòðîèòñÿâ ïðîñòðàíñòâå ñ ïñåâäîåâêëèäîâîé ñèãíàòóðîé ìåò�ðèêè è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáùåêîâàðèàíòíàÿ òåî�ðèÿ ðåãóëÿðèçîâàíà â óëüòðà�èîëåòîâîé îáëàñòè òà�êèì îáðàçîì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû.Àêñèîìà 1. Âñå �èçè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ òåîðèèïîëó÷àþòñÿ èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ j0i ïðè ïîìîùèîïåðàòîðîâ AyN ñ jN j < N0:jN1; : : : ; Ns i = AyN1 : : : AyNs j0i;AN j0i = 0; [AN1 ; AyN2 ℄ = ÆN1N2 : (71)Ñîñòîÿíèÿ (71) îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðî�ñòðàíñòâà F 0 �èçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé òåîðèè.Çäåñü N � òî÷êà íåêîåãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñíîðìîé, òàê ÷òî óñëîâèå jN j < N0 âûäåëÿåò êîíå÷�íîå ïîäìíîæåñòâî ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïðè N0 ! 1÷èñëî ýëåìåíòîâ ýòîãî ïîäìíîæåñòâà ñòðåìèòñÿ êáåñêîíå÷íîñòè êàê íåêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ñòåïåíü÷èñëàN0. Âåçäå âûïèñûâàþòñÿ ëèøü íåíóëåâûå êîì�ìóòàòîðû èëè àíòèêîììóòàòîðû.Àêñèîìà 2. Ôóíäàìåíòàëüíûå äèíàìè÷åñêèå ïå�ðåìåííûå (ïîëÿ) �(x) ïåðåâîäÿò ñîñòîÿíèå (71) âñóïåðïîçèöèþ ñîñòîÿíèé òàêîãî æå âèäà, êîòîðàÿñîäåðæèò âñå ñîñòîÿíèÿ, ó êîòîðûõ îäíî èç ÷èñåëçàïîëíåíèÿ îòëè÷àåòñÿ ïî ìîäóëþ íà åäèíèöó, àîñòàëüíûå ñîâïàäàþò ñ ÷èñëàìè çàïîëíåíèÿ ñîñòî�ÿíèÿ (71).Äëÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ äèðàêîâñêîãî ïîëÿ Àê�ñèîìà 2 îçíà÷àåò, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàçëî�æåíèå: (x) = XjNj<N0 �aN (+)N (x)+byN (�)N (x)�+ : : : ;faN1 ; ayN2g = fbN1 ; byN2g = ÆN1N2 : (72)Çäåñü âìåñòî îáîáùåííûõ îïåðàòîðîâ óíè÷òîæå�íèÿ è ðîæäåíèÿ fAN ; AyNg èñïîëüçóþòñÿ �åð�ìèåâñêèå îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿfaN ; bN ; ayN ; byNg. Íàáîð ìîä f (+)N (x);  (�)N (x)gîáðàçóåò ïîëíûé íàáîð, ïî êîòîðîìó â ëþáîé ìî�ìåíò âðåìåíè t ìîæíî ðàçëîæèòü ëþáîå ñïèíîðíîåïîëå  (t; x). ×åðåç x îáîçíà÷àåòñÿ ñîâîêóïíîñòüïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Íàáîð ìîä f (+)N (x)gÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî÷àñòîòíûì, à íàáîð ìîäf (�)N (x)g � îòðèöàòåëüíî÷àñòîòíûì. Ýòî ðàçäå�ëåíèå ìîä ïðîèñõîäèò â íåêèé ìîìåíò âðåìåíèt = t0, ïðè÷åì ïîëîæèòåëüíî- è îòðèöàòåëüíî÷àñ-òîòíûå ìîäû ÿâëÿþòñÿ òàêîâûìè ïî îòíîøåíèþê áåçìàññîâîìó îäíî÷àñòè÷íîìó ãàìèëüòîíèàíóÄèðàêà â ýòîò æå ìîìåíò âðåìåíè. Â ëþáîé ìîìåíòâðåìåíè íàáîð ìîä f (+)N (x);  (�)N (x)g îïðåäåëÿåòñÿ

ïóòåì ðåøåíèÿ áåçìàññîâîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà.Ìíîãîòî÷èå â (72) îçíà÷àåò íåëèíåéíûé âêëàäîòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ fAN ; AyNg, ñðåäè êîòîðûõåñòü êàê �åðìèåâñêèå, òàê è áîçåâñêèå.Àêñèîìà 3. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ñâÿçåé äëÿ�èçè÷åñêèõ ïîëåé ñ òî÷íîñòüþ äî ðàññòàíîâêè îïå�ðàòîðîâ ñîâïàäàþò ïî �îðìå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìèêëàññè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè è ñâÿçÿìè.Àêñèîìà 3 îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîðû fAN ; AyNgêîììóòèðóþò ïî êðàéíåé ìåðå â ñëàáîì ñìûñëå ñîâñåìè ñâÿçÿìè ïåðâîãî ðîäà èëè ãàìèëüòîíèàíîìòåîðèè. Äåéñòâèòåëüíî, ëèøü â ýòîì ñëó÷àå â ïðî�öåññå ðåãóëÿðèçàöèè , ò. å. îáðàùåíèÿ â íóëü ïàðîïåðàòîðîâ (AN ; AyN ) ñ jN j > N0, ðåãóëÿðèçîâàííûåóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ñâÿçè íå èçìåíÿþòñÿ (ïî ìî�äóëþ èìåþùèõñÿ â òåîðèè ñâÿçåé) è ðåãóëÿðèçîâàí�íûå ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà îñòàþòñÿ ñâÿçÿìè ïåðâîãîðîäà.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ (òåòðà�äà, ñâÿçíîñòü) ñîäåðæàò êëàññè÷åñêèå ÷àñòè, êîòî�ðûå îñòàþòñÿ ïðè �îðìàëüíîì âû÷åðêèâàíèè âñåõîïåðàòîðîâ fAN ; AyNg. Â îòíîøåíèè ãðàâèòàöèîí�íûõ ïîëåé ýòî ïðåäïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè�ìûì. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ýëåêòðîìàãíèòíîåïîëå óäîáíî ñ÷èòàòü ïðîèçâîëüíûì, íî íå ðàçëà�ãàþùèìñÿ ïî îïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæå�íèÿ. Êâàíòîâûå �ëóêòóàöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî�ëÿ ìîæíî çàòåì ó÷åñòü, ñïàðèâàÿ ýëåêòðîìàãíèòíûåïîëÿ ñîãëàñíî òåîðåìå Âèêà è çàìåíÿÿ ïàðíûå êîð�ðåëÿòîðû ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîïàãàòîðîì. Îäíàêîòàêîãî ðîäà âû÷èñëåíèÿ çäåñü íå ïðåäñòàâëÿþò èí�òåðåñà.Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ðàçëîæåíèå ïîëåé è óðàâ�íåíèé ïî íåëèíåéíîñòÿì îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâfAN ; AyNg �àêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì ïîêîíñòàíòàì ñâÿçè òåîðèè. Ïîýòîìó òî÷íîå áåçìàññî�âîå óðàâíåíèå Äèðàêài e�a
aD� = 0 (73)ïðè ïîìîùè (72) â íàèíèçøåì ïðèáëèæåíèè ïðèâî�äèò ê óðàâíåíèþi e(0)�a 
aD(0)� �� � XjNj<N0 �aN (+)N (x) + byN (�)N (x)�� = 0: (74)Â (73) è (74) e�a(x) � òåòðàäà, D� � êîâàðèàíò�íàÿ ïðîèçâîäíàÿ, âêëþ÷àþùàÿ ýëåêòðîìàãíèòíîåïîëå. Âåðõíèì èíäåêñîì (0) ñíàáæàåì ïîëÿ è îïåðà�òîðû, ïîëó÷àþùèåñÿ �îðìàëüíûì âû÷åðêèâàíèåìâñåõ îïåðàòîðîâ fAN ; AyNg.1219 2*



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003Èç óðàâíåíèÿ (74) ñëåäóåò, ÷òîe(0)�a �� � (1)
a (1)� = 0; (75)e(0)�a �� � (1)
a
5 (1)� = 0; (76)ãäå (1)(x) = XjNj<N0 �aN (+)N (x) + byN (�)N (x)� : (77)×ðåçâû÷àéíî âàæíî, ÷òî �åðìèîííîå ïîëå (77) ðåãó�ëÿðèçîâàíî. Èìåííî ïîýòîìó èç óðàâíåíèÿ (74) ñëå�äóþò ðàâåíñòâà (75) è (76). Äåéñòâèòåëüíî, áèëèíåé�íûå �îðìû, ïîñòðîåííûå èç äèðàêîâñêèõ (èëè âåé�ëåâñêèõ) ïîëåé, íå òðåáóþò ðåãóëÿðèçàöèè è ê íèììîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðûíåïîñðåäñòâåííî, áåç ïðåäâàðèòåëüíîé ðåãóëÿðèçà�öèè.�àâåíñòâà (75), (76) ïîëó÷åíû â îäíîïåòëåâîìïðèáëèæåíèè. Êàê èçâåñòíî, ó÷åò âûñøèõ ïåòåëü íåäàåò âêëàäà â àíîìàëüíûå ðàñõîäèìîñòè âåêòîðíî�ãî, àêñèàëüíî-âåêòîðíîãî è êèðàëüíûõ òîêîâ. Çäåñüýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì îïåðàòî�ðîâ fAN ; AyNg íå èçìåíÿåò ðåçóëüòàòû (75), (76).Î÷åâèäíî, ÷òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿñîõðàíåíèå êèðàëüíîãî �åðìèîííîãî òîêà â êèðàëü�íîé òåîðèè.Íåîáõîäèìî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî ìåòîä äèíàìè�÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îòêâàíòîâàíèÿ Ôåéíìàíà. Ýòî âèäíî óæå èç ïîëó÷åí�íîãî ðåçóëüòàòà (75), (76). Ýòî æå âèäíî òàêæå è èçòîãî, ÷òî â ìåòîäå äèíàìè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ âà�êóóìû ïðè t ! �1 è ïðè t ! +1, âîîáùå ãîâî�ðÿ, êà÷åñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, îïå�ðàòîðíûå óðàâíåíèÿ â òåîðèè ãðàâèòàöèè ïðè äè�íàìè÷åñêîì ìåòîäå êâàíòîâàíèÿ â íàèíèçøåì ïðè�áëèæåíèè ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè Ýéíøòåéíà, àêâàíòîâûå ïîïðàâêè ó÷èòûâàþòñÿ íà �îíå êëàññè�÷åñêèõ ðåøåíèé. Íî óæå íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå âòåîðèè ãðàâèòàöèè ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ âåäóòèç îäíîé îñîáåííîñòè â äðóãóþ, ïðè÷åì ýòè îñîáåí�íîñòè ìîãóò áûòü êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûìè. Íàïðî�òèâ, ïðè êâàíòîâàíèè Ôåéíìàíà ïðèíèìàåòñÿ ãèïî�òåçà, ÷òî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ýâîëþöèîíèðóåò çà áåñ�êîíå÷íîå âðåìÿ â ñîñòîÿíèå, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îòèñõîäíîãî ëèøü �àçîâûì ìíîæèòåëåì. Èç ýòîé ãè�ïîòåçû âûòåêàåò ïðàâèëî îáõîäà ïîëþñîâ â ïðîïà�ãàòîðàõ, èñïîëüçóåìûõ â äèàãðàììíîé òåõíèêå Ôåé�íìàíà, à òåì ñàìûì � âîçìîæíîñòü ïîâîðîòà Âèêàâ åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ïîýòîìó êîíòèíóàëüíàÿêâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ, ñ�îðìóëèðîâàííàÿ â åâêëè�äîâîì ïðîñòðàíñòâå, àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ïðî�êâàíòîâàííîé ïî Ôåéíìàíó. Â ìåòîäå äèíàìè÷åñêî�

ãî êâàíòîâàíèÿ ïîâîðîò Âèêà â åâêëèäîâî ïðîñòðàí�ñòâî íåâîçìîæåí. Ýòî âèäíî óæå èç ýâîëþöèîííîãîóðàâíåíèÿ (74), êîòîðîå èìååò ñìûñë ëèøü ïðè ïñåâ�äîåâêëèäîâîé ñèãíàòóðå.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê ñëåäóþùåìó âûâî�äó. Íåïðåðûâíàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè, ïîëó÷åííàÿïðè ïîìîùè ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ, ÿâ�ëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïðåäåëîì äèñêðåòíîé êâàíòî�âîé òåîðèè ãðàâèòàöèè, ñ�îðìóëèðîâàííîé â [1℄.Îñíîâàíèÿ äëÿ òàêîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþùèå:1) Â îáåèõ òåîðèÿõ ñîäåðæèòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî�èçè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû.2) Â îáåèõ òåîðèÿõ èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ââåäå�íèÿ îäíîãî åäèíñòâåííîãî êèðàëüíîãî âåéëåâñêîãîïîëÿ, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùèé êèðàëüíûé òîêñîõðàíÿåòñÿ.ß áëàãîäàðþ À. Èîñåëåâè÷à, Ì. Ñêâîðöîâà èÈ. Êîëîêîëîâà çà ðàçúÿñíåíèå ìíå íåêîòîðûõ ïîëî�æåíèé, êàñàþùèõñÿ ïðîáëåìû ëîêàëèçàöèè êâàíòî�âûõ ÷àñòèö ïðè íàëè÷èè ñëó÷àéíûõ �àêòîðîâ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêåïðîãðàììû Íàó÷íûõ øêîë (ãðàíò �2044.2003.2).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ�àññìîòðèì â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îäíî÷àñ-òè÷íûé ãàìèëüòîíèàíH = p22m + p2 {(x) p2 (A.1)ñî ñëó÷àéíîé �óíêöèåé {(x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òîìàòðèöà ïëîòíîñòè äëÿ ñèñòåìû (A.1) äîëæíà áûòüóñðåäíåíà ïî �óíêöèè {(x) ñîãëàñíî ïðàâèëóh{(x) i = 0;h{(x){(x0) i = a7m2 Æ(3)(x�x0); (A.2)à ñðåäíèå îò âûñøèõ ñòåïåíåé {(x) âû÷èñëÿþòñÿ ñî�ãëàñíî òåîðåìå Âèêà. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî â ïðåäåëåp2 ! 0 ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñèñòåìû (A.1) ñòðåìèòñÿê ìàòðèöå ïëîòíîñòè ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ñ ãàìèëüòî�íèàíîì H0 = p2 =2m è, òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðè�âàåìîì ñëó÷àå ÿâëåíèå ëîêàëèçàöèè îòñóòñòâóåò.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòüK0(k0; k; t) == exp��i k22m t� (2�)3 Æ(3)(k0�k) �(t) (A.3)1220



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 6 (12), 2003 Äèñêðåòíàÿ ãðàâèòàöèÿ : : :� àìïëèòóäà ïåðåõîäà â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâåäëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H0. Òî÷�íàÿ àìïëèòóäà ïåðåõîäà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ� ��t + iH00 � iV 0�K(k0; k; t) == Æ(t) (2�)3 Æ(3)(k0�k); (A.4)V = �p2 { p2 :�àçëîæèì K îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà V :hk0; t jK j k; 0 i == hk0; t j fK0 +K0(iV )K0 + : : : g j k; 0 i == K0(k0; k; t) + k0 2 k2 Qfk0; k; {; t g; (A.5)ïðè÷åì ïðè k0 2 k2 ! 0 îïåðàòîð Q â (A.5) èìååòêîíå÷íûé ïðåäåë. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè âûðàæàåòñÿ÷åðåç àìïëèòóäó ïåðåõîäà ñëåäóþùèì îáðàçîì:�(k01;k02;k1;k2; t) = K(k01;k1; t)K�(k02;k2; t): (A.6)Ìàòðèöà ïëîòíîñòè (A.6) äîëæíà áûòü óñðåäíåíàñîãëàñíî ïðàâèëàì (A.2). Ó÷èòûâàÿ (A.5), ïîëó÷àåìh �(k01; k02; k1; k2; t) i = exp��ik21�k222m t��� (2�)6 Æ(3)(k01�k1) Æ(3)(k02�k2) ++ (k0 21 )(k0 22 )R(k01; k02; k1; k2; t): (A.7)
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