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ÀÍÎÌÀËÜÍÀß ÄÈÔÔÓÇÈßÈ Ä�ÎÁÍÎ-ÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÅ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈßÂ. Â. Ó÷àéêèí *Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò432970, Óëüÿíîâñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 2 îêòÿáðÿ 2002 ã.�àññìàòðèâàåòñÿ íîâîå ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé, íàçâàííûõ äðîáíî-óñòîé÷èâûìè, ïîäìíîæåñòâîì êî-òîðîãî ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûå çàêîíû, à ÷àñòíûì ñëó÷àåì � ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå. Ýòè ðàñïðåäåëåíèÿïîÿâëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äðîáíîãî ïîðÿäêà, îáîáùàþùèõ îáû÷íîåäè��óçèîííîå óðàâíåíèå íà ñëó÷àé àíîìàëüíîé äè��óçèè. Îïèñûâàþòñÿ ñâîéñòâà ìíîãîìåðíûõ äðîáíî-óñòîé÷èâûõ ïëîòíîñòåé, äàþòñÿ èõ âûðàæåíèÿ ÷åðåç ñïåöèàëüíûå �óíêöèè, îáñóæäàþòñÿ ïðèâîäÿùèå êíèì �èçè÷åñêèå çàäà÷è.PACS: 05.40.-a 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÑî âðåìåí �è÷àðäñîíà, îáíàðóæèâøåãî, ÷òî âóñëîâèÿõ òóðáóëåíòíîé ñðåäû äè��óçèîííûé ïàêåòðàñïëûâàåòñÿ ïî çàêîíó t3=2 [1℄, íàêîïëåíî áîëü�øîå ÷èñëî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î ðàçíîîáðàç�íûõ ïðîöåññàõ àíîìàëüíîé äè��óçèè, â êîòîðûõ íåòîëüêî çàêîí ðàñøèðåíèÿ, íî è ñàìà �îðìà äè���óçèîííîãî ïàêåòà ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò íîð�ìàëüíîãî ñëó÷àÿ. Â èõ ÷èñëå ðàñïðîñòðàíåíèå ðåçî�íàíñíîãî èçëó÷åíèÿ â ñðåäå îïòè÷åñêè áîëüøèõ ðàç�ìåðîâ [2; 3℄, ïåðåíîñ çàðÿäîâ â àìîð�íûõ ïîëóïðî�âîäíèêàõ [4℄, ßÌ�-äè��óçîìåòðèÿ íåîäíîðîäíûõñòðóêòóð [5℄, äèíàìèêà ïîëèìåðíûõ ñèñòåì [6℄, äè���óçèÿ íà �ðàêòàëüíûõ ñòðóêòóðàõ [7℄, âî âðàùà�þùèõñÿ ïîòîêàõ [8℄, ïî òâåðäîé ïîâåðõíîñòè [9℄, âïîðèñòûõ ñòåêëàõ [10℄, â ñêàëüíîì ãðóíòå [11℄, ïðî�öåññû â êâàíòîâîé îïòèêå [12℄, ïëàçìå [13℄ è ò. ä.Îáçîð çàäà÷ ïîäîáíîãî òèïà ìîæíî íàéòè â ðàáî�òàõ [14�17℄.Äëÿ îïèñàíèÿ àíîìàëüíîé äè��óçèè áûëî ðàç�âèòî íåñêîëüêî ïîäõîäîâ, èñïîëüçóþùèõ ïåðåìåí�íûé êîý��èöèåíò äè��óçèè [18℄, ñòåïåííûå êîððå�ëÿöèè äðîáíîãî ïîðÿäêà [19℄, ñêà÷êîîáðàçíûå áëó�æäàíèÿ [20�22℄, äðîáíûå ïðîèçâîäíûå [23�26℄, îáîá�ùåíèÿ óðàâíåíèé Ôîêêåðà�Ïëàíêà [27℄, îáîáùåí�*E-mail: uhaikin�sv.uven.ru

íûé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîäõîä [28℄ è äð. (ñì. îá�çîðû â ðàáîòàõ [14�16; 29�32℄).Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè óñòàíîâëåíî, ÷òî ìàòåìà�òè÷åñêóþ îñíîâó àíîìàëüíîé àâòîìîäåëüíîé äè���óçèè îáðàçóþò óðàâíåíèÿ â äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ,â ïðîñòûõ îäíîìåðíûõ ñëó÷àÿõ íàéäåíû èõ ðåøåíèÿè âûðàæåíû ÷åðåç H-�óíêöèè � �óíêöèè Ôîêñà,îáîáùàþùèå èçâåñòíûå G-�óíêöèè Ìåéåðà [33℄. Âíàøèõ ðàáîòàõ [34�46℄ áûëè ðàññìîòðåíû òðåõìåð�íûå ìîäåëè óñêîðåííîé äè��óçèè (ñóïåðäè��óçèè)è çàìåäëåííîé äè��óçèè (ñóáäè��óçèè), âûâåäåíûóðàâíåíèÿ, íàéäåíû èõ ðåøåíèÿ, ïðèâåäåíû ÷èñëåí�íûå ðåçóëüòàòû. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçà�ëè, îäíàêî, ÷òî ðàññìîòðåííûå ñëó÷àè (ñóïåðäè��ó�çèÿ êàê óñòîé÷èâîå Ëåâè-äâèæåíèå è ñóáäè��óçèÿêàê çàìåäëåííîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå) íå èñ÷åðïû�âàþò âñåõ âîçìîæíûõ ðåæèìîâ àíîìàëüíîé äè��ó�çèè. Óäàëîñü âûâåñòè îñíîâíûå óðàâíåíèÿ àíîìàëü�íîé äè��óçèè èç îáùèõ ïðèíöèïîâ, íå ïðèáåãàÿ êêîíêðåòíûì ìîäåëÿì, íàéòè èõ ðåøåíèÿ, îáðàçóþ�ùèå íîâûé êëàññ ðàñïðåäåëåíèé, íàçâàííûõ äðîá�íî-óñòîé÷èâûìè, è èññëåäîâàòü ñâîéñòâà ýòèõ ðåøå�íèé. Ýòè è ñâÿçàííûå ñ íèìè âîïðîñû è ñîñòàâëÿþòñîäåðæàíèå äàííîé ñòàòüè.2. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÅ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈßÍîðìàëüíàÿ èçîòðîïíàÿ äè��óçèÿ îïèñûâàåòñÿóðàâíåíèåì903



Â. Â. Ó÷àéêèí ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 4 (10), 2003�p(x; t)�t = D�p(x; t); x 2 Rm; (1)ãäå D � êîý��èöèåíò äè��óçèè, p(x; t) � ïëîò�íîñòü ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äè��óçè�îííîé ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè t. Ïðè íà÷àëüíîìóñëîâèè p(x; 0) = Æ(x) îíà èìååò âèäp(x; t) = (4�Dt)�m=2 exp�� r24Dt� ; r = jxj: (2)Îòìåòèì òðè îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ (2) óðàâíåíèÿ(1). Âî ïåðâûõ, îíî àâòîìîäåëüíî,p(x; t) = t�m=�gm(xt�1=�); � > 0; (3)âî-âòîðûõ, îíî îäíîðîäíî � â òîì ñìûñëå, ÷òî îïè�ñûâàåò îäíîðîäíûé âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå ìàð�êîâñêèé ïðîöåññ,p(x; t1 + t2) = Z p(x� x0; t1)p(x0; t2) dx0; (4)è, â-òðåòüèõ, îáëàäàåò êîíå÷íîé äèñïåðñèåé,Z jxj2p(x; t) dx <1: (5)Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå: åñëè ìû çàäàäèì ïðî�öåññ ñâîéñòâàìè (3)�(5), òî ñ íåîáõîäèìîñòüþ1) ïðè�äåì ê ðàñïðåäåëåíèþ (2), óäîâëåòâîðÿþùåìó óðàâ�íåíèþ (1). Çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ ïîäîáèÿ � = 2 ïðèýòîì òîæå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Òàêèì îáðà�çîì, âûðàæåíèÿ (3)�(5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêòðè ïîñòóëàòà (òðè àêñèîìû), îïðåäåëÿþùèå ðàñ�ñìàòðèâàåìûé ïðîöåññ. Ïðîöåäóðà îáîáùåíèÿ â òà�êîé ïîñòàíîâêå ñâîäèòñÿ ê îòêàçó îò îäíîé èëè äà�æå äâóõ àêñèîì, îãðàíè÷èâàþùèõ ðàññìàòðèâàåìûéêëàññ ïðîöåññîâ.Ïåðåéäåì îò ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé p(x; t) ê èõîáðàçàì Ôóðüå,~p(k; t) = Z exp(ik � x)p(x; t) dx;â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé íàçûâàåìûì õàðàêòåðèñòè÷å�ñêèìè �óíêöèÿìè. Òîãäà �îðìóëû (3) è (4) ïðèìóòâèä ~p(k; t) = ~gm(kt1=�); (6)~p(k; t1 + t2) = ~p(k; t1)~p(k; t2): (7)Îáúåäèíÿÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå~gm((t1 + t2)1=�k) = ~gm(t1=�1 k)~gm(t1=�2 k): (8)1) Ýòèì òðåáîâàíèÿì óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿ ñ ëþáûìèöåëûìè ñòåïåíÿìè ëàïëàñèàíà, íî óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíî�ñòè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè èñêëþ÷àåò âñå ñòåïåíè âûøå ïåð�âîé.

Ïîðîæäàåìàÿ òàêîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíê�öèåé ïëîòíîñòügm(x) = Z (2�)�m exp(�ik � x)~gm(k) dkíàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ óñòîé÷èâîãî ðàñïðåäåëåíèÿèëè óñòîé÷èâîé ïëîòíîñòüþ ñ ïîêàçàòåëåì � 2 (0; 2℄.Â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå óñòîé÷èâûå ðàñïðåäå�ëåíèÿ ÷àñòî íàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèÿìè Ëåâè èëè,åñëè ðå÷ü èäåò î ìíîãîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ, ðàñ�ïðåäåëåíèÿìè Ëåâè�Ôåëüäãåéìà [47℄.Ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (8), óäîâëåòâîðÿ�þùèõ íåîáõîäèìûì äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíê�öèé óñëîâèÿì ~gm(0) = 1 è j~gm(k)j � 1, çàïèñûâàåòñÿâ âèäå [48℄~gm(k;�;�(�)) == exp8<:� ZUm jk � uj�h1�i sign(k � u) tg ��2 i�(du)9=; ;(9)ãäå �(du) � ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà, ò. å. êîíå÷íàÿ ìå�ðà, çàäàííàÿ íà ñ�åðå Um åäèíè÷íîãî ðàäèóñà âm-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.Çíà÷åíèå � = 2 ñîîòâåòñòâóåò ãàóññîâó ðàñïðå�äåëåíèþ, çíà÷åíèÿ � < 2 ïîðîæäàþò áåñêîíå÷íîåìíîæåñòâî äðóãèõ ðàñïðåäåëåíèé. Âàæíåéøèì îò�ëè÷èåì èõ îò ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ áåñ�êîíå÷íîñòü äèñïåðñèè.Îäíîìåðíûì óñòîé÷èâûì ðàñïðåäåëåíèÿì ïîñâÿ�ùåíà ìîíîãðà�èÿ [47℄. Èõ (òî÷íåå, ñòðîãî óñòîé÷è�âûõ ðàñïðåäåëåíèé) õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿìîæåò áûòü çàïèñàíà â òàê íàçûâàåìîé �îðìå C:~g1(k;�; �) = expn�jkj� exp��i�2�� sign k�o ;ãäå j�j � �� = min�1; 2� � 1�� ïàðàìåòð àñèììåòðèè.Èç ìíîãîìåðíûõ áîëåå èëè ìåíåå ïîäðîáíî èçó�÷åíû ñèììåòðè÷íûå, òî÷íåå, öåíòðàëüíî-ñèììåò-ðè÷íûå óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõg(x) = g(�x) [48℄. Ïîäìíîæåñòâîì ñèììåòðè÷�íûõ ðàñïðåäåëåíèé ÿâëÿþòñÿ èçîòðîïíûå óñòîé�÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà êîòîðûõ�0(du) = C du ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà ïî ñ�åðåUm, à õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ (ïðè ñïåöèàëü�íîì âûáîðå ïîñòîÿííîé C) èìååò âèä~gm(k;�;�0(�)) � ~gm(k;�) = expf�jkj�g:904
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�èñ. 1. �ðà�èêè îäíîìåðíûõ óñòîé÷èâûõ (òîíêàÿ ëèíèÿ) è äðîáíî-óñòîé÷èâûõ (æèðíàÿ ëèíèÿ) ïëîòíîñòåé, ñîîò-âåòñòâåííî, g1(x;�; �) è q1(x;�; 1=2; �)Ïðè � = 2 ìû óçíàåì çäåñü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ�óíêöèþ èçîòðîïíîãî ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ (2),ñëó÷àé � = 1 ñîîòâåòñòâóåò m-ìåðíîìó ðàñïðåäåëå�íèþ Êîøè:gm(x; 1) = ��m+ 12 � [�(1 + r2)℄�(m+1)=2; r � jxj:Îñòàëüíûå èçîòðîïíûå ïëîòíîñòè íå âûðàæàþòñÿ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè.Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, äèñïåðñèÿ, à ñëåäî�âàòåëüíî, è âñå âûñøèå ìîìåíòû óñòîé÷èâûõ ðàñ�ïðåäåëåíèé áåñêîíå÷íû � ýòî ñâÿçàíî ñ ïîâåäåíèåìïëîòíîñòåé íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Â îòëè÷èå îòíîðìàëüíîãî ñëó÷àÿ, ïðè � 6= 2 èìååìgm(x;�) / r���m; r !1:Åùå îäíà âàæíàÿ îñîáåííîñòü íåãàóññîâûõ èçî�

òðîïíûõ ðàñïðåäåëåíèé: ïðîåêöèè X1; : : : ; Xm îïè�ñûâàåìûõ èìè ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ X êîððåëèðó�þò ìåæäó ñîáîé, êîððåëÿöèÿ èñ÷åçàåò òîëüêî ïðè� = 2. ×òîáû ïîëó÷èòü ñèììåòðè÷íîå óñòîé÷è�âîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íåçàâèñèìûìè ïðîåêöèÿìè ïðè� < 2, íåîáõîäèìî ñïåêòðàëüíóþ ìåðó ñîñðåäîòî�÷èòü â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ�åðû Um ñ îñÿìè êîîð�äèíàò (� = �1). Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå íå èçîòðîïíî,åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ èìååò âèä~gm(k;�;�1(�)) = exp f�jk1j� � : : :� jkmj�g ;k = fk1; : : : ; kmg:Ïðè çíà÷åíèÿõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ�, îòëè÷íûõ îò 2 è 1, ïëîòíîñòè ñèììåòðè÷íûõóñòîé÷èâûõ ðàñïðåäåëåíèé íàõîäÿòñÿ ÷èñëåííûìèìåòîäàìè [45; 46℄. Íà ðèñ. 1 (òîíêèå ëèíèè) è 2905
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0 x�èñ. 2. Îäíîìåðíûå ñèììåòðè÷íûå óñòîé÷èâûåðàñïðåäåëåíèÿ g1(x;�); � = 0:25, 0:50, 0:75, 1:0,1:25, 1:50, 1:75, 2:0ïîêàçàíû ãðà�èêè íåêîòîðûõ îäíîìåðíûõ óñòîé÷è�âûõ ïëîòíîñòåé, íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû äâóìåðíûåóñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿ (à � ðàñïðåäåëåíèÿ ïåð�âîãî, èçîòðîïíîãî, òèïà, á � âòîðîãî òèïà, ñ íåçàâè�ñèìûìè êîìïîíåíòàìè).Îòêðûòèå Ëåâè êëàññà óñòîé÷èâûõ ðàñïðåäåëå�íèé ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé âåõîé èñòîðèè òåîðèè âå�ðîÿòíîñòåé äâàäöàòîãî âåêà. Äåëî â òîì, ÷òî îíèè òîëüêî îíè ìîãóò ñëóæèòü ïðåäåëüíûìè ðàñïðå�äåëåíèÿìè â ñõåìå ñóììèðîâàíèÿ íåçàâèñèìûõ ñëó�÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðè ýòîì öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿòåîðåìà, îñíîâàííàÿ íà òðåáîâàíèè êîíå÷íîñòè äèñ�ïåðñèé ñëó÷àéíûõ ñëàãàåìûõ, îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àéñëàãàåìûõ ñ áåñêîíå÷íûìè äèñïåðñèÿìè. Ýòà îáîá�ùåííàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà è ëåæèò â îñíîâå ìàòå�ìàòèêè àíîìàëüíîé äè��óçèè.3. Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÀÍÎÌÀËÜÍÎÉÄÈÔÔÓÇÈÈÏîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (9) â (6), äè��åðåíöè�ðóÿ ïî âðåìåíè è ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå~p(k; 0) = 1, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ äëÿ õàðàêòåðè�ñòè÷åñêîé �óíêöèè èñêîìîé ïëîòíîñòè:�~p(k; t)�t = ~L(�;�(�))~p(k; t) + Æ(t); (10)ãäå

~L(�;�(�)) = � ZUm jk � uj� h1�i sign(k � u) tg ��2 i�(du)� �óðüå-îáðàç íîâîãî, îáîáùåííîãî îïåðàòîðà äè���óçèè L(�;�(�)). Âïåðâûå ýòîò îïåðàòîð, òî÷íåå, åãî÷àñòíûé òèï � äëÿ èçîòðîïíîé äè��óçèè â òóðáó�ëåíòíîé ñðåäå (�(��)�=2 â ñîâðåìåííûõ îáîçíà÷å�íèÿõ) � áûë ââåäåí Ìîíèíûì â ðàáîòå [23℄. Âûïîë�íèâ �îðìàëüíî îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, èçóðàâíåíèÿ (10) ïîëó÷èì�p(x; t)�t = L(�;�(�))p(x; t) + Æ(x)Æ(t): (11)Óðàâíåíèå (11), â êîòîðîì � 2 (0; 2℄, ïðè � 6= 2 îïè�ñûâàåò ðåæèì ñóïåðäè��óçèè (íàçûâàåìûé òàêæåïîëåòàìè Ëåâè). Ýòî âèäíî íåïîñðåäñòâåííî èç âû�ðàæåíèÿ (3): øèðèíà äè��óçèîííîãî ïàêåòà ðàñòåòñî âðåìåíåì êàê t1=�, ÷òî ïðè � < 2 äàåò áîëåå áû�ñòðûé ðîñò, ÷åì â íîðìàëüíîì (t1=2) ñëó÷àå.Åñëè ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ àâòîìîäåëüíî�ñòè (3) ïðè ïðîèçâîëüíîì ïîëîæèòåëüíîì H ,p(x; t) = t�mHf(xt�H); H � !�;ñîõðàíèâ â óðàâíåíèè îïåðàòîð L(�;�(�)), íî îòêà�çàâøèñü îò îäíîðîäíîñòè (4), òî ïðèäåì ê óðàâíå�íèþ�!p(x; t)�t! = L(�;�(�))p(x; t) ++ t�!�(1� !)Æ(x); ! � 1 (12)ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé �èìàíà�Ëèóâèëëÿ â ëåâîé÷àñòè. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ�!�1Æ(t)�t!�1 = t�!�(1� !) ;ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà�ïëàñà, óðàâíåíèå (12) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ââèäå �p(x; t)�t = �1�!�t1�!L(�;�(�))p(x; t) + Æ(t)Æ(x):Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (12) ïðèíèìàåò âèä�!p(x; t)�t! = �D(��)�=2p(x; t) ++ t�!�(1� !)Æ(x); ! � 1: (13)Òåïåðü ïîêàçàòåëü H ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ,ìåíüøèå 1/2 (ðåæèì ñóáäè��óçèè), à òàêæå ðàâ�íÿòüñÿ 1/2 ïðè � 6= 2 (êâàçèíîðìàëüíàÿ äè��ó�çèÿ � íåãàóññîâ ïàêåò, ðàñøèðÿþùèéñÿ ñ íîðìàëü�íîé ñêîðîñòüþ).906
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�èñ. 3. Äâóìåðíûå ñèììåòðè÷íûå óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿ (à, á ) è äðîáíî-óñòîé÷èâûå (â, ã) ïëîòíîñòè;à, â � èçîòðîïíûå ïëîòíîñòè (� = �0); á, ã � ïëîòíîñòè ñ íåçàâèñèìûìè ïðîåêöèÿìè óñòîé÷èâîãî âåêòîðà(� = �1)Âïåðâûå äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â òåîðèè äè���óçèîííûõ ïðîöåññîâ ïîÿâëÿåòñÿ â ðàáîòå [24℄. Ååñâÿçü ñ ìèêðîñêîïè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñðå�äû îáñóæäàåòñÿ â ðàáîòàõ [39�41℄. Ïîäðîáíîå èçëî�æåíèå äðîáíîãî èíòåãðîäè��åðåíöèðîâàíèÿ ìîæíîíàéòè â [49℄.4. Ä�ÎÁÍÎ-ÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÅ�ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈßÏðè ! ! 1 èìååìt�!�(1� !) ! Æ(t)è óðàâíåíèå (12) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå (11). Îáîçíà�÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12) ÷åðåç p(x; t;�; !;�(�)),åãî ïðåäåë ïðè ! ! 1 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óñòîé÷èâóþïëîòíîñòü gm(x;�;�(�)) ñëåäóþùèì îáðàçîì:p(x; t;�; 1;�(�)) = t�m=�gm(xt�1=�;�;�(�)):�åøåíèå óðàâíåíèÿ (12) ïðè ! 6= 1 ìîæíî ïîëó�÷èòü, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî âðåìå�íè, êàê ýòî ñäåëàíî â ðàáîòå [41℄ äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ� = 2. Â èòîãå ïîëó÷èìp(x; t;�; !;�(�)) = t�m!=�qm(xt�!=�;�; !;�(�));ãäå

qm(x;�; !;�(�)) == 1Z0 gm(x�!=�;�;�(�))g+1 (� ;!)�m!=�d� (14)� m-ìåðíàÿ ïëîòíîñòü äðîáíî-óñòîé÷èâîãî ðàñïðå�äåëåíèÿ. Âõîäÿùàÿ â ýòî îïðåäåëåíèå �óíêöèÿ g+1ÿâëÿåòñÿ îäíîñòîðîííåé (ðàâíîé íóëþ íà îòðèöà�òåëüíîé ïîëóîñè) óñòîé÷èâîé ïëîòíîñòüþ, òðàíñ��îðìàíòà Ëàïëàñà êîòîðîé èìååò âèä1Z0 e���g+1 (� ;!) d� = e��! ; 0 < ! � 1:Ïðè ! ! 1 �óíêöèÿ g+1 (�; !) ! Æ(� � 1) è äðîá�íî-óñòîé÷èâîå ðàñïðåäåëåíèå (14) ïåðåõîäèò â óñòîé�÷èâîå: qm(x;�; 1;�(�)) = gm(x;�;�(�)):Âïåðâûå îäíîìåðíûé âàðèàíò äðîáíî-óñòîé÷è-âîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (14) áûë ïîëó÷åí êàê ïðåäåë ñõå�ìû áëóæäàíèé â ðàáîòå [50℄ è êàê ðåøåíèå óðàâíå�íèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè � â [51℄, ñàì æå òåð�ìèí ¾äðîáíî-óñòîé÷èâûå¿ ïðåäëîæåí â íàøåé ðàáî�òå [44℄. Ïîÿñíèì åãî ïðîèñõîæäåíèå. Ïóñòü S+(!) �ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à S(�;�(�)) � m-ìåðíûé ñëó�÷àéíûé âåêòîð ñ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèé, ñîîò�âåòñòâåííî, g+1 (t; !) è gm(x;�;�(�)). �àññìîòðèì ñëó�÷àéíûé âåêòîð907



Â. Â. Ó÷àéêèí ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 4 (10), 2003Z(�; !;�(�); �) = S(�;�(�))[S+(!)℄� ; (15)êîòîðûé åñòåñòâåííî íàçâàòü äðîáíî-óñòîé÷èâûì.Åãî ïëîòíîñòü âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óñòîé÷èâûå ïëîò�íîñòè ñîîòíîøåíèåìpZ(z;�; !;�(�); �) == 1Z0 dt ZRm dx gm(x;�;�(�))g+1 (� ;!)Æ �z� x�� � :Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x îíà ïðèíèìàåò âèäpZ(z;�; !;�(�); �) == 1Z0 gm(z��;�;�(�))g+1 (� ;!) d�: (16)Ñîïîñòàâëÿÿ (16) ñ (14), íàõîäèì, ÷òîqm(x;�; !;�(�)) = pZ �z;�; !;�(�); !�� :Ýòà ñâÿçü è îïðàâäûâàåò ââåäåííûé òåðìèí. Ñîîòíî�øåíèå æå (15), ïðèíèìàþùåå â äàííîì ñëó÷àå âèäZ��; !;�(�); !�� � Y(�; !; �(�)) = S(�;�(�))[S+(!)℄!=� ;äàåò àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâY(�; !; �(�)) ñ äðîáíî-óñòîé÷èâûì ðàñïðåäåëåíèåì(àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ èçîòðîïíî ðàñïðåäåëåí�íûõ óñòîé÷èâûõ âåêòîðîâ è ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñîäíîñòîðîííèì óñòîé÷èâûì ðàñïðåäåëåíèåì îïèñà�íû â ðàáîòàõ [48; 52; 53℄).Èçîòðîïíûå äðîáíî-óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿóäîáíî õàðàêòåðèçîâàòü ðàäèàëüíûìè �óíêöèÿìè	(�;!)m (r) � qm(x;�; !;�0(�)); r = jxj:Èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà è ïðåäñòàâëåíèÿ ÷åðåç ñïåöè�àëüíûå �óíêöèè [43; 46℄ ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè.Îäíîìåðíûå äðîáíî-óñòîé÷èâûå ïëîòíîñòè ïîêàçà�íû íà ðèñ. 1 (æèðíûå ëèíèè) â ñîïîñòàâëåíèè ñóñòîé÷èâûìè (òîíêèå ëèíèè). Ïðèìåðû èçîòðîïíîãîè àíèçîòðîïíîãî äâóìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîêàçà�íû íà ðèñ. 3â, ã, ãðà�èêè ðàäèàëüíûõ �óíêöèé ìíî�ãîìåðíûõ èçîòðîïíûõ äðîáíî-óñòîé÷èâûõ ðàñïðåäå�ëåíèé ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.Íèæå ìû ðàññìîòðèì êîíêðåòíûå çàäà÷è, ïðèâî�äÿùèå ê äðîáíî-óñòîé÷èâûì ðàñïðåäåëåíèÿì.

5. Ï�ÈÌÅÍÅÍÈß Ä�ÎÁÍÎ-ÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÕ�ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈÉ5.1. Ñóïåðäè��óçèÿ è òóðáóëåíòíîñòüÏåðâàÿ ìîäåëü ñóïåðäè��óçèè (òóðáóëåíòíàÿäè��óçèÿ) ïîÿâèëàñü â ñåðåäèíå 20-õ ãîäîâ [1℄.Òóðáóëåíòíàÿ äè��óçèÿ îáúÿñíÿåòñÿ äåéñòâèåì íàïðîáíûå ÷àñòèöû ñóùåñòâóþùèõ â òóðáóëåíòíîéñðåäå âèõðåé ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ. �àññòîÿíèå ìåæ�äó ëþáûìè äâóìÿ òàêèìè ÷àñòèöàìè ñóùåñòâåííîìåíÿåòñÿ ëèøü ïîä äåéñòâèåì âèõðåé, ðàçìåðû êî�òîðûõ ñîèçìåðèìû ñ ýòèì ðàññòîÿíèåì. Ñ òî÷êè çðå�íèÿ êëàññè÷åñêîé äè��óçèè ýòî îçíà÷àëî áû çàâè�ñèìîñòü êîý��èöèåíòà äè��óçèè D îò ðàññòîÿíèÿr = jxj ìåæäó ýòèìè ÷àñòèöàìè. Ýòà èäåÿ è áû�ëà ðåàëèçîâàíà �è÷àðäñîíîì, çàïèñàâøèì óðàâíå�íèå äè��óçèè â âèäå�p�t = r [D (r)rp(x; n)℄ñ êîý��èöèåíòîì D (r) = ar ;  = 4=3. Ýòîò ¾çàêîí÷åòûðåõ òðåòüèõ¿ áûë çàòåì òåîðåòè÷åñêè ïîëó÷åíâ ðàáîòàõ Êîëìîãîðîâà è Îáóõîâà [54; 55℄ êàê ñëåä�ñòâèå ãèïîòåçû ñàìîïîäîáèÿ ëîêàëüíî-èçîòðîïíîéòóðáóëåíòíîñòè, îïðåäåëÿåìîé åäèíñòâåííîé ðàç�ìåðíîé õàðàêòåðèñòèêîé � ñêîðîñòüþ äèññèïàöèèòóðáóëåíòíîé ýíåðãèè. �åøåíèå óðàâíåíèÿ ñ òàêèìêîý��èöèåíòîì äè��óçèè èìååò âèäp(r; t) = A(at)9=2 exp��9r2=34at � ;ãäå A � íîðìèðîâî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òàêèì îáðà�çîì, â ïîëóýìïèðè÷åñêîé òåîðèè �è÷àðäñîíà øè�ðèíà ïàêåòà ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî t3=2, ðàñïðå�äåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà îêàçûâàåòñÿ íåãàóññî�âûì, îòäåëüíûå êîìïîíåíòû íåêîððåëèðîâàíû, íîíå íåçàâèñèìû, ìîìåíòû âñåõ ïîðÿäêîâ êîíå÷íû.Ìîíèí [23℄ ðàçâèë àëüòåðíàòèâíóþ ìîäåëü, ñî�õðàíèâ îäíîðîäíîñòü ïðîöåññà (ò. å. ïîñòîÿíñòâî ¾êî�ý��èöèåíòà äè��óçèè¿), íî âèäîèçìåíèâ äè��óçè�îííûé îïåðàòîð òàê, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíê�öèÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòà�ëà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ�~p (k; t)�t = �k2=3~p (k; t) :Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðèâîäèò ê óðàâíå�íèþ äëÿ ïëîòíîñòè p(x; t) ñ äðîáíûì ëàïëàñèàíîì:�p(x; t)�t = �(��)�=2p(x; t);908
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�èñ. 4. �àäèàëüíûå �óíêöèè èçîòðîïíûõ äðîáíî-óñòîé÷èâûõ ðàñïðåäåëåíèé: à � 	(2;1)m (r), á � 	(2;1=2)m (r),â � 	(1;1)m (r), ã � 	(1;1=2)m (r); m = 1 (1 ), 2 (2 ), 3 (3 ), 4 (4 )ãäå � = 2=3. �åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìóñëîâèåì p(x; 0) = Æ(x) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èçîòðîï�íóþ óñòîé÷èâóþ ïëîòíîñòü 	(2=3;1)3 ñëåäóþùèì îá�ðàçîì:p(x; t) = t�3	(2=3;1)3 (rt�3=2) == Br�3 exp� 227 (bt)3r2 �W�3=2;1=6 � 427 (bt)3r2 � ;
ãäå B � íîðìèðîâî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ, W�;�(x) ��óíêöèÿ Óèòòåêåðà [56℄.Èç ýòèõ ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò, ÷òî â öåíòðå òðåõìåð�íîãî äè��óçèîííîãî îáëàêà êîíöåíòðàöèÿ óáûâàåòñî âðåìåíåì ïðîïîðöèîíàëüíî t�9=2, ëèíåéíûå ðàç�ìåðû îáëàêà ðàñòóò ïðîïîðöèîíàëüíî t3=2 (êàê è âòåîðèè �è÷àðäñîíà), îáëàêî âûãëÿäèò áîëåå ðàçìà�çàííûì, ÷åì â êëàññè÷åñêîé äè��óçèè, åãî ïëîò�íîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ àñèìïòîòèêîé r�11=3, âñå ìî�ìåíòû ÷åòíûõ ïîðÿäêîâ áåñêîíå÷íû.909



Â. Â. Ó÷àéêèí ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 4 (10), 20035.2. Ïåðêîëÿöèÿ è ñóáäè��óçèÿÏîíÿòèå ïåðêîëÿöèè áûëî ââåäåíî â ðàáîòå [57℄äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îïðåäåëåííîãî êðóãà ÿâëåíèé (ïðî�òåêàíèÿ, ïðîñà÷èâàíèÿ, �èëüòðàöèè), ïðåäñòàâëÿâ�øèõñÿ òîãäà â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðîòèâîïîëîæíû�ìè äè��óçèîííûì. Ïåðêîëÿöèÿ îáîçíà÷àëà ðåãó�ëÿðíîå äâèæåíèå æèäêîñòè (ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà èò. ä.) â ñëó÷àéíîé ñðåäå, òîãäà êàê äè��óçèÿ ñâÿ�çûâàëàñü ñî ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì ÷àñòèö â îä�íîðîäíîé (â ñðåäíåì) ñðåäå. �àçâèâàåìàÿ â íàñòî�ÿùåå âðåìÿ ìîäåëü àíîìàëüíîé äè��óçèè ïîçâîëÿ�åò â ðàìêàõ åäèíîãî �îðìàëèçìà îïèñàòü îáû÷íóþäè��óçèþ, äè��óçèþ â òóðáóëåíòíîé ñðåäå (óñêî�ðåííóþ äè��óçèþ � ñóïåðäè��óçèþ) è ïåðêîëÿ�öèþ (çàìåäëåííóþ äè��óçèþ � ñóáäè��óçèþ).Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü ïåðêîëÿöèè îñíîâûâàåòñÿíà äâóìåðíîé êâàäðàòíîé ðåøåòêå ñ ÷èñëîì óçëîâL � L. Êàæäûé èç åå óçëîâ ìîæåò áûòü ëèáî ïðî�âîäÿùèì ñ âåðîÿòíîñòüþ p, ëèáî íåïðîâîäÿùèì ñâåðîÿòíîñòüþ q = 1 � p, íåçàâèñèìî îò äðóãèõ óç�ëîâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì àëãîðèòìîì îáðàáàòûâà�þòñÿ âñå óçëû ðåøåòêè. Ïðè ìàëûõ p íàáëþäàþòñÿëèøü ðàçðîçíåííûå êëàñòåðû, íå ñâÿçûâàþùèå ïðî�òèâîïîëîæíûå ñòîðîíû êâàäðàòà. Ñ óâåëè÷åíèåì pðàñòåò âåðîÿòíîñòü ïåðêîëÿöèè � ïîÿâëåíèÿ áîëü�øèõ êëàñòåðîâ, ñîåäèíÿþùèõ ïðîòèâîïîëîæíûå ñòî�ðîíû ðåøåòêè (ñòÿãèâàþùèå êëàñòåðû). Íå âäàâà�ÿñü â äàëüíåéøèå ïîäðîáíîñòè, îòìåòèì, ÷òî íàðÿäóñî ñòÿãèâàþùèìè êëàñòåðàìè ñóùåñòâóþò òóïèêî�âûå âåòâè (¾ìåðòâûå âåòâè¿), äâèãàÿñü ïî êîòîðûìíåâîçìîæíî äîñòè÷ü ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû. Åñ�ëè âçÿòü ïðîâîäÿùèé êëàñòåð çà åãî êîíöû è âûòÿ�íóòü (ìûñëåííî) â ïðÿìîé îòðåçîê îñè x, à òóïèêî�âûå âåòâè ðàñïîëîæèòü ïåðïåíäèêóëÿðíî ýòîé îñè,òî ïîëó÷èì ¾ãðåáåøêîâóþ¿ ñòðóêòóðó. Ýòà ñòðóê�òóðà çàìå÷àòåëüíà òåì, ÷òî îáû÷íîå äè��óçèîííîåäâèæåíèå ÷àñòèöû âäîëü åå ëèíèé ïðèâîäèò ê çàìåä�ëåííîé äè��óçèè åå x-êîîðäèíàòû. Äåéñòâèòåëü�íî, åñëè ïðåíåáðå÷ü îãðàíè÷åííîñòüþ òóïèêîâîé ëè�íèè, òî âðåìÿ âîçâðàùåíèÿ äè��óíäèðóþùåé âäîëüíåå ÷àñòèöû, ò. å. âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ x-êîîðäèíàòûâ ëîâóøêå, îêàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåííûì ïî çàêîíóg+1 (t; 1=2). Óðàâíåíèå äëÿ äè��óçèè x-êîîðäèíàòû,�1=2p(x; t)�t1=2 = D�2p(x; t)�x2 + 1p�tÆ(x);áûëî âïåðâûå ïîëó÷åíî â ðàáîòå [58℄, à åãî ðåøå�íèå [59℄ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äðîáíî-óñòîé÷èâîå ðàñ�ïðåäåëåíèåp(x; t) = (Dt1=2)�1=2	(2;1=2)1 (x(Dt1=2)1=2):

Â îáçîðå [15℄ ïðèâîäèòñÿ áîëüøîé ñïèñîê ÿâëå�íèé, íàõîäÿùèõ èñòîëêîâàíèå â ðàìêàõ ïåðêîëÿöè�îííîé ìîäåëè � ïðûæêîâàÿ ïðîâîäèìîñòü â ïîëó�ïðîâîäíèêàõ, ãåëåîáðàçîâàíèå â ïîëèìåðàõ, ëîêàëè�çàöèÿ ýëåêòðîíîâ â íåóïîðÿäî÷åííûõ ïîòåíöèàëàõ,êâàíòîâûé ý��åêò Õîëëà, ïåðåõîäû Äæîçå�ñîíà,ïåðåõîäû ãàç�æèäêîñòü â êîëëîèäàõ, ïåðåíîñ ïëàç�ìû â ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ è òàê äàëåå,âïëîòü äî ëåñíûõ ïîæàðîâ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýïè�äåìèé.5.3. Ôðàêòàëüíûå áëóæäàíèÿ â ñðåäå ñïàìÿòüþÎ÷åíü âàæíîé â ïðèêëàäíîì îòíîøåíèèÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ïðîáëåìà Ìîíòðîë-ëà�Âåéññà: îïðåäåëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòp(x; t);x 2 Rm, ÷àñòèöû, ñîâåðøàþùåé ìãíîâåí�íûå ñëó÷àéíûå ñêà÷êè R1;R2; : : : ;Rj ; : : : 2 Rm,ðàçäåëåííûå ñëó÷àéíûìè èíòåðâàëàìè âðåìåíèT1; T1+T2; : : : ; T1+T2+Tj ; : : : ; Ti 2 R1+. Ñëó÷àéíûåïåðåìåííûå Ri è Ti íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà èìåæäó ñîáîé, è èõ ïëîòíîñòè p(x) è q(t) íå çàâèñÿò,ñîîòâåòñòâåííî, îò âðåìåíè è êîîðäèíàò. Ìíî�ãî÷èñëåííûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèé ýòîé çàäà÷è êêîíêðåòíûì �èçè÷åñêèì è áèîëîãè÷åñêèì ñèñòåìàììîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [14�16; 30�32; 39; 60℄. Ìûðàññìîòðèì çäåñü ñïåöèàëüíûé âàðèàíò ýòîé ìîäå�ëè, êîãäà ïëîòíîñòè p(x) è q(t) õàðàêòåðèçóþòñÿàñèìïòîòèêàìè ñòåïåííîãî âèäàZjxj>r p(x) dx � Ar��; r !1; 0 < � < 2è 1Zt q(�) d� � Bt�!; t!1; 0 < ! < 1:Îáà ýòèõ óñëîâèÿ èíòåðïðåòèðóþòñÿ â òåðìèíàõ�ðàêòàëüíîé êèíåòèêè: ïåðâîå õàðàêòåðèçóåò ñàìî�ïîäîáíóþ íåîäíîðîäíîñòü ñðåäû, âòîðîå � íàëè÷èåñïåöèàëüíîãî âèäà ïàìÿòè (ñòåïåííîé òèï ðàñïðåäå�ëåíèé îçíà÷àåò îòñóòñòâèå õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ,îòñþäà è ñàìîïîäîáèå).Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå�Ëàïëàñà èñêîìîãî ðàñ�ïðåäåëåíèÿ,~p(k; �) = ZRm dx 1Z0 dt exp(ik � x� �t)p(x; t); k 2 Rm;ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé òðàíñ�îðìàíòå äëÿ ÷àñòè�910



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 4 (10), 2003 Àíîìàëüíàÿ äè��óçèÿ è äðîáíî-óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿöû, íà÷èíàþùåé ñâîþ èñòîðèþ ñ îæèäàíèÿ â íà÷àëåêîîðäèíàò (x = 0, t = 0):~p(k; �) = 1� ~q(�)�h1� ~p(k)~q(�)i :Áóäåì äàëåå ïîëàãàòü óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèåñêà÷êîâ èçîòðîïíûì, òàê ÷òî ~p(k) çàâèñèò òîëüêîîò ìîäóëÿ jkj = k.Ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ, êîãäà ÷àñòèöà ñîâåðøà�åò ìíîãî ñêà÷êîâ è ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèåâåðîÿòíîñòåé ñòàíîâèòñÿ øèðîêèì, ïëîòíîñòüp(x; t) = i�1(2�)�m�1 ZRm dk ZL d� exp(ik�x+�t)~p(k; �)îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì òðàíñ�îðìàíòû ~p(k; �) âîáëàñòè ìàëûõ k è �, ãäå [42℄1�~p(k) � A0k�; k! 0; A0 = 2��A�(m=2)�(1��=2)�(m=2+�=2) ;1� q(�) � B0�!; �! 0; B0 = �(1� !)B:Îòñþäà ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå~pas(k; �) = �!�1�! +Dk� ; D = A0B0 ;êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå~pas(k; �) = �!�1 1Z0 expn�(�! +Dk�)yody:Îáðàùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà,~pas(k; t) = 1Z0 dy exp(�Dk�y)(2�i)�1 �� ZL d��!�1 exp��t� �!y�;èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì,ZL d��!�1 exp(�t � �!y) == �(!y)�1 ZL exp(�t)d exp(��!y) == t(!y)�1 ZL exp(��!y + �t) d�;è äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííîés = y1=!�;

ïîëó÷àåì~pas(k; t) = !�1t 1Z0 dy exp(�Dk�y)y�1�1=! �� 24(2�i)�1 ZS exp(sy�1=!t� s!) ds35 :Êâàäðàòíûå ñêîáêè ñîäåðæàò îäíîñòîðîííþþ óñòîé�÷èâóþ ïëîòíîñòü g+1 (ty�1=!; !):~pas(k; t) = 1Z0 exp��Djkj�t!�! � g+1 (� ;!) d�:Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äàåòpas(x; t) = (Dt!)�m=�	(�;!)m �jxj(Dt!)�1=��; (17)ãäå	(�;!)m (r) = 1Z0 gm�r�!=�;��g(!;1)1 (�)�m!=�d�: (18)Êàê âèäèì, àñèìïòîòèêà ðàñïðåäåëåíèÿ âûïîëíÿþ�ùåé �ðàêòàëüíûå áëóæäàíèÿ ÷àñòèöû âûðàæàåòñÿ÷åðåç äðîáíî-óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿ (ïðèìåðíîòàêèì ïóòåì îíè è áûëè ïîëó÷åíû â îäíîìåðíîé çà�äà÷å [50℄).5.4. Äè��óçèÿ íà îäíîìåðíîì �ðàêòàëüíîìãàçåÂ ðàáîòå [61℄ ñëó÷àéíîå ðàñïðåäåëåíèå fXjg == : : : ; X�2; X�1; X0; X1; X2; : : : òî÷å÷íûõ àòîìîâ íàïðÿìîé, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè1) X0 = 0,2) Xi < Xj , åñëè i < j,3) Xj �Xj�1 = Rj � âçàèìíî-íåçàâèñèìûå, îäè�íàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ îá�ùåé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), íàçâàíî îäíî�ìåðíûì ëîðåíö-ãàçîì.Âûáèðàÿ ðàçíûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x),ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå ìîäåëè ñëó÷àéíîé ñðå�äû. Òàê, èñïîëüçîâàíèå ñòóïåí÷àòîé �óíêöèè Õýâè�ñàéäà F (x) = ( 0; x < a;1; x � aäàåò îäíîìåðíóþ äåòåðìèíèðîâàííóþ ðåøåòêó, ýêñ�ïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèåF (x) = 1� exp(��x)911



Â. Â. Ó÷àéêèí ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 4 (10), 2003ïðèâîäèò ê íåçàâèñèìî ðàñïðåäåëåííûì àòîìàì(ïóàññîíîâñêàÿ ìîäåëü).Â ëþáîì ñëó÷àå, åñëè ñðåäíåå çíà÷åíèå R êîíå÷�íî, â àñèìïòîòèêå áîëüøèõ x ïîëó÷àåì hN(x)i / xè îòíîñèòåëüíûå �ëóêòóàöèè �(x)=hN(x)i ! 0. Ýòîçíà÷èò, ÷òî, åñëè f(N(x); x) � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ�óíêöèÿ ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé N , òî ïðè x ! 1f(N(x); x)! f(hN(x)i; x), ò. å. ñ óâåëè÷åíèåì òîëùè�íû ñëîÿ x ïðîèñõîäèò ñàìîóñðåäíåíèå:hf(N(x); x)i ! f(hN(x)i; x):Ïóñòü òåïåðü1� F (x) � A�(1� �)x��; x!1; � < 1:Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìèáåñêîíå÷íî, ðåàëüíûå æå ðàññòîÿíèÿ áóäóò êîíå÷íû�ìè â ëþáîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé ñðåäû. Áåñêîíå÷�íîñòü ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ R ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íàâñåõ ìàñøòàáàõ áóäóò íàáëþäàòüñÿ ïóñòîòû âïåðå�ìåæêó ñî ñãóùåíèÿìè, ò. å. ïåðåìåæàåìîñòü. Ïðèìå�íåíèå îáîáùåííîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû ïðèâîäèò êñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:nXi=1 W (i; x) � zZ0 w�(z) dz; x!1;ãäå z = n=hN(x)i, àw�(z) = z�1�1=���(1 + �)g+1 � z�1=��(1 + �) ;�� :Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòà ìîäåëü ëîðåíö-ãàçà îá�ëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.1. Âñå àòîìû ðàâíîïðàâíû è âñå ïðîöåññû N(x)ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè àòîìàìè ñòàòèñòè÷åñêèýêâèâàëåíòíû: N d= N(x).2. Ñðåäíåå (ïî àíñàìáëþ) ÷èñëî àòîìîâ ðàñòåò ñòîëùèíîé ñëîÿ, îòñ÷èòûâàåìîé îò îäíîãî èç íèõ, ïîñòåïåííîìó çàêîíóhN(x)i � N1x�; 0 < � < 1:3. Îòíîñèòåëüíûå �ëóêòóàöèè ÷èñëà àòîìîâ âýòîì ñëîå íå óáûâàþò ñ óâåëè÷åíèåì åãî òîëùèíû,à ñòðåìÿòñÿ ê ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå.Ýòè ñâîéñòâà è äàþò îñíîâàíèå íàçâàòü ïîëó�÷åííóþ ñòðóêòóðó ñòîõàñòè÷åñêèì �ðàêòàëîì èëè�ðàêòàëüíûì ãàçîì � ñàìîïîäîáíûì (â âåðîÿòíîñò�íîì ñìûñëå) ìíîæåñòâîì ñ �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíî�ñòüþ �. Äëÿ �ðàêòàëüíîãî ãàçà èìååò ìåñòî ñîîòíî�øåíèå hf(N(x); x)i � 1Z0 f(N1x�z; x)w�(z) dz

ïðè x!1. Îíî óêàçûâàåò íà îòñóòñòâèå ñàìîóñðåä�íÿåìîñòè íà �ðàêòàëüíûõ ñòðóêòóðàõ � ãëàâíîå îò�ëè÷èå áëóæäàíèé íà �ðàêòàëàõ îò áëóæäàíèé â ðå�ãóëÿðíîé ñðåäå.Ïîñòðîèì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñëó÷àéíîå ìíî�æåñòâî òî÷åê fTjg íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè âðåìå�íè, õàðàêòåðèçóþùåå ñëó÷àéíûå ìîìåíòû ìãíîâåí�íîãî ïåðåñêîêà áëóæäàþùåé ÷àñòèöû ñ îäíîãî àòî�ìà íà äðóãîé, ñîñåäíèé. Ñëó÷àéíûå èíòåðâàëû âðå�ìåíè ìåæäó ýòèìè ñîáûòèÿìè áóäåì ñ÷èòàòü íåçàâè�ñèìûìè è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñ �óíêöèåéðàñïðåäåëåíèÿ Q(t). ÅñëèQ(t) = 1� exp(��t); � > 0;òî ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî fTig îáðàçóåò îäíîðîäíûéïóàññîíîâñêèé ïîòîê. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòüñîâåðøåíèÿ ÷àñòèöåé ñêà÷êà â èíòåðâàëå (t; t+dt) íåçàâèñèò îò ìîìåíòà åå ïðåäûäóùåãî ñêà÷êà, äðóãè�ìè ñëîâàìè, ÷àñòèöà íå îáëàäàåò ïàìÿòüþ. Âî âñåõîñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò î ÷àñòèöå ñ ïàìÿòüþ, àåñëè 1�Q(t) � B�(1� !) t�!; t!1; ! < 1;òî î ÷àñòèöå ñ �ðàêòàëüíîé ïàìÿòüþ. Âñå, ÷òî áûëîñêàçàíî âûøå îòíîñèòåëüíî àíñàìáëÿ fXig, ñïðàâåä�ëèâî è äëÿ àíñàìáëÿ fTig, â òîì ÷èñëå è ïðàâèëîóñðåäíåíèÿ.Ïóñòü ðàññìàòðèâàåìàÿ ÷àñòèöà ñîâåðøàåò ñèì�ìåòðè÷íûå áëóæäàíèÿ: ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ ïî�ïàäàåò íà ëåâûé èëè ïðàâûé ñîñåäíèé àòîì. Ïðèáîëüøîì �èêñèðîâàííîì ÷èñëå ñêà÷êîâ ðàñïðåäåëå�íèå âåðîÿòíîñòè ïî íîìåðàì àòîìîâ áëèçêî ê íîð�ìàëüíîìó. Óñðåäíÿÿ (ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííîãî âû�øå ñîîòíîøåíèÿ) ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïî êîîðäèíàòàìàòîìîâ è ìîìåíòàì ïåðåñêîêîâ, ìîæíî ïðèéòè ê âû�ðàæåíèþp(x; t) = (t)�!=2��(�;!)�(t)�!=2�x�;ãäå �(�;!)(x) = 1Z0 	(2;!)1 (xy��)g+1 (y;�)y��dy:Ïðè � ! 1 è ! ! 1 ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïðèíèìà�åò ãàóññîâó�îðìó ïëîòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùóþ íîð�ìàëüíîé äè��óçèè â ðåãóëÿðíîé ñðåäå.Ñîïîñòàâëåíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëå�íèÿ ÷àñòèöû, áëóæäàþùåé íà �ðàêòàëå, ñ ðåøåíèåìóðàâíåíèÿ äëÿ �ðàêòàëüíîãî áëóæäàíèÿ (ðèñ. 5)ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñëåäíåå â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ912
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x�èñ. 5. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû,ñîâåðøàþùåé îäíîìåðíûå áëóæäàíèÿ íà �ðàêòà-ëå (1 ) è �ðàêòàëüíûå áëóæäàíèÿ (2 ). Ïîêàçàòåëè� = 0:5, ! = 0:25; òî÷êè � ìåòîä Ìîíòå-Êàðëîèíòåðïðåòèðîâàòü êàê óðàâíåíèå, îïèñûâàþùååáëóæäàíèå íà �ðàêòàëàõ: â ïåðâîì ñëó÷àå äè���óçèîííûé ïàêåò ðàñïëûâàåòñÿ ïî çàêîíó t!=2�, âïîñëåäíåì � ïî çàêîíó t!=�, ò. å. ãîðàçäî áûñòðåå.Â ñëó÷àå áëóæäàíèé íà �ðàêòàëàõ ïîêàçàòåëüH = !=2� ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (0; 1=2) è ñó�ïåðäè��óçèîííûé ðåæèì âîîáùå íå âîçíèêàåò.Ïðè÷èíó ýòîãî ðàçëè÷èÿ ìîæíî óâèäåòü èç ðèñ. 6:�ðàêòàëüíî áëóæäàþùàÿ ÷àñòèöà ïîñëå âûëåòà èçàòîìà âñåãäà ìîæåò óéòè íà áîëüøîå ðàññòîÿíèå, òî�ãäà êàê â ñëó÷àå áëóæäàíèÿ íà �ðàêòàëå îíà ìîæåòîêàçàòüñÿ çàïåðòîé ìåæäó ñîñåäíèìè êëàñòåðàìè,ñîâåðøàÿ ìåæäó íèìè áîëüøîå ÷èñëî ïåðåõîäîâ.Ïîä÷åðêíåì, îäíàêî, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ â îñíî�âå ðåçóëüòàòà ëåæèò äðîáíî-óñòîé÷èâîå ðàñïðåäåëå�íèå.5.5. Ìíîãîêðàòíîå ìàëîóãëîâîå ðàññåÿíèå íà�ðàêòàëàõÑèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, åñëè ÷àñòèöà äâèæåòñÿ â îä�íîì íàïðàâëåíèè. Òàêîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ, íàïðè�ìåð, ìíîãîêðàòíîå ðàññåÿíèå ÷àñòèö íà ìàëûå óãëû.Â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíà�òà x èãðàåò ðîëü âðåìåíè, íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ÷àñòèöû õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàëûì äâóìåðíûì âåêòî�ðîì �, óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö, èñïûòàâøèõáîëüøîå �èêñèðîâàííîå ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé, äàåòñÿäâóìåðíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, åñëè âòî�ðîé ìîìåíò óãëà îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ êîíå÷åí,èëè äâóìåðíûì óñòîé÷èâûì ðàñïðåäåëåíèåì â ïðî�òèâíîì ñëó÷àå. Óñðåäíåíèå ïî êîí�èãóðàöèÿì àòî�

ìîâ �ðàêòàëà ñ �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ ! ïðè�âîäèò ê óãëîâîìó ðàñïðåäåëåíèþ (ñì. (17), (18))p(�; x) = (Dt!)�2=�	(�;!)2 ��(Dt!)�1=�� :Ïðè � = 2 è ! = 1 ýòà �îðìóëà äàåò èçâåñò�íîå â òåîðèè ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ðàñïðåäåëå�íèå Ôåðìè. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îñóùåñòâëÿåòñÿîáîáùåíèå òåîðèé Ìîëüåð è Ëàíäàó äëÿ óãëîâîãîè ýíåðãåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèé ÷àñòèö íà �ðàê�òàëüíûå ñðåäû [62; 63℄. Ýòîò ìåòîä áûë èñïîëüçîâàíòàêæå äëÿ ðàñ÷åòà ïðîõîæäåíèÿ ëó÷à ñâåòà â ñëó�÷àéíî íåîäíîðîäíîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå, ñîçäàâàå�ìîì �ðàêòàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì òî÷å÷íûõ ãàëàê�òèê [39℄.5.6. Àíîìàëüíûé ïåðåíîñ â àìîð�íûõïîëóïðîâîäíèêàõÇàäà÷å î ìíîãîêðàòíîì ðàññåÿíèè ÷àñòèö ñî ñòå�ïåííûì ðàñïðåäåëåíèåì äëèí ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ïî�äîáíà ìîäåëü äðóãîãî ïðîöåññà àíîìàëüíîãî ïåðåíî�ñà � ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàêåòà íîñèòåëåé çàðÿäà â ìà�òåðèàëàõ, îáëàäàþùèõ ¾ëîâóøêàìè¿, ò. å. óðîâíÿìèñî ñòåïåííûì ðàñïðåäåëåíèåì âðåìåíè çàõâàòà.Ñòåïåííîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåí ïðåáûâàíèÿ íî�ñèòåëåé â ëîâóøêàõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ðàìêàõñëåäóþùåé ìîäåëè, ïðåäëîæåííîé âïåðâûå â ðàáî�òå [64℄ (ñì. òàêæå [20; 65℄). Íîñèòåëè ñîâåðøàþò îä�íîìåðíîå äâèæåíèå â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèèîñè x, îïðåäåëÿåìîì íàïðàâëåíèåì ïðèëîæåííîãîïîëÿ. Íà îñè ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàñïîëîæåíû ìå�òàëëè÷åñêèå âêëþ÷åíèÿ (îñòðîâêè), ïåðåõîä íîñèòå�ëåé ìåæäó êîòîðûìè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì òóííå�ëèðîâàíèÿ. Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ðàñ�ïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âðåìåíè � ïðåáûâàíèÿ íîñè�òåëÿ â äàííîì óçëå äàåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿPf� > tg = 1� exp�� t�0� :Ñðåäíåå âðåìÿ �0 ñâÿçàíî ñ ðàññòîÿíèåì d äî áëè�æàéøåãî (â íàïðàâëåíèè ïîëÿ) óçëà ñîãëàñíî �îð�ìóëå Çîììåð�åëüäà�Áåòå:�0 = � [exp(d)� 1℄ ;ãäå  � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à âåëè÷èíà� îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà íàïðÿæåííîñòè ïðèëî�æåííîãî ïîëÿ. Ïîñêîëüêó ïîëîæåíèå ñëåäóþùåãî óç�ëà ñëó÷àéíî, âåëè÷èíà �0 ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé. Âïðåäïîëîæåíèè î ïóàññîíîâñêîì õàðàêòåðå ðàñïðå�äåëåíèÿ âêëþ÷åíèé íà ïðÿìîé,Pfd < xg = 1� exp xd0 ;13 ÆÝÒÔ, âûï. 4 (10) 913
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�èñ. 6. Òðàåêòîðèè ÷àñòèöû, ñîâåðøàþùåé áëóæäàíèÿ íà �ðàêòàëå (à) è �ðàêòàëüíûå áëóæäàíèÿ (á ). Ïîêàçàòåëè� = 0:5, ! = 1óñðåäíåííàÿ ïî �0, ò. å. áåçóñëîâíàÿ, ïëîòíîñòü ðàñ�ïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ íîñèòåëÿ â óçëå èìå�åò âèäp� (t) = 1Z0 p� (tjt0)p�0(t0) dt0 == !��t �!+1 1Z0 �! exp(��) d�(1 + ��=t)!+1 �� !�(1 + !)�1+!t�!�1; t!1:Ïðè x � d0 �ëóêòóàöèÿìè N(x) ìîæíî ïðåíå�áðå÷ü, ÷òî ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ äëÿ ëèíåéíîéêîíöåíòðàöèè, ñîäåðæàùåìó îäíîñòîðîííþþ óñòîé�÷èâóþ ïëîòíîñòün(x; t) � n0! C(!)t�1=!�1g+1 (C(!)tx�1=! ;!); t!1;ãäå C(!) = �B�(1� !)d0 ��1=! :5.7. Äè��óçèÿ êîñìè÷åñêèõ ëó÷åéÂàæíåéøåé çàäà÷åé íà ïóòè ê ïîíèìàíèþ ïðî�èñõîæäåíèÿ è óñêîðåíèÿ êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé ÿâëÿåò�ñÿ ïðîáëåìà èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ â ìåæçâåçäíîé ñðå�äå. Ñòîõàñòè÷åñêèé õàðàêòåð ýòîãî ïðîöåññà îïðåäå�ëÿåòñÿ, ãëàâíûì îáðàçîì, ðàññåÿíèåì çàðÿæåííûõ

÷àñòèö ñëó÷àéíûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè ìàãíèòíîãîïîëÿ. �àçóìååòñÿ, ïðÿìûõ èçìåðåíèé íåîäíîðîäíîñ-òåé, ýâîëþöèîíèðóþùåãî âî âðåìåíè ìåæçâåçäíîãîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðîâåñòè íåâîçìîæíî. Â òî æå âðå�ìÿ, íåâîçìîæíî èãíîðèðîâàòü èõ âëèÿíèå íà êîñ�ìè÷åñêèå ëó÷è. Ñòàíäàðòíûé ïîäõîä, ïðåäïîëàãàþ�ùèé ìåëêîìàñøòàáíûé õàðàêòåð íåîäíîðîäíîñòåé,ïðèâîäèò ê íîðìàëüíîé äè��óçèîííîé ìîäåëè ñ ëè�íåéíûì âîçðàñòàíèåì ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ñìåùå�íèÿ äè��óíäèðóþùåé ÷àñòèöû è íåãàóññîâîé �îð�ìå äè��óçèîííîãî ïàêåòà [66; 67℄. Õàðàêòåðíîé îñî�áåííîñòüþ ýòîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå îïðåäåëåí�íûõ ìàñøòàáîâ, ïðåâûøåíèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò ñ÷è�òàòü ïîëå îäíîðîäíûì. Ñóùåñòâóþò, îäíàêî, óêàçà�íèÿ íà òî, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå ìîæåò èìåòü ìíîãî�ìàñøòàáíûé, èåðàðõè÷åñêèé õàðàêòåð [68℄. Â ýòîìñëó÷àå áîëåå ïîäõîäÿùåé îêàçûâàåòñÿ ìîäåëü àíî�ìàëüíîé äè��óçèè, â êîòîðîé ëîâóøêàìè ÿâëÿþò�ñÿ îáëàñòè ñ âûñîêèì óðîâíåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à�ðàêòàëüíîñòü îòðàæàåò åãî ¾êëî÷êîâàòûé õàðàê�òåð¿, ïðîñòðàíñòâåííóþ ïåðåìåæàåìîñòü.Â ðàáîòàõ [69; 70℄ âîçíèêàþùèå â ýòîé ìîäå�ëè äðîáíî-óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿ óñïåøíîïðèìåíÿëèñü äëÿ îïèñàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîíàáëþäàåìîãî èçëîìà â ïåðâè÷íîì ñïåêòðå êîñìè�÷åñêèõ ëó÷åé è îáúÿñíåíèÿ ðàçëè÷èÿ ñïåêòðàëü�íûõ èíäåêñîâ äëÿ ïðîòîíîâ è äðóãèõ ÿäåð ïðèE � 102�105 �ýÂ/íóêëîí. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâà�ëîñü óðàâíåíèå äëÿ ïðîïàãàòîðà (�óíêöèè �ðèíà)G(r; t; E;E0) êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé ñ ýíåðãèåé E âèäà914



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 4 (10), 2003 Àíîìàëüíàÿ äè��óçèÿ è äðîáíî-óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿ�G�t = �D(E;�; �)� ��t�1�! �� (��)�=2G(r; t; E;E0) + Æ(r)Æ(t)Æ(E �E0):Êîý��èöèåíò äè��óçèè D ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäåD = D0(�; !)RÆ ;ãäå R � ìàãíèòíàÿ æåñòêîñòü ÷àñòèö, Æ > 0. Ñ èñ�ïîëüçîâàíèåì ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ,G(r; E; t;E0) = Æ(E �E0)(D(E0; �; !)t!)�3=� ��	(�;!)3 (r(D(E0; �; !)t!)�1=�);äëÿ òî÷å÷íîãî ìãíîâåííîãî èñòî÷íèêà ñ ïëîòíîñòüþS(r; t; E) = S0E�pÆ(r)Æ(t)óñòàíîâëåíî, ÷òî ïëîòíîñòü ÷àñòèö êîñìè÷åñêîãî èç�ëó÷åíèÿN(r; t; E) = S0E�p(D(E;�; !)t!)�3=� ��	(�;!)3 (r(D(E;�; !)t!)�1=�)ïðè íèçêèõ è âûñîêèõ ýíåðãèÿõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëå�äóþùèìè ñòåïåííûìè àñèìïòîòèêàìè:N(r; t; E) / E�p+Æ; E ! 0;N(r; t; E) / E�p�Æ; E !1:Äðóãèìè ñëîâàìè, â ñëó÷àå ìãíîâåííîãî èñòî÷�íèêà êàê â ñóáäè��óçèîííîì, ! < �=2, òàê è â ñó�ïåðäè��óçèîííîì, ! > �=2, ðåæèìå ïðè ïåðåõîäåîò íèçêèõ ýíåðãèé ê âûñîêèì ñïåêòðàëüíûé ïîêàçà�òåëü óìåíüøàåòñÿ íà âåëè÷èíó 2Æ, ò. å. èìååò ìåñòîèçëîì â ñïåêòðå êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé.5.8. Õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêàÎäíî èç íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèÿ ñòîõàñòè÷å�ñêèõ ñâîéñòâ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè ãàìèëüòîíî�âûõ ñèñòåì, âîçíèêàþùåé ïðè íåëèíåéíîì ðåçîíàí�ñå ìåæäó ïåðèîäè÷åñêèìè âàðèàöèÿìè �óíêöèè �à�ìèëüòîíà è äâèæåíèåì �àçîâûõ òî÷åê âäîëü çàìê-íóòûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ îðáèò, îïèðàåòñÿ íà èñ�ïîëüçîâàíèå äðîáíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêå�ðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà [71�74℄. ×àñòíûé òèï ýòîãîóðàâíåíèÿ ðàññìîòðåí â ðàáîòå [75℄. Ñî ññûëêîé íàðàáîòó [72℄ äëÿ îïèñàíèÿ àñèìïòîòèêè åãî ðåøåíèÿèñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèåhjX2ji = 2Dt2!=�;
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�èñ. 7. �àäèàëüíàÿ �óíêöèÿ äâóìåðíîãî äðîá-íî-óñòîé÷èâîãî èçîòðîïíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñH = !=� = 2=3, � = 1=2 (1 ), 1 (2 ), 3=2 (3 )ñ êîòîðûì ñâÿçàí ïîêàçàòåëü Õåðñòà H = !=� èõàóñäîð�îâà �ðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü 1=H õàîòè�÷åñêèõ òðàåêòîðèé.Â äåéñòâèòåëüíîñòè, îäíàêî, hjX2ji = 1 ïðèëþáîì t (èñêëþ÷àÿ ñëó÷àé � = 2), è äëÿ êîð�ðåêòíîãî àíàëèçà ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü äðóãóþ ìå�ðó øèðèíû ðàñïðåäåëåíèÿ �(t), íàïðèìåð, ðàç�ìåð îáëàñòè, ñîäåðæàùåé �èêñèðîâàííóþ âåðîÿò�íîñòü. Çàìåíà hjX2ji íà �(t) âîçâðàùàåò ïðèâå�äåííûì âûøå ñîîòíîøåíèÿì ñìûñë (âìåñòî ¾áåñêî�íå÷íîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà t2!=�¿ èìååì âïîëíå ñî�äåðæàòåëüíîå óòâåðæäåíèå) è ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòüäðîáíî-óñòîé÷èâûå çàêîíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ �îð�ìû ðàñïðåäåëåíèé ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûìî ïîêàçàòåëå Õåðñòà. Â ðàáîòàõ [76; 77℄ óñòàíîâëåíî,÷òî äëÿ òîêîâ â òîêàìàêàõ â ðåæèìå ñàìîîðãàíèçî�âàííîé êðèòè÷íîñòè H = 0:6�0:75 � 2=3. Î÷åâèä�íî, ýòîò ïàðàìåòð íå îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî �îðìûðàñïðåäåëåíèÿ (ðèñ. 7). Äëÿ âûäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâó�þùåãî ýêñïåðèìåíòó ðàñïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî çà�äàíèå åùå îäíîãî íåçàâèñèìîãî ïàðàìåòðà.5.9. Ôëóêòóàöèè òóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ âïëàçìåÄðîáíî-óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿ îêàçàëèñüïîäõîäÿùèì ñïîñîáîì îïèñàíèÿ ëîêàëüíûõ �ëóê�òóàöèé ïîòîêà ÷àñòèö â ìàãíèòîàêòèâíîé ïëàç�915 13*
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Àìïëèòóäà�èñ. 8. �àñïðåäåëåíèå �ëóêòóàöèè ïîòîêà ÷àñòèö â ïëàçìå. Òî÷êè � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [79�81℄, êðèâàÿ �èõ àïïðîêñèìàöèÿ äðîáíî-óñòîé÷èâûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè: à � � = 1:2, ! = 0:05, � = 0:06, a = 70,b = 3; á � � = 1:1, ! = 0:35, � = 0:05, a = 4, b = 0:5ìå [78�80℄. Ýêñïåðèìåíòû ïî èçó÷åíèþ õàðàêòå�ðèñòèê òóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ ïðîâîäèëèñü íàñòåëëàðàòîðå Ë-2Ì. Ýòî � òîðîèäàëüíàÿ òåðìî�ÿäåðíàÿ óñòàíîâêà ñ áîëüøèì ðàäèóñîì òîðà 100 ñìè ñðåäíèì ðàäèóñîì ïëàçìû 11.5 ñì, ñðåäíÿÿïëîòíîñòü ïëàçìû (1.3�1:8) � 1013 ñì�3, öåíòðàëüíàÿòåìïåðàòóðà ýëåêòðîíîâ 0.6�1.0 êýÂ, â êà÷åñòâåðàáî÷åãî ãàçà èñïîëüçîâàëñÿ âîäîðîä [80℄. Èçìåðå�íèÿ òóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ ïðîâîäèëèñü íà êðàþïëàçìû ïðè ïëîòíîñòè (1�2) � 1012 ñì�3 è ýëåêòðîí�íîé òåìïåðàòóðå 30�40 ýÂ, îòíîñèòåëüíîì óðîâíå�ëóêòóàöèé ïëîòíîñòè âî âíåøíèõ îáëàñòÿõ ïëàç�ìû (Æn=n)out = 0:2�0.25. Ëîêàëüíûé òóðáóëåíòíûéïîòîê ÷àñòèö, âîçíèêàþùèé âñëåäñòâèå ðàçâèòèÿâñåé ñîâîêóïíîñòè íåóñòîé÷èâîñòåé, ñóùåñòâóþùèõâ êðàåâîé ïëàçìå ñòåëëàðàòîðà Ë-2Ì, âû÷èñëÿëñÿïî �îðìóëå � = ÆneÆv , ãäå Æne � �ëóêòóàöèèïëîòíîñòè ïëàçìû, Æv = ÆE�B� �ëóêòóàöèè ðàäèàëüíîé ñêîðîñòè, ÆE� � �ëóê�òóàöèè ïîëîèäàëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ [79; 80℄.Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîëó÷àåìûõ ðàñïðåäåëåíèéáûëè èñïîëüçîâàíû äðîáíî-óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëå�íèÿ. Íà ðèñ. 8 ïëîòíîñòè àìïëèòóäû ëîêàëüíîãî�ëóêòóàöèîííîãî ïîòîêà ÷àñòèö â ìàãíèòîàêòèâíîéïëàçìå àïïðîêñèìèðîâàíû àñèììåòðè÷íûìè îäíî�

ìåðíûìè äðîáíî-óñòîé÷èâûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè â�îðìå C: p(x) = aq1(ax� b;�; !; �):Êàê âèçóàëüíîå ñîïîñòàâëåíèå, òàê è ïðèìåíåíèå�2-êðèòåðèÿ, ïîêàçûâàåò âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëü�íîå ñîâïàäåíèå, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü ïîâîäîì äëÿ ïðî�äîëæåíèÿ èññëåäîâàíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè. Äëÿñèììåòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé, âïðî÷åì, âîçìîæíûè äðóãèå ñòàòèñòè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè [81℄.6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ�àñøèðåíèå êëàññà óñòîé÷èâûõ ñëó÷àéíûõ âåëè�÷èí çà ñ÷åò ââåäåíèÿ èõ îòíîøåíèé ìîãëî áû ïî�êàçàòüñÿ ïðîñòîé �îðìàëüíîñòüþ, íå ïðåäñòàâëÿþ�ùåé ïðàêòè÷åñêîãî èíòåðåñà â ñâÿçè ñ îòñóòñòâèåìïðîñòûõ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé äëÿ èõ ïëîòíî�ñòåé, åñëè áû íå äâà ñóùåñòâåííûõ îáñòîÿòåëüñòâà.Ïåðâîå: äðîáíî-óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿ âîçíèêà�þò â ñõåìå áëóæäàíèé, òî÷íåå, â ñõåìå ñêà÷êîîá�ðàçíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ñ äëèíàìè ìãíîâåí�íûõ ñêà÷êîâ è âðåìåííûìè èíòåðâàëàìè ìåæäó íè�ìè, ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ õàðàêòåðèçóþòñÿ òÿæå�ëûìè õâîñòàìè ñòåïåííîãî òèïà. Âòîðîå îáñòîÿòåëü�916



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 4 (10), 2003 Àíîìàëüíàÿ äè��óçèÿ è äðîáíî-óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿñòâî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî, åñëè óñòîé÷èâîå ðàñïðåäåëå�íèå âîçíèêàåò ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé òèïà�p(x; t)�t = L(�;�(�))p(x; t) + s(x; t);ãäå L(�;�(�)) � îïåðàòîð, ñîäåðæàùèé äðîáíóþïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà � ïî êîîðäèíàòàì, òî äðîá�íî-óñòîé÷èâîå ðàñïðåäåëåíèå ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåìóðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ è äðîáíûå ïðîèçâîäíûå ïîâðåìåíè:�!p(x; t)�t! = L(�;�(�))p(x; t) + s(x; t):Íàëè÷èå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿåòàïïðîêñèìèðîâàòü íå òîëüêî ñàìè ðàñïðåäåëåíèÿ,íî è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðîöåññû è ïðèäàòü îïðå�äåëåííûé �èçè÷åñêèé ñìûñë ïàðàìåòðàì � è !,âûòåêàþùèé èç ñõåìû áëóæäàíèé. Ïðèìåðû òàêèõïðèìåíåíèé ïðèâåäåíû â ïîñëåäíåì ðàçäåëå.Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç: äðîáíî-óñòîé÷èâûå ðàñïðå�äåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàñøèðåíèåì êëàññà óñòîé÷èâûõçàêîíîâ. Èõ îáùèì ïðàðîäèòåëåì ÿâëÿåòñÿ çàêîí�àóññà, ÷åì è îïðåäåëÿåòñÿ îñîáîå ïîëîæåíèå ýòèõðàñïðåäåëåíèé ñðåäè âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäå�ëåíèé âîîáùå.Â çàêëþ÷åíèå ñ÷èòàþ ñâîèì ïðèÿòíûì äîëãîìâûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü Í. Í. Ñêâîðöîâîé è åå êîë�ëåãàì èç ÈÎÔ �ÀÍ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ èñïîëüçî�âàíû â ðàçä. 5.9, Â. Â. Ñàåíêî çà ïðîâåäåíèå ÷èñëåí�íûõ ðàñ÷åòîâ è Å. Â. Êîæåìÿêèíîé çà ïîäãîòîâêóðóêîïèñè ê ïå÷àòè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò�03-01-00163) è Áðèòàíñêîãî �îíäà Royal Soiety(ãðàíò gt/fSU/JP).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÈçîòðîïíûå äðîáíî-óñòîé÷èâûå ïëîòíîñòè1. Ïëîòíîñòè 	(�;!)m+2 (r) è 	(�;!)m (r) ñâÿçàíû ñîîò�íîøåíèåì 	(�;!)m+2 (r) = � 12�r d	(�;!)m (r)dr :2. Êàê è â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,ïðîåêöèÿ m-ìåðíîãî âåêòîðà X (t) íàm0-ìåðíîå ïðî�ñòðàíñòâî (m0 < m) ñîâåðøàåò äè��óçèþ â ñîîò�âåòñòâèè ñ m0-ìåðíûì çàêîíîì ñ òåìè æå ñàìûìèïàðàìåòðàìè � è !.

3. Â îòëè÷èå îò íîðìàëüíîãî ñëó÷àÿ ðàçíûå êî�îðäèíàòû X1(t); : : : ; Xm(t) âûïîëíÿþùåé àíîìàëü�íóþ äè��óçèþ ÷àñòèöû íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìèäðóã îò äðóãà.4. �àñïðåäåëåíèå 	(�;!)m (r) óáûâàåò ñ ðîñòîìr, åãî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîíå÷íî òîëüêî ïðèm < �:	(�;!)m (0) = �(1 +m=�)�(1�m=�)(4�)m=2�(1 +m=2)�(1�m!=�) :Â ÷àñòíîñòè, 	(�;!)1 (0) = ose(�=�)��(1� !=�) :5. Åñëè � = 2 è ! < 1, òî	(2;!)1 (0) = h2��1� !2 �i�1 ;	(2;!)2 (r) � h2��(1� !)i�1j ln rj; r ! 0;è äëÿ m � 3 èìååì	(2;!)m (r) � (4�)�m=2�(m=2�1)�(1�!) �r2��(m�2) ; r ! 0:6. Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ	(2;!)m (r) � (4�)�m=2(2�!)�1=2![(m+1)!=2�1℄=(2�!)�� �r2��m(1�!)=(2�!) �� exp��(2� !)!!=(2�!) �r2�2=(2�!)� :Ïðè ! = 1 ýòà �îðìóëà ñòàíîâèòñÿ òî÷íîé.7. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ñ � = 2 èìååì	(2;!)1 (r) = !�1r�1�2=!g+1 (r�2=! ;!=2):Â ÷àñòíîñòè, ïðè ! = 1	(2;1)1 (r) = 1p4� exp��r24 � ;à ïðè ! = 2=3	(2;2=3)1 (r) = 12�prK1=3�2r3=2p27 � :8. Ïðè � = 1, ! = 1=2 äðîáíî-óñòîé÷èâîå ðàñ�ïðåäåëåíèå ëþáîé ðàçìåðíîñòè âûðàæàåòñÿ ÷åðåçíåïîëíóþ ãàììó-�óíêöèþ:	(1;1=2)m (r) = 2p� ��(m+ 1)=2�(4�)(m+1)=2 �� exp�r24 ���1� m+ 12 ; r24 � :917



Â. Â. Ó÷àéêèí ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 4 (10), 2003Äëÿ íå÷åòíûõ ðàçìåðíîñòåé m �óíêöèÿ	(1;1=2)m (r) = 2p� ��(m+ 1)=2�(4�)(m+1)=2  r24 !� �� exp�r24 �E(m+1)=2�r24 � ;ãäå � = 1� m+ 12 :9.	(2=3;1)m (r) = �(m=2 + 1=3)�(m=2 + 2=3)2p3�m�(5=6)�(7=6) r�m �� exp� 227r�2�W�m=2;1=6� 427r�2� :10. �àçëîæåíèå â àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä	(�;!)m (r) = �2(4�)m=2 1Xn=1(�1)n�1�

� �((m+ �n)=2)�(1� �n=2)�(1 + n!) �r2��n��m :11. Ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà 	(�;!)(r) âûðàæà�åòñÿ ÷åðåç ãàììà-�óíêöèè:�	(�;!)m (s) � 1Z0 	(�;!)m (r)rs�1dr == 2s�(1� (m� s)=�)�(s=2)�((m� s)=�)�(4�)m=2�(1� (m� s)!=�)�((m� s)=2) :12. Ïðè � = 2 ñóùåñòâóþò ÷åòíûå ìîìåíòû1Z�1 	(�;!)m (r2n) dx = �(n+m=2)�(n+ 1)�(m=2)�(n! + 1) �4Dt!�n:13. Ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç H-�óíêöèè (�óíêöèèÔîêñà) [33℄ èìååò âèä	(�;!)m (r) = !2 (4�)�m=2�2r�m+�H1232 ��2r�! ����(�1; 1=�)(1� (�+m)=2; !=2)(1� �=2; 1=2)(0; 1=�)(�1; 1=�) � ; � < 1;	(�;!)m (r) = (�rp�)�mH2123 �r2 ���� (1; 1=�) (1; !=�)(1; 1=�) (m=2; 1=2) (1; 1=2)� ; 1 � � < 2;	(2;!)m (r) = (2rp�)�mH2012 �r2 ���� (1; !=2)(1; 1=2) (m=2; 1=2)� :ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. L. F. Rihardson, Pro. Roy. So. 110, 709 (1926).2. Ë. Ì. Áèáåðìàí, ÆÝÒÔ 17, 416 (1947).3. Þ. Þ. Àáðàìîâ, À. Ì. Äûõíå, À. Ï. Íàïîðòîâè÷,ÆÝÒÔ 56, 654 (1969).4. B. Berkowith and H. Sher, Phys. Rev. E 57, 5858(1998).5. R. Kimmih, Tomography, Diffusometry, Relaxomet-ry, Springer, Berlin (1997).6. P. G. de Gennes, Saling Conepts in Polymer Physis,Cornell Univ. Press, Ithaa (1979).7. M. Porto, A. Bunde, S. Havlin, and H. E. Roman,Phys. Rev. E 56, 1667 (1997).8. W. Young, A. Pumir, and Y. Pomeau, Phys. FluidsA 1, 462 (1989).9. W. D. Luedtke and U. Landmann, Phys. Rev. Lett.82, 3835 (1999).
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