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ÌÍÎ�ÎÏÀ�ÀÌÅÒ�È×ÅÑÊÎÅ ÑÅÌÅÉÑÒÂÎÊÎËËÀÏÑÈ�ÓÞÙÈÕ �ÅØÅÍÈÉ Ê�ÈÒÈ×ÅÑÊÎ�ÎÍÅËÈÍÅÉÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß Ø�ÅÄÈÍ�Å�ÀÂ �ÀÇÌÅ�ÍÎÑÒÈ D = 2Þ. Í. Îâ÷èííèêîâ *Max-Plan
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s of Complex SystemD-01187 Dresden, GermanyÈíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè èì. Ë. Ä. Ëàíäàó �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê142432, ×åðíîãîëîâêà, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÈ. Ì. Ñèãàë **Department of Mathemati
s, University of Toronto,Ontario, Canada, M5S 3G3Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 18 �åâðàëÿ 2003 ã.Ïîëó÷åíà ñèñòåìà èç òðåõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êîëëàïñ êðèòè÷åñêîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðå-äèíãåðà â ðàçìåðíîñòè D = 2. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äîïóñêàåò ïÿòèïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé.Ïðàêòè÷åñêè âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì ýêñïîíåíöèàëüíî óçêîé îáëàñòè âáëèçè òî÷êè êîëëàïñà, ïðîöåññûòóííåëèðîâàíèÿ íåñóùåñòâåííû. Èññëåäîâàíà ñâÿçü íà÷àëüíûõ äàííûõ ñ óñëîâèåì âîçíèêíîâåíèÿ êîë-ëàïñà. Íàéäåíà ñåïàðàòðèñà, ðàçäåëÿþùàÿ îáëàñòè êîëëàïñà è îáëàñòè ðàñøèðåíèÿ áåç âîçíèêíîâåíèÿîñîáåííîñòè íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè.PACS: 03.65.-w 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÍåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñî âçàèìî�äåéñòâèåì, ñîîòâåòñòâóþùåì ïðèòÿæåíèþ,i� �t +� + j j2� = 0; (1)ðàññìàòðèâàëîñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. Ïåðâûå ðåçóëü�òàòû î êîëëàïñå áûëè ïîëó÷åíû â êîíöå øåñòèäå�ñÿòûõ�íà÷àëå ñåìèäåñÿòûõ ãîäîâ [1�6℄. Â ñåðåäèíå80-õ ãîäîâ â ðàáîòå [7℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çàäà�÷à î êîëëàïñå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î äâèæåíèè ÷àñ�òèöû â ïåðåâåðíóòîì ïàðàáîëè÷åñêîì ïîòåíöèàëå,âîçìóùåííîì íåëèíåéíîñòüþ, è îáíàðóæåíà âàæíàÿðîëü ïðîöåññà òóííåëèðîâàíèÿ. Äàëüíåéøèé ïðî�ãðåññ áûë äîñòèãíóò â ðàáîòàõ [8�16℄. ×èñëåííîå ðå�øåíèå óðàâíåíèÿ (1) îò÷åòëèâî äåìîíñòðèðóåò íàëè�*E-mail: ov
�itp.a
.ru**I. M. Sigal

÷èå ¾õâîñòà¿, âûòåêàþùåãî èç-ïîä áàðüåðà è óáûâà�þùåãî êàê 1=� [11; 12℄ â øèðîêîé îáëàñòè âíå áàðüå�ðà (ñì. ðèñóíîê). Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ïàðàìåò�ðà ñæàòèÿ � â âèäå äâîéíîãî ëîãàðè�ìà� � 0BB� t� � tln�ln� 1t� � t��1CCA1=2 (2)áûëà íàéäåíà íåçàâèñèìî â ðàáîòàõ [7; 9℄ (ñì. òàê�æå [10�15; 17; 18℄). Ïðè êîëëàïñå ïðîèñõîäèò èíæåê�öèÿ ¾÷àñòèö¿ â íàäáàðüåðíóþ îáëàñòü. Îòìåòèì,÷òî íèêàêîé ïîòîê ÷àñòèö íà êîíå÷íîå �èçè÷åñêîåðàññòîÿíèå íå íàáëþäàåòñÿ è âñå èíæåêòèðóåìûå âíàäáàðüåðíóþ îáëàñòü ÷àñòèöû êîëëàïñèðóþò çà êî�íå÷íîå âðåìÿ. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî �èçè÷åñêèéïîòîê ÷åðåç ëþáóþ �èêñèðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü âñå�ãäà íàïðàâëåí ê òî÷êå êîëëàïñà. Òàêèì îáðàçîì,ïðîèñõîäèò íàêîïëåíèå ÷àñòèö â íàäáàðüåðíîé êîë�ëàïñèðóþùåé îáëàñòè. Ñóùåñòâåííî äëÿ ïðîöåññà214
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Ýâîëþöèÿ ïåðåíîðìèðîâàííîãî ïðî�èëÿ â êðèòè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè D = 2, � = 1, äåìîíñòðèðóþùàÿ ìåäëåííóþâðåìåííóþ çàâèñèìîñòü íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ [12℄êîëëàïñà, ÷òî ýíåðãèÿ íàäáàðüåðíûõ ÷àñòèö ñòðå�ìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, êîãäà t ñòðåìèòñÿ ê ìîìåíòóêîëëàïñà t�Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå áëèçêî êñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ ~ óðàâíåíèÿ (1):� ~ + j ~ j2 ~ = jE0j ~ : (3)Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò ìàëûé ïàðàìåòðj� _�j � 1; (4)ãäå _� = ��=�t.Íàëè÷èå ìàëîãî ïàðàìåòðà ïîçâîëÿåò íàéòè âîë�íîâóþ �óíêöèþ  âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, âêëþ÷àÿíàäáàðüåðíóþ îáëàñòü çà ïðàâîé òî÷êîé ïîâîðîòà.Óðàâíåíèå (1) äîïóñêàåò òðè òî÷íûõ çàêîíà ñîõðàíå�íèÿ: çàêîí ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö, ýíåðãèè è ¾êâà�çèêîí�îðìíûé¿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ [19℄. Âñå òðè óðàâ�íåíèÿ áóäóò èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàìêíó�òîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ âåëè÷èí f�; �g, ãäå âåëè�÷èíà �(t) � ñòåïåíü ñæàòèÿ, à ïàðàìåòð � � �(t) áó�äåò îïðåäåëåí íèæå. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèéäîïóñêàåò ïÿòèïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé.Â ýòîì ñåìåéñòâå ðåøåíèé èìååòñÿ ñåïàðàòðèñà, îò�äåëÿþùàÿ îáëàñòü êîëëàïñà îò îáëàñòè ðàñøèðåíèÿ.Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå÷èñëî ñêðûòûõ ïàðàìåòðîâ, ñâÿçàííûõ ñ òåì, ÷òî íåâñå ÷àñòèöû ó÷àñòâóþò â êîëëàïñå. Ñïîñîá ðàçáèå�íèÿ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ �óíêöèè  íà êîëëàïñèðó�þùóþ ÷àñòü  
ol è îðòîãîíàëüíîå ê íåé äîïîëíåíèå ? áóäåò óêàçàí íèæå. Îòìåòèì, ÷òî çàâèñèìîñòè

âèäà (2) ðåàëèçóþòñÿ ëèøü â ýêñïîíåíöèàëüíî óç�êîé îáëàñòè â îêðåñòíîñòè òî÷êè êîëëàïñà. Âî âñåéîñòàëüíîé îáëàñòè ýòà çàâèñèìîñòü èíàÿ.2. �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ÂÎËÍÎÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ ÈÂÛÄÅËÅÍÈÅ ÊÎËËÀÏÑÈ�ÓÞÙÅÉ×ÀÑÒÈÏðåäïîëîæèì, ÷òî âîëíîâàÿ �óíêöèÿ  â íà�÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðåäñòàâèìà â âèäå, óêà�çàííîì âî Ââåäåíèè, =  
ol +  ?; (5)ãäå �óíêöèÿ  ? ìàëà è äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàåòïðè jrj ! 0. Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ  ? óäîâëåòâî�ðÿåò ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà è íå âëèÿ�åò íà äèíàìèêó �óíêöèè  
ol. Ôóíêöèÿ  
ol îïðå�äåëÿåò äâå ñîõðàíÿþùèåñÿ ïðè êîëëàïñå âåëè÷èíûfN
ol; E
olg � ÷èñëî êîëëàïñèðóþùèõ ¾÷àñòèö¿ èýíåðãèþ êîëëàïñà.Ïðåäïîëàãàÿ âûïîëíåííûì íåðàâåíñòâî (4),ïðåäñòàâèì âîëíîâóþ �óíêöèþ  
ol â âèäå 
ol = � 1� ~ +  1��� exp"ijE0j Z dt�2 + i� _�x24 + i�# ; (6)ãäå � � �(t), � � �(t), _� = ��=�t, x = jrj=�, à �óíê�215



Þ. Í. Îâ÷èííèêîâ, È. Ì. Ñèãàë ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 1 (7), 2003öèÿ ~ åñòü ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ (3),ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùåå íà áåñêîíå÷íîñòè1x ��x �x ��x� ~ = jE0j ~ � ~ 3: (7)Â ïåðåìåííûõ (x; t) óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåò âèä1x ��x �x ��x� 1 + ~ 2(2 1 +  �1)�� jE0j 1 + i�2 � 1�t + i� _� 1 ++�2 21 �1+� ~ (2 1 �1+ 21)��3��4 x2 1��2 _� 1�� � _� ~ � �2��4 x2 ~ = 0: (8)Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ  
ol èìååò ñòåïåííûå ïîïðàâ�êè ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó � _�. Ýòè ïîïðàâêè áóäóòíàéäåíû ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ñ ïîìîùüþ óðàâíå�íèÿ (8). Ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûå ïî ïàðàìåòðó j� _�j¾õâîñòû¿ �óíêöèè  
ol, ñâÿçàííûå ñ ïðîöåññàìèòóííåëèðîâàíèÿ â ïåðåâåðíóòîì ïàðàáîëè÷åñêîì ïî�òåíöèàëå, áóäóò íàéäåíû îòäåëüíî. Òî÷íûå çàêîíûñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö, ýíåðãèè è êâàçèêîí�îðì�íûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü çàìêíó�òóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ âåëè÷èí fN;E; �; �g, ãäåfN;Eg � ÷èñëî ÷àñòèö è ýíåðãèÿ, ñîñðåäîòî÷åííûåâ îáëàñòè äî ïðàâîé òî÷êè ïîâîðîòà.3. ÒÅÎ�Èß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ÄËßÔÓÍÊÖÈÈ  1Íàëè÷èå ìàëîãî ïàðàìåòðà ïîçâîëÿåò èñïîëüçî�âàòü òåîðèþ âîçìóùåíèé. Â âûðàæåíèè (6) äëÿ�óíêöèè  
ol ðàçëîæåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ ÷ëåíîâ âòî�ðîãî ïîðÿäêà, ïîñêîëüêó ÷ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà âû�äåëåíû â �àçîâûé ìíîæèòåëü exp�i� _�x2=4�. Ïðåä�ñòàâèì �óíêöèþ  1 â âèäå 1 = �+ iZ3 + �4 + iZ5 + : : : (9)Èç �îðìóë (8), (9) íàõîäèì ïîïðàâêó âòîðîãî ïî�ðÿäêà �� = 12jE0j� _� ��x (x ~ ) + �2��4 L̂�1(x2 ~ ); (10)ãäå îïåðàòîð L̂ äàåòñÿ âûðàæåíèåìL̂ = 1x ��x �x ��x�+ 3 ~ 2 � jE0j: (11)

Ïîïðàâêà òðåòüåãî ïîðÿäêà Z3 óäîâëåòâîðÿåòóðàâíåíèþ L̂2Z3 = ��2 ���t � � _��; (12)ãäå îïåðàòîð L̂2 äàåòñÿ âûðàæåíèåìL̂2 = 1x ��x �x ��x�+ ~ 2 � jE0j: (13)Îïåðàòîð L̂2 èìååò íóëåâóþ ìîäó ~ . Ïîýòîìó óðàâ�íåíèå (12) èìååò îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ëèøü ïðèâûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ [20℄3 _���+ �...� = 0: (14)Óðàâíåíèå (14) íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì è ó÷åò ñëåäóþ�ùèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê åãî èçìå�íåíèþ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè �óíêöèÿZ3 ðàâíà Z3 = �� ~ � �x28jE0j ~ ��t(�2 _�); (15)ãäå � � �(t) � �óíêöèÿ òîëüêî îò âðåìåíè t. Ïî�ïðàâêà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà �4 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíàèç óðàâíåíèÿ (8) ñ ó÷åòîì �îðìóë (10), (15):�4 = 12jE0j� _� ��x (x ~ )�� �28jE0j (6� _�2 _�+2�2�� _�+6�2 _���+�3...�)L̂�1(x2 ~ )++ �3��4 L̂�1(x2�) + �2 _�L̂�1(�)� 3�L̂�1( ~ �2): (16)4. ÝÍÅ��Èß È ×ÈÑËÎ ×ÀÑÒÈÖÍàïîìíèì, ÷òî äâå íàèáîëåå âàæíûå ñîõðàíÿþ�ùèåñÿ âåëè÷èíû â óðàâíåíèè (1) åñòü ýíåðãèÿE( ) = Z �12 jr j2 � 12� + 2 j j2�+2� dr (17)è ÷èñëî ÷àñòèö N( ) = Z j j2dr: (18)Âàæíóþ ðîëü èãðàåò âåëè÷èíàL = Z drj j2r2; (19)óäîâëåòâîðÿþùàÿ ¾êâàçèêîí�îðìíîìó¿ çàêîíó ñî�õðàíåíèÿ [16; 19℄ 116 �2L�t2 = E: (20)216



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 1 (7), 2003 Ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êîëëàïñèðóþùèõ ðåøåíèé : : :Ôîðìóëû (6), (9), (10), (15)�(18) ïîçâîëÿþò íàé�òè ÷èñëî ¾÷àñòèö¿ N è ýíåðãèþ E, ñîñðåäîòî÷åííûåâ êîëëàïñèðóþùåé îáëàñòè äî ïðàâîé òî÷êè ïîâîðî�òà (îáëàñòü çà òî÷êîé ïîâîðîòà â ïåðåâåðíóòîì ïà�ðàáîëè÷åñêîì ïîòåíöèàëå áóäåò ðàññìîòðåíà íàìèîòäåëüíî):N = 2� 1Z0 dx x h ~ 2 + 2� ~ (�+ �4) + �2�2i ; (21)E = ��2 �� 1Z0 dx x��2�jE0j ~ (�+�4)�2�2 _�Z3 ��x (x ~ )++�2 ����x�2+�2 _�2x24 ( ~ 2+2� ~ �)�3�2 ~ 2�2) : (22)Èñïîëüçîâàíèå �îðìóë (Ï.1), (Ï.2), (Ï.3) ïîçâî�ëÿåò îáíàðóæèòü äâà âàæíûõ îáñòîÿòåëüñòâà: â ðàñ�ñìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè ïàðàìåòð � â âûðàæå�íèÿõ (21), (22) âûïàäàåò, è âåëè÷èíû N;E çàâèñÿòîò � ëèíåéíî (êâàäðàòè÷íûå ÷ëåíû òàêæå âûïàäà�þò). Â ðåçóëüòàòå âûðàæåíèÿ (21) äëÿ ïàðàìåòðîâfN;Eg ïðèâîäÿòñÿ ê âèäóN = 2� 1Z0 dx x( ~ 2 + �38jE0j2 �� (6� _�2 _�+ 6�2�� _�+ 6�2 _���+ �3 :::�)(x ~ )2�� �3��4jE0j (x ~ )2+ �3��4 !2 � x2jE0j � ��x (x ~ )� L̂�1(x2 ~ )�� 3jE0j ~ � ��x (x ~ )��� (L̂�1(x2 ~ ))2+(L̂�1(x2 ~ ))2#); (23)E = �2�t2 ��2 � �4 _�jE0j� �8 1Z0 dx x(x ~ )2 ++ � 1Z0 dx x( �2��4 !2"3 ~ � ��x (x ~ )��L̂�1(x2 ~ )�2 �� jE0j�L̂�1(x2 ~ )�2 � x2 ~ L̂�1(x2 ~ )�� x2 ��x (x ~ )!L̂�1(x2 ~ )#++ �3 _�2��8 x2 ~ L̂�1(x2 ~ )): (24)

Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (Ï.4), (Ï.8), ïðèâåäåì âûðàæå�íèÿ (23), (24) ê áîëåå êîìïàêòíîé �îðìåN �N
r = 2� �� 1Z0 dx x(� �3��4jE0j (x ~ )2� 3jE0j �3��4 !2x2 ~ L̂�1(x2 ~ )++ �38jE0j2 (6� _�2 _�+6�2�� _�+6�2 _���+�3...� )(x ~ )2); (25)E = �2�t2 �2 � �4 _�jE0j!�8 1Z0 dx x(x ~ )2 ++ ((�2��)2 + �3 _�2��)�8 1Z0 dx x(x2 ~ )L̂�1(x2 ~ ); (26)ãäå âåëè÷èíà N
r ðàâíà ÷èñëó ÷àñòèö â ñòàöèîíàð�íîì ðåøåíèè (3)N
r = 2� 1Z0 dx x ~ 2: (27)Ýòà âåëè÷èíà íå çàâèñèò îò âûáîðà ýíåðãèè jE0j.Ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (23) ñ èñïîëü�çîâàíèåì óðàâíåíèÿ (24) ïîçâîëÿþò ïðèâåñòè óðàâ�íåíèå (23) ê âèäójE0j2�2 0�N � 2� 1Z0 dx x ~ 21A+E = �4 1Z0 dx x( _�2(x ~ )2�� 1jE0j (3�2 _�2 _�� �3�� _�+ �3 _���)(x ~ )2 �� �2��2 !2x2 ~ L̂�1(x2 ~ ) ++ �3 _�2��2 x2 ~ L̂�1(x2 ~ )): (28)Â �îðìóëàõ (25), (26) âåëè÷èíû (N;E) � ÷èñ�ëî ÷àñòèö è ýíåðãèÿ, ñîñðåäîòî÷åííûå â êîëëàïñè�ðóþùåé îáëàñòè äî ïðàâîé òî÷êè ïîâîðîòà. Ïðî�öåññû òóííåëèðîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê íåñîõðàíåíèþýòèõ âåëè÷èí. Ñîõðàíÿþùèìèñÿ âåëè÷èíàìè ÿâëÿ�þòñÿ fN
ol; E
olg, îïðåäåëåííûå ïî âîëíîâîé �óíê�öèè  
ol â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Äëÿ çàìû�êàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé íåîáõîäèìî íàéòè ÷èñëî÷àñòèö è ýíåðãèþ â îáëàñòè çà ïðàâîé òî÷êîé ïîâî�ðîòà.217



Þ. Í. Îâ÷èííèêîâ, È. Ì. Ñèãàë ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 1 (7), 20035. ÂÎËÍÎÂÀß ÔÓÍÊÖÈß Â ÎÁËÀÑÒÈ ÇÀÒÎ×ÊÎÉ ÏÎÂÎ�ÎÒÀÄëÿ èññëåäîâàíèÿ îáëàñòè çà òî÷êîé ïîâîðîòàïðåäñòàâèì �óíêöèþ  
ol â âèäå 
ol = 1� ̂ exp"ijE0j Z dt�2 + i� _�4 x2# : (29)Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (29) â �îðìóëó (1), ïîëó�÷èì óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè  ̂ â ïåðåìåííûõ (t; x):1x ��x�x ��x� ̂ + j ̂j2 ̂ � jE0j ̂ �� x24 �3�� ̂ + i�2 � ̂�t = 0: (30)Â ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé îáëàñòè �óíêöèÿ j ̂jáëèçêà ê ~ , à âíå ýòîé îáëàñòè íåëèíåéíûé ÷ëåí ìàë.Ñ ó÷åòîì ýòîãî çàìå÷àíèÿ óðàâíåíèå (30) ìîæíî çà�ïèñàòü â âèäå1x ��x�x ��x� ̂ + ~ 2 ̂ � jE0j ̂ ++ a(�)x2 ̂ + i� ̂�� = 0; (31)ãäå a(�) � ��3��=4. Íîâîå âðåìÿ � ñâÿçàíî ñî âðåìå�íåì t ñîîòíîøåíèåì d� = 1�2 dt (32)Óðàâíåíèå (31) îïèñûâàåò äâèæåíèå äâóìåðíîéêâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ÷àñòèöû â ïîëå ïîòåíöèàëü�íîãî áàðüåðà � ~ 2 � a(�)x2.Êàê èçâåñòíî èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè [21℄, â ïî�òåíöèàëå òàêîãî âèäà âîçíèêàåò ïîòîê ÷àñòèö, ¾óõî�äÿùèõ¿ îò áàðüåðà. Ïðàâàÿ òî÷êà ïîâîðîòà xt:p: íà�õîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ïîòåíöèàëüíîé ýíåð�ãèè a(�)x2 ¾ïîëíîé ýíåðãèè¿ jE0j â óðàâíåíèè (31)è ðàâíà xt:p: = 2pjE0j(��3��)1=2 : (33)Â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðîòà â îáëàñòè x < xt:p:âîëíîâàÿ �óíêöèÿ  ̂ ðàâíà ̂ = BjE0j1=8(��3��)1=8p2(xt:p: � x)1=4 exp(� �jE0j2p��3�� ++ 23 jE0j1=4(��3��)1=4(xt:p: � x)3=2): (34)

Êîíñòàíòà B â �îðìóëå (34) ïîðÿäêà åäèíèöûè ìîæåò áûòü íàéäåíà èç ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ�óíêöèè ~ â îáëàñòè xt:p: � x� 1~ x�1 = BjE0j1=4px exp��pjE0jx� : (35)Â îáëàñòè çà òî÷êîé ïîâîðîòà x > xt:p: âîëíîâàÿ�óíêöèÿ  ̂ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ̂ = (jE0j)1=4B(x2 � x2t:p:)1=4 xt:p:x !1=2 �� exp(� �jE0j2p��3��+ i�4 + ix4 (��3��)1=2(x2�x2t:p:)1=2�� ijE0j(��3��)1=2 ln x+ (x2 � x2t:p:)1=2xt:p: !): (36)Ôîðìóëû (31), (36) ïîçâîëÿþò íàéòè ïîòîê ÷àñ�òèö J , âûëåòàþùèõ èç-ïîä áàðüåðà â åäèíèöó ðåàëü�íîãî âðåìåíè t:J = i�2 2�x( ̂ � ̂��x �  ̂� ��x ̂) == 4�B2(jE0j)�2 exp � �jE0jp��3��!: (37)×àñòèöû, âûëåòàþùèå èç-ïîä áàðüåðà, ïðîäîë�æàþò äâèãàòüñÿ ê òî÷êå êîëëàïñà. Ïîëíîå ÷èñëî÷àñòèö â îáëàñòè êîëëàïñà ñîõðàíÿåòñÿ, à �óíêöèÿN(t), îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé (25), óäîâëåòâîðÿåòóðàâíåíèþ �N�t = �J (38)ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå�íè tin N(tin) = N
ol: (39)Âûðàæåíèå (36) äëÿ âîëíîâîé �óíêöèè  ̂ ñïðà�âåäëèâî â îáëàñòè x < xmax, ãäå xmax � ìàêñèìàëü�íîå óäàëåíèå îò áàðüåðà êîëëàïñèðóþùèõ ÷àñòèö.Ôîðìóëà (36) ïîçâîëÿåò íàéòè âñå �èçè÷åñêèåâåëè÷èíû, ñâÿçàííûå ñ ñóùåñòâîâàíèåì íàäáàðüåð�íûõ ÷àñòèö çà ïðàâîé òî÷êîé ïîâîðîòà. Äëÿ ÷èñëà÷àñòèö Ntail è ýíåðãèè "tail, ñîñðåäîòî÷åííûõ â ýòîéîáëàñòè, ïîëó÷àåìNtail = 2�B2(jE0j)1=2xt:p: �� exp � �jE0jp��3��! ln 2xmaxxt:p: !; (40)218



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 1 (7), 2003 Ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êîëëàïñèðóþùèõ ðåøåíèé : : :"tail = �8�2 B2xt:p:(jE0j)1=2 exp � �jE0jp��3��!��(�� _� +q��3���2 x2max � t2t:p:2 !++x2t:p:((� _�)2+�3��) ln 2xmaxxt:p: !�� _�q��3��x2t:p:):Äëÿ âêëàäà â âåëè÷èíó L íàäáàðüåðíîé îáëàñòè çàïðàâîé òî÷êîé ïîâîðîòà Ltail íàõîäèì âûðàæåíèåLtail = ��2B2(jE0j)1=2xt:p: exp � �jE0jp��3��!�� " x2max � x2t:p:2 !+ x2t:p: ln 2xmaxxt:p: !#: (41)Èñïîëüçóÿ òðè òî÷íûõ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ è �îð�ìóëû (25), (26), (40), ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ñèñòåìóóðàâíåíèé äëÿ âåëè÷èí �; �, â êîòîðóþ âõîäèò ïàðà�ìåòð îáðåçàíèÿ xmax:N
ol�N
r = 
04jE0j (��3��)� 3
1jE0j (�3��)2+ 
0�28jE0j2��(6�2 _�2 _�+6�3�� _�+6�3 _���+�4...� )+Ntail; (42)E
ol = 
016 �2�t2 �2 � �4 _�jE0j!++ 
1[(�2��)2 + �3 _�2��℄ + "tail;E
ol = 116 �2�t2(
0 �2 � �4 _�jE0j!+ 8
1�5��+ Ltail);ãäå êîíñòàíòû 
0; 
1 îïðåäåëåíû â Ïðèëîæåíèè(�îðìóëà (Ï.9)). Îò ïàðàìåòðà îáðåçàíèÿ xmax ñëå�äóåò èçáàâèòüñÿ. Òðåòüå èç óðàâíåíèé (42) ìîæåòáûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ýòîé öåëè. Èíòåãðèðóÿ åãî,íàõîäèì�E
olt2 +B1t+B0� == 
08  �2 � �4 _�jE0j!+ 
1�5��+ 18Ltail: (43)Â �îðìóëå (43) âåëè÷èíû B0; B1 � êîíñòàíòû èí�òåãðèðîâàíèÿ. Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (43) íà âåëè÷èíó _��+s� ���!2, ïåðâîå èç óðàâíåíèé (42) óìíîæàÿ íàâåëè÷èíó x2t:p:8�2 ��3��� � _�q��3���

è âû÷èòàÿ îáà ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì óðàâíå�íèÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (42), ïîëó÷èì ïåðâîå óðàâ�íåíèå, íå ñîäåðæàùåå ïàðàìåòðà îáðåçàíèÿ xmax:E
ol � _�� +s� ���!2�E
olt2 +B1t+B0�++ (N
ol �N
r) jE0j2�2  1 + _�p����! == 
016 �2�t2 �2 � �4 _�jE0j!+ 
1���2���2 + �3 _�2����� _�� +s� ���!2"
08  �2 � �4 _�jE0j!+ 
1�5��#++ jE0j2�2  1 + _�p����!" 
04jE0j (��3��)� 3
1jE0j (�3��)2 ++ 
0�28jE0j2�6�2 _�2 _�+ 6�3�� _�+ 6�3 _���+ �4 :::��#++ �B2jE0j2 _��4�� exp � �jE0jp��3��!: (44)Âòîðîå óðàâíåíèå, íå ñîäåðæàùåå ïàðàìåòð xmax,ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî äè��åðåíöèðîâàíèåì ïåðâî�ãî èç óðàâíåíèé (41) ïî âðåìåíè t:��t( 
04jE0j (��3��)� 3
1jE0j (�3��)2 + 
0�28jE0j2��(6�2 _�2 _�+ 6�3�� _�+ 6�3 _���+ �4...�))++ 4�B2jE0j�2 exp � �jE0jp��3��! = 0: (45)Ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé (44), (45) äëÿ âåëè÷èí(�; �) îïèñûâàåò âåñü ïðîöåññ êîëëàïñà (èëè ðàñøè�ðåíèÿ). Ïðîöåññ êîëëàïñà ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ýòà�ïà. Ïåðâûé ýòàï çàíèìàåò ïðàêòè÷åñêè âñþ îáëàñòüïî âðåìåíè çà èñêëþ÷åíèåì ýêñïîíåíöèàëüíî óçêîéîêðåñòíîñòè òî÷êè êîëëàïñà. Âòîðîé ýòàï � ýêñïî�íåíöèàëüíî óçêàÿ îáëàñòü îêðåñòíîñòè òî÷êè êîë�ëàïñà. 6. Ï�ÎÖÅÑÑ ÊÎËËÀÏÑÀ ÂÍÅÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÎ ÓÇÊÎÉÎÊ�ÅÑÒÍÎÑÒÈ ÒÎ×ÊÈ ÊÎËËÀÏÑÀÂ ýòîé îáëàñòè óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñèñòå�ìîé óðàâíåíèé (42), â êîòîðîé ñëåäóåò îïóñòèòüñëàãàåìûå, ñâÿçàííûå ñ ïðîöåññîì òóííåëèðîâàíèÿ219



Þ. Í. Îâ÷èííèêîâ, È. Ì. Ñèãàë ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 1 (7), 2003fNtail; "tail; Ltailg. Âû÷èòàÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ(42) òðåòüå, ïîëó÷èì îäíî óðàâíåíèå äëÿ âåëè÷è�íû �: (�2��)2 + �3 _�2�� = 12 �2�t2 (�5��): (46)Óðàâíåíèå (46) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó��t [�(�...� + 3 _���)℄ + 5 _�(�...� + 3 _���) = 0: (47)Óðàâíåíèå (47) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ îäèí ðàç, è âðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì�6[�...� + 3 _���℄ = 
onst: (48)Êîíñòàíòà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (48) ìîæåòáûòü òîëüêî íóëåì. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò óðàâíå�íèå, èññëåäîâàííîå â ðàáîòå [20℄, ðåøåíèå êîòîðîãîåñòü �2 = C1(t0 � t)2 + C=C1; (49)ãäå C;C1; t0 � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Çíà÷åíèåêîíñòàíòû C = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñåïàðàòðèñå, îòäåëÿ�þùåé îáëàñòü êîëëàïñà îò îáëàñòè ðàñøèðåíèÿ.Âåëè÷èíó _� èùåì â âèäå_� = �jE0j�2 : (50)Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå _� â ïåðâîå è òðåòüåóðàâíåíèÿ (42), ïîëó÷èìE
ol = 18
0C1(1� �) + 
1CC1; (51)N
ol �N
r = 
0C4jE0j (�1 + 2�)� 3
1jE0jC2:Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé (51) íà�êëàäûâàåò îäíî îãðàíè÷åíèå íà ïàðàìåòðûfE
ol; N
ol �N
r; C; C1g:4E
olC1 + jE0jC (N
ol �N
r) = 
04 + 
1C: (52)Èç óðàâíåíèé (51) íàõîäèì çíà÷åíèå ïàðàìåò�ðà �� = 4
0(
1C + 2E
olC1 + jE0jC (N
ol �N
r)): (53)

7. ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÎ ÓÇÊÀßÎÊ�ÅÑÒÍÎÑÒÜ ÒÎ×ÊÈ ÊÎËËÀÏÑÀÂ ýêñïîíåíöèàëüíî óçêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè êîë�ëàïñà ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè ïðîöåññû òóííåëè�ðîâàíèÿ è íàêîïëåíèÿ ¾÷àñòèö¿ çà ïðàâîé òî÷êîéïîâîðîòà (â îáëàñòè x > xt:p:). Â ýòîé, à òàêæå âïåðåõîäíîé îáëàñòè ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ ñèñòåìîéóðàâíåíèé (44), (45). �åøåíèå ýòîé ñèñòåìû óðàâíå�íèé äëÿ �óíêöèé �; � èùåì â âèäå� = pt� � tf ; _� = ~�jE0jt� � t ; (54)ãäå t� � ìîìåíò êîëëàïñà, f; ~� � ìåäëåííûå �óíê�öèè âðåìåíè. Ó÷èòûâàÿ ìåäëåííîñòü èçìåíåíèÿ�óíêöèè f , íàõîäèì12�2 1 + _�p����! = �f _f; �3�� = � 14f4 ; (55)�2�t2�2 = 2 _ff3 ; _�� +s� ��� = � _ff :Â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðåõîäà âòîðîé ÷ëåí â ëå�âîé ÷àñòè �îðìóëû (44) ìàë. Òðåòèé ÷ëåí â ëåâîé÷àñòè �îðìóëû (44) ìîæåò áûòü óáðàí ñ ïîìîùüþçàìåíû ~� = �4jE0j
0 (N
ol �N
r)f6 + �: (56)Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà óðàâíåíèé (44), (45) ñ ïî�ìîùüþ �îðìóë (55), (56) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
016( _ff3 + _�f4 � 2� _ff5 )++ 2�B2jE0j2f4t� � t exp��2�jE0jf2� = 0; (57)� 
0 _f4f5 � 
0 _�8f6 + 34 � _ff7 ++ 4�B2jE0j2f2t� � t exp(�2�jE0jf2) = 0:Óìíîæàÿ âòîðîå èç óðàâíåíèé (57) íà âåëè÷èíó f2=2è âû÷èòàÿ åãî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (57), ïîëó÷èìóðàâíåíèå, íå ñîäåðæàùåå ýêñïîíåíöèàëüíûõ ÷ëå�íîâ _�� 4� _ff + 32f _f = 0: (58)220



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 1 (7), 2003 Ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êîëëàïñèðóþùèõ ðåøåíèé : : :Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (58) åñòü� = 34f2 + ~�f4; (59)ãäå ~� � êîíñòàíòà.Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå (59) äëÿ �óíêöèè � â ïåð�âóþ èç �îðìóë (57), ïîëó÷èì îäíî óðàâíåíèå äëÿ�óíêöèè f :_ff5 = �16�B2jE0j2~�
0(t� � t) exp(�2�jE0jf2): (60)�åøàÿ óðàâíåíèÿ (60), íàéäåì �óíêöèþ f :2�jE0jf2 = ln 64�2B2jE0j3f6(�~�)
0 ln 1t� � t!!: (61)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû ~� â óðàâ�íåíèÿõ (59), (61), íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâ�íåíèé (44), (45) â ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè, â êîòî�ðîé ýêñïîíåíöèàëüíûå ÷ëåíû òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òîè ÷ëåíû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (46).8. �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ÍÀ×ÀËÜÍÎ�Î ÇÍÀ×ÅÍÈßÂÎËÍÎÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ ÍÀÊÎËËÀÏÑÈ�ÓÞÙÓÞ ×ÀÑÒÜ  
ol ÈÎ�ÒÎ�ÎÍÀËÜÍÎÅ Ê ÍÅÉ ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅ ?Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíà âîëíîâàÿ �óíêöèÿ  â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òàêàÿ, ÷òî îíà ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (5), (6): =  
ol +  ?è íîðìà �óíêöèè  ? ìàëà. Îòìåòèì, ïðåæäå âñåãî,÷òî ñóùåñòâóþò òðè ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà: âåëè÷è�íà jE0j è êîîðäèíàòû (x0; y0) òî÷êè êîëëàïñà. Çàäàâýòè âåëè÷èíû, ïîñòðîèì áàçèñ, ïî êîòîðîìó áóäåòðàçëîæåíà âåëè÷èíà  
ol (6). Èç �îðìóë (9), (10),(15), (16) ñëåäóåò, ÷òî áàçèñ ñîñòîèò èç �óíêöèé~ ; ��x (x ~ ); L̂�1(x2 ~ ); x2 ~ ; (62)L̂�1(x2�); L̂�1(�); L̂�1( ~ �2):Ôóíêöèþ  
ol ñëåäóåò ðàçëîæèòü ïî áàçèñó (62).Ïîñëå ýòîãî íîðìà �óíêöèè  ? äîëæíà áûòüìèíèìèçèðîâàíà ïî âñåì ñâîáîäíûì ïàðàìåòðàì:jE0j; (x0; y0) è êîý��èöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè 
ol ïî áàçèñó (62). Ìèíèìèçàöèÿ ïî ñâîáîäíûìïàðàìåòðàì îïðåäåëèò ïîëîæåíèå öåíòðà êîëëàïñà,âåëè÷èíó jE0j è íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ñèñòåìûóðàâíåíèé (44), (45) (ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé (43), (49),(50), (51), (53)).

9. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷åíà ñèñòå�ìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ïðîöåññ êîëëàïñà âîâñåì âðåìåííîì èíòåðâàëå äî îñîáîé òî÷êè. Ïðàê�òè÷åñêè âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì ýêñïîíåíöèàëüíî óç�êîé îáëàñòè âáëèçè òî÷êè êîëëàïñà, ïðîöåññû òóí�íåëèðîâàíèÿ â ïåðåâåðíóòîì ïàðàáîëè÷åñêîì ïîòåí�öèàëå íåñóùåñòâåííû. Òóííåëèðîâàíèå ïðèâîäèò êíàêîïëåíèþ ÷àñòèö â îáëàñòè çà ïðàâîé òî÷êîé ïî�âîðîòà. Ñóùåñòâåííî, ÷òî ýíåðãèÿ ÷àñòèö â ýòîé îá�ëàñòè ñòðåìèòñÿ ê +1 ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êåêîëëàïñà.Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å èìåþòñÿ òðè òî÷íûõçàêîíà ñîõðàíåíèÿ: ÷èñëà ÷àñòèö, ïîëíîé ýíåðãèè,à òàêæå ¾êâàçèêîí�îðìíûé¿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ. Èñ�ïîëüçîâàíèå êâàçèêîí�îðìíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò ðàñõîäÿùèõñÿ ïðè ïðèáëè�æåíèè ê òî÷êå êîëëàïñà âåëè÷èí, ñâÿçàííûõ ñ íà�êîïëåíèåì ÷àñòèö â îáëàñòè çà ïðàâîé òî÷êîé ïîâî�ðîòà. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò ñèñòåìà äâóõ óðàâíå�íèé äëÿ âåëè÷èí f�; _�g. Ïðè ðåøåíèè ýòîé ñèñòåìûóðàâíåíèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè êîëëàïñà âîçíèêàåòñâîáîäíûé ïàðàìåòð ~�. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ~� îïðå�äåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè ñøèâêè ðåøåíèé â ïåðåõîäíîéîáëàñòè, â êîòîðîé âñå ÷ëåíû â ñèñòåìå óðàâíåíèé(44), (45) îäíîãî ïîðÿäêà. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ðàñ�ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âûïàäåíèå âåëè÷èíû_� èç âñåõ óðàâíåíèé âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîç�ìóùåíèé è åå ïîÿâëåíèå ëèøü â ÷åòâåðòîì ïîðÿäêå.Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ êîëëàïñà ÿâëÿåòñÿîòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè E [19℄. Åñëè ÷èñëî÷àñòèö N < N
r, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) îñòàåòñÿêîíå÷íûì ïðè âñÿêîì êîíå÷íîì âðåìåíè [16℄. Ñó�ùåñòâóþò êîëëàïñèðóþùèå ðåøåíèÿ ïðè N = N
rè ëþáîì çíà÷åíèè ýíåðãèè E>0 [5℄. Â àäèàáàòè�÷åñêîì ïðèáëèæåíèè íàìè óñòàíîâëåíà íåÿâíàÿñâÿçü íà÷àëüíûõ äàííûõ ñ óñëîâèåì âîçíèêíîâåíèÿêîëëàïñà ïðè êîíå÷íîì çíà÷åíèè âðåìåíè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ è â ðàìêàõ ïðîãðàììû Ìèíèñòåðñòâà íàóêè� Ô. �àáîòà È. Ì. Ñèãàë âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîéïîääåðæêå NSERC (ãðàíò �A7901).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÏðèâåäåì, ïðåæäå âñåãî, ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûåèñïîëüçîâàíû íàìè ïðè âûâîäå óðàâíåíèé äëÿ âåëè�÷èí fN;E; �; �g. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (7)íà �óíêöèþ �(x2n+1 )=�x è èíòåãðèðóÿ ïî x dx íà221



Þ. Í. Îâ÷èííèêîâ, È. Ì. Ñèãàë ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 1 (7), 2003èíòåðâàëå (0;1), ïîëó÷èì áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñîîò�íîøåíèé äëÿ èíòåãðàëîâ îò �óíêöèè ~ :1Z0 dx xn�4n3x2n�2 ~ 2++ (4n+ 2)jE0jx2n ~ 2 � (3n+ 1)x2n ~ 4o = 0; (Ï.1)ãäå n = 0; 1; 2; : : : ×àñòü ýòèõ óðàâíåíèé áûëà ïîëó�÷åíà è èñïîëüçîâàíà â ðàáîòå [20℄. Ïðÿìîé ïðîâåð�êîé ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùèõóðàâíåíèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò �óíêöèÿ ~ :L̂� ��x �x ~ �� = 2jE0j ~ ; (Ï.2)L̂2 ~ = 2 ~ 3;L̂�x2 ~ � = 2x2 ~ 3 + 4 ��x �x ~ � ;~L� ~ 3� = 2jE0j ~ 3 + 6 ~  � ~ �x!2 ;L̂�x2 ~ 3� = �2 ~ 3 + 2jE0jx2 ~ 3 + 6 ~ � ��x �x ~ ��2 ;ãäå îïåðàòîð L̂1 äàåòñÿ âûðàæåíèåì (11).Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (Ï.1), (Ï.2), ïîëó÷èì òðèñîîòíîøåíèÿ:1Z0 dx x� ��x �x ~ ��2 = 1Z0 dx x ~ 2 �� jE0j 1Z0 dx x�x ~ �2 + 1Z0 dx x�x2 ~ 4� ; (Ï.3)1Z0 dx x ~ � ��x �x ~ ��3 = jE0j3 1Z0 dx x�x2 ~ 4 + ~ 2� ;1Z0 dx xx2 � ��x �x ~ ��2 == 1Z0 dx x�5�x ~ �2 � jE0jx4 ~ 2 + �x ~ �4� :Íàéäåì âåëè÷èíó I , îïðåäåëÿåìóþ âûðàæåíèåìI = 1Z0 dx x(3 ~  ��x (x ~ )! L̂�1(x2 ~ )!2 �� jE0j(L̂�1(x2 ~ ))2): (Ï.4)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïðèâåäåì âûðàæåíèå äëÿI ê âèäóI = � 1Z0 dx L̂�1(x2 ~ ) [(3 ~ 2 � jE0j)x2℄�� ��x �L̂�1 �x2 ~ �� : (Ï.5)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåëè÷èíà I ðàâíàI = 12 1Z0 dx L̂�1(x2 ~ )��( ��x"x2 L̂� 1x ��x x ��x!!L̂�1(x2 ~ )# �� x2(3 ~ 2 � jE0j) ��x L̂�1(x2 ~ )): (Ï.6)Â âûðàæåíèè (Ï.6) òðåòèé ÷ëåí åñòü ïîëíàÿ ïðî�èçâîäíàÿ è èíòåãðàë îò íåå ðàâåí íóëþ. Â ðåçóëüòàòåâåëè÷èíà I îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåìI = �12 1Z0 dx�� L̂�1(x2 ~ )"x2(3 ~ 2 � jE0j)# ��xL̂�1(x2 ~ ) ++ 12 1Z0 dx L̂�1(x2 ~ ) ��x (x4 ~ ): (Ï.7)Èç �îðìóë (Ï.5), (Ï.7) ïîëó÷àåìI = 1Z0 dx L̂�1(x2 ~ ) ��x (x4 ~ ): (Ï.8)Îïðåäåëèì äâå êîíñòàíòû 
0; 
1:
0 = 2� 1Z0 dx x(x ~ )2; (Ï.9)
1 = �8 1Z0 dx xnx2 ~ L̂�1(x2 ~ )o:Â âåëè÷èíàõ 
0; 
1 ìîæíî âûäåëèòü çàâèñèìîñòü îòjE0j è çàïèñàòü èõ â âèäå
0 = 1jEj 
00; 
1 = 1jE0j3 
11; (Ï.10)ãäå âåëè÷èíû 
00; 
11 íå çàâèñÿò îò âûáîðà jE0j.222
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