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ËÀÇÅ� ÍÀ ¾ØÒÀ�ÊÎÂÑÊÎÉ ËÅÑÒÍÈÖÅ¿Ñ ÊÎ�Å�ÅÍÒÍÎÉ ÝËÅÊÒ�ÎÍÍÎÉ ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÎÉÂ. Ô. Åëåñèí *a, Þ. Â. Êîïàåâ ba Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé èíæåíåðíî-�èçè÷åñêèé èíñòèòóò115409, Ìîñêâà, �îññèÿb Ôèçè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ï. Í. Ëåáåäåâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119991, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 6 �åâðàëÿ 2003 ã.�àçâèòà òåîðèÿ ãåíåðàöèè íà äâóõïîäçîííîé ¾øòàðêîâñêîé ëåñòíèöå¿ ñ êîãåðåíòíîé ýëåêòðîííîé ïîäñèñ-òåìîé. �àññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü, â êîòîðîé ýëåêòðîíû çà ñ÷åò ðåçîíàíñíîãî òóííåëèðîâàíèÿ ïîñòóïàþòíà âåðõíèé óðîâåíü êâàíòîâîé ÿìû, ïåðåõîäÿò íà íèæíèé óðîâåíü ýòîé ÿìû (âåðòèêàëüíûå ïåðåõîäû),èçëó÷àÿ �îòîí ~!, çàòåì ðåçîíàíñíî òóííåëèðóþò íà âåðõíèé óðîâåíü ñîñåäíåé ÿìû, ñîâåðøàþò èçëó÷à-òåëüíûé ïåðåõîä è ò. ä. âïëîòü äî óõîäà ñ íèæíåãî óðîâíÿ ïîñëåäíåé ÿìû. Ïðèëîæåííîå ê ñâåðõðåøåòêåïîñòîÿííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñìåùàåò óðîâíè òàê, ÷òî íèæíèé óðîâåíü n-é ÿìû ñîâïàäàåò ñ âåðõíèìóðîâíåì (n + 1)-é. Íàéäåíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ âîëíîâûõ �óíêöèé è òîêîâ ïîëÿðèçàöèèN -ÿìíîé ñòðóêòóðû. Ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíà îáúåìíàÿ ãåíåðàöèÿ N -ÿìíîé ñòðóêòóðû â îïòèìàëüíîìðåæèìå ñ êïä áëèçêèì ê åäèíèöå, ñ ìàëûì îòðàæåíèåì è ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ ìîùíîñòè îò òîêàíàêà÷êè. Ïîëíàÿ ìîùíîñòü ãåíåðàöèè ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó ÿì. Äëÿ ñòðóêòóð ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ÿìýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ ýìèòòåðà äîëæíà ïðîñòî ñîâïàäàòü ñ ðåçîíàíñíîé ýíåðãèåé ïðè ëþáûõ ïîëÿõ ëàçåðà.Òî åñòü ïîäñòðîéêà ýíåðãèè, íåîáõîäèìàÿ â ñòðóêòóðå íà îäíîé ÿìå, íå òðåáóåòñÿ. Íàéäåíû óíèâåðñàëü-íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ N -ÿìíîé ñòðóêòóðû, îáåñïå÷èâàþùèå âûïîëíåíèå óñëîâèé ðåçîíàí-ñà îäíîâðåìåííî âî âñåõ ÿìàõ. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî âîçìîæíà êîãåðåíòíàÿ ãåíåðàöèÿ è íà îäíîïîäçîííîé¾øòàðêîâñêîé ëåñòíèöå¿, íî ñ ìåíüøèì óñèëåíèåì.PACS: 42.55.Ah, 73.21.Cd1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ 1972 ã. Êàçàðèíîâ è Ñóðèñ [1℄ ïðåäëîæèëè íî�âûé òèï ïîëóïðîâîäíèêîâîãî ëàçåðà, â êîòîðîì èç�ëó÷àòåëüíûå ïåðåõîäû ïðîèñõîäÿò ìåæäó óðîâíÿìè(ïîäçîíàìè) ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ. Ýòî ïðåäëî�æåíèå áûëî ðåàëèçîâàíî â 1994 ã. â íàíîñòðóêòóðàõ(òàê íàçûâàåìûå êàñêàäíûå ëàçåðû) [2; 3℄, ãäå îñíîâ�íûìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ äâå êâàíòîâûå ÿìû ñ ðà�áî÷èìè óðîâíÿìè â êàæäîé èç íèõ [2℄ (¾äèàãîíàëü�íûå ïåðåõîäû¿) èëè îäíà êâàíòîâàÿ ÿìà ñ äâóìÿ ðà�áî÷èìè óðîâíÿìè [3; 4℄ (¾âåðòèêàëüíûå ïåðåõîäû¿).�ëàâíîå ïðåèìóùåñòâî êàñêàäíûõ ëàçåðîâ çàêëþ�÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè ïåðåñòðîéêè äëèíû âîëíû îòèí�ðàêðàñíîãî äî ñóáìèëëèìåòðîâîãî äèàïàçîíà.*E-mail: VEF�super
on.mephi.ru

Îñîáåííîñòÿìè êàñêàäíûõ ëàçåðîâ ÿâëÿþòñÿ óíèïî�ëÿðíîñòü, îäèíàêîâûå ìàññû ïîäçîí è äð. Åùå îä�íà ïðèíöèïèàëüíàÿ îñîáåííîñòü ñîñòîèò â êîãåðåíò�íîì õàðàêòåðå ðåçîíàíñíîãî òóííåëèðîâàíèÿ, îáåñ�ïå÷èâàþùåãî íàêà÷êó. Ïîýòîìó ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæ�íîñòü ãåíåðàöèè áåç ó÷àñòèÿ äèññèïàòèâíûõ ïðîöåñ�ñîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ýëåêòðîí ïîñòóïàåò íà âåðõíèéóðîâåíü çà ñ÷åò êîãåðåíòíîãî ðåçîíàíñíîãî òóííåëè�ðîâàíèÿ, ïåðåõîäèò íà íèæíèé óðîâåíü, èçëó÷àÿ �î�òîí, è ïîêèäàåò ÿìó, ïðåðûâàÿ ïðîöåññ âçàèìîäåé�ñòâèÿ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì (â îáû÷íûõ ëàçå�ðàõ ïðåðûâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò äèññèïàöè�îííûõ ïðîöåññîâ, íàïðèìåð, èçëó÷åíèÿ �îíîíà [5℄).Òàêîé ëàçåð íà îäíîé êâàíòîâîé ÿìå (íàçâàííûé êî�ãåðåíòíûì) áûë ïðåäëîæåí è òåîðåòè÷åñêè èññëåäî�âàí â ðàáîòå [6℄. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíà ãå�íåðàöèÿ ñèëüíîãî ïîëÿ â îòñóòñòâèå èíâåðñíîé íàñå�1308
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Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ñòðóêòóðû ÷åòûðåõ ÿì,N = 4ëåííîñòè. Íàéäåíû óñëîâèÿ îïòèìàëüíîãî ðåæèìà,ïðè êîòîðîì êïä áëèçîê ê åäèíèöå [6; 7℄, îòðàæåíèåîò ñòðóêòóðû ðàâíî íóëþ è îòñóòñòâóåò óøèðåíèåëèíèè óñèëåíèÿ çà ñ÷åò ïîëÿ.Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ � âîçìîæíà ëèý��åêòèâíàÿ ãåíåðàöèÿ äëÿ ñòðóêòóðû èç N òóí�íåëüíî ñâÿçàííûõ ÿì? Ýòà çàäà÷à òåñíî ñâÿçàíà ñçàäà÷åé ãåíåðàöèè íà ¾øòàðêîâñêîé ëåñòíèöå¿, â êî�òîðîé ñóùåñòâóåò èçâåñòíàÿ ïðîáëåìà. Ñîãëàñíî Áà�ñòàðäó è äð. [8℄, ãåíåðàöèÿ íà ¾øòàðêîâñêîé ëåñò�íèöå¿ ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì ý��åêòîì. Ïðè÷è�íà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èçëó÷àòåëüíûå ïåðåõîäûâíóòðè îáðàçöà êîìïåíñèðóþòñÿ è óñèëåíèå îïðåäå�ëÿåòñÿ èíâåðñíîé íàñåëåííîñòüþ ìåæäó óðîâíÿìèíà ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöàõ.Îäíàêî òàêîé âûâîä ñïðàâåäëèâ, åñëè ýëåêòðîí�íàÿ ïîäñèñòåìà íåêîãåðåíòíà è ïðèìåíèìî ïîíÿòèåâåðîÿòíîñòè èçëó÷àòåëüíîãî ïåðåõîäà â åäèíèöó âðå�ìåíè. Â êîãåðåíòíîé ñèñòåìå ñèòóàöèÿ ïðèíöèïè�àëüíî èíàÿ. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ýëåêòðîí,ïîäâîäèìûé ê ÿìå, êîãåðåíòíî ñîâåðøàåò èçëó÷à�òåëüíûå ïåðåõîäû âíå çàâèñèìîñòè îò ðàçíîñòè íàñå�ëåííîñòè ìåæäó óðîâíÿìè [6℄. Ïîýòîìó ìîæíî îæè�äàòü, ÷òî ãåíåðàöèÿ ìîæåò ïðîõîäèòü âî âñåì îáú�åìå N -ÿìíîé ñòðóêòóðû.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îäíîïîäçîííîé ìîäå�ëè èçëó÷àòåëüíûå ïåðåõîäû èäóò ìåæäó óðîâíÿìèØòàðêà â ñîñåäíèõ ÿìàõ (äèàãîíàëüíûå ïåðåõîäû).Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [4; 9℄, äèàãîíàëüíûå ïåðåõî�äû îáåñïå÷èâàþò ãîðàçäî ìåíüøåå óñèëåíèå, ÷åì ïå�

ðåõîäû ìåæäó äâóìÿ óðîâíÿìè â îäíîé ÿìå (âåð�òèêàëüíûå ïåðåõîäû). Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå ìûðàññìàòðèâàåì ñâåðõðåøåòêó ñ âåðòèêàëüíûìè èç�ëó÷àòåëüíûìè ïåðåõîäàìè (ñì. ðèñóíîê). Ïîñëå ïå�ðåõîäà ýëåêòðîíà ñ âåðõíåãî íà íèæíèé óðîâåíü n-éÿìû ñ èçëó÷åíèåì �îòîíà ýëåêòðîí ðåçîíàíñíî òóí�íåëèðóåò íà âåðõíèé óðîâåíü ñîñåäíåé ÿìû è ò. ä.�àññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò êîãåðåíòíûéëàçåð, â êîòîðîé ýëåêòðîí ïðîõîäèò N ÿì, èçëó÷àÿ�îòîíû â êàæäîé ÿìå. Êàê èçâåñòíî, â êàñêàäíîìëàçåðå [2; 3℄ ïîñëå êàæäîãî èçëó÷àòåëüíîãî ïåðåõîäàýëåêòðîí ïîïàäàåò â îáëàñòü ðåëàêñàöèè, ãäå ïðè�ãîòîâëÿåòñÿ åãî ñîñòîÿíèå äëÿ ñëåäóþùåãî èçëó÷à�òåëüíîãî ïåðåõîäà.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêàòåîðèè êîãåðåíòíîãî ëàçåðà äëÿ N ÿì ñ âåðòèêàëü�íûìè ïåðåõîäàìè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåêîòîðûåïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ðàáî�òàõ [10℄. Îäíàêî èñïîëüçóåìûé â íèõ �îðìàëèçì ðå�øåíèÿ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé 4N � 4Náûë î÷åíü ãðîìîçäîê, ÷òî íå ïîçâîëèëî ïðîâåñòèïîëíûé àíàëèç è âûÿâèòü óñëîâèÿ îïòèìàëüíîé ãå�íåðàöèè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óäàëîñü ïîëó÷èòü òî÷íûåàíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû äëÿ 2, 3, 4 èNÿì. Ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíà îáúåìíàÿ îïòèìàëüíàÿãåíåðàöèÿ ñòðóêòóðû èç N ÿì ñ êïä áëèçêèì ê åäè�íèöå, ìàëûì îòðàæåíèåì è ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþìîùíîñòè îò òîêà íàêà÷êè. Äëÿ ñòðóêòóð ñ ÷åòíûì÷èñëîì ÿì ýíåðãèÿ ïîñòóïàþùèõ ýëåêòðîíîâ äîëæ�íà ïðîñòî ñîâïàäàòü ñ ðåçîíàíñíîé ïðè ëþáûõ ïî�ëÿõ, ò. å. ïîäñòðîéêà ýíåðãèè, íåîáõîäèìàÿ â ñòðóê�òóðå èç îäíîé ÿìû [6; 7℄, íå òðåáóåòñÿ. Íàéäåíû óíè�âåðñàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ N -ÿìíîéñòðóêòóðû, îáåñïå÷èâàþùèå âûïîëíåíèå óñëîâèé ðå�çîíàíñà îäíîâðåìåííî âî âñåõ ÿìàõ.Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âðàçä. 2 äàíî îïèñàíèå ìîäåëè, ïðèâåäåíî óñòàíîâèâ�øååñÿ ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿØðåäèí�ãåðà, à òàêæå âûâåäåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è âû�ðàæåíèÿ äëÿ òîêîâ. �àçäåë 3 ïîñâÿùåí îäíîÿìíîéñòðóêòóðå, â íåì ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, èñïîëüçó�åìûå â äàëüíåéøåì. Â ðàçä. 4 íàéäåíû âîëíîâûå�óíêöèè N -ÿìíîé ñòðóêòóðû, ñïðàâåäëèâûå êàêäëÿ ñëàáûõ, òàê è äëÿ ñèëüíûõ ïîëåé. Äåòàëüíûéàíàëèç äâóõúÿìíîé ñòðóêòóðû âûïîëíåí â ðàçä. 5,6, à òðåõúÿìíîé � â ðàçä. 7. Ñòðóêòóðû ñ ÷åòíûì÷èñëîì ÿì N � 4 àíàëèçèðóþòñÿ â ðàçä. 8. Àíàëèçóóñëîâèé ðåçîíàíñà ïîñâÿùåíî Ïðèëîæåíèå.1309



Â. Ô. Åëåñèí, Þ. Â. Êîïàåâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 6, 20032. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÌÎÄÅËÈ. ÎÑÍÎÂÍÛÅÓ�ÀÂÍÅÍÈß�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëü îäíîìåðíîéN -ÿìíîé ñòðóêòóðû (ñì. ðèñóíîê), ÿâëÿþùóþñÿîáîáùåíèåì ìîäåëåé, îïèñàííûõ â ðàáîòàõ [7; 10℄.Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíà ñõåìà ñòðóêòóðû, ïðåäñòàâ�ëÿþùåé íàáîð Æ-�óíêöèîíàëüíûõ áàðüåðîâ, ðàñïî�ëîæåííûõ â òî÷êàõ x = an, n = �1; 0; 1; : : : ; N � 1.Ïàðàìåòðû êâàíòîâûõ ÿì âûáðàíû òàê, ÷òî ýíåð�ãèè äâóõ íèæíèõ óðîâíåé èçîëèðîâàííîé ÿìû,"2R è "1R, ðàçëè÷àþòñÿ íà âåëè÷èíó, ïðèìåðíîðàâíóþ ÷àñòîòå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ! (~ = 1),ò. å. "2R � "1R = !. Ýíåðãèÿ n-é ÿìû ñäâèíóòà çàñ÷åò âíåøíåãî ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿîòíîñèòåëüíî ñîñåäíåé (n � 1)-é ÿìû íà âåëè÷èíóE0, ðàâíóþ !. Ïðè ýòîì ýíåðãèÿ íèæíåãî óðîâíÿ(n� 1)-é ÿìû, "(n�1)1R , ñîâïàäàåò ñ ýíåðãèåé âåðõíåãîóðîâíÿ n-é ÿìû, "(n)2R . Ñòàöèîíàðíûé ïîòîê ýëåêòðî�íîâ ñ ïëîòíîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé q2, è ýíåðãèåé", ïðèìåðíî ðàâíîé "(1)2R, ïîäâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ñëåâà(x = �1).Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, êîòîðîå ïðåäïîëàãàåòñÿêëàññè÷åñêèì,Ex(z; t) = E sin(kz) 
os(!t+ ');èçëó÷àåòñÿ ïðè ïåðåõîäàõ ýëåêòðîíîâ ñ óðîâíåé ¾2¿íà óðîâíè ¾1¿ êâàíòîâûõ ÿì. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òîïîëå ïîëÿðèçîâàíî ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ÿìû(ò. å. âäîëü îñè x), â òî âðåìÿ êàê âîëíîâîé âåêòîðíàïðàâëåí â ïëîñêîñòè (âäîëü îñè z). Îïòè÷åñêèé ðå�çîíàòîð äëèíîé L âûäåëÿåò ìîäû. Çäåñü ìû îãðàíè�÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì îäíîìîäîâîé ãåíåðàöèè. Óðàâ�íåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ àìïëèòóäû E è �àçû '(÷àñòîòû !) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â �îðìå [5℄E2�0 = �2�� J (N)
 ; (1)(! �
)E = �2�� Js(N); (2)J (N)
;s = 1Na (N�1)aZ�a dx J
;s(x); (3)ãäå J
 è Js � ïðèâåäåííûå òîêè ïîëÿðèçàöèè (ñîâ�ïàäàþùèé ïî �àçå ñ ïîëåì, J
, è ñäâèíóòûé íà �=2ïî îòíîøåíèþ ê ïîëþ, Js). Òîêè J
 è Js îïèñûâàþòïåðåõîäû ìåæäó óðîâíÿìè. Çäåñü �0 � âðåìÿ æèç�íè �îòîíà â ðåçîíàòîðå, � � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïî�ñòîÿííàÿ, 
 � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ðåçîíàòîðà, 
 �ñêîðîñòü ñâåòà (äàëåå 
 = 1).

Òîêè J
(x) è Js(x) íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ èçâåñò�íîãî âûðàæåíèÿJ(x; t) = �ie�	� �	�x � 
.
.� ; (4)ãäå âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñèñòåìû 	(x; t) ïîä÷èíÿåòñÿóðàâíåíèþ Øðåäèíãåðài�	�t = ��2	�x2 + U(x)	 + V̂ (x; t)	: (5)ÇäåñüU(x) = �2Æ(x+ a) + NXn=0�Æ(x� an) ++ �1Æ (x� a(N � 1))�E0'(x); (6)'(x) =Xn �(x� (n� 1)a) ;�(x) = ( 1; x > 0;0; x < 0; (7)�j � ìîùíîñòè áàðüåðîâ, ïðè÷åì �2 � ëåâîéÿìû, �1 � êðàéíåé ïðàâîé, � � âíóòðåííèõ ÿì,2m = ~ = 1. Ïîñëåäíèé ÷ëåí â óðàâíåíèè (5),V̂ (x; t) = 2eiAx�	�x ;îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ ñ ýëåêòðîìàã�íèòíûì ïîëåì, Ax � âåêòîð-ïîòåíöèàë â êóëîíîâ�ñêîé êàëèáðîâêå, êîòîðûé îòëè÷åí îò íóëÿ â îáëàñòèíàíîñòðóêòóðû. Âûðàæàÿ Ax ÷åðåç àìïëèòóäó ïîëÿ,ïåðåïèøåì ïîñëåäíèé ÷ëåí â �îðìåV̂	 = V (ei!t � e�i!t)�	�x ; V = �eE! : (8)Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â âûðàæåíèè (8) ìû îïó�ñòèëè êâàäðàòè÷íîå ïî Ax ñëàãàåìîå. Ýòî ïðèáëèæå�íèå, êîòîðîå îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè ëàçåðîâ,ñïðàâåäëèâî òàêæå è çäåñü, åñëè ìàë ïàðàìåòðVp = eEp! � 1;ãäå p � èìïóëüñ ýëåêòðîíà. Óðàâíåíèå (5) íåîáõîäè�ìî äîïîëíèòü ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Êîíêðåòíûéâèä ãðàíè÷íûõ óñëîâèé áóäåò äàí íèæå ïîñëå îòûñ�êàíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ 	(x; t).Ñëåäóÿ [6℄, èùåì óñòàíîâèâøååñÿ ñòàöèîíàðíîåðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) â �îðìå	(x; t) =Xn Xm exp [�it ("+m!�E0(n+1))℄��  nm(N; x);m = 0;�1;�2; : : : ; 1 � n � N: (9)1310



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 6, 2003 Ëàçåð íà ¾øòàðêîâñêîé ëåñòíèöå¿ : : :Ôóíêöèè  nm(x;N) îïèñûâàþò ñîñòîÿíèÿ ñ êâà�çèýíåðãèÿìè "+m! â n-é ÿìå è óäîâëåòâîðÿþò ñëå�äóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:["+m! �E0(n+ 1)℄ nm + d2 mdx2 == V �d n;m�1dx � d n;m+1dx � : (10)Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â ãåíåðà�öèþ ëàçåðà âíîñÿò äâà ðåçîíàíñíûõ óðîâíÿ, ðàç�íîñòü ýíåðãèé êîòîðûõ ðàâíà ÷àñòîòå !. Â ðàññìàò�ðèâàåìîì ñëó÷àå äëÿ n-é ÿìû ýòî âåðõíèé óðîâåíü ñýíåðãèåé "(n)2R è íèæíèé óðîâåíü ñ ýíåðãèåé "(n)1R . Èìñîîòâåòñòâóþò âîëíîâûå �óíêöèè  n2(x) è  n1(x),òàê ÷òî âîëíîâàÿ �óíêöèÿ (9) ñâîäèòñÿ ê äâóì ñëà�ãàåìûì â êàæäîé ÿìå:	(x; t) =  n2(x) exp [�it ("�E0(n� 1))℄ ++  n1(x) exp [�it ("� ! �E0(n� 1))℄ ;(n� 2)a � x � (n� 1)a; 1 � n � N: (11)Ôóíêöèè  n2 è  n1 óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâ�íåíèé["�E0(n� 1)℄ n2 + d2 n2dx2 = V d n1dx ; (12)["� ! �E0(n� 1)℄ n1 + d2 n1dx2 = �V d n2dx (13)ñî ñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (ñì. [6℄): 12(�a)�1� �2ip2�+ 1ip2 d 12(�a)dx = q; 12(0) = 0;  11(�a) = 0;  22(a) = 0;d 22(0)dx � d 11(0)dx = � 11(0);: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : N1 ((N � 2)a) = 0;  N2 ((N � 1)a) = 0; N1 ((N � 1)a)�1� �1ip1��� 1ip1 d N1 ((N � 1)a)dx = 0;d N2 ((N � 2)a)dx � d N�1;1 ((N � 2)a)dx == � N�1;1 ((N � 2)a) :
(14)

�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ îïèñûâàþò ïîòîê ýëåêòðîíîâèç x = �1, èõ îòðàæåíèå, óõîä íà x = 1, à òàêæåóñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè âîëíîâûõ �óíêöèé è ñêà÷îêèõ ïðîèçâîäíûõ íà ãðàíèöàõ êâàíòîâûõ ÿì.

Óðàâíåíèÿ (12), (13) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (14)ïðè N = 1 ïåðåõîäÿò â ñîîòâåòñòâóþùèå äëÿ îäíîéÿìû [7℄. Çàìåòèì, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàïðåùà�þò óõîä ýëåêòðîíîâ ñ óðîâíåé âíóòðåííèõ ÿì, íèæ�íåãî óðîâíÿ ïåðâîé ÿìû è âåðõíåãî óðîâíÿ ïîñëåä�íåé ÿìû. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ îïòèìèçèðóåò ãåíåðàöèþè ðåàëèçóåòñÿ íà ïðàêòèêå.Èñïîëüçóÿ âèä âîëíîâîé �óíêöèè (11), òîê (4)ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç �óíêöèè  nm(x):J
(N; x) = NXn=1 Jn
(x);Jn
(x) = �ie �� �n2 d n1dx +  �n1 d n2dx �� 
.
.� : (15)3. ÎÄÍÎßÌÍÀß ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÀÎáùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé,ïðèâåäåííàÿ â ðàçä. 2, ïðè N = 1 ïåðåõîäèò â ñèñòå�ìó äëÿ îäíîé ÿìû:" 2 +  002 = V  01; ("� !) 1 +  001 = �V  02; 2 �  12;  1 �  11;  0 � d dx ; (16) 2(�a)�1� �2ip2�+  02(�a)ip2 = q;  2(0) = 0; 1(�a) = 0;  1(0)�1� �1ip1��  01(0)ip1 = 0: (17)Ñëåäóÿ [6℄, íàéäåì òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (16),(17) áåç òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ïîëþ. Ïàðàìåòð ñèëü�íîãî ïîëÿ áóäåò âûÿñíåí íèæå.�åøåíèå (16) èùåì â �îðìå 1 = A1e
x;  2 = A2e
x: (18)Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 
 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
4 + 2
2�"+ V 2 � !2 �+ "2 � !" = 0è ðàâíû
1;2 = �ivuut"+V 2�!2 �s�V 2�!2 �2+"V 2;
3;4 = �ivuut"+ V 2�!2 +s�V 2�!2 �2+"V 2: (19)Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (16) èìååò âèä l(x) = 4Xj=1Ajl exp(
jx); l = 1; 2: (20)1311



Â. Ô. Åëåñèí, Þ. Â. Êîïàåâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 6, 2003Êîý��èöèåíòû Aj1 è Aj2 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì, êî�òîðîå ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (16),Aj1 = "jAj2; "j = � 
jV"� ! + 
2j : (21)Ïîäñòàâëÿÿ  l èç (20) è Aj1 èç (21) â ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ (17), ïðèõîäèì ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé äëÿ êîý��èöèåíòîâ:NXj=1Aj2 exp(�
ja)(1� �j) = q; 4Xj=1Aj2 = 0;NXj=1 "jAj2 exp(�
ja) = 0;4Xj=1 "jAj2 �1� ~�j� = 0; (22)
ãäå �j = �2 � 
jip2 ; ~�j = �1 + 
jip1 ;p22 = "; p21 = "� !:�åøåíèå ñèñòåìû (22) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â �îðìåA(j)2 = 2q�1(1) Xk 6=l6=j(�1)k+l+1"k"l ~�kl: (23)Çäåñü �1(1) � îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (22),�1(1) = Xi6=j 6=k 6=l(�1)i+j ~�ij�kl; (24)~�ij = exp(
ja)�1� ~�j�� exp(
ia)�1� ~�i� ;�ij = exp(�
ja)(1� �j)� exp(�
ia)(1� �i): (25)Âûðàæåíèÿ äëÿ 
j è "j ìîæíî óïðîñòèòü, åñëèó÷åñòü ìàëîñòü îòíîøåíèÿ V=p:
1;2 � �ip2�1+V 22!� ; 
3;4 � �ip1�1�V 22!� ; (26)"1;2 � � i!V p1 ; "3;4 � � iV p2! ; "1"2 = 2~V 2 ;"1"3 � p2p1 ; ~V 2 = 2V 2p21!2 � 1: (27)Ýòè ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû òàêæå äëÿ N -ÿìíîéñòðóêòóðû è áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.Åùå îäíî îáùåå äëÿ ëþáûõ N íåðàâåíñòâî äàëåå áó�äåò ïðåäïîëàãàòüñÿ âûïîëíåííûì:�jpj � 1: (28)

Îíî ñîîòâåòñòâóåò ìàëîñòè øèðèíû ðåçîíàíñíîãîóðîâíÿ �j ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçîíàíñíîé ýíåðãèåé "jR.Èçâåñòíî, ÷òî èìåííî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ(28) ðåçîíàíñíîå òóííåëèðîâàíèå íàèáîëåå ÿðêî ïðî�ÿâëÿåò ñâîè çàìå÷àòåëüíûå ñâîéñòâà.Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [6℄, îïðåäåëèòåëü (24) èêîý��èöèåíòû Ajm (23) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåðàçëîæåíèÿ ïî ~V 2. Îïóñêàÿ ÷ëåíû ïîðÿäêà ~V � 1,~V 2�=p� 1, ïðèõîäèì äëÿ �1(1) ê âûðàæåíèþ�1(1) = �"1"2� ~�12�34 � ~V 2 8�1�2p21 � == "1"2 �1�2(p1p2)2 ~�1(1);~�1(1) = �2 � (� + i�1)(� + i�2);�2 = 16p1p2 ~V 2a2 ; �j = 2p3ja�2j ;"jR = p2jR; � = "� "2R; (29)
p1R = ��11 + �1a; p2R = 2��21 + �2a:Ëåãêî âèäåòü èç (29), ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íà�÷èíàåò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà ðåçîíàíñíîå òóííåëè�ðîâàíèå, åñëè�2 > �1�2 èëè ~V 2 > p21p222�21�22 : (30)Òàê êàê �=p� 1, óñëîâèå (30) âûïîëíÿåòñÿ îäíîâðå�ìåííî ñ íåðàâåíñòâîì ~V � 1. Ìû áóäåì íàçûâàòüïîëå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (30), ñèëüíûìïîëåì.Ïîëàãàÿ ìàëûì îòíîøåíèå ~V 2�=p, ïîëó÷èì èç(23) êîý��èöèåíòû A(j)2 :A(3)2 = �A(4)2 = 2q�(1)"1"2 ~�12;A(1)2 = A(2)2 = 8qp2i�1�(1)p21 : (31)Ñ ïîìîùüþ (32), (20) è (15) íàéäåì òîê (3):J
(1) = �4ie"1M12K(1);K(1) = hA(1)2 (1)A(3)2 (1) + 
.
.i == (4q)2p2�1"1"22 Im ~�12p21 j�(1)j2 ;M12 = 1a aZ0 dx [p1 sin(p2x) 
os(p1x)�� p2 sin(p1x) 
os(p2x)℄ = 83a:

(32)
1312



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 6, 2003 Ëàçåð íà ¾øòàðêîâñêîé ëåñòíèöå¿ : : :Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (25), (29) è íåêîòîðûõ ïðåîáðàçî�âàíèé ïîëó÷àåì, ïîëàãàÿ äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåæèìà�2 = 2p2�1, �1 = �2 = � [7℄,J
(1) = E�2Q�(1)��� ~�(1)���2 ; �(1) = 64e2p1p23!2a2 ;��� ~�(1)���2 � f(1; �) = (�2 + �2 � �2)2 + 4�2�2: (33)Óðàâíåíèå äëÿ ïîëÿ ëàçåðà íàõîäèì èç (1):1 = ~Q�2��� ~�(1)���2 ; ~Q = 4��0Q�(1)� : (34)Êëþ÷åâîé âåëè÷èíîé, îïðåäåëÿþùåé çàâèñè�ìîñòü òîêà J
(1) è ïîëÿ ëàçåðà ñ äëèíîé âîëíû �îò �, ÿâëÿåòñÿ êâàäðàò ðåçîíàíñíîãî îïðåäåëèòåëÿf(1; �). Ìèíèìóì f(1; �) ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìóìóòîêà è ïîëÿ ëàçåðà. Óðàâíåíèå äëÿ ýêñòðåìàëüíûõçíà÷åíèé �,df(1; �)d� = 0 = �(�2 + �2 � �2);èìååò äâà ðåøåíèÿ. Ïåðâîå ðåøåíèå �1 = 0 ñîîòâåò�ñòâóåò ìèíèìóìó f ïðè � < � è ìàêñèìóìó ïðè� > �. Âòîðîå ðåøåíèå,�22 = �2 � �2; � > �; (35)äàåò ìèíèìóì f(1; �) äëÿ ñèëüíîãî ïîëÿ ïðè � > �.Èç (34) íàõîäèì ìîùíîñòü ëàçåðà P (1), êîòîðàÿïðè � = �2 çàâèñèò îò òîêà íàêà÷êè ~Q ëèíåéíî:P (1) = �2 = ~Q24 ; (36)è êîðíåâûì îáðàçîì ïðè � = �1 = 0:P (1) = ��q ~Q� �� :Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ðåøåíèÿ �2 âûÿñíÿåòñÿ, åñëèâû÷èñëèòü êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿR(�) = (�2 + �2 � �2)2��� ~�(1)���2 ; R(�2) = 0: (37)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýíåðãèÿ "2 = "2R + �2 ñîâïàäà�åò ñ ðåçîíàíñíîé ýíåðãèåé ñòðóêòóðû â ïåðåìåííîìïîëå.

4. ÎÁÙÅÅ �ÅØÅÍÈÅ ÄËß N -ßÌÍÎÉÑÒ�ÓÊÒÓ�Û�àññìîòðèì ñòðóêòóðó ñ N êâàíòîâûìè ÿìàìè.Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíå�íèé (12), (13) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (14). Ïî àíà�ëîãèè ñî ñëó÷àåì îäíîé ÿìû èùåì ðåøåíèå â âèäå(ñì. ðàçä. 3)  n1 = 4Xj=1Ajn1 exp(
jx); n2 = 4Xj=1Ajn2 exp(
jx); (38)ãäå 
j äàåòñÿ âûðàæåíèåì (19) èëè äëÿ ~V � 1 �(26), à êîý��èöèåíòû Ajnm ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåìAjn1 = "jAjn2: (39)Ïîäñòàâëÿÿ  jnm èç (38) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (14) èâûðàæàÿ Ajn1 ÷åðåç Ajn2, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå íåîä�íîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ Ajn2:4Xj=1Aj12 exp(�
ja)(1� �j) = q; 4Xj=1Aj12 = 0;4Xj=1 "jAj12 exp(�
ja) = 0;4Xj=1("jAj12 �Aj22) = 0;4Xj=1Aj22 exp(
ja) = 0;4Xj=1(Aj22
j �Aj12
j"j � �Aj12"j) = 0;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :4Xj=1AjN2"j exp [
j(N � 1)a℄�1� ~�j� = 0:
(40)

�åøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (40)äëÿ N -ÿìíîé ñòðóêòóðû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â êîì�ïàêòíîé �îðìå. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïåðâîé ÿìû èìååìAj12(N) = (�1)1+j 2q�(N) [djD(N)� Pj�(N)℄ ; (41)dj = Xk 6=l6=j(�1)k+l+j"k"l�kl; (42)Pj = Xk 6=l6=j(�1)k+l+j"k"l��kl; (43)13 ÆÝÒÔ, âûï. 6 1313



Â. Ô. Åëåñèí, Þ. Â. Êîïàåâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 6, 2003�(N) = ��(1)D(N) + �~ (1)�(N): (44)Îïðåäåëèòåëè D(N) è �(N) óäîâëåòâîðÿþò ðåêóð�ðåíòíûì ñîîòíîøåíèÿìD(n) = ��D(n� 1) +�~�(n� 1); (45)
�(n) = � ~�D(n� 1) + ~�~�(n� 1); n � 3: (46)Îñòàëüíûå ¾ýëåìåíòàðíûå¿ îïðåäåëèòåëè èìåþòâèä

�(1) = ���������� m1e�
1a m2e�
2a m3e�
3a m4e�
4a1 1 1 1"1e�
1a "2e�
2a "3e�
3a "4e�
4a"1 "2 "3 "4 ���������� ; (47)
�~ (1) = ���������� m1e�
1a m2e�
2a m3e�
3a m4e�
4a1 1 1 1"1e�
1a "2e�
2a "3e�
3a "4e�
4a"1n1 "2n2 "3n3 "4n4 ���������� ; (48)

�(2) = ���������� 
1 
2 
3 
4e
1a e
2a e
3a e
4a"1 "2 "3 "4"1e
1a "2e
2a "3e
3a "4e
4a ���������� ; (49)
�~ (2) = ���������� 
1 
2 
3 
4e
1a e
2a e
3a e
4a"1 "2 "3 "4"1n1e
1a "2n2e
2a "3n3e
3a "4n4e
4a ���������� ; (50)
~�~ (2) = ���������� 1 1 1 1e
1a e
2a e
3a e
4a"1 "2 "3 "4"1n1e
1a "2n2e
2a "3n3e
3a "4n4e
4a ���������� ; (51)

~� (2) = ���������� 1 1 1 1e
1a e
2a e
3a e
4a"1 "2 "3 "4"1e
1a "2e
2a "3e
3a "4e
4a ���������� ; (52)
D(2) � D = ���������� 
1 
2 
3 
4e
1a e
2a e
3a e
4a"1 "2 "3 "4~"1 ~"2 ~"3 ~"4 ���������� ; (53)
�(2) � � = ���������� 1 1 1 1e
1a e
2a e
3a e
4a"1 "2 "3 "4~"1 ~"2 ~"3 ~"4 ���������� : (54)1314



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 6, 2003 Ëàçåð íà ¾øòàðêîâñêîé ëåñòíèöå¿ : : :Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îïðåäå�ëèòåëåé: �(1) � äëÿ ïåðâîé ÿìû, �~(1) � ñ äðóãîéíèæíåé ñòðîêîé; �(2) = �(3) = : : :�(n) = � �îïðåäåëèòåëè âíóòðåííèõ ÿì (2 < n � N), ïðè�÷åì �~ , ~�, ~�~ � ñ äðóãèìè, ñîîòâåòñòâåííî, íèæíåé,âåðõíåé, íèæíåé è âåðõíåé ñòðîêàìè. ÎïðåäåëèòåëèD(2) è �(2) îòíîñÿòñÿ ê ïîñëåäíåé ÿìå ñòðóêòóðû.Ìû ïðèâåëè Aj12(N) òîëüêî äëÿ ïåðâîé ÿìû è â ïðåä�ïîëîæåíèè îäèíàêîâûõ âíóòðåííèõ ÿì, ÷òîáû èçáå�æàòü ãðîìîçäêèõ �îðìóë. Ýòèõ êîý��èöèåíòîâ äî�ñòàòî÷íî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèâåäåííîãî òîêà â ïåð�âîé ÿìå. Íàõîäèòü òîêè â îñòàëüíûõ ÿìàõ íåò íåîá�õîäèìîñòè, òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè è äëÿóñòàíîâèâøåãîñÿ ðåøåíèÿ (9) îíè ðàâíû. Òåì íå ìå�íåå äëÿ äâóõúÿìíîé ñòðóêòóðû äîêàçàòåëüñòâî áó�äåò ïðîâåäåíî íåïîñðåäñòâåííûì ðàñ÷åòîì.Âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëèòåëåé è êîý��èöèåí�òîâ ìîæíî óïðîñòèòü, åñëè ó÷åñòü ìàëîñòü ïàðàìåò�ðîâ ~V , p=� è ~V 2�=p:D(2) � D = "1"2 ~�12Æ34;�(2) � � � "1"2� ~�34~�12 � i ~V 2 8�2p1 � ;�(1) � "1"2��34�12 � i ~V 2 8�2p1 � ;�~ (1) � "1"2��34��12 � i ~V 2 8��2p1 � ; (55)
� � "1"2~�12Æ34;~� � "1"2�~�12~�34 � ~V 2 8p2p1 � ;�~ � "1"2 ~��12Æ34;~�~ � "1"2� ~��12~�34 � ~V 2 8�p2p1 � ;d1;2 = �4p2p1 ; P1;2 = �4�p2p1 ;d3;4 = "1"2��12 � ~V 2 2p2p1 � ;P3;4 = "1"2� ~��12 � ~V 2 2�p2p1 � :

(56)
Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ:

��ij = ni exp(�
ja)� nj exp(�
ia);~��ij = nj exp(
ja)� ni exp(
ia);Æij = 
i exp(
ja)� 
j exp(
ia);�ij = exp(�
ja)� exp(�
ia) = ~��ij ;~"j = "j ~mj exp(
ja);mj = 1� �j ; ~mj = 1� ~�j ;nj = �+ 
j : (57)
Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (55), (56), ìîæíî ïîëó÷èòüóïðîùåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ îïðåäåëèòå�ëåé è êîý��èöèåíòîâ Ajmn N -ÿìíîé ñòðóêòóðû.5. ÄÂÓÕÚßÌÍÀß ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÀÌíîãèå ïðèíöèïèàëüíûå îñîáåííîñòè ìíîãîÿì�íîé ñòðóêòóðû ïðîÿâëÿþòñÿ óæå ïðè N = 2. Ââèäóîòíîñèòåëüíîé ïðîñòîòû ïðîàíàëèçèðóåì åå äåòàëü�íî. Âîëíîâûå �óíêöèè (38) äëÿ N = 2 ïðèíèìàþòâèä k2(2) = 4Xj=1Ajk2(2) exp(
jx); k1(2) = 4Xj=1Ajk2(2)"j exp(
jx); k = 1; 2: (58)Çäåñü  k2(2) ( k1(2)) � âîëíîâàÿ �óíêöèÿ k-é ÿìû(k = 1; 2) âåðõíåãî óðîâíÿ (íèæíåãî óðîâíÿ) äâóõú�ÿìíîé ñòðóêòóðû. Ñîîòâåòñòâóþùèå êîý��èöèåíòûAj12(2) è îïðåäåëèòåëü �(2) ñîãëàñíî (41)�(44) ðàâ�íû Aj12(2) = (�1)1+j 2q�(2) (djD � Pj�) ; (59)�(2) = ��(1)D +�~ (1)�: (60)Èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ D, �,�(1) è �~(1) (ñì. (55), (56)), ïîëó÷àåìA(1)12 (2) = A(2)12 (2) = �"1"2 2q�(2) 8ip2p1 ~�12�2; (61)A(3)12 (2) = �A(4)12 (2) == �("1"2)2 2q�(2) ��0 ~�12 + ~V 2 16p2�1p21 �1� ; (62)�(2) = ("1"2)2� ~�12�34�0 � ~V 2 16p2p1 �4� : (63)Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ�0 = ��12~�34 � Æ34�12 = 4 [� sin(p1a) 
os(p2a)++ p1 
os(p1a) sin(p2a) + p2 
os(p2a) sin(p1a)℄ ; (64)1315 13*



Â. Ô. Åëåñèí, Þ. Â. Êîïàåâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 6, 2003�1 = � sin(p1a) + p1 
os(p1a);�2 = � sin(p2a) + p2 
os(p2a);�4 = �2p2 ~�12�2 � �1p1�34�1: (65)Âîëíîâûå �óíêöèè ïåðâîé ÿìû ñ ó÷åòîì (61) è (62)ïðèíèìàþò âèä 12(2) = 2iA(3)12 (2) sin(p2x); 11(2) = 2i"1A(1)12 (2) sin(p1x): (66)Ïîäñòàâëÿÿ èõ â (15), íàéäåì ïðèâåäåííûé òîêïåðâîé ÿìû:J1
(2) = 1a 0Z�a J1
(2; x) dx == �4ie"1M12 hA(1)�12 (2)A(3)12 (2) + 
.
.i : (67)Ó÷èòûâàÿ (61) è (62), ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþJ1
(2) = 4ie"1M12("1"2)3 8Q�2j�(2)j2 p1 �� " i ��� ~�12����0 + ~V 2 16�1p2�1i ~��12p1 !+ 
.
.# : (68)Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â (68) èñ÷å�çàåò è âêëàä âíîñèò òîëüêî âòîðîå, êîòîðîå ïðîïîð�öèîíàëüíî êâàäðàòó ïîëÿ ~V 2 è ìíèìîé ÷àñòè ~�12,J1
(2) == �e"1M12("1"2)216�1Q~�� ~��12 � ~�12�p1 j�(2)j2 ;~� = 64p2p1 �1�2: (69)Ýòîò ïðèíöèïèàëüíî âàæíûé ðåçóëüòàò îçíà÷à�åò, ÷òî çàòóõàíèå, âûçûâàþùåå èçëó÷àòåëüíûå ìåæ�äóóðîâíåâûå ïåðåõîäû â ïåðâîé ÿìå, íàâîäèòñÿ òî�êîì âòîðîé (ïðàâîé) ÿìû è ïðîïîðöèîíàëüíî ~V 2.�åçóëüòàò ñîõðàíèòñÿ äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ÿì N � 2,òîëüêî çàòóõàíèå áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî ~V 2(N�1).Ïîñêîëüêó â êîãåðåíòíîé ñèñòåìå îòñóòñòâóþò äèñ�ñèïàòèâíûå ïðîöåññû, çàòóõàíèå êðàéíåé ïðàâîéÿìû, ¾ïåðåíîñèìîå¿ òîêîì, ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ãåíå�ðàöèè. Èìåííî ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ êîãåðåíòíûõñèñòåì òðåáóåòñÿ êîððåêòíûé ó÷åò ãðàíè÷íûõ óñëî�âèé.Ïðèñòóïèì ê àíàëèçó òîêà J
1(2) ïåðâîé ÿìûäâóõúÿìíîé ñòðóêòóðû. Êëþ÷åâîé âåëè÷èíîé ÿâ�ëÿåòñÿ ðåçîíàíñíûé îïðåäåëèòåëü �(2), îïðåäåëÿ�åìûé (63). Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå �(2) îò �(1)

(ñì. (29)) ñîñòîèò â ïîÿâëåíèè íîâîãî ýëåìåíòàðíî�ãî ðåçîíàíñíîãî îïðåäåëèòåëÿ �0 (64).�àâåíñòâî �0 = 0 (70)äàåò óðàâíåíèå äëÿ ñïåêòðà äâóõ òóííåëüíî ñâÿçàí�íûõ êâàíòîâûõ ÿì. Óðàâíåíèå (70) èìååò äâà ðå�øåíèÿ: àíòèñèììåòðè÷íîå, ñ ýíåðãèåé, íå èñïûòûâà�þùåé ñäâèãà, è ñèììåòðè÷íîå. Ýíåðãèÿ ïîñëåäíåãîñäâèãàåòñÿ âíèç è óðîâíè ðàñùåïëÿþòñÿ (ñì. Ïðè�ëîæåíèå). Âåðõíèé óðîâåíü â ïåðâîé ÿìå è íèæíèéâî âòîðîé òàêæå ñìåùàþòñÿ âíèç ïî ýíåðãèè èç-çàêîíå÷íîñòè ìîùíîñòè êðàéíèõ áàðüåðîâ �2 è �1. Èõñäâèã îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìèRe ~�12 = 0; Re�34 = 0: (71)Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ðåçîíàíñà,"(1)2R � "(1)1R = !; "(2)2R � "(2)1R = !; (72)íåîáõîäèìî, ÷òîáû óðîâíè ñäâèãàëèñü îäèíàêîâî.Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ñòðîãèé ðåçîíàíñâîçìîæåí òîëüêî íà ñèììåòðè÷íîì ðåøåíèè óðàâíå�íèÿ (70). Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå (ñì. Ïðèëîæå�íèå), ìîæíî äîáèòüñÿ îäíîâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿóñëîâèé ðåçîíàíñà (72) è óðàâíåíèé (70), (71), åñëèóäîâëåòâîðÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:�2 = 4�5 ; �1 = �5 ; �1 + �2 = � (73)ïðè ëþáûõ �. Ñîîòíîøåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ äëÿ ìíîãî�ÿìíûõ ñòðóêòóð, ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå �2 � ìîù�íîñòü ïåðâîé ÿìû, �1 � ïîñëåäíåé.Ñ÷èòàÿ ñîîòíîøåíèÿ (73) è (72) âûïîëíåííûìè,à ýíåðãèþ " ïîäâîäèìûõ ýëåêòðîíîâ áëèçêîé ê ðåçî�íàíñíîé "2R, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðåçîíàíñíûå îïðå�äåëèòåëè è �k â âèäå~�12 = �a�1p21 (� + i�1); �34 = �a�2p22 (� + i�2); (74)�0 � 5�; � = "� "2R; (75)�1 = 2p2; �2 = �p12 ;�4 = 5�21p21 �� + 35�1� ;�j = 2p3ja�2j ; �2 � �12 : (76)Â (75), (76) áûëè îïóùåíû ÷ëåíû ïîðÿäêà �=Æ";Æ" � p2=�a � ñäâèã ýíåðãèè, çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõî�äÿùèé øèðèíó óðîâíÿ �. Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëû1316



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 6, 2003 Ëàçåð íà ¾øòàðêîâñêîé ëåñòíèöå¿ : : :(74)�(76) ñïðàâåäëèâû äëÿ �, íàõîäÿùèõñÿ â èíòåð�âàëå 0 < � < Æ".Â ýòîì ïðèáëèæåíèè òîê ïåðâîé ÿìû (69) ïðèíè�ìàåò âèä J1
(2) = ~V 3�1�2Q�(2)��� ~�(2; �)���2 ;�(2) = 4ep2M12 64p3225 ; (77)�(2; �) = 5("1"2)2�1�2p21p22 ~�(2; �);~�(2; �) == ����2��2��212 �+i3�12 ��2�25�2�� : (78)Êàê ñëåäóåò èç (77), çàâèñèìîñòü òîêà îò ýíåðãèèýëåêòðîíîâ � (à ñëåäîâàòåëüíî, è ïîëÿ ëàçåðà) îïðå�äåëÿåòñÿ òîëüêî êâàäðàòîì ìîäóëÿ ïðèâåäåííîãîîïðåäåëèòåëÿ ��� ~�(2; �)���2:f(2; �) = ��� ~�(2; �)���2 = �2��2 � �2 � �212 �2 ++ 9�214 ��2 � 25�2�2 : (79)Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ïîäâîäèìûõ ýëåê�òðîíîâ � íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòèf(2; �) (èëè ìàêñèìàëüíîñòè �2(�)):df(2; �)d� == 2� "��2 � �2 � �212 �2 + 2�2��2 � �2 � �212 �++ 92�21��2 � 25�2�� = 0: (80)Óðàâíåíèå (80) èìååò òðè ðåøåíèÿ:�1 = 0; �22;3 = 13 "�2�2 � 5�24 ���r�4 � 13�2�215 + 13�4116 # ;�22 � �23 ; �23 � �2; �� �1: (81)�åøåíèÿ �1 è �3 ñîîòâåòñòâóþò ìèíèìóìó f(2; �), à�2 � ìàêñèìóìó f , ïðè÷åìf(0) = 925�21�4; f(�2) = 81100�21�4;f ��23 � � 427�6: (82)

Â îòëè÷èå îò îäíîÿìíîé ñòðóêòóðû ìèíèìóìf(2) ïðè �1 = 0 ðåàëèçóåòñÿ ïðè ëþáûõ �. Îòìåòèì,÷òî ýòîò ìèíèìóì íèæå, ÷åì ïðè �3 � �. Êðîìå òî�ãî, îí áîëåå óäîáåí, òàê êàê íå òðåáóåò ïîäñòðîéêèýíåðãèè ýëåêòðîíîâ. Èìåííî ðåøåíèå �1 = 0 è ïðåä�ñòàâëÿåò íàèáîëüøèé èíòåðåñ.Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ òîêà J1
(2) äëÿ �1 == 0 è �3 � � ðàâíûJ1
(2; �1 = 0) = Qe2p2M129 ~V = 94J1
(2; �): (83)Ñðàâíèâàÿ òîê ïåðâîé ÿìû J1
(2; 0) (83) ñ òîêîìîäíîÿìíîé ñòðóêòóðû J1
(1; �) (33), âèäèì, ÷òî îíèïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò:J1
(2; 0) = 89J1
(1; �): (84)Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ �1 è �3 ïðèâîäÿò ê ëèíåé�íîé çàâèñèìîñòè ìîùíîñòè ãåíåðàöèè îò òîêà íàêà÷�êè, â òî âðåìÿ êàê �2 � ê êîðíåâîé.Íàéäåì òåïåðü âîëíîâûå �óíêöèè è òîê âòîðîéÿìû, ÷òî ïîçâîëèò äîêàçàòü ðàâåíñòâî òîêîâ ïåðâîéè âòîðîé ÿì è ðàññ÷èòàòü íàñåëåííîñòè óðîâíåé.Êîý��èöèåíòû A(j)21 è A(j)22 âîëíîâûõ �óíêöèé 22(2) è  21(2) íàõîäèì èç óðàâíåíèé (40) äëÿN = 2. Ïðèâåäåì ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ ñ ïðè�íÿòîé âûøå òî÷íîñòüþ:A(1)22 = A(2)22 � i(2q)D2�(2) 4�1p2p1 ;A(3;4)22 == �2qD2�(2) "1"2� ~�12 exp(
4;3a)� i ~V 2 2�1p2p21 � ; (85)ãäå ìàòðèöàD2 = ���������� 1 1 1 1"1e
1a "2e
2a "3e
3a "4e
4a"1 "2 "3 "4"1n1 "2n2 "3n3 "4n4 ���������� : (86)Ñîîòâåòñòâåííî, âîëíîâûå �óíêöèè ïðèíèìàþò âèä 22(2; x) = �i8qD2 ~�12~V 2�(2) sin [p2(x� a)℄ ; 21(2; x) = �i8�1p22qD2p2~V p21�(2) sin(p1x): (87)Ñ èõ ïîìîùüþ íàõîäèì ïðèâåäåííûé òîê âî âòîðîéÿìå:1317
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(2) = 1a aZ0 dx J2
(2; x) = �ie (2q)2j�(2)j2 �� 4p2 jD2j28�1p2~V 3p21 M12 � ~��12 � ~�12� : (88)Ïîäñòàâëÿÿ ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèåD2 � �8p2 p2~V (89)â (88), âèäèì, ÷òî J2
(2) ñîâïàäàåò ñ òîêîì â ïåð�âîé ÿìå J1
(2) (83). Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííûéòîê (3) äâóõúÿìíîé ñòðóêòóðû ðàâåí ïðèâåäåííîìóòîêó ïåðâîé ÿìû J
(2) = J1
(2). Ïîñêîëüêó ñîãëàñ�íî (84) òîêè J1
(2; 0) è J
(1; �) ñîâïàäàþò (ñ òî÷íî�ñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 8/9), ïîëå, ãåíåðèðóåìîå äâóõú�ÿìíîé ñòðóêòóðîé ïðè � = 0, äàåòñÿ �îðìóëîé (36)(ñ ~Q ! (8=9) ~Q). Ïîëíàÿ ìîùíîñòü P (2), åñòåñòâåí�íî, óäâàèâàåòñÿ: P (2) = 22 ~Q9 : (90)6. ÍÀÑÅËÅÍÍÎÑÒÈ Ó�ÎÂÍÅÉ ÈÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒ ÎÒ�ÀÆÅÍÈß ÄËßÄÂÓÕÚßÌÍÎÉ ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÛÏðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñðàâíèòü íàñåëåííîñòèóðîâíåé nij , nij = 1a aZ0 dx j ij j2: (91)Âû÷èñëåíèÿ äàþò äëÿ �1 = 0 ñëåäóþùèå ðåçóëüòà�òû:n12 = �4��1�2 n11; n22 = ��1� �2 n21;n12 = 4n21; n22 = 4n11: (92)Âèäíî, ÷òî âçàèìíàÿ íàñåëåííîñòü óðîâíåé â îäíîéÿìå ìåíÿåòñÿ ñ ðîñòîì ïîëÿ äëèíû âîëíû �. Â òîæå âðåìÿ îòíîøåíèå íàñåëåííîñòåé âåðõíåãî óðîâíÿïåðâîé ÿìû è íèæíåãî óðîâíÿ âòîðîé ÿìû ñîõðàíÿ�åòñÿ. Ïðè � � �1 èìååì n12 � n11, à n22 � n21,ò. å. â ïåðâîé ÿìå åñòü ¾èíâåðñíàÿ¿ íàñåëåííîñòü, àâî âòîðîé ñèòóàöèÿ îáðàòíàÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîäëÿ êîãåðåíòíîé ãåíåðàöèè íå òðåáóåòñÿ óñëîâèå èí�âåðñíîé íàñåëåííîñòè. Ýòîò âûâîä ïîäòâåðæäàåòñÿè ïðè �3 = �. Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå ïîäñòðîéêè� = �� � èìååì ðàâåíñòâî íàñåëåííîñòåé â êàæäîéÿìå: n12 = n11; n22 = n21; 4n11 = n22: (93)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äâóõúÿìíàÿ ñòðóêòóðà âåäåòñåáÿ ïðè � = 0 è � = � àíàëîãè÷íî îäíîÿìíîé ïðè� = � â òîì ñìûñëå, ÷òî îòíîøåíèå íàñåëåííîñòåé¾êðàéíèõ óðîâíåé¿ (âåðõíåãî óðîâíÿ ïåðâîé ÿìû èíèæíåãî óðîâíÿ âòîðîé ÿìû) íå çàâèñèò îò ïîëÿ.�àíåå áûëî ïîêàçàíî äëÿ N = 1 [7℄ (ñì. ðàçä. 3),÷òî îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè � ñîîòâåòñòâóþòðåçîíàíñó íàíîñòðóêòóðû â ïîëå, ïðè êîòîðîì îòðà�æåíèå îò ñòðóêòóðû ñòàíîâèòñÿ ìèíèìàëüíûì. Íàé�äåì îòðàæåíèå îò äâóõúÿìíîé ñòðóêòóðû. Êîý��è�öèåíò îòðàæåíèÿ äàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:R = ���� 12(2;�a)q � 1����2 : (94)Âîñïîëüçîâàâøèñü äëÿ  12(2; x) �îðìóëîé (66), íàé�äåì êîý��èöèåíòR = ���� i�1�35 ~�(2) � 1����2 ;�3 = � p21�1 ��0 ~�12 + ~V 2 64p2p21 �1� == 5�(� + i�1)� 4�2: (95)Êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ â ðåæèìàõ � = 0 è �2 = �2ðàâåí, ñîîòâåòñòâåííî,R(2; 0) = 19 ; R(2; �) = 4981 : (96)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåæèì ñ � = 0 ãîðàçäî áîëååý��åêòèâåí (90%), ÷åì ðåæèì ñ � = � (40%).Ïîêàæåì, ÷òî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ïðîøåä�øèõ è îòðàæåííûõ ýëåêòðîíîâ ñîáëþäàåòñÿ. Äëÿýòîãî íàéäåì ÷èñëî ýëåêòðîíîâ, ñîâåðøàþùèõ ìåæ�óðîâíåâûé ïåðåõîä â ïåðâîé ÿìå:12� aZ0 dx 2�=!Z0 dt J1
(2; x; t)E(t):Îíî îêàçûâàåòñÿ ïðè � = 0 ðàâíûì 8/9 ïîäâîäèìîãîê ñòðóêòóðå ïîòîêà, ÷òî âìåñòå ñ îòðàæåííîé äîëåé(1/9) ñîñòàâëÿåò åäèíèöó. Àíàëîãè÷íûé çàêîí ñîõðà�íåíèÿ èìååò ìåñòî è äëÿ � = �.7. Ò�ÅÕÚßÌÍÀß ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÀÊàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ñâîéñòâà ñòðóêòóð ñ÷åòíûì è íå÷åòíûì ÷èñëîì ÿì ñóùåñòâåííî ðàçëè�÷àþòñÿ. Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà íå÷åòíûõN ðàññìîòðèì òðåõúÿìíóþ ñòðóêòóðó. Âûðàæåíèÿ1318



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 6, 2003 Ëàçåð íà ¾øòàðêîâñêîé ëåñòíèöå¿ : : :äëÿ êîý��èöèåíòîâ ïåðâîé ÿìû òðåõúÿìíîé ñòðóê�òóðû ïîëó÷àåì èç îáùèõ �îðìóë (41)�(44):Aj12(3) = (�1)1+j 2q�(3) [djD(3)� Pj�(3)℄ ; (97)�(3) = ��(1)D(3) + �~ (1)�(3);D(3) = ��D +�~�; �(3) = � ~�D + ~�~�: (98)Èñïîëüçóÿ ìàëîñòü ïàðàìåòðîâ ~V , p=� è ~V 2�=pè ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ �, D, �, ïîëó÷àåìD(3) � �("1"2)2Æ34� ~�12�0 + ~V 2 ~��12 8i�1p2p21 � ;�(3) � �("1"2)2� ~�12~�34�0 + ~V 2 8ip2p1 �� ��2 ~�12�2 + �1p1 ~��12~�34�� ~V 4 64i��1p22p31 � : (99)Ñ ïîìîùüþ ýòèõ âûðàæåíèé íàõîäèì èç (97)A(3)12 (3) = �A(4)12 (3) == 2q�(3)("1"2)3 � ~�12�20 + ~V 2 8ip2p1 �� � ~��12�1�0p1 �2��12 ~�12�2��~V 4 64i��1p22p31 � ; (100)A(1)12 (3) = A(2)12 (3) = 2q�(3) ("1"2)2 4p2p1 ���2i ~�12�0�2 � ~V 2 16ip2p1 �2 �2�1�1p1 � � ~�12�++~V 4 64i�2�1p22p31 � ; (101)�(3) = ("1"2)3�� ~�12�34�20 + ~V 2 16p2p1 �� h�0�4 � 2 ~�12�34�1�2i+ ~V 4 4�1�2 ~�p21 ) == ("1"2)3 25�1�2p21p22 ~�(3);~�(3) = ��2(� + i�1)(� + i�2) ++ �2 �2925�2 + i�~��� 425�4;~� = 35�1 + 425(�1 + �2):
(102)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òðåõúÿìíîé ñòðóêòóðû íåîá�õîäèìî óäåðæàòü â ~�(3) ÷ëåí ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà~V 4.

Íà÷íåì ñ àíàëèçà ðåçîíàíñíîãî îïðåäåëèòåëÿf(3) = ��� ~�(3)���2. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî f(3) èìååò÷åòûðå ýêñòðåìóìà �i (ïðèâîäèì �i äëÿ áîëüøèõ �,�� �):�21 = 0; �22 = 425�2; �23 = 2950�2; �24 = �2; (103)êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ìàêñèìóìàì ïðè �1 è �3 èìèíèìóìàì ïðè �2 è �4.Òàêèì îáðàçîì, â òðåõúÿìíîé ñòðóêòóðå ðåøå�íèå �1 = 0 ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìóìó f(3), à ðåøå�íèå �4 = �� ìèíèìóìó. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåõúÿìíàÿñòðóêòóðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíàöèþ îäíîÿì�íîé è äâóõúÿìíîé ñòðóêòóð. Îíà âåäåò ñåáÿ àíàëî�ãè÷íî ñòðóêòóðå ñ N = 1 ïðè �1 = 0 è � = � èñòðóêòóðå ñ N = 2 ïðè � = �.Íàéäåì òîê ïåðâîé ÿìû òðåõúÿìíîé ñòðóêòóðûJ1
(3) = (2q)2("1"2)5j�(3)j2 p1 �2i ���~�12���2�30�2 + 
.
.�++ ~V 2�20 32p2�1�1�2p21 i� ~�12 � ~��12�++ ~V 4�22�21�1i� ~�12 � ~��12� : (104)Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (104) ïðèâåäåíî ïðè � = 0,òàê êàê ïðè � � � îòáðîøåííûå ÷ëåíû ïðîïîðöèî�íàëüíû ~V 6.Êàê âèäíî èç (104), ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ,êàê è äëÿ ñòðóêòóðû ñ N = 2. Äâà ïîñëåäíèõ ïðî�ïîðöèîíàëüíû ~V 4 Im ~�12 (ñì. (68)). Äåéñòâèòåëüíî,ïðè � = 0, �0 = 0 âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, àïðè � � � îíî äàåò ~V 4.�åøåíèå �1 = 0, ñîîòâåòñòâóþùåå ìàêñèìóìóf(3), íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ N = 3. Äåéñòâè�òåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ �1 = 0 â âûðàæåíèå äëÿ òîêà(104), ïîëó÷àåì J1
(3) / 1~V 3 (105)è, ñëåäîâàòåëüíî, êîðíåâóþ çàâèñèìîñòü ~V 2 / Q1=2(ñì. ðàçä. 3), êàê è äëÿ îäíîé ÿìû.Îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå �4 = �, ïðè êî�òîðîì J1
(3) / 1= ~V è ~V 2 / Q, ÷òî àíàëîãè÷íî îäíî�ÿìíîé ñòðóêòóðå. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå ñ � = � äåòàëü�íî èçó÷åíî íà ïðèìåðå N = 1 [6; 7℄ (ñì. ðàçä. 3), äà�ëåå ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ÷åòíûå ñòðóêòóðû. Ýòîòåì áîëåå îïðàâäàíî, ÷òî â íèõ îïòèìàëüíà ñèòóà�öèÿ ñ � = 0, êîòîðóþ ëåã÷å ðåàëèçîâàòü ýêñïåðèìåí�òàëüíî.1319



Â. Ô. Åëåñèí, Þ. Â. Êîïàåâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 6, 20038. ×ÅÒÍÛÅ ÑÒ�ÓÊÒÓ�Û Ñ N � 4Íà÷íåì ñ ÷åòûðåõúÿìíîé ñòðóêòóðû. Äëÿ íà-õîæäåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ �(4), à òàêæå D(4) è �(4),�(4) = ��(1)D(4) + �~ (1)�(4);D(4) = ��D(3) + �~�(3);�(4) = � ~�D(3) + ~�~�(3); (106)âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (99). Â ïðèíÿòîì ïðèáëè�æåíèè èìååì�(4) = �("1"2)2� ~�12�34�30++ ~V 2 16p2p1 h�20�4 � 4�0 ~�12�1�2i+ ~V 4 64p22p21 �� 2 ��0���4 + 2�1�2p1p2 �1�2�+ 4�1�2�4�� :(107)Ñòðóêòóðà îïðåäåëèòåëÿ èìååò ÿñíûé �èçè÷åñêèéñìûñë. Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðî�èçâåäåíèå îïðåäåëèòåëåé êðàéíèõ ÿì è òðåõ îïðå�äåëèòåëåé êîëëåêòèâèçèðîâàííûõ óðîâíåé âíóòðåí�íèõ ÿì. Ïðèíöèïèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âòîðîåñëàãàåìîå ïðè ~V 2 òàêæå ñîäåðæèò îïðåäåëèòåëü �0.Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî óäåðæàòü, êàê è â �(3), ñëà�ãàåìûå ~V 4.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå �1 = 0 ñîîòâåò�ñòâóåò ìèíèìóìó j�(4)j2 è ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.Óêàçàííîå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ ñòðóêòóð ñ÷åòíûì N , â ÷àñòíîñòè, äëÿ N = 2.Äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ �1 = 0, �0 = 0 îïðå�äåëèòåëü �(4) è êîý��èöèåíòû Aj12(4) ïðèíèìàþòâèä �(4) = �("1"2)4 ~V 4 8p2p1 �4 ~�; (108)A(3)12 (4) = �2q("1"2)2�(4) 8p2p21 4�1�1 ~�;A(1)12 (4) = �2q("1"2)2�(4) 8ip2p21 ~�12�2 ~�: (109)Çàìåòèì, ÷òî â âûðàæåíèè äëÿ A312(4) îïóùåíî ñëà�ãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå i ~�12, êîòîðîå êîìïåíñè�ðóåòñÿ â òîêå àíàëîãè÷íî ñòðóêòóðàì ñ N = 2; 3. Åñ�ëè ñðàâíèòü (108), (109) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè �îð�ìóëàìè (ïðè �0 = 0) äëÿ äâóõúÿìíîé ñòðóêòóðû(61)�(63), ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:�(4) = �(2)("1"2)~�; (110)A(1)12 (4) = A(1)12 (2); A(3)12 (4) = A(3)12 (2): (111)

Òàêèì îáðàçîì, êîý��èöèåíòû ïåðâîé ÿìû ÷åòû�ðåõúÿìíîé ñòðóêòóðû ñîâïàäàþò ñ êîý��èöèåíòà�ìè äâóõúÿìíîé ñòðóêòóðû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèâå�äåííûé òîê ñòðóêòóðû ñ N = 4 ðàâåíJ
(4; 0) = J1
(2; 0): (112)Ñâîéñòâî (111) ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ ÷åòíûõ N ,òàê ÷òî ïðèâåäåííûé òîê (3) òàêîé ñòðóêòóðû èìå�åò âèä J
(N; 0) = J1
(2; 0): (113)Îáîáùàÿ (90), ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëíàÿ ìîùíîñòüN -ÿìíîé ñòðóêòóðû ðàâíàP (N) = N 2 ~Q9 ; (114)ò. å. ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó ÿì N .Î÷åâèäíî, ÷òî êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ îñòàåò�ñÿ ïðåæíèì (R = 1=9) è íå çàâèñèò îò N , ïîñêîëüêóîòðàæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ âîëíîâîé �óíêöèåé ïåðâîéÿìû. 9. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ ðàáîòå äîêàçàíà âîçìîæíîñòü êîãåðåíòíîé ãå�íåðàöèè ñòðóêòóðû èç ëþáîãî êîëè÷åñòâà ÿì ïðèîòñóòñòâèè äèññèïàöèîííûõ ïðîöåññîâ. Êàê èçâåñò�íî (ñì., íàïðèìåð, [5℄), äëÿ èçëó÷åíèÿ �îòîíà íåîá�õîäèìî çàòóõàíèå, îáóñëîâëåííîå â îáúåìíûõ ñèñòå�ìàõ âçàèìîäåéñòâèåì ñ �îíîíàìè. Â èçó÷åííîé íà�ìè ñòðóêòóðå çàòóõàíèå ñâÿçàíî ñ óõîäîì ýëåêòðî�íîâ ñ íèæíåãî óðîâíÿ êðàéíåé ïðàâîé ÿìû. Ñòàöèî�íàðíûé ìåæïîäçîííûé òîê ¾ïåðåíîñèò¿ ýòî çàòóõà�íèå êî âñåì ÿìàì è âûçûâàåò èçëó÷åíèå �îòîíîâ âêàæäîé ÿìå. Ýëåêòðîíû, ïîñòóïàþùèå çà ñ÷åò ðåçî�íàíñíîãî òóííåëèðîâàíèÿ, ñîâåðøàþò N ïåðåõîäîâñ âåðõíèõ óðîâíåé íà íèæíèå, ñîõðàíÿÿ �àçó, è ýòîòïðîöåññ íå çàâèñèò îò íàñåëåííîñòè óðîâíåé. Ñëåäî�âàòåëüíî, óñèëåíèå è ãåíåðàöèÿ â òàêîé ñòðóêòóðåÿâëÿþòñÿ îáúåìíûìè ÿâëåíèÿìè, â îòëè÷èå îò íåêî�ãåðåíòíîãî ñëó÷àÿ [8℄. Ïîëíàÿ ìîùíîñòü ãåíåðàöèèïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó ÿì N .Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãåíåðàöèÿ íàâåðòèêàëüíûõ ïåðåõîäàõ (ñì. Ââåäåíèå) â ñâåðõðå�øåòêå ñ ñèëüíûì ïîñòîÿííûì ïîëåì (¾øòàðêîâñêîéëåñòíèöå¿) âîçìîæíà. Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû ðà�áîòû [9℄, ñëåäóåò îæèäàòü ãåíåðàöèþ íà ¾øòàðêîâ�ñêîé¿ ëåñòíèöå è ñ äèàãîíàëüíûìè ïåðåõîäàìè.Êàê âûÿñíåíî â íàñòîÿùåé ðàáîòå, äëÿ ý��åê�òèâíîé ãåíåðàöèè íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ðÿäà òðå�áîâàíèé: óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèé ðåçîíàíñà â êàæ�1320



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 6, 2003 Ëàçåð íà ¾øòàðêîâñêîé ëåñòíèöå¿ : : :äîé ÿìå, âûáîðà îïòèìàëüíîé ýíåðãèè ïîäâîäè�ìûõ ýëåêòðîíîâ, äîñòàòî÷íîé óçîñòè ýíåðãåòè÷åñêî�ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ �" è, íàêîíåö, âûïîë�íåíèÿ óñëîâèé êîãåðåíòíîñòè ýëåêòðîííîé ïîäñèñòå�ìû.Ìû ïîêàçàëè, ÷òî óñëîâèÿ ðåçîíàíñà ìîæíî âû�ïîëíèòü, ïîäáèðàÿ ïàðàìåòðû áàðüåðîâ (ñì. Ïðèëî�æåíèå). Â ñëó÷àå ñòðóêòóð ñ ÷åòíûìè N äîâîëüíîëåãêî ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà âûáîðà ýíåðãèè: ýíåðãèÿäîëæíà áûòü ðåçîíàíñíîé (" = "2R) äëÿ ëþáûõ ïî�ëåé.×òî êàñàåòñÿ øèðèíû �", òî îïòèìàëüíàÿ ñèòóà�öèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè �" � �. Åñëè �" > �, ïàðàìåò�ðû ãåíåðàöèè (êïä, îòðàæåíèå, òîê), êîíå÷íî, óìåíü�øàþòñÿ. Íî ðàâåíñòâî �" � � ìîæíî äîñòè÷ü ðàç�ëè÷íûìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð, ïðèìåíåíèåì ýíåð�ãåòè÷åñêèõ �èëüòðîâ íà êâàíòîâûõ ÿìàõ.Êîíå÷íî, íàèáîëåå æåñòêèì ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèåêîãåðåíòíîñòè, ò. å. ÷òîáû âðåìÿ ðàçðóøåíèÿ êîãå�ðåíòíîñòè �' áûëî áîëüøå, ÷åì âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ÷åðåç ñòðóêòóðó TN . Ýòî âðåìÿ ìîæíî îöåíèòü êàêTN = N��1, åñëè � < �, èëè TN = N��1, åñëè � > �.Âî âñåõ ñëó÷àÿõ äëèíà ñòðóêòóðû áóäåò êîíå÷íîé:Nmax < �ph�; �ph�: (115)Â ïðèíöèïå, äëÿ âûñîêîêà÷åñòâåííûõ êâàíòîâûõ ÿìïàðàìåòð �ph� ìîæåò çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèòü åäè�íèöó. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [11℄ íàáëþäàëè êîãåðåíò�íîå ÿâëåíèå � ñâåðõèçëó÷åíèå íà äåñÿòè ÿìàõ, ò. å.��' > 10.Óñëîâèå (115) ñòàíîâèòñÿ áîëåå ìÿãêèì, åñëèó÷åñòü, ÷òî ãåíåðèðóåìûå ïîëÿ ìîãóò áûòü ñèëüíû�ìè, ò. å. � � �. Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîâûõ ïðîâîëîêè òî÷åê åùå áîëåå îñëàáëÿåò óñëîâèå (115). Òåõíîëî�ãè÷åñêèé ïðîðûâ ïî ñîçäàíèþ àíñàìáëåé êâàíòîâûõòî÷åê èñêëþ÷èòåëüíî âûñîêîãî êà÷åñòâà [12℄ äåëàåòèõ âåñüìà ïåðñïåêòèâíûìè äëÿ ñîçäàíèÿ íà íèõëàçåðîâ ñ êîãåðåíòíîé ïîäñèñòåìîé.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ôåäåðàëüíîé öåëå�âîé ïðîãðàììû (ïðîåêò �À0133) è ïðè ïîääåðæ�êå Ìèíïðîìíàóêè, ïðîãðàììû ¾Ôèçèêà òâåðäîòåëü�íûõ íàíîñòðóêòóð¿ (ïðîåêò �99-1140) è ïðîåêòà¾Ïîñòðîåíèå òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñèëüíûõ ýëåêò-ðîìàãíèòíûõ ïîëåé ñ ýëåêòðîííîé ñèñòåìîé ðåçî�íàíñíî-òóííåëüíûõ äèîäîâ è ëàçåðîâ¿.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÄëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ðåçîíàíñà â ìíîãîÿì�íîé ñòðóêòóðå íåîáõîäèìî, ÷òîáû ðàçíèöà ýíåðãèé

ìåæäó ðåçîíàíñíûìè óðîâíÿìè ÿì áûëà îäèíàêîâàè ðàâíÿëàñü ÷àñòîòå ! ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Åñ�ëè áû ÿìû áûëè èçîëèðîâàííûìè, òî óñëîâèÿ âû�ïîëíÿëèñü áû ïðè âûáîðå îäèíàêîâûõ ÿì. Îäíàêî,÷òîáû îáåñïå÷èòü ïðîòåêàíèå òîêà, áàðüåðû äîëæ�íû èìåòü êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ �2, �1 è �. Ýòî ïðèâî�äèò ê ðàñùåïëåíèþ âûðîæäåííûõ óðîâíåé è ñäâèãóóðîâíåé â êðàéíèõ ÿìàõ, îïèñûâàåìîìó óðàâíåíèÿ�ìè (70), (71). Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî ýòè óðàâíå�íèÿ óäîâëåòâîðÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ïðè ñîáëþäåíèèïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â (73). Èç (71) ñëåäóåò, ÷òîp1 
os(p1a) = ��1 sin(p1a);p2 
os(p2a) = ��2 sin(p2a): (Ï.1)Ïîäñòàâëÿÿ (Ï.1) â (70), ïîëó÷àåì�0 = 4 sin(p1a) sin(p2a)(�� �1 � �2) = 0: (Ï.2)Îòñþäà ñëåäóåò ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (73).Äàëåå, íàéäåì ðåçîíàíñíûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèèóðàâíåíèÿ (70):"AS1R = �2=a2; "S1R = �2a2 �1� 10�a� : (Ï.3)Ýíåðãèÿ "AS1R îòâå÷àåò àíòèñèììåòðè÷íîìó ðåøå�íèþ, à "S1R � ñèììåòðè÷íîìó. Ýíåðãèÿ âåðõíåãîóðîâíÿ ïåðâîé ÿìû ðàâíà (ñì. ðàçä. 3)"(1)2R = 4�2a2 �1� 2�2a� : (Ï.4)Óñëîâèå ðåçîíàíñà (72)"2R � "1R = ! = 3�2a2 (Ï.5)âìåñòå ñ (Ï.2)�(Ï.4) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì�2 = 4�5 ; �1 = �5 : (Ï.6)Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå ðåçîíàíñà âî âòîðîéÿìå (72) òàêæå ñîáëþäàåòñÿ, åñëè âûïîëíåíî ñîîò�íîøåíèå (Ï.6), ïðè÷åì � ìîæåò áûòü ëþáûì. Îòìå�òèì, ÷òî åñëè âûáðàòü�2 = 4�5 + 910 ; �1 = �5 � 910 ; (Ï.7)òî óñëîâèÿ ðåçîíàíñà ñîáëþäàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äîêâàäðàòè÷íûõ ïî 1=� ÷ëåíîâ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. À. Ô. Êàçàðèíîâ, �. À. Ñóðèñ, ÔÒÏ 6, 135 (1972).1321
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