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ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÎÅ ¾�ÀÑÏÓÒÛÂÀÍÈÅ¿ÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÎÏÅ�ÀÖÈÈË.Â.Èëüè÷åâ *Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ýëåêòðîìåòðèèÑèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê630090, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 10 äåêàáðÿ 2002 ã.�àññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ¾ðàñïóòûâàíèè¿ êâàíòîâîé îïåðàöèè, ò. å. ïðîöåäóðå ¾ïåðåíàöåëèâàíèÿ¿îêðóæåíèÿ íà ïîëó÷åíèå òîé èëè èíîé èí�îðìàöèè îò êâàíòîâîé ñèñòåìû, íå ìåíÿþùåé ñàìó îïåðàöèþ.Íàéäåíî ðàñïóòûâàíèå, ïðè êîòîðîì â îêðóæåíèå ïîñòóïàåò ìèíèìàëüíûé îáúåì èí�îðìàöèè, ïðè÷åìýòî ðàñïóòûâàíèå íå çàâèñèò îò ÷èñëà îñóùåñòâèâøèõñÿ ñîáûòèé.PACS: 03.67.-a, 03.65.-w1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÏîíÿòèå îïåðàöèè [1℄ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâ�íûõ â êâàíòîâîé òåîðèè èí�îðìàöèè. Ýòî åñòü íàè�áîëåå îáùåå (ñîâìåñòèìîå, åñòåñòâåííî, ñ çàêîíàìèêâàíòîâîé ìåõàíèêè) îòîáðàæåíèåE : %̂in 7! %̂out = E(%̂in); (1)ïåðåâîäÿùåå âõîäíîå ñîñòîÿíèå %̂in íåêîòîðîé êâàí�òîâîé ñèñòåìû â âûõîäíîå ñîñòîÿíèå %̂out, êîòîðîå,âîçìîæíî, îòíîñèòñÿ ê äðóãîé ñèñòåìå. Òèïè÷åíâçãëÿä íà ñòðåëêó â âûðàæåíèè (1) êàê íà êàíàë ïå�ðåäà÷è (êâàíòîâîé) èí�îðìàöèè. Ôèçè÷åñêèå ñâîé�ñòâà êàíàëà è îïðåäåëÿþò âèä îïåðàöèè E .Ñóùåñòâóþò òðè óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíà óäîâ-ëåòâîðÿòü êâàíòîâàÿ îïåðàöèÿ: 1) äëÿ ëþáîãî âõîä�íîãî ñîñòîÿíèÿ %̂ èìååì TrE(%̂) � 1 (ýòà âåëè÷èíàåñòü, ïî ñóùåñòâó, âåðîÿòíîñòü ñðàáàòûâàíèÿ êàíà�ëà); 2) îòîáðàæåíèå E ëèíåéíî; 3) E èìååò òàê íàçû�âàåìîå ñâîéñòâî ïîëíîé ïîëîæèòåëüíîñòè. Ïîñëåä�íåå óñëîâèå ãàðàíòèðóåò ïîëîæèòåëüíîñòü âûõîäíî�ãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, äàæå åñëè E äåéñòâóåò íà ïîä�ñèñòåìó.Èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå E â âèäå îïåðàòîðíîéñóììû (operator-sum representation) [1℄. À èìåííî,äëÿ ëþáîé êâàíòîâîé îïåðàöèè E ñóùåñòâóåò íàáîðfÊ�g�2A îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç ïðîñòðàíñòâà*E-mail: leonid�iae.nsk.su

âõîäíûõ ñîñòîÿíèéHin â ïðîñòðàíñòâî âûõîäíûõ ñî�ñòîÿíèé Hout òàê, ÷òîE(%̂) = X�2A Ê�%̂Êy�: (2)Äëÿ ïðîñòîòû è îïðåäåëåííîñòè îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷à�åì êîíå÷íîãî íàáîðà fÊ�gN�=1. Ìû ïîëàãàåì òàêæåâûïîëíåííûì óñëîâèå òàê íàçûâàåìîé ïîëíîòû îïå�ðàöèè: X� Êy�Ê� = 1: (3)Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàöèÿ îáÿçàòåëü�íî îñóùåñòâèòñÿ � êàíàë ñðàáîòàåò. Îäíàêî ñðàáî�òàòü îí ìîæåò, êàê ïîäñêàçûâàåò âûðàæåíèå (2),îäíèì èç N ñïîñîáîâ. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü P (�)�-ãî ñïîñîáà ñðàáàòûâàíèÿ ïðè âõîäíîì ñîñòîÿíèè%̂ åñòü Tr(Êy�Ê�%̂), à âûõîäíîå ñîñòîÿíèå ïðè ýòîìÊ�%̂Êy�=P (�). Âûðàæåíèå (2) åñòü óñðåäíåííûé ïîðàñïðåäåëåíèþ fP (�)gN�=1 ðåçóëüòàò. Êàæäûé ñïî�ñîá ñðàáàòûâàíèÿ êàíàëà åñòü íåêîòîðîå ñîáûòèå,íàïðèìåð, ùåë÷îê îïðåäåëåííîãî äåòåêòîðà (ñ íîìå�ðîì �).Èç âèäà (2) ëåãêî óãàäûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåíàáîðà fÊ�gN�=1, îñòàâëÿþùåå íåèçìåííîé îïåðà�öèþ E : Ê� 7! Ê�(U) def= X� U��Ê� ; (4)1113



Ë.Â.Èëüè÷åâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 5, 2003ãäå U � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà èç SU(N). Ýòîò �àêòõîðîøî èçâåñòåí. Åñëè ùåë÷îê äåòåêòîðà � âûçâàíïîãëîùåíèåì �îòîíà òèïà �, òî �èçè÷åñêè ïðåîá�ðàçîâàíèå (4) ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ ñèñ-òåìû ñâåòîäåëèòåëåé, òàê ÷òî àìïëèòóäà âåðîÿò�íîñòè ùåë÷êà äåòåêòîðà � áóäåò âêëþ÷àòü â ñå�áÿ àëüòåðíàòèâû, â êîòîðûõ ýòîò ùåë÷îê âûçûâà�åòñÿ �îòîíàìè òèïîâ � 6= �. Ýòî äàåò íåêîòîðîåîñíîâàíèå íàçâàòü ìíîæåñòâî ñîáûòèé, ñîîòâåòñòâó�þùèõ íàáîðó fÊ�(U)gN�=1, ñóïåðïîçèöèîííûìè ïîîòíîøåíèþ ê èñõîäíîìó ìíîæåñòâó, ñîîòâåòñòâóþ�ùåìó íàáîðó fÊ�gN�=1. Âûáîð êîíêðåòíîãî íàáîðàfÊ�gN�=1, ðåàëèçóþùåãî ðàçëîæåíèå (2), ìû áóäåìíàçûâàòü âñëåä çà Êàðìàéêëîì ¾ðàñïóòûâàíèåì¿(unravelling) êâàíòîâîé îïåðàöèè E .2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈßÏðîâåäåì ïîèñê ýêñòðåìàëüíîãî (ñìûñë ýòîãîòåðìèíà áóäåò îïðåäåëåí íèæå) ðàñïóòûâàíèÿ. Âå�ðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ � åñòü òåïåðüP (�; U) = Tr�Ê�(U)%̂Êy�(U)� == X�; �0M��0U��0 �U�� ; (5)ãäå M��0 = Tr�Êy�Ê�0 %̂� (6)� ìàòðèöà ñ åäèíè÷íûì ñëåäîì, îòâå÷àþùàÿ íåêî�òîðîé ýðìèòîâîé ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé êâàä-ðàòè÷íîé �îðìå.Ñ ïîÿâëåíèåì ñîáûòèÿ (ò. å. ïðè îñóùåñòâëåíèèîïåðàöèè) âî âíåøíåé ñðåäå çàïèñûâàåòñÿ îáúåì èí��îðìàöèèS1(U) = �X� P (�; U) lnP (�; U): (7)Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [2℄, S1(U) åñòü òàêæåñðåäíèé îáúåì èí�îðìàöèè, íåîáõîäèìîé äëÿ îïè�ñàíèÿ âûõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîñëå îñóùåñòâëåíèÿ îä�íîãî êîíêðåòíîãî ñîáûòèÿ. Íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿíàõîæäåíèå ðàñïóòûâàíèÿ, ò. å. ìàòðèöû U(1) (íî�ìåð â ñêîáêàõ îòâå÷àåò ÷èñëó îñóùåñòâèâøèõñÿ ñî�áûòèé), äëÿ êîòîðîé S1(U) ýêñòðåìàëüíî. Îäíîâðå�ìåííî ìû ïîêàæåì, ÷òî íàéäåííûé ýêñòðåìóì ÿâëÿ�åòñÿ ìèíèìóìîì. Ïðîáëåìà ïîèñêà ¾ìèíèìàëüíîãî¿ðàñïóòûâàíèÿ êâàíòîâîé îïåðàöèè ïðèìåíèòåëüíî êíåêîòîðûì çàäà÷àì êâàíòîâîé îïòèêè ñòàâèëàñü âðàáîòàõ [3℄, ãäå áûëî íàéäåíî ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ

÷èñòîãî èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ. Êðèòåðèé ¾ìèíèìàëü�íîãî¿ ðàñïóòûâàíèÿ â óêàçàííûõ ðàáîòàõ �îðìóëè�ðîâàëñÿ èíà÷å, îäíàêî îí ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòåíè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðèâåäåííîãî íèæå îá�ùåãî ðåøåíèÿ.Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà âîñïîëüçóåìñÿ ìå�òîäîì íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, �èê�ñèðîâàâ óñëîâèå óíèòàðíîñòè U U� = 1. Ñ ïîêàíåîïðåäåëåííîé ìàòðèöåé êîý��èöèåíòîâ Ëàãðàí�æà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå�� �U���S1(U) ++ X�1;�2;�0 ��1�2 �U�1�0U�2�0�����U=U(1) = 0; (8)îòêóäà ñëåäóåò[lnP (�; U(1)) + 1℄X�0 M��0U��0(1) ==X�0 ���0U�0�(1): (9)Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óíèòàðíîñòè ìàòðèöû U ìîæ�íî áåç èçìåíåíèÿ âàðüèðóåìîé âåëè÷èíû â (8) âñåãäàïðîèçâåñòè çàìåíó���0 ! Æ��0���: (10)Åñëè ýòó çàìåíó îñóùåñòâèòü â âûðàæåíèè (9),òî îíî ñðàçó ïðåâðàùàåòñÿ â ñëåäóþùåå óñëîâèåíà U(1): X�0 M��0U��0(1) = ��U��(1) (11)� ñòðîêè ìàòðèöû U(1) îêàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìèâåêòîðàìè ìàòðèöû M . Îäíîâðåìåííî êîíêðåòèçè�ðóþòñÿ âåëè÷èíû ���. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæ�íî çàïèñàòü òàêæå ñëåäóþùèì îáðàçîì:M��0 =X�0 ��0U�0�(1) �U�0�0(1): (12)Âîïðîñ îá ýêñòðåìàëüíîì ðàñïóòûâàíèè êâàíòî�âîé îïåðàöèè åñòåñòâåííî îòíåñòè è ê èñòîðèÿì �ñåðèÿì ñîáûòèé êàê èñõîäàì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè�ìåíåíèé îïåðàöèè ê îäíîé è òîé æå êâàíòîâîé ñèñòå�ìå. Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî â ïðîìåæóòêàõìåæäó ïðèìåíåíèÿìè îïåðàöèè ñèñòåìà íå ýâîëþ�öèîíèðóåò. Âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè ðåàëèçàöèè1114



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 5, 2003 Ýêñòðåìàëüíîå ¾ðàñïóòûâàíèå¿ êâàíòîâîé îïåðàöèèèñòîðèè f�1; : : : ; �ng åñòü î÷åâèäíîå îáîáùåíèå ðà�âåíñòâà (5):P (�1; : : : ; �n; U) == Tr�Ê�n(U) : : : Ê�1(U)�̂Êy�1(U) : : : Êy�n(U)� == X�1;::: ;�n�01;::: ;�0nM�1:::�n;�0n:::�01U�1�01 : : : U�n�0n �� �U�1�1 : : : �U�n�n ; (13)ãäåM�1:::�n;�0n:::�01 == Tr�Êy�1 : : : Êy�nÊ�0n : : : Ê�01 �̂� : (14)Ñîîáðàæåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèìåíåííûì â ñëó÷àåîäíîñîáûòèéíîé èñòîðèè, äàþò ñëåäóþùèå óñëîâèÿíà ìàòðèöó U(n) ýêñòðåìàëüíîãî ðàñïóòûâàíèÿ âñëó÷àå n ñîáûòèé. Äëÿ êàæäîãî i (1 � i � n) èìååòìåñòî ðàâåíñòâîX�1;::: ;6�i;::: ;�n�01;::: ;�0n �U�1�1(n) : : : 6 �U�i�i(n) : : : �U�n�n(n)��M�1:::�n;�0n:::�01U�1�01(n) : : : U�n�0n(n) == ��1:::�nU�i�i(n): (15)Çäåñü çà÷åðêèâàíèå îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñîîòâåò�ñòâóþùåãî ñèìâîëà. Åñëè â ýòîì âûðàæåíèè âçÿòüi = 1 è ïðîñóììèðîâàòü åãî ïî �2, : : : , �n, òî ñ ó÷å�òîì òîãî, ÷òî â ñèëó (3)X�n M�1:::�n�1�n;�n�0n�1:::�01 = M�1:::�n�1;�0n�1:::�01è ò. ä., ìû ïîëó÷àåì âàæíûé ðåçóëüòàò:U��(n) = U��(1) (16)äëÿ ëþáîãî n è��1:::�n�1 =X�n ��1:::�n : (17)Êàê îáîáùåíèå �îðìóëû (12) èìååìM�1:::�n;�n:::�01 = X�01;::: ;�0n��01:::�0nU�01�1(1) : : : U�0n�n(1)�� �U�01�01(1) : : : �U�0n�0n(1): (18)Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî íàéäåííûé ýêñòðåìóì ÿâ�ëÿåòñÿ ìèíèìóìîì. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì áèëèíåé�íûé ïî dU è dU� ÷ëåí â ðàçëîæåíèè ðàçíîñòèÆSn(U(1)) = Sn(U(1) + dU)� Sn(U(1)): (19)

Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ óíèòàðíî�ñòè ñëåäóåò, ÷òîX� �U��(1) d �U�0� + dU�� �U�0�(1) ++ dU�� d �U�0�� = 0 8�; �0: (20)Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ áèëèíåéíàÿ ïî dU èdU� âàðèàöèÿ âåðîÿòíîñòè ïðåäñòàâèìà â âèäåÆP (�1; : : : ; �n; U(1)) == nXi=1X�0i (��1:::�0i:::�n � ��1:::�n)K�0i�i : (21)ÇäåñüK�0� =X�;�0 �U�0�0(1)U�0�(1) dU��0 d �U�� : (22)Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ñèëó (20) K�0i�i = K�i�0i .Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî K�0i�i � 0 8�; �0. Ñ ïîìî�ùüþ âûðàæåíèÿ (21) âàðèàöèÿ ýíòðîïèè ÆSn(U(1))ïðåäñòàâèìà â âèäåÆSn(U(1)) == � nXi=1 X�1;::: ;�n�0i ln��1:::�n(��1:::�0i:::�n � ��1:::�n)��K�0i�i : (23)Ïóòåì ïåðåñòàíîâêè �i $ �0i â êàæäîì i-ì ÷ëåíåýòîãî ðÿäà è âçÿòèÿ ïîëóñóììû èñõîäíîãî è ïîëó�÷åííîãî âûðàæåíèé ïîëó÷àåì ðåçóëüòàòÆSn(U(1)) == 12 nXi=1 X�1;::: ;�n�0i ln ��1:::�0i:::�n��1:::�n (��1:::�0i:::�n���1:::�n)��K�0i�i ; (24)ïîëîæèòåëüíîñòü êîòîðîãî î÷åâèäíà.3. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÒàêèì îáðàçîì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Ìàòðèöà óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêñòðå�ìàëüíîãî ðàñïóòûâàíèÿ êâàíòîâîé îïåðàöèè äëÿèñòîðèé ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ñîáûòèé ïîñòðîåíàèç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû M��0 (6). Ïðèýòîì âî âíåøíþþ ñðåäó ïîñòóïàåò ìèíèìàëüíî1115



Ë.Â.Èëüè÷åâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 5, 2003âîçìîæíûé äëÿ äàííîé äëèíû èñòîðèè îáúåìèí�îðìàöèè.Çàìåòèì, ÷òî ïðèíöèï ðàñïóòûâàíèÿ ïðèìåíèìè ê êâàíòîâîìó óïðàâëÿþùåìó óðàâíåíèþ â �îðìåËèíäáëàäà [4℄. �îëü íàáîðà fÊ�g�2A òåïåðü èãðà�åò íàáîð îïåðàòîðîâ Ëèíäáëàäà (ïðè ýòîì íå îáÿ�çàí âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé îïåðàöèè (2)). Ìàòðèöà¾ìèíèìàëüíîãî¿ ðàñïóòûâàíèÿ äëÿ îäíîãî ñîáûòèÿîïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî òàê æå. Îäíàêî îíà óæå íå ÿâ�ëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé è äëÿ êàæäîãî ÷èñëà ñîáûòèéñâîÿ.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. K. Kraus, States, Effets and Operations: FundamentalNotions of Quantum Theory, Springer-Verlag, Berlin(1983).2. C. M. Caves, Phys. Rev. Lett. 47, 4010 (1993).3. J. K. Breslin, G. J. Milburn, and H. M. Wiseman,Phys. Rev. Lett. 74, 4827 (1995); J. K. Breslin andG. J. Milburn, J. Mod. Opt. 44, 2469 (1997).4. G. Lindblad, Comm. Math. Phys. 48, 119 (1976).

1116


