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Ô�ÀÊÒÀËÛ È ÕÀÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ �ÀÑÑÅßÍÈÅ ÀÒÎÌÎÂ Â ÏÎËÅÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÎÉ ÑÒÎß×ÅÉ ÑÂÅÒÎÂÎÉ ÂÎËÍÛÂ. Þ. Àðãîíîâ, Ñ. Â. Ïðàíö *Òèõîîêåàíñêèé îêåàíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â. È. Èëüè÷åâàÄàëüíåâîñòî÷íîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê690041, Âëàäèâîñòîê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 25 íîÿáðÿ 2002 ã.Äâèæåíèå äâóõóðîâíåâîãî àòîìà ñ âíóòðåííåé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ îäíîìîäîâûìïîëåì ñòîÿ÷åé ñâåòîâîé âîëíû â âûñîêîäîáðîòíîì ðåçîíàòîðå, ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðîáëåìà ðàññåÿíèÿ.Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òåõ çíà÷åíèé ðàññòðîéêè ðåçîíàíñà àòîìà è ïîëÿ, Æ, ÷àñòîòû îòäà÷è àòîìà, �, åãîíà÷àëüíîãî èìïóëüñà �0 è ÷èñëà âîçáóæäåíèé N , ïðè êîòîðûõ ïîëóêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿñèëüíî ñâÿçàííîé àòîìíî-ïîëåâîé ñèñòåìû èìåþò õàîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ (â ñìûñëå ýêñïîíåíöèàëüíîé÷óâñòâèòåëüíîñòè ê ìàëûì èçìåíåíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé), ðàññåÿíèå àòîìîâ ÿâëÿåòñÿ �ðàêòàëüíûìñ ÿðêî âûðàæåííûì ñàìîïîäîáèåì â çàâèñèìîñòè âðåìåíè âûõîäà àòîìà, T , èç ðåçîíàòîðà îò åãî íà-÷àëüíîãî èìïóëüñà ñ �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ ýòîé êðèâîé, ðàâíîé 1:84. Â ðåæèìå õàîñà èìåþòñÿ äâàáåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ èìïóëüñîâ àòîìà, äëÿ êîòîðûõ T = 1 (â èäåàëèçèðîâàííîì ñëó÷àåîòñóòñòâèÿ êàêèõ-ëèáî ïîòåðü). Îíè ñîîòâåòñòâóþò ñåïàðàòðèñîïîäîáíûì òðàåêòîðèÿì àñèìïòîòè÷åñêî-ãî ïðèáëèæåíèÿ àòîìà ê íåêîòîðûì òî÷êàì êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà è òðàåêòîðèÿì áåñêîíå÷íîäîëãîãî áëóæäàíèÿ àòîìà â ðåçîíàòîðå è ñîñòàâëÿþò, ñîîòâåòñòâåííî, ñ÷åòíûé è íåñ÷åòíûé �ðàêòàëû.Êîððåëÿöèè àòîìíûõ îñöèëëÿöèé �àáè ñ äâèæåíèåì àòîìà ìîãóò ïðèâåñòè ê ðåçîíàíñó Äîïëåðà��àáè �ãëóáîêèì îñöèëëÿöèÿì âíóòðåííåé ýíåðãèè àòîìà äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ðàññòðîéêè Æ ïðè âûïîëíåíèèóñëîâèÿ j��0j � jÆj.PACS: 42.50.Vk, 05.45.Df1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÄèíàìè÷åñêèé õàîñ â êëàññè÷åñêèõ ñèñòåìàõ çà�êëþ÷àåòñÿ, êàê èçâåñòíî, â ýêñïîíåíöèàëüíî áû�ñòðîì ðàçáåãàíèè èçíà÷àëüíî áëèçêèõ òðàåêòîðèéâ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Òà�êàÿ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâóåò èç-çà íåïðåðûâíîñòèêëàññè÷åñêîãî �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, òî÷êè êîòî�ðîãî, à çíà÷èò, è ñîñòîÿíèÿ êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû,ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêè. Â êâàíòîâîé ìå�õàíèêå îòñóòñòâóåò ïîíÿòèå òðàåêòîðèè è �àçîâîåïðîñòðàíñòâî íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â ñèëó ñîîò�íîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè �åéçåíáåðãà. Ýâîëþöèÿèçîëèðîâàííîé êâàíòîâîé ñèñòåìû óíèòàðíà è íèêà�êîãî õàîñà â ñìûñëå ýêñïîíåíöèàëüíîé íåóñòîé÷èâî�ñòè, íàïðèìåð, åå ñîñòîÿíèé áûòü íå ìîæåò. Òî, ÷òîîáû÷íî ïîíèìàþò ïîä ñëîâàìè ¾êâàíòîâûé õàîñ¿ �ýòî, â ñóùíîñòè, îñîáåííîñòè óíèòàðíîé ýâîëþöèè*E-mail: prants�poi.dvo.ru

èçîëèðîâàííîé êâàíòîâîé ñèñòåìû (êàêîé áû îíà íèáûëà) â òîé îáëàñòè çíà÷åíèé åå ïàðàìåòðîâ è íà�÷àëüíûõ óñëîâèé, â êîòîðûõ åå êëàññè÷åñêèé àíà�ëîã õàîòè÷åí [1℄. Îäíàêî ðåàëüíûå êâàíòîâûå ñèñòå�ìû íå èçîëèðîâàíû, îíè âçàèìîäåéñòâóþò ñî ñâî�èì îêðóæåíèåì, à ïðè ïîïûòêå èçìåðåíèÿ èõ ñî�ñòîÿíèÿ � ñ êëàññè÷åñêèì ïðèáîðîì, êîòîðûé â ñè�ëó ñâîåãî íàçíà÷åíèÿ äîëæåí íàõîäèòüñÿ â íåóñòîé�÷èâîì ñîñòîÿíèè. Ïîòåðÿ êîãåðåíòíîñòè âñëåäñòâèåíåóñòðàíèìîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îêðóæåíèåì (äåêî�ãåðåíòíîñòü) íàðóøàåò êâàíòîâóþ óíèòàðíîñòü, ïî�äàâëÿÿ êâàíòîâûå ñâîéñòâà äâèæåíèÿ è ïðîÿâëÿÿêëàññè÷åñêèå. Õðåñòîìàòèéíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿêâàíòîâûé ðîòîð ñ ïåðèîäè÷åñêèìè òîë÷êàìè, ó÷åòòåïëîâîé ¾áàíè¿ â êâàíòîâûõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿêîòîðîãî ïðèâîäèò ê ëèíåéíîé äè��óçèè ýíåðãèè,õàðàêòåðíîé äëÿ êëàññè÷åñêîãî àíàëîãà ýòîé ñèñòå�ìû [2℄. Óíèòàðíàÿ ýâîëþöèÿ êâàíòîâîãî ðîòîðà áåç¾áàíè¿, êàê èçâåñòíî, ïîäàâëÿåò äè��óçèþ ýíåðãèè946



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 5, 2003 Ôðàêòàëû è õàîòè÷åñêîå ðàññåÿíèå àòîìîâ : : :è ïðèâîäèò ê äèíàìè÷åñêîé ëîêàëèçàöèè [3℄. Ìî�äåëèðîâàíèå òàêîé ñèòóàöèè âîçìîæíî ñ ïîìîùüþêâàíòîâî-êëàññè÷åñêîãî ãèáðèäà � ñèñòåìû ñ êâàí�òîâûìè è êëàññè÷åñêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, âçàè�ìîäåéñòâóþùèìè äðóã ñ äðóãîì. Òàêèå ãèáðèäû âîç�íèêàþò, íàïðèìåð, åñëè âíóòðåííÿÿ ñòåïåíü ñâîáîäû÷àñòèöû îïèñûâàåòñÿ êâàíòîâûì óðàâíåíèåì äâèæå�íèÿ (Øðåäèíãåðà èëè �åéçåíáåðãà), à äèíàìè÷åñêèñîãëàñîâàííàÿ ñ íåé ñòåïåíü ñâîáîäû� óðàâíåíèÿìè�àìèëüòîíà â ìåõàíèêå èëè Ìàêñâåëëà â ýëåêòðîäè�íàìèêå. Ïîëóêëàññè÷åñêèå è ïîëóêâàíòîâûå óðàâíå�íèÿ äâèæåíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ òàêæå âñëåäñòâèå ðåäóê�öèè óðàâíåíèé �åéçåíáåðãà, ïðè êîòîðîé ÷àñòè÷íîñîõðàíÿþòñÿ êâàíòîâûå êîððåëÿöèè è �ëóêòóàöèè(ñì., íàïðèìåð, ìåòîä 1=N -ðàçëîæåíèÿ [4℄). Êâàíòî�âî-êëàññè÷åñêèå ãèáðèäû èíòåðåñíû íå òîëüêî ñàìèïî ñåáå, íî è êàê ïðîòîòèïû âçàèìîäåéñòâèÿ êâàíòî�âûõ îáúåêòîâ ñ ìàêðîñêîïè÷åñêèì îêðóæåíèåì.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà âäîõíîâëåíà âïå÷àòëÿþùèìèóñïåõàìè ðåçîíàòîðíîé êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìè�êè è àòîìíîé îïòèêè â èñêóññòâå ìàíèïóëèðîâàíèÿîòäåëüíûìè àòîìàìè è �îòîíàìè â âûñîêîäîáðîò�íûõ ðåçîíàòîðàõ (ñì., íàïðèìåð, [5�8℄), êîòîðûå, âñâîþ î÷åðåäü, áûëè áû íåâîçìîæíû áåç ðàáîò ïîèçó÷åíèþ ìåõàíè÷åñêîãî äåéñòâèÿ ñâåòà íà àòîìû,ëàçåðíîìó îõëàæäåíèþ àòîìîâ è ò. ï. (ñì., íàïðè�ìåð, [9, 10℄). Â ïðîöåññå îáìåíà âîçáóæäåíèÿìè ìåæ�äó àòîìîì è âûäåëåííîé ìîäîé ïîëÿ èçìåíÿþòñÿíå òîëüêî ýëåêòðîííîå ñîñòîÿíèå àòîìà è ñîñòîÿ�íèå ïîëÿ â ðåçîíàòîðå, íî òàêæå ñêîðîñòü è ïîëî�æåíèå öåíòðà ìàññ àòîìà. Â ðåæèìå ñèëüíîé ñâÿçè(
0pN � max(T�1a ; T�1f ), ãäå Ta;f � âðåìåíà ðå�ëàêñàöèè ñîîòâåòñòâåííî àòîìà è ìîäû, 
0 � àì�ïëèòóäà êîý��èöèåíòà àòîìíî-ïîëåâîé ñâÿçè, N �÷èñëî âîçáóæäåíèé) ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíè�àí (1) âêëþ÷àåò â ñåáÿ òðè ñòåïåíè ñâîáîäû (òðàíñ�ëÿöèîííóþ, ýëåêòðîííóþ è ïîëåâóþ) è èõ âçàèìî�äåéñòâèå. Ïîðîæäåííûå èì ïîëóêëàññè÷åñêèå óðàâ�íåíèÿ äâèæåíèÿ, êàê áûëî ïîêàçàíî â íàøèõ ðàáî�òàõ [11, 12℄, ìîãóò ïðèâîäèòü ê ãàìèëüòîíîâó õàîñó.Õàîñ âîçíèêàåò èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ íåëèíåéíûõðåçîíàíñîâ [13℄ è ïðîÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, â òà�êîì äâèæåíèè àòîìà â ðåçîíàòîðå, êîãäà ñëó÷àéíîåáëóæäàíèå ïðåðûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûìè êîëåáàíèÿìèâáëèçè äíà îïòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è äëèòåëüíû�ìè ïåðåëåòàìè ñ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ(ïîëåòû Ëåâè) [14℄. �åæèì ñèëüíîé ñâÿçè ýêñïåðè�ìåíòàëüíî ðåàëèçîâàí äëÿ ðèäáåðãîâñêèõ àòîìîâ âìèêðîâîëíîâûõ ðåçîíàòîðàõ [5℄ è äëÿ îáû÷íûõ àòî�ìîâ â îïòè÷åñêèõ ìèêðîðåçîíàòîðàõ [6, 7℄.Â ýòîé ðàáîòå òà æå àòîìíî-ïîëåâàÿ ñèñòåìà ðàñ�ñìàòðèâàåòñÿ â êîíòåêñòå ïðîáëåìû õàîòè÷åñêîãî

ðàññåÿíèÿ àòîìîâ â ïîëå ñòîÿ÷åé ñâåòîâîé âîëíû.Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îïèñàòü äè�íàìè÷åñêè è ñòàòèñòè÷åñêè ðàññåÿíèå ÷àñòèö, ïî�ïàäàþùèõ èçâíå â îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü íåêîåãîíåëèíåéíîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî ¾ïîòåíöèàëà¿. Òà�êèå çàäà÷è âîçíèêàþò â áèëëèàðäàõ [15℄, â àäâåê�öèè ïàññèâíûõ ïðèìåñåé â ïðîñòûõ ãèäðîäèíàìè�÷åñêèõ ïîòîêàõ [16℄, ïðè èîíèçàöèè àòîìîâ [17℄ èò. ä. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå àòî�ìîâ îáëàäàåò �ðàêòàëüíûìè ñâîéñòâàìè, à èìåííî,çàâèñèìîñòü âðåìåíè âûõîäà àòîìîâ èç ðåçîíàòîðàîò èõ íà÷àëüíîãî èìïóëüñà ÿâëÿåòñÿ �ðàêòàëüíîéñ ÿðêî âûðàæåííûì ñàìîïîäîáèåì. Äðóãîé òåìîéýòîé ñòàòüè, íå çàòðîíóòîé â [11�14℄, ÿâëÿåòñÿ èñ�ñëåäîâàíèå êîððåëÿöèé îñöèëëÿöèé �àáè (îñöèëëÿ�öèé âíóòðåííåé ýíåðãèè àòîìà) ñ äâèæåíèåì àòîìà.Çäåñü ðàññìîòðåíû ðåçîíàíñ Äîïëåðà��àáè, ãëóáî�êèå íèçêî÷àñòîòíûå îñöèëëÿöèè �àáè ïðàêòè÷åñêèïðè ëþáûõ ñîîòíîøåíèÿõ ÷àñòîò àòîìíîãî ïåðåõî�äà è ìîäû ðåçîíàòîðà (ïðè óñëîâèè j��0j � jÆj),îáóñëîâëåííûå ý��åêòîì Äîïëåðà. Â Ïðèëîæåíèèìû äîêàçûâàåì, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ýëåê�òðîííî-ïîëåâîé ïîäñèñòåìû, ïîëó÷åííûå â ðåçóëü�òàòå �àêòîðèçàöèè îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé �åéçåí�áåðãà, ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíû êâàíòîâûì óðàâíå�íèÿì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àìïëèòóä âåðîÿòíîñòåéâíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà è �îêîâñêîãî ñîñòîÿ�íèÿ ïîëåâîé ìîäû. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû äåéñòâèòåëü�íî èìååì äåëî ñ êâàíòîâî-êëàññè÷åñêèì ãèáðèäîì,ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ ïîëÿ â �îêîâñêîì ñîñòîÿíèè.2. Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÄÂÈÆÅÍÈßÄâóõóðîâíåâûé àòîì ñ ìàññîé ma è ÷àñòîòîé ðà�áî÷åãî ïåðåõîäà !a íàõîäèòñÿ â âûñîêîäîáðîòíîìîäíîìîäîâîì ðåçîíàòîðå, ïîëå â êîòîðîì èìååò âèäñòîÿ÷åé âîëíû âäîëü îñè x ñ ÷àñòîòîé !f è âîëíî�âûì âåêòîðîì kf . Ïðè äâèæåíèè àòîìà âäîëü ýòîéîñè ìåíÿåòñÿ êîý��èöèåíò åãî ñâÿçè ñ ïîëåì, à ïðèïîãëîùåíèè è èñïóñêàíèè �îòîíîâ èçìåíÿþòñÿ íåòîëüêî âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå àòîìà è ñîñòîÿíèå ïî�ëÿ, íî è ñêîðîñòü àòîìà. Â ïðåäåëå ñèëüíîé ñâÿçè äè�íàìèêà âçàèìîäåéñòâèÿ âñåõ òðåõ ñòåïåíåé ñâîáîäû(òðàíñëÿöèîííîé, ýëåêòðîííîé è ïîëåâîé) ÿâëÿåòñÿãàìèëüòîíîâîé ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îïåðàòîðîìĤ = p̂22ma + 12~!a�̂z + ~!f �âyâ+ 12��� ~
0(ây�̂� + â�̂+) 
os(kf x̂); (1)ñëàãàåìûå êîòîðîãî îïèñûâàþò, ñîîòâåòñòâåííî, êè�íåòè÷åñêóþ, âíóòðèàòîìíóþ, ïîëåâóþ ýíåðãèè è947 5*



Â. Þ. Àðãîíîâ, Ñ. Â. Ïðàíö ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 5, 2003ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìà ñ ïîëåì ñòîÿ÷åé âîë�íû. Îïåðàòîðû êîîðäèíàòû è èìïóëüñà àòîìà x̂ èp̂, îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ �îòîíîâ, âyè â, è ñïèíîâûå îïåðàòîðû Ïàóëè �̂ óäîâëåòâîðÿþòñòàíäàðòíûì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì:[x̂; p̂℄ = i~; [â; ây℄ = 1;[�̂�; �̂z℄ = �2�̂�; [�̂+; �̂�℄ = �̂z :Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñèëüíî ñâÿçàííîéàòîìíî-ïîëåâîé ñèñòåìû ìû ÷àñòè÷íî óïðîùàåì çà�äà÷ó, ïîëàãàÿ àòîì òî÷å÷íîé ÷àñòèöåé (÷òî äîïóñòè�ìî äëÿ àòîìà, èìïóëüñ êîòîðîãî ìíîãî áîëüøå èì�ïóëüñà �îòîíà). Áëàãîäàðÿ ñîõðàíåíèþ â ïðîöåññåýâîëþöèè îïåðàòîðà ÷èñëà âîçáóæäåíèéN̂ = âyâ+ �̂z + 12èç ãàìèëüòîíèàíà (1) ìîæíî âûâåñòè çàìêíóòóþñèñòåìó óðàâíåíèé �åéçåíáåðãà äëÿ ñëåäóþùèõ îïå�ðàòîðîâ: x̂, p̂, �̂z , û = ây�̂�+â�̂+ è v̂ = i(ây�̂��â�̂+).Ïåðåõîäÿ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ê îæèäàåìûì çíà÷åíè�ÿì � = kf hx̂i; � = p~kf hp̂i;u = hûi; v = hv̂i; z = h�̂zi (2)è �àêòîðèçóÿ ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ hN̂ �̂zi == hN̂ih�̂zi = Nz, ïîëó÷èì èñêîìûå ïîëóêëàññè÷å�ñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ [12℄_� = ��; _� = �u sin �; _u = Æv;_v = �Æu+ 2Nz 
os �; _z = �2v 
os �; (3)ãäå òî÷êîé îáîçíà÷åíî äè��åðåíöèðîâàíèå ïî íîð�ìèðîâàííîìó âðåìåíè � = 
0t. ×èñëî âîçáóæäå�íèé N = n + (1 + z)=2 (ãäå n � ñðåäíåå ÷èñ�ëî �îòîíîâ â ìîäå), íîðìèðîâàííàÿ ðàññòðîéêàÆ = (!f � !a)=
0 è íîðìèðîâàííàÿ ÷àñòîòà îïòè÷å�ñêîé îòäà÷è � = ~k2f=ma
0 (õàðàêòåðèçóþùàÿ èçìå�íåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè àòîìà ïðè èñïóñêàíèèè ïîãëîùåíèè �îòîíà) ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿþùèìè ïà�ðàìåòðàìè íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (3),êîòîðàÿ èìååò äâà èíòåãðàëà äâèæåíèÿ:W = �2 �2 + U; (4)R = u2 + v2 +Nz2: (5)

Â âûðàæåíèè äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû W âûäå�ëåí ÷ëåí U = �u 
os � � Æ2z; (6)èìåþùèé ñìûñë ý��åêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåð�ãèè, ïîñêîëüêó âåëè÷èíà ��U=�� = �u sin � ÿâëÿåò�ñÿ ñèëîé, äåéñòâóþùåé íà àòîì. Â ñèëó ñîîòíîøå�íèÿ [18℄ u2 + v2 = n(x2 + y2), â ïðåäåëå áîëüøîãî÷èñëà êâàíòîâ n � 1 âåëè÷èíà R=N åñòü ñîõðàíÿ�þùàÿñÿ äëèíà âåêòîðà Áëîõà x2 + y2 + z2 = 1, ãäåx = h�̂xi è y = h�̂yi.Ïîëóêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, èñïîëüçîâàííîåïðè âûâîäå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (3), çàêëþ÷àåòñÿ,êàê èçâåñòíî, â ïðåíåáðåæåíèè ý��åêòàìè êâàíòî�âûõ êîððåëÿöèé è �ëóêòóàöèé. Â çàâèñèìîñòè îòòîãî, äëÿ êàêèõ îïåðàòîðîâ çàïèñûâàþòñÿ èñõîäíûåóðàâíåíèÿ �åéçåíáåðãà è êàêèå îïåðàòîðíûå ïðî�èçâåäåíèÿ �àêòîðèçóþòñÿ, â ðàìêàõ ïîëóêëàññè÷å�ñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçíûå óðàâíå�íèÿ äâèæåíèÿ äëÿ îäíèõ è òåõ æå êâàíòîâûõ ñðåä�íèõ. Ýòè óðàâíåíèÿ, ðàçóìååòñÿ, ïåðåõîäÿò äðóã âäðóãà â ïðåäåëå áîëüøîãî ÷èñëà êâàíòîâ. Â ðàáî�òàõ [13; 14℄ äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (1) â ïðåäñòàâëåíèè�åéçåíáåðãà �àêòîðèçîâûâàëèñü îïåðàòîðíûå ïðî�èçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ �̂x;y;z è (ây � â). Ïîëó÷åííûåâ ðåçóëüòàòå ïîëóêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ òåõæå ñðåäíèõ (2) îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé (3) òåì,÷òî â óðàâíåíèå äëÿ _v âõîäèò êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí(2N�1)z�3z2=2+1=2 (â ðàáîòå [14℄ ê òîìó æå èñïîëü�çîâàëàñü äðóãàÿ íîðìèðîâêà). Óðàâíåíèÿ (3) ïðèâëå�êàòåëüíû òåì, ÷òî ïî �îðìå áëèçêè ê êâàíòîâûìóðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ äëÿ ýëåêòðîííî-ïîëåâîãî âçà�èìîäåéñòâèÿ (äîêàçàòåëüñòâî ñì. â Ïðèëîæåíèè).Áîëåå òîãî, îíè ñîâïàäàþò ñ êâàíòîâûìè óðàâíåíèÿ�ìè äëÿ ïîëÿ â ðåçîíàòîðå, ïðèãîòîâëåííîãî â �îêîâ�ñêîì ñîñòîÿíèè ñ çàäàííûì ÷èñëîì êâàíòîâ, è àòîìàâ îäíîì èç ñâîèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé. Âñå ðå�çóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþñèñòåìû óðàâíåíèé (3).3. ÕÀÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÀÒÎÌÀ ÈÅ�Î ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÀÍÎÌÀËÈÈÂ ñëó÷àå òî÷íîãî ñîâïàäåíèÿ ÷àñòîò ìîäû !f èàòîìíîãî ïåðåõîäà !a, ò. å. ïðè Æ = 0, ñèñòåìà óðàâ�íåíèé (3) èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ, òàê êàê âîç�íèêàåò äîïîëíèòåëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ u = u0(u0 � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå u). Ý��åêòèâíàÿ ïîòåí�öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ (6) ñòàíîâèòñÿ îäíîçíà÷íîé �óíê�948



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 5, 2003 Ôðàêòàëû è õàîòè÷åñêîå ðàññåÿíèå àòîìîâ : : :öèåé êîîðäèíàòû U = �u0 
os �, ïîëíîñòüþ ïîâòî�ðÿÿ ñòðóêòóðó ñòîÿ÷åé âîëíû. Äâèæåíèå â ñòàöèî�íàðíîì ïîòåíöèàëüíîì ïîëå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíè�åì �èçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà�� + �u0 sin � = 0; (7)êîòîðîå î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç äâóõ ïåð�âûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû è èìååò èçâåñòíûå ðåøåíèÿâ òåðìèíàõ ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèé ßêîáè [12℄. Èçâûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè (4) ñëåäóåò àíàëèòè÷åñêàÿçàâèñèìîñòü èìïóëüñà îò êîîðäèíàòû:� = �r 2� (W + u0 
os �): (8)Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîãî èìïóëüñà �0âîçìîæíû äâà òèïà äâèæåíèÿ: èí�èíèòíûé ïðîëåòàòîìà ñêâîçü ðåçîíàòîð ïðè �0 > �
r è �èíèòíûåêîëåáàíèÿ â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ïðè �0 < �
r. Ïðî�ìåæóòî÷íûé ñëó÷àé, �0 = �
r, ñîîòâåòñòâóåò àñèìï-òîòè÷åñêîìó ïðèáëèæåíèþ àòîìà ê òî÷êå, ñîîòâåò�ñòâóþùåé ìàêñèìóìó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (äâè�æåíèå ïî ñåïàðàòðèñå íà �àçîâîì ïîðòðåòå, êîòî�ðûé ìîæåò áûòü ïîñòðîåí íåïîñðåäñòâåííî èç (8)).Çäåñü �
r � êðèòè÷åñêèé èìïóëüñ, îïðåäåëåííûé èçóñëîâèÿ � = (2k + 1)�, � = 0, ãäå k � ïðîèçâîëüíîåöåëîå ÷èñëî. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî �
r = 2pu0=�.Â ðàçìåðíûõ åäèíèöàõ ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñêîðîñòèàòîìà v
r = 2p~
0u0=ma. Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëî�âèè òî÷íîãî àòîìíî-ïîëåâîãî ðåçîíàíñà òðàíñëÿöè�îííîå äâèæåíèå àòîìà íå çàâèñèò îò äèíàìèêè ýëåê�òðîííîé è ïîëåâîé ïîäñèñòåì, à çàâèñèò òîëüêî îòíà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ýëåêòðîííî-ïîëåâîãîâçàèìîäåéñòâèÿ u0, êîòîðîå çàäàåò ãëóáèíó îïòè÷å�ñêîãî ïîòåíöèàëà U . Èíâåðñèÿ íàñåëåííîñòè z ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé ðåãóëÿðíûé ñèãíàë îñöèëëÿöèé �à�áè, ìîäóëèðîâàííûé ñòîÿ÷åé âîëíîé, ÷òî ïîäðîáíîàíàëèçèðóåòñÿ â ðàçä. 5.1.Óðàâíåíèÿ (3) ñ äâóìÿ èíòåãðàëàìè äâèæå�íèÿ (5) ÿâëÿþòñÿ ãàìèëüòîíîâîé àâòîíîìíîéñèñòåìîé ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñ äâèæåíèåìíà òðåõìåðíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ñ çàäàííûì çíà÷å�íèåì ýíåðãèè W . Ó òàêîé ñèñòåìû, âîîáùå ãîâîðÿ,èìåþòñÿ ïîëîæèòåëüíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà�, ðàâíûé åìó ïî ìîäóëþ îòðèöàòåëüíûé è äâàíóëåâûõ. Ñóììà âñåõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ãàìèëü�òîíîâîé ñèñòåìû ðàâíà íóëþ [19℄. Ìàêñèìàëüíûéïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà õàðàêòåðèçóåò ñðåäíþþ ñêî�ðîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàçáåãàíèÿ èçíà÷àëüíîáëèçêèõ òðàåêòîðèé,

� = lim�!1�(�); � = lim�(0)!0 1� ln �(�)�(0) ; (9)è ñëóæèò êîëè÷åñòâåííîé ìåðîé äèíàìè÷åñêîãî õàî-ñà â ñèñòåìå. Çäåñü �(�) � ðàññòîÿíèå (â ýâêëèäî�âîì ñìûñëå) â ìîìåíò âðåìåíè � ìåæäó äâóìÿ òðà�åêòîðèÿìè, áëèçêèìè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè� = 0. Â ðàáîòàõ [11, 12℄ âû÷èñëÿëàñü çàâèñèìîñòü� îò óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ óñëî�âèé è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äèíàìè÷åñêèé õàîñ â ñèëü�íî ñâÿçàííîé àòîìíî-ïîëåâîé ñèñòåìå ñóùåñòâóåò âøèðîêîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé N , � è íà÷àëüíûõ èì�ïóëüñîâ àòîìà �0. Çàâèñèìîñòü �(Æ) ïðåäñòàâëÿåòñîáîé �óíêöèþ ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì ïðè Æ = 0 èäâóìÿ ïî÷òè ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî íóëåâîéðàññòðîéêè ìàêñèìóìàìè, äîâîëüíî áûñòðî ñòðåìÿ�ùóþñÿ ê íóëþ ñ óâåëè÷åíèåì jÆj [11℄. Òàê, äëÿ ðà�çóìíûõ çíà÷åíèé ÷àñòîòû îòäà÷è � = 10�3, ÷èñ�ëà âîçáóæäåíèé N = 10 è íà÷àëüíîãî èìïóëüñà50 . �0 . 100 íóëåâûå (â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè âû�÷èñëåíèé) çíà÷åíèÿ � îáíàðóæåíû ïðè jÆj & 1:7.Èç óðàâíåíèé (3) ñëåäóåò, ÷òî òðàíñëÿöèîííîåäâèæåíèå àòîìà ïðè Æ 6= 0 îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíè�åì íåëèíåéíîãî �èçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ñ ÷àñòîòíîéìîäóëÿöèåé �� + �u(�) sin � = 0; (10)â êîòîðîì u ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé âðåìåíè è âñåõîñòàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Ñ ó÷åòîì òî�ãî, ÷òî íîðìèðîâàííàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿöèé �àáèåñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà 
 = pÆ2 + 4N > 1, çíà÷è�òåëüíî ïðåâûøàþùàÿ ÷àñòîòó ìàëûõ òðàíñëÿöèîí�íûõ êîëåáàíèép�u0 � 1, â ðàáîòå [13℄ áûë âûÿâëåíìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèÿ õàîñà â àòîìíî-ïîëåâîé ñè�ñòåìå è ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà øèðèíû ñòîõà�ñòè÷åñêîãî ñëîÿ1):� � 8��
!�3 exp���
2! � ; (11)ãäå ! = p2�N jÆj=
 è 
=! � 1. Âåëè÷èíà � åñòüíîðìèðîâàííîå íà ñåïàðàòðèñíîå çíà÷åíèå ýíåðãèèìàÿòíèêà !2 èçìåíåíèå ýíåðãèè â îêðåñòíîñòè íåâîç�ìóùåííîé ñåïàðàòðèñû. Ìàëûå èçìåíåíèÿ ýíåðãèèïðèâîäÿò ê îòíîñèòåëüíî ìàëûì èçìåíåíèÿì ÷àñ�òîòû êîëåáàíèé. Äëÿ çíà÷åíèé ýíåðãèè äâèæåíèÿ,ñèëüíî îòëè÷àþùèõñÿ îò ñåïàðàòðèñíîãî, ò. å. âáëè�çè äíà ïîòåíöèàëüíûõ ÿì è âûñîêî íàä âåðøèíà�1) Óðàâíåíèå äëÿ _v â öèòèðóåìîé ðàáîòå çàïèñàíî â âèäå,îãîâîðåííîì â êîíöå ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Îäíàêî âåñü àíà�ëèç îñíîâàí íà ëèíåàðèçàöèè óïîìÿíóòîãî òðåõ÷ëåíà.949



Â. Þ. Àðãîíîâ, Ñ. Â. Ïðàíö ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 5, 2003
а

б

в

г

д0

0

0

0

3

0

−3
3

−3
3

−3
3

−3
3

−3

U

0 605040302010

ξ(τ )�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè àòîìàîò êîîðäèíàòû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ðàññòðîé-êè Æ = 0:002 (à), 0:04 (á ), 0:4 (â), 0:9 (ã), 2 (ä);�0 = 110ìè õîëìîâ îïòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà U , ìàëûå èçìå�íåíèÿ ÷àñòîòû ïðèâîäÿò ê ìàëûì èçìåíåíèÿì �à�çû çà ïåðèîä òðàíñëÿöèîííûõ êîëåáàíèé. Îäíàêîâáëèçè íåâîçìóùåííîé ñåïàðàòðèñû, íà êîòîðîé ïå�ðèîä êîëåáàíèé ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, äàæå ìà�ëûå èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû ìîãóò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëü�íûì èçìåíåíèÿì �àçû. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ýêñ�ïîíåíöèàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ ïàðàìåò�ðè÷åñêîãî íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà (10) è õàîòè÷å�ñêîãî äâèæåíèÿ àòîìà â ïîëå ïåðèîäè÷åñêîé ñòîÿ÷åéâîëíû.Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î õàðàêòåðå õàîòè÷å�ñêîãî áëóæäàíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ìîäå�ëè ¾äâóõ ïîòåíöèàëîâ¿, çàêëþ÷àþùåéñÿ â ñëåäóþ-ùåì. Âáëèçè ðåçîíàíñà îïòè÷åñêèé ïîòåíöèàë U ïî�âòîðÿåò ñòðóêòóðó ñòîÿ÷åé âîëíû â ðåçîíàòîðå ñ ïå�ðèîäîì 2�, à åãî àìïëèòóäà ðàâíà u0 (ñì. ðèñ. 1a).Âäàëè îò ðåçîíàíñà, ïðè jÆj & 1:7, ïîòåíöèàë èìååòïåðèîä �, è ïðè jÆj � 1 ïðèáëèæåííî îïèñûâàåò�ñÿ �óíêöèåé (25) (ñì. ðèñ. 1ä). Áóäåì íàçûâàòü ýòèïîòåíöèàëû, ñîîòâåòñòâåííî, ðåçîíàíñíûì è íåðåçî�íàíñíûì. Âñå ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû â ýòîé ðàáîòå âû�ïîëíåíû äëÿ ÷èñëà âîçáóæäåíèé N = 10, ÷àñòîòûîòäà÷è � = 10�3 è íà÷àëüíûõ óñëîâèé �0 = 0, z0 = 0,u0 = v0 = p4:5 (çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî ñïåöèàëüíîîãîâîðåííîãî â ðàçä. 5 ñëó÷àÿ). Âû÷èñëÿÿ äèíàìè�÷åñêèå ïåðåìåííûå u, � è z â êàæäûé ìîìåíò âðåìå�

íè � , ïî �îðìóëå (6) ìîæíî ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòüU îò �(�) äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ðàññòðîéêè. Îäíàêîäëÿ òåõ çíà÷åíèé Æ, ïðè êîòîðûõ ìàêñèìàëüíûé ïî�êàçàòåëü Ëÿïóíîâà áîëüøå íóëÿ, ïîëó÷åííàÿ �óíê�öèÿ U [�(�)℄ àïåðèîäè÷íà (ðèñ. 1á, â, ã) è, âîîáùå ãî�âîðÿ, íåîäíîçíà÷íà äëÿ îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé �0,òàê êàê çàâèñèò íå òîëüêî îò ïîëîæåíèÿ àòîìà, íî îòâñåõ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ çàäà÷è. Ìîæíî ñêà�çàòü, ÷òî ïðè õàîòè÷åñêîì äâèæåíèè â ðåçîíàòîðå âêàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ¾âèðòóàëüíî¿ ñîñóùåñòâó�þò ðåçîíàíñíûé è íåðåçîíàíñíûé ïîòåíöèàëû, ïîêà�çàííûå íà ðèñ. 1a è 1ä. �ëóáèíà ÿì â îáåèõ ñòðóê�òóðàõ ñî âðåìåíåì ýâîëþöèîíèðóåò, à àòîì ïðè êàæ�äîì ïåðåñå÷åíèè óçëà ñòîÿ÷åé ñâåòîâîé âîëíû ñëó�÷àéíûì îáðàçîì ïîïàäàåò òî â îäíó, òî â äðóãóþñòðóêòóðó. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â îáëàñòè ðåçî�íàíñíîãî èëè íåðåçîíàíñíîãî ïîòåíöèàëîâ çàâèñèòîò ðàññòðîéêè. Â ÷àñòíîñòè, íà ðèñ. 1á è 1ã àòîìïî÷òè âñå âðåìÿ íàõîäèòñÿ â îäíîì è òîì æå ïî�òåíöèàëå, ëèøü èçðåäêà íà êîðîòêîå âðåìÿ ïîïàäàÿâ äðóãîé. Íåîáõîäèìî, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî òàêàÿìîäåëü ÿâëÿåòñÿ òîëüêî óïðîùåíèåì, ââåäåííûì èçñîîáðàæåíèé íàãëÿäíîñòè. �åàëüíàÿ äèíàìèêà îïè�ñûâàåòñÿ ñèñòåìîé (3), êîòîðàÿ ëèøü â ÷àñòíûõ ñëó�÷àÿõ ñòðîãî ñîîòâåòñòâóåò êàêîìó-ëèáî íàãëÿäíîìóîáðàçó.Ïðèìåð òèïè÷íîé õàîòè÷åñêîé òðàåêòîðèè àòî�ìà â ðåçîíàòîðå ïðèâåäåí íà ðèñ. 2a. Àòîì ìå�íÿåò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ, ïîïåðåìåííî îñöèëëè�ðóÿ â ìàëûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà è ñîâåðøàÿäëèííûå ïîëåòû ñ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííîé ñêîðî�ñòüþ. Ýòè òàê íàçûâàåìûå ïîëåòû Ëåâè òèïè÷íûäëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ íåîäíîðîäíûì �àçî�âûì ïðîñòðàíñòâîì, â êîòîðîì ñîñóùåñòâóþò îáëà�ñòè ðåãóëÿðíîãî äâèæåíèÿ (ÊÀÌ-òîðû) ñî ñëîæíîéèåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ñòîõàñòè÷åñêèå ñëîè, ïî�ëóðàçðóøåííûå òîðû (êàíòîðû) è ïðî÷. [15; 19; 20℄.Ïðè ïðèáëèæåíèè õàîòè÷åñêîé òðàåêòîðèè ê ãðàíè�öå âíåøíåãî ÊÀÌ-òîðà, ãäå ðàñïîëàãàþòñÿ êàíòî�ðû, èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ìîæåò íàäîëãî çàñòðÿòüòàì, èìèòèðóÿ ðåãóëÿðíîå äâèæåíèå. Âðåìåíà òàêíàçûâàåìîãî ¾ïðèëèïàíèÿ¿ ê ãðàíèöàì ÊÀÌ-òîðîâìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî âåëèêè, ïîñêîëüêó êàíòî�ðû ïðåïÿòñòâóþò âûõîäó òðàåêòîðèè â ñòîõàñòè÷å�ñêîå ¾ìîðå¿. Â íàøåì ñëó÷àå ý��åêò ¾ïðèëèïàíèÿ¿ïðîÿâëÿåòñÿ â äëèííûõ áàëëèñòè÷åñêèõ ïîëåòàõ àòî�ìîâ â ðåçîíàòîðå, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ ïðèâîäèòê àíîìàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé êèíåòèêå � ïåðåìå�æàåìîñòè íîðìàëüíîé äè��óçèè ñ ïîëåòàìè Ëåâè.Îïðåäåëèì äëèíó ïîëåòà êàê ðàññòîÿíèå, ïðîëåòàå�ìîå àòîìîì ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè îáðàùåíèÿ çíà�êà åãî ñêîðîñòè. Íà ðèñ. 2á â äâîéíîì ëîãàðè�ìè�950
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�èñ. 2. a � Õàîòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ àòîìà ñ ïîëå-òàìè Ëåâè, á � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ P ïî äëè-íàì ïîëåòîâ L â äâàæäû ëîãàðè�ìè÷åñêîì ìàñøòà-áå äëÿ Æ = 0:01÷åñêîì ìàñøòàáå ïðåäñòàâëåíà �óíêöèÿ ðàñïðåäå�ëåíèÿ ïî äëèíàì ïîëåòîâ P (L), ïîñòðîåííàÿ ïî ðå�çóëüòàòàì âû÷èñëåíèé ñ 21 òðàåêòîðèåé â äèàïàçîíå93 � �0 � 94 ñî âðåìåíåì èíòåãðèðîâàíèÿ 3:2 � 106áåçðàçìåðíûõ åäèíèö äëÿ êàæäîé òðàåêòîðèè. Ýêñ�ïîíåíöèàëüíûé ñïàä íà íà÷àëüíîì ó÷àñòêå �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ (äî L � 100) � âêëàä íîðìàëüíîéäè��óçèè àòîìà. ×åòêî âûðàæåííûé ñòåïåííîé çà�êîí P (L) _ L�1:5�0:1 íà îñòàëüíîé ÷àñòè ýòîé �óíê�öèè ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì áàëëèñòè÷åñêèõ ïîëåòîâËåâè, çàðåãèñòðèðîâàííàÿ äëèíà êîòîðûõ äîñòèãà�åò 2 � 104 áåçðàçìåðíûõ åäèíèö äëèíû. Äëÿ ñòåïåí�íîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îæèäàåòñÿ ñòåïåííàÿçàâèñèìîñòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ñìåùåíèÿ àòîìàîò âðåìåíè h�2i _ �
 ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè 
 > 1, õà�ðàêòåðíûì äëÿ ñóïåðäè��óçèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü,÷òî ïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí äëÿ îòíîñèòåëü�íî ñëàáîãî õàîñà, íàáëþäàþùåãîñÿ ïðè Æ = 0:01.Àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû, âûïîëíåííûå äëÿ Æ = 0:4(ñèëüíûé õàîñ), ïðèâîäÿò ê ïðàêòè÷åñêè íîðìàëü�íîìó ðàñïðåäåëåíèþ äëèí ïîëåòîâ.Â ðàáîòå [14℄ áûëè îáíàðóæåíû ïîëåòû Ëåâèïðè äâèæåíèè àòîìà â ïîëå ñòîÿ÷åé ñâåòîâîé âîë�íû è ïðîâåäåíî ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ñòàòèñòè�÷åñêèõ ñâîéñòâ àòîìíî-ïîëåâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, â

÷àñòíîñòè, âû÷èñëÿëèñü ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí âîç�âðàòîâ Ïóàíêàðå è ýâîëþöèÿ ìîìåíòîâ ïîëîæåíèÿàòîìà. Áûëè âûÿâëåíû ðàçëè÷íûå ðåæèìû äâèæå�íèÿ îò ïðàêòè÷åñêè íîðìàëüíîé (ãàóññîâîé) äè���óçèè àòîìà äî ñóïåðäè��óçèè, ñîîòâåòñòâóþùåéáàëëèñòè÷åñêîìó äâèæåíèþ àòîìà ñ óñêîðåíèåì. Âðàáîòå [14℄ ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü ñíåëèíåéíîé ïî z âåðñèåé ïîëóêëàññè÷åñêèõ óðàâíå�íèé äâèæåíèÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå âîç�áóæäåíèé N = 10, ò. å. ÷ëåí 2Nz ÿâëÿëñÿ äîìèíè�ðóþùèì â óðàâíåíèè äëÿ _v. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðå�äåëåíèå âðåìåí âîçâðàòîâ Ïóàíêàðå è ýâîëþöèÿ ìî�ìåíòîâ ïîëîæåíèÿ àòîìà äëÿ íàøèõ óðàâíåíèé (3)äîëæíû áûòü ïîõîæèìè ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëî�âèÿõ íà âû÷èñëåííûå â ðàáîòå [14℄ ñòàòèñòè÷åñêèåõàðàêòåðèñòèêè.4. Ô�ÀÊÒÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀÄÂÈÆÅÍÈß ÀÒÎÌÀ4.1. Õàîòè÷åñêîå ðàññåÿíèå àòîìîâ�àññìîòðèì ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò ñ óñòàíîâ�êîé, ñîñòîÿùåé èç îäíîìîäîâîãî ðåçîíàòîðà Ôàá-ðè�Ïåðî è äâóõ äåòåêòîðîâ, ñïîñîáíûõ ðåãèñòðè�ðîâàòü ñîóäàðåíèå àòîìà ñ êàæäûì èç åãî çåðêàë(ðèñ. 3a). Äëèíà ðåçîíàòîðà òàêîâà, ÷òî îïòè÷åñêàÿñòîÿ÷àÿ âîëíà èìååò äâå ïó÷íîñòè. Âûáåðåì öåíòðëåâîé ïó÷íîñòè çà íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïîñëåäîâàòåëü�íî ïîìåùàåì â òî÷êó � = 0 ïîîäèíî÷êå àòîìû ñ ðàç�ëè÷íûìè íà÷àëüíûìè èìïóëüñàìè �0, íàïðàâëåííû�ìè âäîëü îñè ðåçîíàòîðà. �åãèñòðèðóÿ ñîóäàðåíèåàòîìà ñ çåðêàëîì, èçìåðÿåì âðåìÿ åãî âûõîäà èç ðå�çîíàòîðà T . Ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ èññëåäóåìçàâèñèìîñòü âðåìåíè âûõîäà îò íà÷àëüíîãî èìïóëü�ñà �0.Â ñëó÷àå òî÷íîãî àòîìíî-ïîëåâîãî ðåçîíàíñà âîç�ìîæíû òðè ñöåíàðèÿ. Àòîì ñ íà÷àëüíûì èìïóëü�ñîì �0 < �
r=p2 íå ñìîæåò äîñòèãíóòü äàæå óç�ëà ñòîÿ÷åé âîëíû, è áóäåò çàõâà÷åí ïîëåì. Åñëè�
r=p2 � �0 < �
r, òî àòîì ïåðåñå÷åò óçåë, íî íåñìîæåò äîñòè÷ü âåðøèíû áàðüåðà, èçìåíèò íàïðàâ�ëåíèå äâèæåíèÿ è áóäåò çàðåãèñòðèðîâàí ëåâûì äå�òåêòîðîì. Íàêîíåö, ïðè �0 > �
r àòîì ïðåîäîëååòïîòåíöèàëüíûé áàðüåð è áóäåò çàðåãèñòðèðîâàí ïðà�âûì äåòåêòîðîì. Èñïîëüçóÿ àíàëèòè÷åñêîå âûðàæå�íèå çàâèñèìîñòè �(�), ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [12℄, èó÷èòûâàÿ áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòû çåðêàë ��=2 è3�=2, ïîëó÷èì èíòåðåñóþùóþ íàñ çàâèñèìîñòü951
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1; �0 < �
rp2 ;1p�u0F �ar
sin�� 1Kp2� ;K� ; �
rp2 � �0 < �
r;1; �0 = �
r;2��0F �3�4 ;K� ; �0 > �
r; (12)
ãäå F � íåïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãîðîäà ñ ìîäóëåì K = �0p�=u0=2.Ïðè ðàññòðîéêàõ jÆj & 1:7 ìåäëåííûå àòîìû çà�õâàòûâàþòñÿ ïîëåì, áûñòðûå ïðîëåòàþò, íå èñïû�òûâàÿ çàìåòíîãî âëèÿíèÿ ïîëÿ. Îäíàêî ñóùåñòâóåòòàêæå äîñòàòî÷íî øèðîêèé äèàïàçîí íà÷àëüíûõ èì�ïóëüñîâ �0, äëÿ êîòîðûõ ý��åêò õàîòè÷åñêîãî áëó�æäàíèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî äî ìîìåíòà äåòåê�òèðîâàíèÿ àòîì ñîâåðøàåò íåêîòîðîå ÷èñëî êîëåáà�íèé âíóòðè ðåçîíàòîðà. Íà ðèñ. 3á ïðèâåäåíû íåêî�òîðûå âîçìîæíûå �àçîâûå òðàåêòîðèè àòîìà â ïëîñ�êîñòè (�, �). Íåñìîòðÿ íà ñòîõàñòè÷åñêèå ñâîéñòâàäâèæåíèÿ àòîìà, êîíêðåòíûé âèä òðàåêòîðèè îäíî�çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è ïà�ðàìåòðàìè ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïðî÷èõ ðàâ�íûõ óñëîâèÿõ ðåàëèçàöèÿ (êîíêðåòíî, âðåìÿ âûõî�äà T ) áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ òîëüêî íà÷àëüíûì çíà÷å�íèåì èìïóëüñà �0. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàâèñè�ìîñòè T (�0) ïîêàçûâàåò, ÷òî îíà èìååò èåðàðõè÷å�ñêóþ ñòðóêòóðó, òèïè÷íóþ äëÿ ïðîöåññà õàîòè÷åñêî�ãî ðàññåÿíèÿ. Íà ðèñ. 4a èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòüâðåìåíè âûõîäà îò íà÷àëüíîãî èìïóëüñà äëÿ øèðî�êîãî äèàïàçîíà çíà÷åíèé �0. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà,äëÿ ìàëûõ íà÷àëüíûõ èìïóëüñîâ �0 . 63 àòîì íåäîñòèãàåò çåðêàë, òàê êàê çàõâàòûâàåòñÿ ïîëåì ñòî�ÿ÷åé âîëíû. Äëÿ á�îëüøèõ çíà÷åíèé �0 íàáëþäàåòñÿ÷åðåäîâàíèå ãëàäêèõ è ïëîõî ðàçðåøèìûõ ó÷àñòêîâ�óíêöèè. Óâåëè÷åíèå îäíîãî èç òàêèõ ó÷àñòêîâ ïî�êàçûâàåò, ÷òî îí ñàì èìååò àíàëîãè÷íóþ ñòðóêòóðó(ðèñ. 4á). Â ñâÿçè ñ ýòèì áóäåì íàçûâàòü íåðàçðå�øèìûå ó÷àñòêè �óíêöèè åå ïîäñòðóêòóðàìè. Åùåáîëåå âïå÷àòëÿþùàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ ïðè ñðàâ�íåíèè ðèñ. 4á è 4â. Çäåñü ìíîãîêðàòíîå óâåëè÷å�íèå ïîêàçûâàåò ïîëíîå ñàìîïîäîáèå ñòðóêòóð. Ïðèäàëüíåéøåì ïîâòîðåíèè ýòîé îïåðàöèè ñàìîïîäîáèåñîõðàíÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, äëÿ ëþáîãî ÷èñëà øà�ãîâ. Áóäåì íàçûâàòü ñòðóêòóðó, èçîáðàæåííóþ íàðèñ. 4a, ñòðóêòóðîé ïåðâîãî ïîðÿäêà, åå ïîäñòðóê�òóðó (ðèñ. 4á ) � ñòðóêòóðîé âòîðîãî ïîðÿäêà è ò. ä.�åãóëÿðíûå ó÷àñòêè ñòðóêòóð áîëåå âûñîêîãî ïîðÿä�êà ñîîòâåòñòâóþò á�îëüøèì âðåìåíàì âûõîäà T , ïðèýòîì ñ êàæäûì óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà ñòðóêòóðû õà�

ðàêòåðíîå óâåëè÷åíèå T ïðèìåðíî îäèíàêîâî. Ñ óâå�ëè÷åíèåì ðàçðåøåíèÿ (ïîðÿäêà ñòðóêòóðû) ïîñòî�ÿííî óâåëè÷èâàþòñÿ è çíà÷åíèÿ âðåìåíè âûõîäà íàíåðåãóëÿðíûõ ó÷àñòêàõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâó�þò àòîìû, êîëåáëþùèåñÿ â ðåçîíàòîðå äî ìîìåíòàäåòåêòèðîâàíèÿ ñêîëü óãîäíî äîëãî. Ìíîæåñòâî çíà�÷åíèé íà÷àëüíûõ èìïóëüñîâ �0, ñîîòâåòñòâóþùèõT =1, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîìåðíûé �ðàêòàë �ïîäìíîæåñòâî �ðàêòàëà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 4.Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, �ðàêòàë ñ T = 1 ÿâëÿ�åòñÿ ñóììîé äâóõ �èçè÷åñêè ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ,îäíî èç êîòîðûõ ñ÷åòíî, à äðóãîå íåñ÷åòíî.�àññìàòðèâàåìûé �ðàêòàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéíàáîð òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè��(j)0 = �(min)0 + jjmax (�(max)0 � �(min)0 ); T (j)� ;0 � j � jmax;ãäå jmax ìû áóäåì íàçûâàòü ÷èñëîì ðàçáèåíèé îò�ðåçêà íà÷àëüíûõ èìïóëüñîâ �(min)0 � �0 � �(max)0 .Ââåäåì âåëè÷èíól = jmaxXj=1 jT (j) � T (j�1)j; (13)ÿâëÿþùóþñÿ ñâîåãî ðîäà ¾âåðòèêàëüíîé ïðîåêöè�åé¿ äëèíû êðèâîé (â ýòîì ñìûñëå ¾ãîðèçîíòàëüíàÿïðîåêöèÿ¿ âñåãäà ðàâíà �(max)0 ��(min)0 ). Ýòà âåëè÷è�íà âñåãäà êîíå÷íà äëÿ ãëàäêèõ êðèâûõ, äëÿ �ðàê�òàëüíûõ æå ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ðàçáèåíèé jmaxñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåð�íîñòü ïî Õàóñäîð�ó�Áåçèêîâè÷ó, DF , åñòü [21℄DF = limjmax!1 ln lln jmax + 1: (14)Âû÷èñëåííàÿ òàêèì îáðàçîì �ðàêòàëüíàÿ ðàçìåð�íîñòü äëÿ íàøåé çàäà÷è äàåò âåëè÷èíó DF == 1:84� 0:02.952



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 5, 2003 Ôðàêòàëû è õàîòè÷åñêîå ðàññåÿíèå àòîìîâ : : :4.2. Ôèçè÷åñêèé ìåõàíèçì îáðàçîâàíèÿ�ðàêòàëüíîé ñòðóêòóðûÄâèæåíèå àòîìà ñóùåñòâåííî íåóñòîé÷èâî âáëè�çè óçëîâ ñòîÿ÷åé âîëíû, ãäå îáðàùàåòñÿ â íóëü êî�ý��èöèåíò àòîìíî-ïîëåâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Âäàëèîò íèõ àòîì äâèæåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ðåãóëÿðíî. Ïåðå�ñåêàÿ óçåë, àòîì ìîæåò âûáðàòü îäèí èç äâóõ ñöåíà�ðèåâ: ïðîäîëæèòü äâèæåíèå äî ñëåäóþùåãî óçëà (à,ñëåäîâàòåëüíî, è äî äåòåêòîðà) èëè, ïðîëåòåâ åùåíåìíîãî, èçìåíèòü íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ. Ýòî ïîç�âîëÿåò êëàññè�èöèðîâàòü âñå âîçìîæíûå òðàåêòî�ðèè àòîìà ïî åäèíñòâåííîìó ïàðàìåòðó m � ÷èñ�ëó ïåðåñå÷åíèé àòîìîì óçëà ñòîÿ÷åé âîëíû äî ìî�ìåíòà äåòåêòèðîâàíèÿ. Íà �àçîâîé ïëîñêîñòè (�; �)ýòî ýêâèâàëåíòíî ÷èñëó ïîëóîáîðîòîâ âîêðóã òî÷êè(�; 0). Èìåííî ïî òàêîìó ïðèíöèïó ïðîíóìåðîâàíûòðàåêòîðèè íà ðèñ. 3á. Áóäåì íàçûâàòü òðàåêòîðèè,ïåðåñåêàþùèå óçåë îäèí ðàç, òðàåêòîðèÿìè ïåðâî�ãî òèïà, äâà ðàçà � âòîðîãî è ò. ä. Ñòîëü ïðîñòàÿêëàññè�èêàöèÿ òðàåêòîðèé âîçìîæíà ëèøü áëàãî�äàðÿ åäèíñòâåííîñòè ¾ñâîáîäíîãî¿ (íå ñâÿçàííîãî ñ
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1�èñ. 3. a � Ñõåìà ìûñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, âêëþ-÷àþùàÿ ìèêðîðåçîíàòîð ñî ñòîÿ÷åé ñâåòîâîé âîë-íîé è äåòåêòîðû; á � ïðèìåðû �àçîâûõ òðàåêòîðèéõàîòè÷åñêèõ àòîìîâ ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè èì-ïóëüñàìè �0

çåðêàëàìè) óçëà â ðåçîíàòîðå. Îáðàòèì âíèìàíèå íàòðàåêòîðèè îñîáîãî òèïà, ïîäîáíûå ¾1S¿ íà ðèñ. 3á.Ïðè òî÷íîì ðåçîíàíñå òàêèå òðàåêòîðèè ïðåäñòàâ�ëÿþò ñîáîé ñåïàðàòðèñû, ðàçäåëÿþùèå íà �àçîâîéïëîñêîñòè îáëàñòè �èíèòíîãî è èí�èíèòíîãî äâè�æåíèé. Âíå ðåçîíàíñà îïèñàíèå äèíàìèêè àòîìà ñïîìîùüþ äâóìåðíîé �àçîâîé ïëîñêîñòè ñòàíîâèòñÿñóùåñòâåííî íåïîëíûì, è ýòè òðàåêòîðèè óæå íåìîãóò íàçûâàòüñÿ ñåïàðàòðèñàìè â ñòðîãîì ñìûñ�ëå ýòîãî ñëîâà. Îäíàêî äâèæåíèå ïî íèì, òàê æåêàê è ïðè ðåçîíàíñå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àñèìïòîòè�÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ê íåêîòîðîé òî÷êå êîí�èãóðà�öèîííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñóùåñòâåííàÿ îñîáåííîñòüõàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî àòîììîæåò âûéòè íà àñèìïòîòè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ, óæåñîâåðøèâ äî ýòîãî íåêîòîðîå ÷èñëî êîëåáàíèé (÷òîàáñîëþòíî íåâîçìîæíî ïðè ðåãóëÿðíîì äâèæåíèè).Ââåäåì êëàññè�èêàöèþ òàêèõ òðàåêòîðèé ñëåäóþ�ùèì îáðàçîì: áóäåì îáîçíà÷àòü òðàåêòîðèè, ïåðå�øåäøèå íà àñèìïòîòè÷åñêèé ðåæèì ïîñëå îäíîêðàò�íîãî ïåðåñå÷åíèÿ óçëà ñòîÿ÷åé âîëíû, êàê ¾1S¿, ïî�ñëå äâóêðàòíîãî � êàê ¾2S¿ è ò. ä. Íåñìîòðÿ íà òî,÷òî ïðè ïåðåñå÷åíèè óçëà âûáîð äàëüíåéøåãî ñöåíà�ðèÿ äâèæåíèÿ âûãëÿäèò ñëó÷àéíûì, îí îäíîçíà÷íîîïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. �àñ÷åòû ïî�êàçûâàþò, ÷òî ãëàäêèå ó÷àñòêè êðóïíîìàñøòàáíîéñòðóêòóðû, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 4a, ñîîòâåòñòâóþòòðàåêòîðèÿì ïåðâîãî òèïà. Çðèòåëüíî íåðàçðåøè�ìûå ó÷àñòêè ïîðîæäàþòñÿ âñåìè îñòàëüíûìè òðà�åêòîðèÿìè. Ñèíãóëÿðíûå òî÷êè íà ãðàíèöàõ ìåæäóðåãóëÿðíûìè è íåðåãóëÿðíûìè îáëàñòÿìè (ñîîòâåò�ñòâóþùèå T =1) ïîðîæäàþòñÿ òðàåêòîðèÿìè òèïà1S. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â ñòðóêòóðåâòîðîãî ïîðÿäêà (ðèñ. 4á ) ðåãóëÿðíûå ó÷àñòêè ñî�îòâåòñòâóþò òðàåêòîðèÿì âòîðîãî òèïà, íåðåãóëÿð�íûå � âñåì îñòàëüíûì, èñêëþ÷àÿ ïåðâûé òèï (òðà�åêòîðèè ïåðâîãî òèïà â ñòðóêòóðå âòîðîãî ïîðÿäêàîòñóòñòâóþò), à ñèíãóëÿðíûå ãðàíèöû îáëàñòåé �òðàåêòîðèÿì òèïà 2S. Òàêèì æå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïîáðàçîâàíèÿ ñòðóêòóð âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ñëåäóåòîòìåòèòü, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ïðîñòîòà �ðàêòàëüíîéñòðóêòóðû ñâÿçàíà ñ âûáðàííîé íàìè ïðîñòåéøåéêîí�èãóðàöèåé ïîëÿ. Ôðàêòàë ñóùåñòâåííî óñëîæ�íèëñÿ áû ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû ðåçîíàòîðà.Èìåþòñÿ äâà ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ ìåõàíèç�ìà ïîÿâëåíèÿ áåñêîíå÷íûõ âðåìåí âûõîäà: áåñêîíå÷�íî äîëãîå êîëåáàíèå àòîìà â ðåçîíàòîðå (m = 1)è åãî ïîïàäàíèå íà àñèìïòîòè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ(m 6=1). Ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ èìïóëüñîâ �0, ñîîò�âåòñòâóþùèõ àñèìïòîòè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì, ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé ñ÷åòíûé �ðàêòàë, êàæäàÿ òî÷êà êî�òîðîãî ìîæåò áûòü çàäàíà âåêòîðîì â ãèëüáåðòî�953
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0�èñ. 4. Ôðàêòàëüíàÿ çàâèñèìîñòü âðåìåíè âûõîäà àòîìà èç ðåçîíàòîðà, T , îò åãî íà÷àëüíîãî èìïóëüñà �0 äëÿÆ = 0:4âîì ïðîñòðàíñòâå. Êàæäûé âåêòîð èìååò m öåëî�÷èñëåííûx êîìïîíåíò è íóëåâûå îñòàëüíûå. Óñòàíî�âèì ýòî ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ñòðóê�òóðå ïåðâîãî ïîðÿäêà (ðèñ. 4a) ïðîíóìåðóåì ïîä�ñòðóêòóðû, íà÷èíàÿ ñ êðàéíåé ïðàâîé. Âíóòðè êàæ�äîé èç íèõ ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîå ÷èñëîïîäñòðóêòóð ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà. Ââåäåì íåçàâèñè�ìóþ íóìåðàöèþ äëÿ ïîñëåäíèõ, íà÷èíàÿ ñ öåíòðàñòðóêòóðû âòîðîãî ïîðÿäêà (ðèñ. 4á ). Çäåñü, â îò�ëè÷èå îò ñòðóêòóðû ïåðâîãî ïîðÿäêà, íîìåðà ïîä�ñòðóêòóð áóäóò êàê ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è îòðè�öàòåëüíûìè. Ñ÷èòàåì ïîëîæèòåëüíûìè íîìåðà ïîä�ñòðóêòóð, íàõîäÿùèõñÿ ñëåâà îò öåíòðàëüíîé ðåãó�ëÿðíîé îáëàñòè, à îòðèöàòåëüíûìè � íàõîäÿùèåñÿñïðàâà. Íîìåð ¾0¿ íå ïðèñâàèâàåì íè îäíîé ïîä�ñòðóêòóðå. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì ñî ñòðóêòóðàìèâñåõ îñòàëüíûõ ïîðÿäêîâ. Òàêîé àëãîðèòì ïîçâîëÿ�åò êàæäîé ïîäñòðóêòóðå ñòðóêòóðû ïîðÿäêà m ïî�ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç m öå�ëûõ ÷èñåë, èç êîòîðûõ ïåðâîå áóäåò íîìåðîì ñòðóê�òóðû âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò (èëèñîâïàäàåò ñ íåé äëÿ m = 1) èíòåðåñóþùàÿ íàñ ïîä�ñòðóêòóðà â ñòðóêòóðå ïåðâîãî ïîðÿäêà, âòîðîå �ñîîòâåòñòâóþùèì íîìåðîì ñòðóêòóðû òðåòüåãî ïî�ðÿäêà â ñòðóêòóðå âòîðîãî ïîðÿäêà è ò. ä. Òàêàÿ ïî�ñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ïîäîáíà ýëåêòðîííîìó àäðå�ñó ïîäêàòàëîãà ïî ïðèíöèïó ¾hïîäêàòàëîã êîðíåâîãîêàòàëîãài=hïîäêàòàëîã âòîðîãî óðîâíÿi=hïîäêàòàëîã

òðåòüåãî óðîâíÿi : : :¿. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïåðâîå÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñåãäà áóäåò ïîëîæèòåëü�íûì, à âñå îñòàëüíûå ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷å�íèÿ. Êàæäîé ïîäñòðóêòóðå ñòðóêòóðûm-ãî ïîðÿäêàñîîòâåòñòâóþò äâå àñèìïòîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè òè�ïà mS, ÿâëÿþùèåñÿ åå ãðàíèöàìè. Ïîñòàâèì ïðàâîéãðàíèöå êàæäîé ïîäñòðóêòóðû â ñîîòâåòñòâèå ïîñëå�äîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, êîòîðàÿ çàäàåò ñàìó ïîäñòðóê�òóðó, à ëåâîé � òó æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íî ñ èçìå�íåííûì çíàêîì ïåðâîãî ÷èñëà. Òàêèì îáðàçîì, êàæ�äîìó çíà÷åíèþ �0, ñîîòâåòñòâóþùåìó àñèìïòîòè÷å�ñêîìó äâèæåíèþ àòîìà ïîñëå m ïåðåñå÷åíèé óçëà,ìû ïîñòàâèëè â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçm öåëûõ ÷èñåë, çàäàþùóþ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí�ñòâå íåêîòîðûé âåêòîð ñ m íåíóëåâûìè öåëî÷èñëåí�íûìè êîìïîíåíòàìè.Â îòëè÷èå îò àñèìïòîòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ìíî�æåñòâî òðàåêòîðèé ñ m = 1 (è ñîîòâåòñòâóþùèõèì íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé �0), ïî-âèäèìîìó, íåñ÷åò�íî. Êàæäîé èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò ïîäñòðóêòóðà áåñ�êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, êîòîðîé ìîæíî ïîñòàâèòü â ñî�îòâåòñòâèå ëèøü áåñêîíå÷íóþ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâà�òåëüíîñòü. Íåñìîòðÿ íà ðàçëè÷íóþ ìîùíîñòü, îáàýòèõ �ðàêòàëüíûõ ìíîæåñòâà èìåþò îäèíàêîâóþðàçìåðíîñòü, êîòîðàÿ íà åäèíèöó ìåíüøå ðàññìîò�ðåííîé âûøå äëÿ �ðàêòàëà íà ïëîñêîñòè è ñîñòàâ�ëÿåò 0:84� 0:02.Òàê æå, êàê è ïîëåòû Ëåâè, �ðàêòàëû ïîðîæ-954
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�èñ. 5. �àñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè âðåìåí âûõî-äà P (T ) â ëîãàðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå; Æ = 0:4(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), Æ = 0:2 (ïóíêòèðíàÿ)äàþò àíîìàëüíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà àòîì-íî-ïîëåâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. �àñïðåäåëåíèå âåðîÿò�íîñòè çíà÷åíèé âðåìåíè âûõîäà, P (T ), ïðèâåäåííîåíà ðèñ. 5 äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ðàññòðîéêè,îáíàðóæèâàåò îòêëîíåíèÿ îò ïóàññîíîâñêîé ñòàòè�ñòèêè. Äëÿ áîëåå ñèëüíîãî õàîñà ñ Æ = 0:4 íà íà÷àëü�íîì ó÷àñòêå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåòñÿíåñêîëüêî ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ, ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé óçëàm. Òàê, ïåðâîìó ìàêñèìóìó ïðè T � 60 ñîîòâåò�ñòâóåò m = 1, âòîðîìó ïðè T � 130 ñîîòâåòñòâóåòm = 2, òðåòüåìó � m = 3. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà�÷åíèÿ T ìîæíî ãðóáî îöåíèòü ïî âåëè÷èíå íà÷àëü�íîé ñêîðîñòè àòîìîâ ��0 � 0:08, èñïîëüçîâàííîéâ ðàñ÷åòàõ. Àòîìû ñ m = 1 ïðîëåòàþò ðàññòîÿíèå3�=2 è ðåãèñòðèðóþòñÿ ïðàâûì äåòåêòîðîì çà âðåìÿT = 3�=0:16 � 60. Äëÿ àòîìîâ ñm = 2, äâàæäû ïåðå�ñåêøèõ óçåë è çàðåãèñòðèðîâàííûõ ëåâûì äåòåêòî�ðîì, îöåíêà ïî ñðåäíåé ñêîðîñòè, ðàâíîé íà÷àëüíîé,äàåò çàíèæåííóþ âåëè÷èíó T � 100, òàê êàê �àê�òè÷åñêè àòîì çàìåäëÿåòñÿ âáëèçè âåðøèíû ïîòåí�öèàëüíîãî õîëìà (ñì. òðàåêòîðèþ âòîðîãî òèïà íàðèñ. 3á ). Íà ¾õâîñòå¿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñïàäïðèìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíûé. Äëÿ áîëåå ñëàáîãî õàî�ñà ïðè Æ = 0:2 ñïàä íà ñðåäíåì ó÷àñòêå �óíêöèè ðàñ�ïðåäåëåíèÿ òàêæå ýêñïîíåíöèàëüíûé. Íà ¾õâîñòå¿íàáëþäàåòñÿ çàìåòíîå îòêëîíåíèå îò ýòîãî çàêîíà,îäíàêî çäåñü ñëèøêîì ìàëî ñîáûòèé, ÷òîáû àïïðîê�ñèìèðîâàòü åãî êàêîé-ëèáî ïðîñòîé çàâèñèìîñòüþ.Ïåðâûå ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû ïðè Æ = 0:2 íàáëþäà�þòñÿ íà âðåìåíàõ, ìåíüøèõ ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà�÷åíèé äëÿ ñèëüíîãî õàîñà, ïîñêîëüêó äëÿ ðàñ÷åòàâûáèðàëîñü ìåíüøåå çíà÷åíèå íà÷àëüíîé ñêîðîñòè

àòîìîâ. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèé ñ m � 3çäåñü êðàéíå ìàëà, è ïî÷òè âñå àòîìû äâèæóòñÿ ïîòðàåêòîðèÿì ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ.Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ìû õîòèì ïîä÷åðê�íóòü, ÷òî àòîìíûå �ðàêòàëû ðàññìîòðåííîãî òèïàïðèñóùè è äðóãèì ìîäåëÿì àòîìíî-ïîëåâîãî âçàèìî�äåéñòâèÿ ñ äèíàìè÷åñêèì õàîñîì. Ïðåäñòàâèì ñåáåàòîì, ïðèãîòîâëåííûé â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè è ïîìå�ùåííûé â ðåçîíàòîð, ñòîÿ÷àÿ âîëíà â êîòîðîì èìå�åò ÷àñòîòó, çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþùóþñÿ îò ÷àñòîòûàòîìíîãî ïåðåõîäà, ò. å. jÆj � 1. Â òàêîì ñëó÷àå ñïîí�òàííîå èçëó÷åíèå íå èãðàåò ïðàêòè÷åñêè íèêàêîéðîëè. Àìïëèòóäíàÿ (èëè �àçîâàÿ) ìîäóëÿöèÿ ñòîÿ�÷åé âîëíû ìîæåò âûçâàòü õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå àòî�ìà [22℄, êâàíòîâûå ñâîéñòâà êîòîðîãî èññëåäîâàíû âðÿäå ýêñïåðèìåíòîâ (ñì., íàïðèìåð, [23℄). Àäèàáàòè�÷åñêè èñêëþ÷àÿ àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè çàñåëåíèÿâåðõíåãî óðîâíÿ, ïîëó÷èì ý��åêòèâíûé ãàìèëüòî�íèàí òðàíñëÿöèîííîãî äâèæåíèÿ àòîìà â ïîëå àì�ïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííîé ñòîÿ÷åé âîëíûHeff = ��22 � �[1� sin(��)℄ sin2 �; (15)ãäå � è � � íîðìèðîâàííûå, ñîîòâåòñòâåííî, ãëóáè�íà è ÷àñòîòû ìîäóëÿöèè. Â ýòîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñ-òåìå ñ ïîëóòîðà ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ìû îáíàðóæè�ëè �ðàêòàë, [24℄ ïîäîáíûé òîìó, ÷òî èçîáðàæåí íàðèñ. 4.Ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ áîëåå óäîá�íîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ íå ñõåìà íà ðèñ. 3a, à ñõåìàñòàíäàðòíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî äè�ðàêöèè àòîìîâíà ñòàöèîíàðíîé ñòîÿ÷åé âîëíå [10, 25℄, â êîòîðûõìîíîêèíåòè÷åñêèé àòîìíûé ïó÷îê ðàñïðîñòðàíÿåò�ñÿ ïî÷òè ïîä ïðÿìûì óãëîì ê îñè ñòîÿ÷åé âîëíû �.Ìû ðàññ÷èòûâàëè ïîëîæåíèå �out è ïîïåðå÷íûé èì�ïóëüñ �out àòîìîâ â íåêîòîðûé �èêñèðîâàííûé ìî�ìåíò âðåìåíè ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïó÷êîì çîíû âçà�èìîäåéñòâèÿ ñ ïîëåì. Ôóíêöèè ðàññåÿíèÿ �out(�0)è �out(�0) äåìîíñòðèðóþò ñàìîïîäîáèå äëÿ ñèñòåìêàê ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (3), òàê è ñ ïîëó�òîðà (15), õîòÿ, ñòðîãî ãîâîðÿ, ó ýòèõ �óíêöèé ïîïîíÿòíîé ïðè÷èíå íå ìîæåò áûòü ñèíãóëÿðíîñòåé.5. ÊÎ��ÅËßÖÈÈ ÎÑÖÈËËßÖÈÉ �ÀÁÈ ÑÄÂÈÆÅÍÈÅÌ ÀÒÎÌÀ5.1. �åçîíàíñíûå îñöèëëÿöèè �àáèÈçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè àòîìà ñî âðåìå�íåì (îñöèëëÿöèè �àáè) çàâèñèò íå òîëüêî îò ñîñòîÿ�íèÿ ìîäû â ðåçîíàòîðå, íî è îò êîîðäèíàòû è èì�ïóëüñà àòîìà â ïîëå ñòîÿ÷åé ñâåòîâîé âîëíû. Èçîñíîâíûõ óðàâíåíèé (3) ñ ó÷åòîì èíòåãðàëà äâèæå�955
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�èñ. 6. �åçîíàíñíûå è íåðåçîíàíñíûå îñöèëëÿöèè �àáè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé íà÷àëüíîãî èìïóëüñà �0 = 270,6300, 16000 (ñâåðõó âíèç) è ðàññòðîéêè Æ = 0 (à), 1 (á )íèÿ R íåòðóäíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ èíâåðñèèçàñåëåííîñòè â ñëó÷àå òî÷íîãî ðåçîíàíñà (Æ = 0):_z = �2qR�Nz2 � u20 
os[�(�)℄; (16)ãäå �(�) � èçâåñòíîå ðåøåíèå äëÿ �èçè÷åñêîãî ìà�ÿòíèêà (7), ïðèâåäåííîå äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âíàøåé ðàáîòå [12℄. Ñ÷èòàÿ 
os[�(�)℄ èçâåñòíîé �óíê�öèåé âðåìåíè, çàïèøåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16) ââèäåz(�) = �rR� u20N sin24 �Z0 
r[�(�)℄d� +  035 ; (17)ãäå  0 = � ar
sin"s NR� u20 z0#� íà÷àëüíàÿ �àçà, à àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ïåðåìåí�íîé 
r(�) = 2pN 
os � (18)èìååò ñìûñë ìãíîâåííîé ÷àñòîòû �àáè. Èç ðåøå�íèÿ (17) ñëåäóåò, ÷òî ïðè Æ = 0 îñöèëëÿöèè �à�áè â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòîò�íî-ìîäóëèðîâàííûé ñèãíàë ñ ïîñòîÿííîé àìïëèòó�äîé è ïåðåìåííîé ÷àñòîòîé ìîäóëÿöèè ðàâíîé ��(�).

Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ÷àñòîòû ìîäóëÿöèèè àìïëèòóäíîãî çíà÷åíèÿ ìãíîâåííîé ÷àñòîòû �àáè2pN õàðàêòåð îñöèëëÿöèé ðàçëè÷åí. Äëÿ ìåäëåí�íûõ àòîìîâ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ j��0j � 2pNîñöèëëÿöèè �àáè ÿâëÿþòñÿ ñèãíàëîì ñ ÷åòêî âû�ðàæåííîé ÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèåé (ðèñ. 6a, âåðõíèé�ðàãìåíò). Åñëè ñêîðîñòü àòîìà íàñòîëüêî âåëè�êà (�0 � �
r), ÷òî åå èçìåíåíèÿìè ìîæíî ïðåíå�áðå÷ü (ïðèáëèæåíèå �àìàíà�Íàòà), ò. å. ïîëîæèòü� � ��0� , òî îñöèëëÿöèè �àáè èìåþò ïîñòîÿííóþ÷àñòîòó ìîäóëÿöèè ��0:z(�) � �rR� u20N sin"2pN��0 sin(��0�) +  0# : (19)Ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ÷àñòîòû ìîäóëÿöèè �� � ��0ê àìïëèòóäíîìó çíà÷åíèþ ÷àñòîòû �àáè 2pN ñèã�íàë ïîñòåïåííî óòðà÷èâàåò õàðàêòåðíûé äëÿ ìåä�ëåííûõ àòîìîâ âèä, è ïðè ñîâïàäåíèè ýòèõ âåëè÷èí(äëÿ � = 0:001 ýòî ïðîèñõîäèò ïðè �0 = 2000p10)â íåì îòñóòñòâóåò êàêàÿ-ëèáî ìîäóëÿöèÿ (ðèñ. 6a,ñðåäíèé �ðàãìåíò). Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè �0÷àñòîòà îñöèëëÿöèé ðàñòåò, à àìïëèòóäà óìåíüøàåò�ñÿ. Ìîäóëÿöèÿ çäåñü òàêæå îòñóòñòâóåò. Â ïðåäåëåj��0j � 2pN âûðàæåíèå (19) ìîæíî óïðîñòèòü, ïðè�956
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�èñ. 7. �åçîíàíñ Äîïëåðà��àáè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé íà÷àëüíîãî èìïóëüñà �0 = 750, 8000, 32000, 48000 (ñâåðõóâíèç) è ðàññòðîéêè Æ = 8 (à), 32 (á )íèìàÿ âî âíèìàíèå ìàëîñòü âåëè÷èíû 2pN=��0, èçàïèñàòü â âèäåz(�) � z0 � 2v0��0 sin(��0�) � 4Nz0�2�20 sin2(��0�): (20)Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ðåçîíàíñå îñöèëëÿöèè �àáèñâåðõáûñòðûõ àòîìîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèãíàë,ñîñòîÿùèé èç äâóõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîìïîíåíò ñ ÷àñ-òîòàìè ��0 è 2��0 è àìïëèòóäàìè, óáûâàþùèìè ñóâåëè÷åíèåì �0, ñîîòâåòñòâåííî, êàê 1=�0 è 1=�20. Âíàèáîëåå ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ, z0 = 0 (ðèñ. 6a, íèæíèé�ðàãìåíò) è z0 = �1, ñèãíàë ñîäåðæèò òîëüêî îäíóãàðìîíèêó.5.2. Íåðåçîíàíñíûå îñöèëëÿöèè �àáèÏðè óìåðåííûõ ðàññòðîéêàõ â àòîìíî-ïîëåâîéñèñòåìå (3) ìîæåò âîçíèêíóòü õàîñ. Òèïè÷íûéõàîòè÷åñêèé ñèãíàë îñöèëëÿöèé �àáè ïðèâåäåí íà

ðèñ. 6á (âåðõíèé �ðàãìåíò). Õàðàêòåð ÷àñòîòíîéìîäóëÿöèè õàîòè÷åñêîãî ñèãíàëà ñõîäåí ñ ðåçîíàíñ�íûì (ðèñ. 6a), íî àìïëèòóäà ïðèìåðíî ïîñòîÿííàëèøü ïðè äâèæåíèè ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè.Ïðè ïåðåñå÷åíèè àòîìîì óçëà îíà èçìåíÿåòñÿñëó÷àéíûì îáðàçîì. Â ýòîì ïðîÿâëÿåòñÿ íåóñòîé�÷èâîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) äëÿ âíóòðåííåéñòåïåíè ñâîáîäû àòîìà. Äëÿ ìåäëåííûõ àòîìîâ(j��j � max(jÆj; 2pN)), â îòëè÷èå îò ðåçîíàíñíîãîñëó÷àÿ, â îñöèëëÿöèÿõ �àáè ïðèñóòñòâóþò êàê÷àñòîòíàÿ, òàê è àìïëèòóäíàÿ ìîäóëÿöèè (ñì.âåðõíèå �ðàãìåíòû ðèñ. 6á è 7). Àìïëèòóäà îñ�öèëëÿöèé òàê æå, êàê è ÷àñòîòà, êîððåëèðóåò ñîñòðóêòóðîé ñòîÿ÷åé âîëíû è ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåí�öèàëà. Ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòðîéêè ìàêñèìàëüíàÿàìïëèòóäà îñöèëëÿöèé óìåíüøàåòñÿ, à ñðåäíÿÿ ÷àñ�òîòà ðàñòåò (ðèñ. 7). ×àñòîòíàÿ ìîäóëÿöèÿ ïîñòåïåí-957
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os �.Äëÿ áûñòðûõ àòîìîâ (ñðåäíèé è íèæíèé �ðàãìåíòûðèñ. 6á ) îñöèëëÿöèè �àáè ïðàêòè÷åñêè ðåãóëÿðíû,îäíàêî ñèãíàëû ïðè Æ = 1 ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿîò ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçîíàíñíûõ îñöèëëÿöèé �àáè,èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 6a. Â êîíòåêñòå ïðåäëîæåííî�ãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ýêñïåðèìåíòà ïî îáíàðó�æåíèþ �ðàêòàëîâ òàêàÿ ñâÿçü âíóòðåííåé ýíåðãèèàòîìà ñî ñòðóêòóðîé ñòîÿ÷åé âîëíû ïîçâîëÿåò ëåã�êî îïðåäåëèòü ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé m óçëà ïî âèäó
ñèãíàëà îñöèëëÿöèé �àáè.Äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè àòîìà z â äâóõ âàæ�íûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèáëè�æåííûå ðåøåíèÿ. Äëÿ áîëüøèõ ðàññòðîåê, jÆj �� max(j��j; 2N), ìîæíî â ÷åòâåðòîì óðàâíåíèè ñè�ñòåìû (3) ïðåíåáðå÷ü âòîðûì ÷ëåíîì, à äëÿ ñâåðõ�áûñòðûõ àòîìîâ, j��j � max(jÆj; 2N), � èíòåãðàëîìîò ýòîãî ÷ëåíà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïåðåìåííûå u è vïðèáëèæåííî äàþò ãàðìîíè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñ ÷àñòî�òîé Æ, à äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè ìû èìååì

z � 8>>><>>>: z0 � 2pu20 + v20Æ 
os � sin(Æ� + '0); jÆj � max(j��j; 2N);z0 + 2pu20 + v20��0 
os(Æ� + '0) sin �; j��0j � max(jÆj; 2N); ��20 � 2pN; (21)ãäå '0 = ar
sin(u0=pu20 + v20). Â îáîèõ ñëó÷àÿõîñöèëëÿöèè �àáè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àìïëèòóä�íî-ìîäóëèðîâàííûå ñèãíàëû, ãäå èç äâóõ õàðàêòåð�íûõ ÷àñòîò j��j è jÆj á�îëüøàÿ âûñòóïàåò â êà÷åñòâå÷àñòîòû �àáè, à ìåíüøàÿ� â êà÷åñòâå ÷àñòîòû ìîäó�ëÿöèè. Â ðåøåíèè äëÿ áûñòðîãî àòîìà, êðîìå óñëî�âèÿ j��j � jÆj, áûëî èñïîëüçîâàíî òàêæå ïðèáëèæå�íèå �àìàíà�Íàòà, êîòîðîå â îáùåì ñëó÷àå âûïîëíÿ�åòñÿ, êîãäà íà÷àëüíîå çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåð�ãèè ��20=2 çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò óäâîåííóþ àì�ïëèòóäó êîëåáàíèé ïîòåíöèàëüíîé. Âíå ðåçîíàíñàïîñëåäíÿÿ îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåìïåðåìåííîé u, êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ ïðè z = v = 0,è ðàâíî umax = pR � pN . Ïðè Æ = 0 ðåøåíèå äëÿáûñòðûõ àòîìîâ ïåðåõîäèò â âûðàæåíèå (20). Ïðè�áëèæåííûå ðåøåíèÿ (21) ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòà�ìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ (ðèñ. 6, 7a).Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèáëèæåíèÿ, ñäåëàííûåïðè âûâîäå (21), ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãðóáûìè, òàêêàê äàþò òðèâèàëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿïåðåìåííûõ u è v. Áîëåå òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ u ìîæ�íî ïîëó÷èòü â ïðèáëèæåíèè zmax � zmin � jz0j, êî�òîðîå âûïîëíÿåòñÿ êàê äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàñ�ñòðîåê jÆj � j��j, òàê è äëÿ ñâåðõáûñòðûõ àòîìîâj��j � jÆj, èñêëþ÷àÿ ñëó÷àé z0 = 0. Òîãäà ñïðàâåäëè�âî ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå èç òðåòüåãîè ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèé ñèñòåìû (3),�u+ Æ2u � 2Nz0Æ 
os �: (22)Ýòî óðàâíåíèå ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ñ çàäàííîé

âûíóæäàþùåé ñèëîé è ðåøåíèåìu(�) � 2Nz0 sin(Æ�)�� Z d� 
os(Æ�) 
os � � 2Nz0 
os(Æ�) �� Z d� sin(Æ�) 
os � + u0 
os(Æ�) + v0 sin(Æ�): (23)Äëÿ ìåäëåííîãî àòîìà ñ j��j � jÆj ðåøåíèå (23) ïðè�áëèæåííî çàïèñûâàåòñÿ â âèäåu � 2Nz0Æ 
os � +qu20 + v20 sin(Æ� + '0); (24)÷òî ïîçâîëÿåò àíàëèòè÷åñêè ïîäòâåðäèòü óïîìÿíó�òûé â òðåòüåì ðàçäåëå ý��åêò äèñêðåòíîãî èçìåíå�íèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðèîäè÷íîñòè ý��åêòèâíîéïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (ðèñ. 1ä ):U � 2Nz0Æ 
os2 �: (25)5.3. �åçîíàíñ Äîïëåðà��àáèÈíòåðåñíûé ý��åêò, ðåçîíàíñ Äîïëåðà��àáè,ïðàêòè÷åñêè íå ïðîÿâëÿþùèéñÿ ïðè ìàëûõ ðàñ�ñòðîéêàõ, íàáëþäàåòñÿ âäàëè îò àòîìíî-ïîëåâîãî ðå�çîíàíñà ïðè èìïóëüñàõ àòîìîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõóñëîâèþ j��j � jÆj. Ôèçèêà ý��åêòà çàêëþ÷àåòñÿ âñëåäóþùåì. Ïðåäñòàâèì ñòîÿ÷óþ âîëíó â âèäå ñóì�ìû äâóõ áåãóùèõ íàâñòðå÷ó âîëí. Â ñèñòåìå îòñ÷åòà,ñâÿçàííîé ñ äâèæóùèìñÿ àòîìîì, èõ ÷àñòîòû !1 è!2 èç-çà ý��åêòà Äîïëåðà áóäóò ðàçëè÷íû!1 = !f � va
 !f ; !2 = !f + va
 !f ; (26)958



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 5, 2003 Ôðàêòàëû è õàîòè÷åñêîå ðàññåÿíèå àòîìîâ : : :ãäå va � ñêîðîñòü àòîìà, 
 � ñêîðîñòü ñâåòà. Â ñâÿ�çè ñ ìàëîñòüþ ñêîðîñòè àòîìà â ñðàâíåíèè ñî ñêîðî�ñòüþ ñâåòà ðåëÿòèâèñòñêèå ý��åêòû ìû íå ó÷èòûâà�åì. Ñ÷èòàåì ïðè ýòîì, ÷òî íà÷àëüíûé èìïóëüñ àòî�ìà äîñòàòî÷íî âåëèê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ïðèáëèæå�íèå �àìàíà�Íàòà � � �0. Ïåðåíîðìèðîâàâ âñå ÷àñòî�òû íà 
0, îïðåäåëèì áåçðàçìåðíûå ðàññòðîéêè ÷àñ�òîòû ìåæóðîâíåâîãî ïåðåõîäà àòîìà îòíîñèòåëüíîêàæäîé èç áåãóùèõ âîëí êàêÆ1 = !1�!a
0 = Æ���0; Æ2 = !2�!a
0 = Æ+��0: (27)Òîãäà, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, óñëîâèå jÆj = j��0jïðèâîäèò ê ðåçîíàíñó àòîìà ñ îäíîé èç áåãóùèõâîëí. Åñëè ïðè ýòîì jÆj � 1, òî âçàèìîäåéñòâèåì ñîâòîðîé âîëíîé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ðàññìàòðèâàòüàòîì òàê, êàê åñëè áû îí íàõîäèëñÿ â ïîëå îäíîéáåãóùåé âîëíû ñ ÷àñòîòîé !1 èëè !2. Äëÿ îïðåäå�ëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çíàêè ïåðåä Æ è ��0ñîâïàäàþò è ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ ñ âîëíîé, èäó�ùåé â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ àòîìà, êîòîðàÿ èìååò÷àñòîòó !1. Â ïîëå îäíîé áåãóùåé âîëíû ýëåêòðîí�íî-ïîëåâàÿ äèíàìèêà àòîìà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿ�ìè òèïà Áëîõà [13℄:_u = Æ1v; _v = �Æ1u+Nz; _z = �v; (28)êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèéâ (3) òåì, ÷òî àìïëèòóäà áåãóùåé âîëíû â äâà ðàçàìåíüøå ñòîÿ÷åé è ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ íåé íåçàâèñèò îò êîîðäèíàòû. �åøåíèå óðàâíåíèé (28) äëÿèíâåðñèè íàñåëåííîñòè èìååò âèäz = u0Æ1
2N (1� 
os(
N �))� v0
N sin(
N�) ++ z0� Æ21
2N + N
2N 
os(
N�)� ; (29)ãäå 
N =qÆ21 +N =p(Æ � ��0)2 +N:Â ÷àñòíîñòè, ïðè òî÷íîì ðåçîíàíñå Äîïëåðà��àáèâíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ àòîìà êîëåáëåòñÿ ñ ÷àñòîòîépN , à àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé äîñòèãàåò ñâîåãî íàè�áîëüøåãî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ. ×èñëåííûå ðàñ÷å�òû ñ ïîëíûìè óðàâíåíèÿìè (3) õîðîøî ñîãëàñóþò�ñÿ ñ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì (29). Íà âòîðîì èòðåòüåì ñâåðõó �ðàãìåíòàõ ðèñ. 7a è 7á, ñîîòâåò�ñòâåííî, ïîêàçàíû îñöèëëÿöèè �àáè ñ ÷àñòîòîé pNïðè ��0 = Æ äëÿ N = 10 è äâóõ çíà÷åíèé ðàñ�ñòðîéêè. Ïðè óäàëåíèè îò ðåçîíàíñà ÷àñòîòà îñöèë�ëÿöèé, êàê è îæèäàëîñü, âîçðàñòàåò. Íà �îíå ñðàâ�íèòåëüíî ìåäëåííûõ îñöèëëÿöèé ñ ÷àñòîòîé �àáè,

ñîîòâåòñòâóþùåé âçàèìîäåéñòâèþ àòîìà ñ îäíîé áå�ãóùåé âîëíîé, íàáëþäàþòñÿ áûñòðûå îñöèëëÿöèèìàëîé àìïëèòóäû, óìåíüøàþùèåñÿ ñ óâåëè÷åíèåìÆ. Èõ íàëè÷èå âûçâàíî âçàèìîäåéñòâèåì àòîìà ñîâòîðîé âîëíîé, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé ðàññòðîé�êà Æ2 âåëèêà. Èç (29) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íà÷àëüíûõçíà÷åíèé z0 = �1, u0 = v0 = 0 ïðè ðåçîíàíñå Äî�ïëåðà��àáè âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ îñöèëëèðóåò ìåæ�äó ñâîèìè ìàêñèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè �1, è ýòîäåéñòâèòåëüíî ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè ýêñïå�ðèìåíòàìè ñ óðàâíåíèÿìè (3). Íà ðèñ. 7á íàðÿäó ñz0 = 0 ïðèâåäåí òàêæå ñëó÷àé z0 = �1, äëÿ êîòîðîãîðåçîíàíñíûå îñöèëëÿöèè �àáè (òðåòèé ñâåðõó �ðàã�ìåíò) ïîêàçàíû ïóíêòèðíîé ëèíèåé. Òàêèì îáðàçîì,äëÿ äâèæóùåãîñÿ àòîìà âîçìîæíû ãëóáîêèå îñöèë�ëÿöèè �àáè ïðè ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ðàññòðîéêå Æäëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñêîðîñòè àòîìà.6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ È ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅÌû èññëåäîâàëè ãàìèëüòîíîâó íåëèíåéíóþ äè�íàìèêó âçàèìîäåéñòâèÿ äâèæóùåãîñÿ äâóõóðîâíåâî�ãî àòîìà ñ âûäåëåííîé ìîäîé âûñîêîäîáðîòíîãî ðå�çîíàòîðà ïðè óñëîâèè ñèëüíîé àòîìíî-ïîëåâîé ñâÿ�çè. Äëÿ òåõ çíà÷åíèé ðàññòðîéêè, ÷àñòîòû îòäà÷èàòîìà, åãî íà÷àëüíîé ñêîðîñòè è ÷èñëà âîçáóæäå�íèé, ïðè êîòîðûõ ïîëóêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâè�æåíèÿ èìåþò õàîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñ ïîëîæèòåëü�íûì ìàêñèìàëüíûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà, ðàññåÿ-íèå àòîìîâ â ïîëå ñòîÿ÷åé ñâåòîâîé âîëíû ÿâëÿåò�ñÿ �ðàêòàëüíûì. ×èñëåííî îáíàðóæåíî ÿðêî âûðà�æåííîå ñàìîïîäîáèå â çàâèñèìîñòè âðåìåíè âûõîäààòîìîâ èç ðåçîíàòîðà îò èõ íà÷àëüíîãî èìïóëüñàñ �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ ýòîé êðèâîé, ðàâíîé1.8. Äàæå â ðåçîíàòîðå ìèíèìàëüíîãî ðàçìåðà (îäèíçíà÷èìûé óçåë ñòîÿ÷åé âîëíû â íàøèõ ÷èñëåííûõýêñïåðèìåíòàõ) èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òðà�åêòîðèé äâèæåíèÿ àòîìà ñ áåñêîíå÷íûì âðåìåíåìâûõîäà èç ðåçîíàòîðà äâóõ òèïîâ: ñåïàðàòðèñîïî�äîáíûå òðàåêòîðèè, äâèæåíèå ïî êîòîðûì ïðåäñòàâ�ëÿåò ñîáîé àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ê íåêî�òîðûì òî÷êàì êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà, èòðàåêòîðèè áåñêîíå÷íî äîëãîãî áëóæäàíèÿ (â íà�øåì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå � êîëåáàíèÿ) àòîìà â ðå�çîíàòîðå. Ïîÿâëåíèå ïîñëåäíèõ ñâÿçàíî íå ñ î÷åâèä�íûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïî ýíåðãèè àòîìà, â ñèëó êî�òîðûõ îí íå ìîæåò ïðåîäîëåòü áàðüåðû îïòè÷åñêîãîïîòåíöèàëà, à ñ õàîòè÷åñêèì îáìåíîì ýíåðãèåé ìåæ�äó ðàçëè÷íûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû àòîìíî-ïîëåâîéñèñòåìû. Ìíîæåñòâà çíà÷åíèé íà÷àëüíûõ èìïóëü�959



Â. Þ. Àðãîíîâ, Ñ. Â. Ïðàíö ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 5, 2003ñîâ àòîìîâ, ïîðîæäàþùèõ àñèìïòîòè÷åñêèå è áëó�æäàþùèå òðàåêòîðèè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîîòâåò�ñòâåííî ñ÷åòíûé è íåñ÷åòíûé �ðàêòàëû.Îñöèëëÿöèè �àáè àòîìà êîððåëèðóþò ñ åãî äâè�æåíèåì. Â ñëó÷àå òî÷íîãî àòîìíî-ïîëåâîãî ðåçî�íàíñà îïòè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïîñòîÿíåí è ïîâòîðÿ�åò �îðìó ñòîÿ÷åé ñâåòîâîé âîëíû. Äâèæåíèå àòî�ìà è îñöèëëÿöèè âíóòðåííåé ýíåðãèè àòîìà ðå�ãóëÿðíû. Äëÿ ìåäëåííûõ àòîìîâ îñöèëëÿöèè �à�áè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòîòíî-ìîäóëèðîâàííûì ñèãíàëîì ñïîñòîÿííîé àìïëèòóäîé è âûðàæåííûì óìåíüøå�íèåì ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ èíâåðñèè çàñåëåííîñòèâáëèçè óçëîâ ñòîÿ÷åé âîëíû. Äëÿ ñâåðõáûñòðûõ(j��0j � max(jÆj; 2pN)) è äàëåêèõ îò ðåçîíàíñà,ìåäëåííûõ (jÆj � (j��0j; 2pN)) àòîìîâ îñöèëëÿöèè�àáè, íàïðîòèâ, ñîäåðæàò àìïëèòóäíóþ ìîäóëÿöèþïðè ïðèìåðíî ïîñòîÿííîé ÷àñòîòå. Âäàëè îò ðåçî�íàíñà ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèÿ j��0j = jÆj âîçíè�êàåò ðåçîíàíñ Äîïëåðà��àáè � ãëóáîêèå îñöèëëÿ�öèè âíóòðåííåé ýíåðãèè äâèæóùåãîñÿ àòîìà, îáóñ-ëîâëåííûå ý��åêòîì Äîïëåðà.Â çàêëþ÷åíèå êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà ïåðñïåê�òèâàõ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ñèëüíî ñâÿçàííîéàòîìíî-ïîëåâîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1).Â Ïðèëîæåíèè âûâåäåíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ�àìèëüòîíà�Øðåäèíãåðà (Ï.3) äëÿ àìïëèòóä âåðî�ÿòíîñòè ýëåêòðîííîé àòîìíîé è ïîëåâîé ñòåïåíåéñâîáîäû, ñâÿçàííûõ ñ êëàññè÷åñêîé òðàíñëÿöèîí�íîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû àòîìà. Ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ,áåñêîíå÷íîìåðíàÿ íåëèíåéíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå�ìà óðàâíåíèé ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì èíòåãðàëîâäâèæåíèÿ. Äëÿ �îêîâñêîãî ñîñòîÿíèÿ ìîäû êâàíòî�âàííîãî ïîëÿ ïðè � = 0 è àòîìà, ïðèãîòîâëåííîãîâ ïðîèçâîëüíîé ñóïåðïîçèöèè åãî ýíåðãåòè÷åñêèõñîñòîÿíèé, áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ñèñòåìà (Ï.3) ðå�äóöèðóåòñÿ ê âîñüìè óðàâíåíèÿì. À äëÿ àòîìà,ïðèãîòîâëåííîãî ïðè � = 0 â îäíîì èç ýíåðãåòè�÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, ñèñòåìà (Ï.3) ðåäóöèðóåòñÿ êïîëóêëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì (3), è äëÿ òàêîãîíà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëíîñòüþ êâàíòîâàííîéýëåêòðîííî-ïîëåâîé ïîäñèñòåìû ñïðàâåäëèâû âñåðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîé ñòàòüå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàí�òû ��02-02-17796, 03-02-06895, 03-02-06896).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÓðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�ØðåäèíãåðàÏðåäñòàâèì íàøó àòîìíî-ïîëåâóþ ñèñòåìó êàêãèáðèä, ñîñòîÿùèé èç êëàññè÷åñêîé ïîäñèñòåìû

òðàíñëÿöèîííîãî äâèæåíèÿ àòîìà è ïîëíîñòüþ êâàí�òîâîé ýëåêòðîííî-ïîëåâîé ïîäñèñòåìû. Ïîñëåäíÿÿ âïðåäñòàâëåíèè Øðåäèíãåðà îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿj (�)i = 1Xn=0xn(�)j2; ni+ yn(�)j1; ni; (Ï.1)ðàçëîæåííûì ïî �îêîâñêîìó áàçèñó ïîëÿ jni(n = 0; 1; : : : ) è áàçèñó ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé àòî�ìà, âåðõíåãî j2i è íèæíåãî j1i. Èç íåñòàöèîíàðíîãîóðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1), âêîòîðîì x̂ è p̂ çàìåíåíû èõ êëàññè÷åñêèìè íîð�ìèðîâàííûìè ñðåäíèìè � è �, íåòðóäíî ïîëó÷èòüêâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ êîìáèíàöèéêîìïëåêñíîçíà÷íûõ àìïëèòóä âåðîÿòíîñòè îáíàðó�æåíèÿ àòîìà íà âåðõíåì óðîâíå è n êâàíòîâ â ïîëåxn è àòîìà íà íèæíåì óðîâíå è n + 1 êâàíòîâ âïîëå:un = 2Re(xny�n+1); vn = 2 Im(xny�n+1);zn = jxnj2 � jyn+1j2: (Ï.2)Äîáàâèâ ê íèì êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíàäëÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà àòîìà,_� = �hĤi�� ; _� = ��hĤi�� ;ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé �àìèëüòîíà�Øðåäèíãå-ðà, îïèñûâàþùóþ äèíàìèêó àòîìíî-ïîëåâîãî ãèáðè�äà: _� = ��; _� = � 1Xn=0pn+ 1 un sin �;_un = Ævn; _vn = �Æun + 2pn+ 1 zn 
os �;_zn = �2pn+ 1 vn 
os �: (Ï.3)Ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ñèñòåìàñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿRn = u2n + v2n + z2n. Îæèäàåìûå ñðåäíèå çíà÷åíèÿèíòåðåñóþùèõ íàñ îïåðàòîðîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåçàìïëèòóäû ñëåäóþùèì îáðàçîì:u(�) = h (�)jû(0)j (�)i = 1Xn=0pn+ 1 un;v = 1Xn=0pn+ 1 vn; z = 1Xn=0 zn: (Ï.4)Åñëè ïðè � = 0 ïîëå â ðåçîíàòîðå ïðèãîòîâëåíî â �î�êîâñêîì ñîñòîÿíèè ñ çàäàííûì ÷èñëîì êâàíòîâ n, ààòîì íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ñâîèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñî�ñòîÿíèé, òî áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ñèñòåìà (Ï.3) ðåäóöè�ðóåòñÿ ê ïÿòè óðàâíåíèÿì, êîòîðûå ïîñëå ïåðåíîð�ìèðîâêè un è vn íà pn+ 1 èìåþò òîò æå âèä, ÷òî960
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