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oÑ. T. Ïàâëîâ ***Ôèçè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ï. Í. Ëåáåäåâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119991, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 28 ìàðòà 2002 ã.Ïîñòðîåíà êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòè ïîëóïðîâîäíèêîâûõ îáúåêòîâ íèçêîé ðàçìåðíîñòè, êêîòîðûì îòíîñÿòñÿ êâàíòîâûå ÿìû, ïðîâîëîêè è òî÷êè. Âû÷èñëåíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòåé òîêà èçàðÿäà, íàâåäåííûõ ñëàáûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. Ïîêàçàíî, ÷òî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòåé òîêàè çàðÿäà ñîäåðæàò äâà âêëàäà, ïåðâûé èç êîòîðûõ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, à âòîðîé � ÷å-ðåç ïðîèçâîäíûå îò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì. Âûâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèåâûðàæåíèÿ äëÿ çàâèñÿùåãî îò êîîðäèíàò òåíçîðà ýëåêòðîïðîâîäíîñòè, ïðèìåíèìûå ê ëþáûì ïðîñòðàíñò-âåííî-íåîäíîðîäíûì ñèñòåìàì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òåîðèè âòîðè÷íîãîèçëó÷åíèÿ îò îáúåêòîâ ïîíèæåííîé ðàçìåðíîñòè â ñëó÷àÿõ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî èëè èìïóëüñíîãî îáëó-÷åíèÿ.PACS: 78.47.+p, 78.66.-w1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ñâÿçè ñ ïîâûøåííûì èíòåðåñîì ê ýêñïåðèìåí�òó è òåîðèè, êàñàþùèìñÿ îòðàæåíèÿ è ïîãëîùåíèÿñâåòà ïîëóïðîâîäíèêîâûìè îáúåêòàìè ïîíèæåííîéðàçìåðíîñòè � êâàíòîâûìè ÿìàìè, ïðîâîëîêàìè èòî÷êàìè � ïðè èìïóëüñíîì ñâåòîâîì âîçáóæäåíèè(ñì., íàïðèìåð, [1, 2℄), âíîâü âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì,êàêîé âèä âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñ ýëåêòðîìàã�íèòíîé âîëíîé óäîáíåå èñïîëüçîâàòü � ñîäåðæàùèéâåêòîðíûé ïîòåíöèàë A(r; t) èëè ýëåêòðè÷åñêîå ïî�ëå E(r; t):�àáîòà [3℄ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ òîãî æå âî�ïðîñà ïðèìåíèòåëüíî ê âû÷èñëåíèþ äè��åðåíöè�àëüíîãî ñå÷åíèÿ íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ñâåòà áåñêî�*E-mail: korovin�mail.ioffe.ru**J. A. de la Cruz-Al
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íå÷íûìè êðèñòàëëàìè. Â [3℄ ïîêàçàíî,÷òî òî÷íûåâûðàæåíèÿ äëÿ ñå÷åíèé ðàññåÿíèÿ (ñ èñïîëüçîâàíè�åì íàáîðîâ òî÷íûõ âîëíîâûõ �óíêöèé ýëåêòðîíîââ êðèñòàëëå), ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõðàçëè÷íûõ âèäîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñ ýëåê�òðîìàãíèòíîé âîëíîé, ñîâïàäàþò. Íî íàáîð òî÷íûõâîëíîâûõ �óíêöèé ýëåêòðîíîâ â êðèñòàëëå (ó÷èòû�âàþùèõ òî÷íî, íàïðèìåð, âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðî�íîâ ñ �îíîíàìè) íåèçâåñòåí, ïîýòîìó ïðè âû÷èñëå�íèè ñå÷åíèé èñïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæåííûå ìåòîäû, àèìåííî, ó÷èòûâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ñ �îíîíàìè âíèçøåì ïîðÿäêå è ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìàíèå äàëå�êî íå âñå ïðîìåæóòî÷íûå ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîííîé ñè�ñòåìû. Åñëè èñïîëüçîâàòü ýòè ïðèáëèæåíèÿ, òî ðàç�ëè÷íûå âèäû âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñî ñâåòîì(ñîäåðæàùèå A èëè E) ïðèâåäóò ê ðàçëè÷àþùèìñÿðåçóëüòàòàì. Àâòîðû ðàáîòû [3℄ óòâåðæäàþò, ÷òî âñëó÷àå íåðåçîíàíñíîãî ðàññåÿíèÿ èñïîëüçîâàíèå âçà�8 ÆÝÒÔ, âûï. 2 305



È. �. Ëàíã, Ë. È. Êîðîâèí, Õ. À. äå ëà Êðóç-Àëêàñ, Ñ. T. Ïàâëîâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 2, 2003èìîäåéñòâèÿ, ñîäåðæàùåãî E, äàåò ëó÷øèå (áîëååáëèçêèå ê òî÷íûì) ðåçóëüòàòû.Ìû ïðåäïîëàãàåì ïîñòðîèòü îáùóþ òåîðèþ âòî�ðè÷íîãî èçëó÷åíèÿ ñâåòà íèçêîðàçìåðíûìè ïîëóïðî�âîäíèêîâûìè îáúåêòàìè, ê ÷èñëó êîòîðûõ îòíîñÿò�ñÿ êâàíòîâûå ÿìû, êâàíòîâûå ïðîâîëîêè è êâàíòî�âûå òî÷êè. Ïðåæäå âñåãî òåîðèÿ äîëæíà îïèñûâàòüîòðàæåíèå è ïîãëîùåíèå ñâåòà òàêèìè îáúåêòàìè,à òàêæå ðàçëè÷íûå âèäû ðàññåÿíèÿ ñâåòà (ðàìàíîâ�ñêîå, ðýëååâñêîå). Òåîðèÿ äîëæíà áûòü ïðèìåíèìàâ ñëó÷àÿõ êàê ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî, òàê è èìïóëüñ�íîãî îáëó÷åíèÿ. Îãðàíè÷èâàåìñÿ ëèíåéíûì ïðèáëè�æåíèåì ïî èíòåíñèâíîñòè âîçáóæäàþùåãî ñâåòà. Èçñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ðåøàþòñÿ èíûå çàäà�÷è, ÷åì â [3℄, ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññåÿíèå ñâåòàâ îáúåìíûõ êðèñòàëëàõ. Ïîýòîìó âîïðîñ î âûáîðåâèäà âçàèìîäåéñòâèÿ (÷åðåç A èëè E) ïðèõîäèòñÿðåøàòü çàíîâî.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû âû÷èñëÿåì ñðåäíèå çíà�÷åíèÿ íàâåäåííûõ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì ïëîòíî�ñòåé òîêà è çàðÿäà â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé ñðåäû. Êýòîìó ñëó÷àþ îòíîñÿòñÿ ïîëóïðîâîäíèêîâûå îáúåê�òû ïîíèæåííîé ðàçìåðíîñòè. Âû÷èñëèâ ëèíåéíûåïî ýëåêòðè÷åñêîìó è ìàãíèòíîìó ïîëÿì âêëàäû âñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòåé òîêà è çàðÿäà, ìû ìî�æåì çàòåì îïðåäåëèòü ýòè ïîëÿ âíóòðè è âíå ïî�ëóïðîâîäíèêîâûõ îáúåêòîâ, ðåøàÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñ�âåëëà. Òàêèì îáðàçîì ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû âûðà�æåíèÿ äëÿ ïîëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îòðàæåííîìó èïðîøåäøåìó ñêâîçü îáúåêò ñâåòó. Òàêàÿ ïðîöåäóðà,ó÷èòûâàþùàÿ âñå ïîðÿäêè âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðî�íîâ ñî ñâåòîì, ïðîäåëàíà â [4℄, ãäå âû÷èñëåíû èí�òåíñèâíîñòè îòðàæåííîãî è ïîãëîùåííîãî ñâåòà ïðèìîíîõðîìàòè÷åñêîì îáëó÷åíèè êâàíòîâîé ÿìû êî�íå÷íîé òîëùèíû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû âûâîäèìâûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé íàâåäåííîé ïëîòíîñòè òîêà,èñïîëüçîâàííîå â [4℄.Îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñýëåêòðè÷åñêèì è ìàãíèòíûì ïîëÿìè âûðàæàåòñÿ ÷å�ðåç âåêòîðíûé A(r; t) è ñêàëÿðíûé '(r; t) ïîòåíöèà-ëû. Ïîýòîìó ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íàâåäåííûõ ïëîòíî�ñòåé òîêà è çàðÿäà òàêæå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýòè ïî�òåíöèàëû. Îäíàêî ïîëüçîâàòüñÿ ýòèìè âûðàæåíèÿ�ìè íåóäîáíî èç-çà âêëàäà� em
 h0j�(r)j0iA�(r; t)â ñðåäíþþ ïëîòíîñòü òîêà, ãäå e è m � ñîîòâåò�ñòâåííî çàðÿä è ìàññà ÷àñòèöû, �(r) � îïåðàòîðïëîòíîñòè çàðÿäà (ñì. íèæå ðàçä. 4). Ïîýòîìó âûðà�çèì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòåé òîêà è çàðÿäà ÷å�ðåç ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ. Ýòî âîçìîæíî,ïîñêîëüêó âñå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû âûðàæàþòñÿ

÷åðåç çíà÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî E(r; t) è ìàãíèòíîãîH(r; t) ïîëåé. Íàøà çàäà÷à áóäåò ñîñòîÿòü â ïåðåõî�äå îò âûðàæåíèé äëÿ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí, ñîäåðæà�ùèõ ïîòåíöèàëû, ê âûðàæåíèÿì, ñîäåðæàùèì ïîëÿE(r; t) è H(r; t): Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåìñëó÷àé ðàâíîé íóëþ òåìïåðàòóðû T = 0.Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âðàçä. 2�4 èçëîæåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ââåäåíû îïå�ðàòîðû ïëîòíîñòè òîêà è çàðÿäà è èõ ñðåäíèå çíà�÷åíèÿ ïî îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ñèñòåìû. Â ðàçä. 5�9ðåøàåòñÿ çàäà÷à î âûðàæåíèè ñðåäíèõ çíà÷åíèé ÷å�ðåç ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå è åãî ïðîñòðàíñòâåííûå ïðî�èçâîäíûå. �àçäåë 10 ïîñâÿùåí èñêëþ÷åíèþ èç âûðà�æåíèé äëÿ ñðåäíèõ âåëè÷èí äèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷�íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðîâ ri. Â ðàçä. 11 ïðèâåäåíîîáùåå âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà ýëåêòðîïðîâîäíîñòèíåîäíîðîäíîé ñèñòåìû. Â ðàçä. 12 è 13 ðàññìîòðåíñëó÷àé íóëåâîãî ýëåêòðè÷åñêîãî è ïîñòîÿííîãî ìàã�íèòíîãî ïîëåé.2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È�àññìîòðèì ñèñòåìó N ÷àñòèö ñ ìàññîé m è çà�ðÿäîì e â ïðîèçâîëüíîì ñëàáîì ýëåêòðîìàãíèòíîìïîëå, õàðàêòåðèçóåìîì íàïðÿæåííîñòÿìè E(r; t)è H(r; t). Ââåäåì âåêòîðíûé A(r; t) è ñêàëÿðíûé'(r; t) ïîòåíöèàëû, ÷åðåç êîòîðûå âûðàæàþòñÿïîëÿ: E(r; t) = �1
 �A�t �r';H(r; t) = rotA: (1)Ïîëÿ áóäåì ñ÷èòàòü êëàññè÷åñêèìè. Êàëèáðîâêà ïî�òåíöèàëîâ A(r; t) è '(r; t) ïðîèçâîëüíà. Äëÿ ïîëíî�òû çàäà÷è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà ÷àñòèö ìî�æåò áûòü ïîìåùåíà â ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïîëåH
, êîòîðîå ìîæåò áûòü ñèëüíûì. Ýòîìó ïîëþ ñî�îòâåòñòâóåò âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A(r), òàê ÷òîH
 = rot A(r):Ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí Htot çàïèøåì â âèäåHtot = 12mXi �P i � e
A(ri)� e
A(ri; t)�2 ++ V (r1; : : : ; rN ) + eXi '(ri; t); (2)ãäå P i = �i~(�=�ri) � îïåðàòîð îáîáùåííîãî èì�ïóëüñà [5, 6℄, V (r1; : : : ; rN ) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð�ãèÿ, âêëþ÷àþùàÿ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìèè âíåøíèé ïîòåíöèàë. Â (2) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü306



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 2, 2003 Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòè : : :íåêîììóòàòèâíîñòü P i è A(ri);A(ri; t). Âûäåëèì â(2) ýíåðãèþ U âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ñ ýëåêòðîìàã�íèòíûì ïîëåì, âêëþ÷èâ âçàèìîäåéñòâèå ñ ñèëüíûììàãíèòíûì ïîëåì â îñíîâíîé ãàìèëüòîíèàí:Htot = H+ U; (3)H = 12mXi p2i + V (r1; : : : ; rN );pi = P i � e
A(ri); (4)ãäå U = U1 + U2; (5)U1 = �1
 Z d3r j(r) �A(r; t) + Z d3r�(r)'(r; t);U2 = e2m
 Z d3r�(r)A2(r; t)è ââåäåíû îïåðàòîðû ïëîòíîñòåé òîêà è çàðÿäà:j(r; t) =Xi ji(r; t);ji(r; t) = e2fÆ(r�ri)vi+viÆ(r�ri)g; vi = pim;�(r) =Xi �i(r); �i(r) = eÆ(r� ri): (6)Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âû÷èñëèòü ñðåä�íèå ïî îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ñèñòåìû íàâåäåííûåïëîòíîñòè òîêà è çàðÿäà â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèèïî âíåøíèì ïîëÿì E(r; t) è H(r; t):3. ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂÂ ïðåäñòàâëåíèè Øðåäèíãåðà îïåðàòîð ïëîòíî�ñòè çàðÿäà �(r) íå ñîäåðæèò äîáàâîê, ïðîïîðöèî�íàëüíûõ ïîëÿì, íî îïåðàòîð ïëîòíîñòè òîêà ïðèâêëþ÷åíèè ïîëåé ïðèîáðåòàåò âèäj(r; t) + �j(r);ãäå�j(r) = e2Xi f�viÆ(r� ri) + Æ(r� ri)�vig; (7)�vi = i~ [U; ri℄ = � em
A(ri; t); (8)[F;Q℄ � êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ F è Q, è, ñëåäîâà�òåëüíî, �j(r) = � em
�(r)A(r; t): (9)

Â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ èìååì�(r; t) = eiHt=~�(r)e�iHt=~;j(r; t) = eiHt=~j(r)e�iHt=~;�j(r; t) = � em
�(r; t)A(r; t): (10)Òåïåðü îïðåäåëèì îïåðàòîðû ïëîòíîñòè òîêà èçàðÿäà â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà. Â [7, ñ. 82℄ ïî�êàçàíî,÷òî ñâÿçü ìåæäó îïåðàòîðîì F (t) â ïðåäñòàâ�ëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ è îïåðàòîðîì FG(t) â ïðåä�ñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà âûðàæàåòñÿ �îðìóëîéFG(t) = S�1(t)F (t)S(t); (11)ãäå S-ìàòðèöà îïðåäåëåíà êàêS(t) = S(t;�1) = 1� i~ tZ�1 dt1U(t1) ++�� i~�2 tZ�1 dt2U(t2) t2Z�1 dt1U(t1) + : : : ; (12)U(t) = eiHt=~Ue�iHt=~:Èñïîëüçóÿ (12), íàõîäèì, ÷òî ëèíåéíûå ïî ïîòåíöèà-ëàì A(r; t) è '(r; t) äîáàâêè ê îïåðàòîðàì ïëîòíî�ñòåé òîêà è çàðÿäà â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà ðàâ�íûj1�(r; t) = �j�(r; t) � i~ tZ�1 dt0[j�(r; t); U1(t0)℄;�1(r; t) = � i~ tZ�1 dt0[�(r; t); U1(t0)℄: (13)Èíäåêñ ¾1¿ îçíà÷àåò ïåðâûé ïîðÿäîê ïî ïîòåíöèà�ëàì A(r; t) è '(r; t). Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíèå âûðà�æåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (9) è (5), ïîëó÷àåìj1�(r; t) = � em
�(r; t)A�(r; t) ++ i~
 Z d3r0 tZ�1 dt0[j�(r; t); j�(r0; t0)℄A�(r0; t0)�� i~ Z d3r0 tZ�1 dt0[j�(r; t); �(r0; t0)℄'(r0; t0); (14)307 8*
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 Z d3r0 tZ�1 dt0[�(r; t); j�(r0; t0)℄A�(r0; t0)�� i~ Z d3r0 tZ�1 dt0[�(r; t); �(r0; t0)℄'(r0; t0): (15)4. ÓÑ�ÅÄÍÅÍÈÅ ÏÎ ÎÑÍÎÂÍÎÌÓÑÎÑÒÎßÍÈÞ ÑÈÑÒÅÌÛ�àññìîòðèì ñëó÷àé íóëåâîé òåìïåðàòóðû èóñðåäíèì îïåðàòîðû (14), (15) ïî îñíîâíîìó ñîñòî�ÿíèþ ñèñòåìû. Âî âñåõ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèÿõáóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà áåñêîíå÷íî óäàëåííûõðàññòîÿíèÿõ îòñóòñòâóþò çàðÿäû è òîêè, à òàêæåòî, ÷òî íà âðåìåíàõ t ! �1 ïîëÿ E(r; t) è H(r; t)ðàâíû íóëþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò àäèàáàòè÷åñêîìóâêëþ÷åíèþ ýòèõ ïîëåé. Â [7, ñ. 84℄ ïîêàçàíî, ÷òî ïðèóñðåäíåíèè íóæíî èñïîëüçîâàòü âîëíîâûå �óíêöèèj0i îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ áåç ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿU: Äëÿ óñðåäíåííûõ âåëè÷èí ïëîòíîñòåé òîêà è çà�ðÿäà ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ h0jj1(r; t)j0i è h0j�1(r; t)j0i.Â (14) è (15) ïðîâåäåì çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðè�ðîâàíèÿ t0 íà t00 = t0 � t. Ïðè óñðåäíåíèè h0j : : : j0iïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òîh0jF̂ (t)j0i = h0jeiHt=~F̂ e�iHt=~j0i = h0jF̂ j0i; (16)ãäå F̂ � ëþáîé îïåðàòîð. Ïîëó÷èìh0jj1�(r; t)j0i = � em
h0j�(r)j0iA�(r; t) + i~
 �� Z d3r0 0Z�1 dt0 h0j[j�(r); j�(r0; t0)℄j0iA�(r0; t+ t0)�� i~ Z d3r0 0Z�1 dt0h0j[j�(r); �(r0; t0)℄j0i'(r0; t+t0); (17)h0j�1(r; t)j0i = i~
 Z d3r0 �� 0Z�1 dt0h0j[�(r; t); j�(r0; t0)℄j0iA�(r0; t+ t0)�� i~ Z d3r0 0Z�1 dt0h0j[�(r); �(r0; t0)℄j0i'(r0; t+t0): (18)Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåä�íèõ ïî îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ïëîòíîñòåé òîêà è çà�ðÿäà ÷åðåç âåêòîðíûé è ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàëû.

Íî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ëþáûõ âåëè÷èí äîëæíû âûðà�æàòüñÿ ÷åðåç èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû � ïîëÿ E(r; t) èH(r; t) è èõ ïðîèçâîäíûå. Íèæå âûðàçèì âåëè÷èíûh0jj1(r; t)j0i è h0j�1(r; t)j0i ÷åðåç ïîëÿ.5. Ï�ÎÈÇÂÎÄÍÛÅ ÏÎ Â�ÅÌÅÍÈ ÎÒÑ�ÅÄÍÈÕ ÏËÎÒÍÎÑÒÅÉ ÒÎÊÀ ÈÇÀ�ßÄÀÂû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò âåëè÷èí(17) è (18):��t h0jj1�(r; t)j0i = ��t h0jj1�(r; t)j0iA ++ ��t h0jj1�(r; t)j0i';��t h0j�1(r; t)j0i = ��th0j�1(r; t)j0iA ++ ��t h0j�1(r; t)j0i'; (19)
ãäå èíäåêñàìè A è ' îáîçíà÷åíû âêëàäû ñîîòâåò�ñòâåííî îò âåêòîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëîâ,ðàâíûå��t h0jj1�(r; t)j0iA = � em
h0j�(r)j0i�A�(r; t)�t ++ i~
 Z d3r0 0Z�1 dt0h0j[j�(r); j�(r0; t0)℄j0i �� �A�(r0; t+ t0)�t ; (20)��t h0j�1(r; t)j0iA = i~
 Z d3r0 �� 0Z�1 dt0h0j[�(r); j�(r0; t0)℄j0i�A�(r0; t+ t0)�t ; (21)��t h0jj1�(r; t)j0i' = � i~ Z d3r0 �� 0Z�1 dt0h0j[j�(r; t); �(r0; t0)℄j0i�'(r0; t+ t0)�t ; (22)��t h0j�1(r; t)j0i' = � i~ Z d3r0 �� 0Z�1 dt0h0j[�(r); �(r0; t0)℄j0i�'(r0; t+ t0)�t : (23)308



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 2, 2003 Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòè : : :Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèÿ (22) è (23), ñîäåðæàùèåñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë '. Èñïîëüçóåì òîæäåñòâî�'(r; t+ t0)�t = �'(r; t+ t0)�t0 ;çàòåì âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå ïî t0 ïî ÷àñòÿì. Ïî�ëó÷àåì��t h0jj1�(r; t)j0i' == � i~ Z d3r0h0j[j�(r); �(r0)℄j0i'(r0; t) + i~ Z d3r0 �� 0Z�1 dt0 �0 �����j�(r); ��(r0; t0)�t0 ����� 0�'(r0; t+ t0): (24)Â ïåðâîì ÷ëåíå â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (24) âû�ïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå ïî r0 è èñïîëüçóåì ÿâíûéâèä (6) îïåðàòîðîâ j(r) è �(r). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòî�ðîãî ÷ëåíà èñïîëüçóåì óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòèrj(r; t) + ��(r; t)�t = 0; (25)êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ îïåðàòîðîâ, îïðåäåëåííûõâ (10) ñ ó÷åòîì ïîñòîÿííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ H
.Äàëåå â ýòîì ÷ëåíå ïðîâîäèì èíòåãðèðîâàíèå ïî r0�ïî ÷àñòÿì, ïåðåíîñÿ ïðîèçâîäíóþ íà ñêàëÿðíûé ïî�òåíöèàë '(r0; t+ t0). Â èòîãå ïîëó÷àåì��t h0jj1�(r; t)j0i' = � em h0j�(r)j0i�'(r; t)�r� ++ i~ Z d3r0 0Z�1 dt0h0j[j�(r); j�(r0; t0)℄j0i �� �'(r0; t+ t0)�r0� : (26)Ñêëàäûâàÿ (20) è (26) è èñïîëüçóÿ (1), ïîëó÷àåì��t h0jj1�(r; t)j0i = em h0j�(r)j0iE�(r; t)� i~ Z d3r0�� 0Z�1 dt0h0j[j�(r); j�(r0; t0)℄j0iE�(r0; t+ t0): (27)Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì�h0j�1(r; t)j0i�t = � i~ Z d3r0 �� 0Z�1 dt0h0j[�(r); j�(r0; t0)℄j0iE�(r0; t+ t0): (28)Èòàê, íàì óäàëîñü âûðàçèòü ïðîèçâîäíûå ïî âðåìå�íè îò ñðåäíèõ ïëîòíîñòåé òîêà è çàðÿäà ÷åðåç ýëåê�òðè÷åñêèå ïîëÿ, èçáàâèâøèñü îò âåêòîðíîãî è ñêà�ëÿðíîãî ïîòåíöèàëîâ.

6. Ñ�ÅÄÍÈÅ ÇÍÀ×ÅÍÈß ÏËÎÒÍÎÑÒÅÉÒÎÊÀ È ÇÀ�ßÄÀ, ÂÛ�ÀÆÅÍÍÛÅ ×Å�ÅÇÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎÅ ÏÎËÅÏðîèíòåãðèðîâàâ (27) è (28) ïî âðåìåíè, ïîëó�÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ ïëîòíîñòåé òîêà è çà�ðÿäàh0jj1�(r; t)j0i = tZ�1 dt0 �h0j[j1;�(r; t0)j0i�t0 + C�;h0j�1(r; t)j0i = tZ�1 dt0 �h0j�1(r; t0)j0i�t0 + C 0; (29)ïîëàãàåì C� = C 0 = 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îòñóò�ñòâèþ íàâåäåííûõ òîêîâ è çàðÿäîâ íà áåñêîíå÷íîóäàëåííûõ â ïðîøëîå âðåìåíàõ.Ââåäåì îáîçíà÷åíèåa(r; t) = �
 tZ�1 dt0E(r; t0): (30)Òîãäà ñ ïîìîùüþ (27)�(29) ïîëó÷àåìh0jj1�(r; t)j0i = � em
h0j�(r; t)j0ia�(r; t) ++ i~
 Z d3r0 tZ�1 dt0h0j[j�(r; t); j�(r0; t0)℄j0ia�(r0; t0);(31)h0j�1(r; t)j0i = i~
 Z d3r0 �� tZ�1 dt0h0j[�(r; t); j�(r0; t0)℄j0ia�(r0; t0): (32)Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (31) è (32) ñ (17) è (18),âèäèì, ÷òî âòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò ïåðâûõ îòñóòñòâè�åì ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ' è çàìåíîé âåêòîðíîãîïîòåíöèàëà A(r; t) íà âåêòîð a(r; t), îïðåäåëåííûé â(30). Òàêèì îáðàçîì, óäàëîñü âûðàçèòü ñðåäíèå çíà�÷åíèÿ íàâåäåííûõ ïëîòíîñòåé òîêà è çàðÿäà òîëüêî÷åðåç ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ. Îäíàêî áåç äàëüíåéøèõïðåîáðàçîâàíèé âûðàæåíèÿ (31) è (32) íåïðèìåíè�ìû ïðè ïåðåõîäå ê íå çàâèñÿùåìó îò âðåìåíè ýëåê�òðè÷åñêîìó ïîëþ, ïîñêîëüêó ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïît â (30) âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü: ÷àñòîòà !, ñòîÿ�ùàÿ â çíàìåíàòåëå, îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ýòî îòíîñèò�ñÿ è ê ñëó÷àþ E = 0, H 6= 0. Ìû âåðíåìñÿ ê ýòîìóâîïðîñó â ðàçä. 12.309



È. �. Ëàíã, Ë. È. Êîðîâèí, Õ. À. äå ëà Êðóç-Àëêàñ, Ñ. T. Ïàâëîâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 2, 20037. Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈÅ ÂÛ�ÀÆÅÍÈÉ ÄËßÑ�ÅÄÍÈÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÏËÎÒÍÎÑÒÅÉÒÎÊÀ È ÇÀ�ßÄÀÏåðåéäåì ê âûðàæåíèÿì, ÿâíî ñîîòâåòñòâóþùèìâçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíîâ ñ ïîëåì âèäà~U1 = �eXi ri�E�(t); (33)êîòîðûé, íàïðèìåð, èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòå Êóáî [8℄äëÿ ñëó÷àÿ íå çàâèñÿùåãî îò êîîðäèíàò ýëåêòðè÷å�ñêîãî ïîëÿE(t). Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèÿ (31) è (32).Ââåäåì �èêòèâíûå îïåðàòîðû jf1 (r; t) è �f1 (r; t), äëÿêîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿh0jj1�(r; t)j0i = h0jjf1�(r; t)j0i;h0j�1(r; t)j0i = h0j�f1 (r; t)j0i: (34)Èç (31), (32) ïîëó÷àåìjf1�(r; t) = � em
�(r; t)a�(r; t) ++ i~
 Z d3r0 tZ�1 dt0[j�(r; t); j�(r0; t0)℄a�(r0; t0); (35)�f1 (r; t) == i~
 Z d3r0 tZ�1 dt0[�(r; t); j�(r0; t0)℄a�(r0; t0): (36)Ñðàâíèâàÿ ¾�èêòèâíûå¿ îïåðàòîðû (35), (36) ñ íà�ñòîÿùèìè îïåðàòîðàìè (14), (15), íàõîäèì, ÷òî äëÿïåðåõîäà îò íàñòîÿùèõ ê �èêòèâíûì îïåðàòîðàìñëåäóåò ïîëîæèòü '(r; t) = 0 è çàìåíèòü âåêòîð�íûé ïîòåíöèàë A(r; t) âåëè÷èíîé a(r; t), îïðåäåëåí�íîé â (30).Ââåäåì òàêæå �èêòèâíûé îïåðàòîð âçàèìîäåé�ñòâèÿ ÷àñòèö ñ ïîëåì,Uf1 = �1
 Z d3r j(r)a(r; t); (37)êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò îïåðàòîðà U1, îïðåäåëåííîãîâ (5), óñëîâèåì '(r; t) = 0 è çàìåíîéA(r; t) íà a(r; t).Âçàèìîäåéñòâèþ (37) ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíàÿ ïî ïî�ëþ äîáàâêà ê îïåðàòîðó ïëîòíîñòè òîêà,�jf� = � em
�(r)a�(r; t): (38)Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî (35) è (36) ìîæíî çàïèñàòü êàêjf1�(r; t) = �jf�(r; t)� i~ tZ�1 dt0[j�(r; t); Uf1 (t0)℄; (39)

�f1 (r; t) = � i~ tZ�1 dt0[�(r; t); Uf1 (t0)℄; (40)÷òî àíàëîãè÷íî (13) ñ çàìåíîé íàñòîÿùèõ îïåðàòî�ðîâ íà �èêòèâíûå. Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèÿ (39),(40) òàê, ÷òîáû óáðàòü ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè(39). Èíòåãðàë âèäàtZ�1 dt0[F (r; t); Uf1 (t0)℄èç ïðàâûõ ÷àñòåé (39) è (40) ìîæíî ïåðåïèñàòü ââèäå tZ�1 dt0[F (r; t); ~U1(t0)℄� [F (r; t); R(t)℄; (41)åñëè ~U1 = Uf1 (t) + dR(t)dt ; (42)ãäå F (r; t) � îïåðàòîð, äëÿ (39) ðàâíûé j�(r; t), àäëÿ (40) � �(r; t), à R(t) � ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîðâ ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ,R(t) = eiHt=~RS
h(r)e�iHt=~; (43)RS
h � îïåðàòîð â ïðåäñòàâëåíèè Øðåäèíãåðà.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëèRS
h = RS
h(r1; : : : ; rN ; t); (44)ò. å. îïåðàòîð RS
h íå ñîäåðæèò èìïóëüñîâ, òî âûïîë�íÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåi~ [j�(r; t); R(t)℄ = �jR�(r; t); (45)ãäå�jR�(r; t) = e2eiHt=~Xi [�viR�Æ(r� ri) ++ Æ(r � ri)�viR�℄e�iHt=~; (46)�viR� = i~ [ _RS
h; ri�℄; (47)_RS
h = i~ [H; RS
h℄ + �RS
h�t : (48)Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî ïðè óñëîâèè (44)[�(r; t); R(t)℄ = eiHt=~[�(r); RS
h℄e�iHt=~ = 0: (49)310



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 2, 2003 Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòè : : :Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî âìåñòî Uf1 (t) ìîæíîâûáðàòü ëþáîé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé â (42), åñëèRS
h íå ñîäåðæèò èìïóëüñîâ, è âìåñòî (39) è (40)çàïèñàòüjf1�(r; t) = �~j�(r; t) � i~ tZ�1 dt0[j�(r; t); ~U1(t0)℄; (50)�f1 (r; t) = � i~ tZ�1 dt0[�(r; t); ~U1(t0)℄; (51)ãäå�~j�(r) = e2Xi [�~vi�Æ(r� ri) + Æ(r� ri)�~vi�℄; (52)�~vi� = i~ [ ~U1; ri�℄: (53)Ïîäñòàâèâ (42) è (52) â (50) è (51), ïîëó÷àåìjf1�(r; t) = � em
�(r; t)a�(r; t) + i~ [j�(r; t); R(t)℄ ++ i~
 Z d3r0 tZ�1 dt0[j�(r; t); j�(r0; t0)℄a�(r0; t0)�� i~ tZ�1 dt0 �j�(r; t); dR(t0)dt0 � ; (54)�f1�(r; t) == i~
 Z d3r0 tZ�1 dt0[�(r; t); j�(r0; t0)℄a�(r0; t0)�� i~ tZ�1 dt0 ��(r; t); dR(t0)dt0 � : (55)8. ÂÛÁÎ� ÎÏÅ�ÀÒÎ�À RS
hÂûáåðåì îïåðàòîð RS
h â âèäåRS
h = e
Xi ri�a�(ri; t): (56)ÒîãäàR(t) = eiHt=~RS
h(r)e�iHt=~ == 1
 Z d3r d�(r; t)a�(r; t); (57)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèåd(r) = eXi riÆ(r� ri) == erXi Æ(r� ri) = r�(r): (58)Âû÷èñëèì âêëàäû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ âûðàæåíèé (54)è (55), ñîäåðæàùèå R(t) è dR(t)=dt. Ìîæíî ïîêà�çàòü, ÷òîi~ [j�(r; t); R(t)℄ = em
�(r; t)a�(r; t) ++ em
d�(r; t)�a�(r; t)�r� : (59)Òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòdR(t)dt = 1
 Z d3r d�(r; t)�a�(r; t)�t ++ 1
 Z d3rj�(r; t)a�(r; t) ++ 1
 Z d3rY�
(r; t)�a�(r; t)�r
 ; (60)ãäå Y�
(r) = r�j
(r): (61)Ïîäñòàâëÿÿ (59) è (60) â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíå�íèé (54) è (55), íàõîäèì, ÷òî ñîêðàùàþòñÿ ÷ëå�íû, íå ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûõ �a�(r; t)=�t èëè�a�(r; t)=�r�. Â èòîãå èìååìjf1� = em
d�(r; t)�a�(r; t)�r� �� i~
 Z d3r0 tZ�1 dt0[j�(r; t); d�(r0; t0)℄�a�(r0; t0)�t0 �� i~
 Z d3r0 tZ�1 dt0[j�(r; t); Y�
(r0; t0)℄�� �a�(r0; t0)�r0
 ; (62)�f1 (r; t) == � i~
 Z d3r0 tZ�1 dt0[�(r; t); d�(r0; t0)℄�a�(r0; t0)�t0 �� i~
 Z d3r0 tZ�1 dt0[�(r; t); Y�
(r0; t0)℄�a�(r0; t0)�r0
 : (63)311



È. �. Ëàíã, Ë. È. Êîðîâèí, Õ. À. äå ëà Êðóç-Àëêàñ, Ñ. T. Ïàâëîâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 2, 2003Óñðåäíèâ �èêòèâíûå îïåðàòîðû (62) è (63) ïî îñíîâ�íîìó ñîñòîÿíèþ, ïîëó÷èì èñêîìûå âûðàæåíèÿ äëÿñðåäíèõ çíà÷åíèé íàâåäåííûõ ïëîòíîñòåé òîêà è çà�ðÿäà.Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (30), íàõîäèì, ÷òî ÷ëåíûâ ïðàâûõ ÷àñòÿõ âûðàæåíèé (62) è (63) äåëÿòñÿ íàäâå êàòåãîðèè: ê ïåðâîé îòíîñÿòñÿ òå, êîòîðûå ñîäåð�æàò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, êî âòîðîé � òå, êîòîðûå ñî�äåðæàò ïðîèçâîäíûå îò ýòîãî ïîëÿ ïî êîîðäèíàòàì.Ïîýòîìó óäîáíî çàïèñàòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ îò (62)è (63) êàêh0jj1�(r; t)j0i = h0jj1�(r; t)j0iE ++ h0jj1�(r; t)j0i�E=�r0 ; (64)h0j�1(r; t)j0i = h0j�1(r; t)j0iE ++ h0j�1(r; t)j0i�E=�r; (65)ãäåh0jj1�(r; t)j0iE = i~ Z d3r0 �� tZ�1 dt0h0j[j�(r; t); d�(r0; t0)℄j0iE�(r0; t0); (66)h0j�1(r; t)j0iE = i~ Z d3r0 �� tZ�1 dt0h0j[�(r; t); d�(r0; t0)℄j0iE�(r0; t0); (67)h0jj1�(r; t)j0i�E=�r = � emh0jd�(r)j0i �� tZ�1 dt0 �E�(r; t0)�r� ++ i~ Z d3r0 tZ�1 dt0h0j[j�(r; t); Y�
(r0; t0)℄j0i �� t0Z�1 dt00 �E�(r0; t00)�r0
 ; (68)h0j�1(r; t)j0i�E=�r = i~ Z d3r0 tZ�1 dt0 �� h0j[�(r; t); Y��(r0; t0)℄j0i t0Z�1 dt00 �E�(r0; t00)�r0
 : (69)

Èòàê, çàäà÷à î âûðàæåíèè ñðåäíèõ ïî îñíîâíîìó ñî�ñòîÿíèþ ñèñòåìû ïëîòíîñòåé òîêà è çàðÿäà â ëèíåé�íîì ïðèáëèæåíèè ïî âåëè÷èíàì ýëåêòðè÷åñêîãî ïî�ëÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ ïî êîîðäèíàòàì ðåøåíà.9. Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÍÛÉ ÔÈÊÒÈÂÍÛÉÎÏÅ�ÀÒÎ� ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈßÄëÿ ïîëíîòû êàðòèíû îïðåäåëèì âèä �èêòèâíî�ãî îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ ~U1 = Uf1 + _RS
h. Èñ�ïîëüçóÿ (37) è (60), â ïðåäñòàâëåíèè Øðåäèíãåðàïîëó÷àåì ~U1 = ~U1E + ~U1�E=�r; (70)~U1E = � Z d3r d�(r)E�(r; t); (71)~U1�E=�r = � Z d3rY�
(r) tZ�1 dt0 �E�(r; t0)�r
 : (72)Âûïîëíèâ èíòåãðèðîâàíèå ïî r â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (71)è (72), ïîëó÷àåì~U1E = �eXi ri�E�(ri; t); (73)~U1�E=�r = �e4 tZ�1 dt0 ��Xi ��vi
 �E�(ri; t0)�ri
 + �E�(ri; t0)�ri
 vi
� ri� ++ ri� �vi
 �E�(ri; t0)�ri
 + �E�(ri; t0)�ri
 vi
�� == �e2 tZ�1 dt0 ��Xi �vi
 �E�(ri; t0)�ri
 ri� + ri� �E�(ri; t0)�ri
 vi
� : (74)Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà ~U1E ñîäåðæèò ýëåêòðè÷å�ñêîå ïîëå, à ~U1�E=�r � ïðîèçâîäíûå îò ýëåêòðè÷å�ñêîãî ïîëÿ ïî êîîðäèíàòå è èíòåãðàë ïî âðåìåíè.Â ñëó÷àå, êîãäà ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûå îòýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïî êîîðäèíàòàì, ïî êàêèì-ëèáîïðè÷èíàì äàþò ìàëûé âêëàä1), ìîæíî èñïîëüçîâàòü1) Ñòðîãî ãîâîðÿ, èç óðàâíåíèé Ìàñêâåëëà ñëåäóåò, ÷òî åñ�ëè ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî îíî òàêæå çà�âèñèò îò êîîðäèíàòû, ò. å. ïðîèçâîäíûå îò êîìïîíåíò ïîëÿ ïîêîîðäèíàòàì îòëè÷íû îò íóëÿ.312



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 2, 2003 Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòè : : :âûðàæåíèå (73). Îíî ñîâïàäàåò ñ �îðìóëîé äëÿ âçà�èìîäåéñòâèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñ ïîëåì â ðàáîòå [8℄(ñì. òàêæå [9; 10℄). Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (70) äëÿ�èêòèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ~U1 ìîæíî çàïèñàòü âêîìïàêòíîì âèäå:~U1 = e2
Xi �da�(ri; t)dt ri� + ri� da�(ri; t)dt � ; (75)ãäå da�(ri; t)=dt � ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè,da�(ri; t)dt = �a�(ri; t)�t + i~ [H; a�(ri; t)℄; (76)ïðè÷åìi~ [H; a�(ri; t)℄ == 12 �vi
 �a�(ri; t)�ri
 + �a�(ri; t)�ri
 vi
� : (77)Âçàèìîäåéñòâèþ (70) ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿëèíåéíàÿ ïî ïîëþ äîáàâêà ê ñêîðîñòè:�~vi� = em
ri� �a�(ri; t)�ri� ; (78)÷òî ñîîòâåòñòâóåò, ñîãëàñíî (52), äîáàâêå ê ïëîòíî�ñòè òîêà �~j�(r) = em
d�(r)�a�(r; t)�r� : (79)Ïåðåõîäÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ, ïîëó÷à�åì ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (62).10. ÈÑÊËÞ×ÅÍÈÅ ÄÈÀ�ÎÍÀËÜÍÛÕÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂÊÎÎ�ÄÈÍÀÒ ×ÀÑÒÈÖÂåðíåìñÿ ê âûðàæåíèÿì (64)�(69) äëÿ ñðåäíèõíàâåäåííûõ ïëîòíîñòåé òîêà è çàðÿäà ïðè T = 0,ïîëó÷åííûõ â ðàçä. 8. Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (58)îïåðàòîðà d(r), à òàêæå îïðåäåëåíèå (61) îïåðàòîðàY�
(r), êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü êàêY�
(r) = 12Xi (ji
ri� + ri�ji
); (80)âèäèì, ÷òî ýòè îïåðàòîðû ñîäåðæàò êîîðäèíàòû ri÷àñòèö. Íî âåëè÷èíû ñðåäíèõ çíà÷åíèé h0jj1(r; t)j0iè h0j�1(r; t)j0i íå äîëæíû çàâèñåòü îò ïîëîæåíèÿ òî÷�êè îòñ÷åòà êîîðäèíàò ri. Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèÿ(64)�(69) òàê, ÷òîáû ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ñòàëî î÷å�âèäíûì. �àçîáüåì âåêòîð ri íà äâå ÷àñòè:ri = �ri + h0jrij0i: (81)

Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà �ri,êàê äèàãîíàëüíûå, òàê è íåäèàãîíàëüíûå, íå ìåíÿ�þòñÿ ïðè èçìåíåíèè òî÷êè îòñ÷åòà êîîðäèíàò ri.Ïîêàæåì, ÷òî â âûðàæåíèÿõ äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèéh0jj1�(r; t)j0i è h0j�1(r; t)j0i îïåðàòîðû ri ìîãóò áûòüçàìåíåíû íà �ri. Çàïèøåì ñðåäíåå h0jj1�(r; t)j0i â âè�äåh0jj1�(r; t)j0i = h0jj1�(r; t)j0i ++Xi h0jri� j0ixi��(r; t); (82)ãäå h0jj1�(r; t)j0i � âêëàä îïåðàòîðîâ �ri,xi��(r; t) = i~ Z d3r0 tZ�1 dt0h0j[j�(r; t); �i(r0; t0)℄j0i��E�(r0; t0) + em
 h0j�i(r)j0i�a�(r; t)�r� �� i~
 Z d3r0 tZ�1 dt0h0j[j�(r; t); ji
(r0; t0)℄j0i �� �a�(r0; t0)�r0
 : (83)Âûïîëíèâ â ïåðâîì è òðåòüåì ÷ëåíàõ ïðàâîé ÷àñ-òè âûðàæåíèÿ (83) èíòåãðèðîâàíèå ïî r0, ïîëó÷àåìxi��(r; t) =� ie~
 tZ�1 dt0 �0 �����j�(r; t); da�(ri(t0); t0)dt0 ����� 0�++ em
 h0j�i(r)j0i�a�(r; t)�r� ; (84)ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå äëÿ ïîëíîé ïðîèçâîä�íîé ïî âðåìåíè:da�(ri(t); t)dt = ddt �eiHt=~a�(ri; t)e�iHt=~� == eiHt=~ da�(ri; t)dt e�iHt=~; (85)à ïðîèçâîäíàÿ da�(ri; t)=dt îïðåäåëåíà â (76). Âû�ïîëíèâ â ïåðâîì ÷ëåíå ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ(84) èíòåãðèðîâàíèå ïî t0 è âû÷èñëèâ êîììóòàòîð[j�(r); a�(ri; t)℄; ïîëó÷àåìxi��(r; t) = 0; (86)îòêóäà ñëåäóåò, ÷òîh0jj1�(r; t)j0i = h0jj1�(r; t)j0i: (87)313



È. �. Ëàíã, Ë. È. Êîðîâèí, Õ. À. äå ëà Êðóç-Àëêàñ, Ñ. T. Ïàâëîâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 2, 2003Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòüh0j�1(r; t)j0i = h0j�1(r; t)j0i: (88)�àçîáüåì âûðàæåíèÿ (87) è (88) íà äâå ÷àñòè:h0jj1�(r; t)j0i = h0jj1�(r; t)j0iI ++ h0jj1�(r; t)j0iII; (89)h0j�1(r; t)j0i = h0j�1(r; t)j0iI + h0j�1(r; t)j0iII; (90)ãäåh0jj1�(r; t)j0iI == i~ Z d3r0 tZ�1 dt0h0j[j�(r; t); �d�(r0; t0)℄j0iE�(r0; t0);(91)h0jj1�(r; t)j0iII = em
 h0j �d�(r)j0i�a�(r; t)�r� �� i
~ Z d3r0 tZ�1 dt0h0j[j�(r; t) �Y�
(r0; t0)℄j0i �� �a�(r0; t0)�r0
 ; (92)h0j�1(r; t)j0iI = i~ Z d3r0 tZ�1 dt0 �� h0j[�(r; t); �d�(r0; t0)℄j0iE�(r0; t0); (93)h0j�1(r; t)j0iII = � i~
 Z d3r0 tZ�1 dt0 �� h0j[�(r; t); �Y�
(r0; t0)℄j0i�a�(r0; t0)�r0
 ; (94)ïðè÷åì �d(r) = eXi �ri�(r); (95)�Y�
(r) = 12Xi (ji
 �ri� + �ri�ji
): (96)�åçóëüòàòû (89)�(94) ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè â íàñòîÿ�ùåé ðàáîòå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðàçáèåíèÿ (89) è (90)ñðåäíèõ âåëè÷èí íà äâå ÷àñòè íå ñîâïàäàþò ñ ðàçáè�åíèÿìè (64) è (65).Âêëàäû ñ èíäåêñîì I áóäåì íàçûâàòü îñíîâíûìè,òàê êàê îíè íå èñ÷åçàþò â ñëó÷àÿõ ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ, íå çàâèñÿùåãî îò êîîðäèíàò r. Âêëàäû ñ èí�äåêñîì II ñîäåðæàò ïðîèçâîäíûå îò ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ ïî êîîðäèíàòàì.

11. ÒÅÍÇÎ� ÝËÅÊÒ�ÎÏ�ÎÂÎÄÍÎÑÒÈ,ÇÀÂÈÑßÙÈÉ ÎÒ ÊÎÎ�ÄÈÍÀÒ�àññìîòðèì ñíà÷àëà òîëüêî îñíîâíóþ ÷àñòü íà�âåäåííîé ïëîòíîñòè òîêà, îáîçíà÷åííóþ â (89) èí�äåêñîì I. Çàïèøåì (91) â âèäåh0jj1�(r; t)j0iI == Z d3r 1Z�1 dt0l��(r; t; r0; t0)E�(r0; t0); (97)ãäål��(r; t; r0; t0) == i~�(t� t0)h0j[j�(r; t); �d�(r0; t0)℄j0i; (98)à � � ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ. Ââåäåì òåíçîð�I��(r0; t0jr; t) = l��(r; t; r� r0; t� t0): (99)Îáîçíà÷åíèå ñ âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé ìû ïîçàèìñòâî�âàëè èç [11℄. Òîãäà (97) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàêh0jj1�(r; t)j0iI = Z d3r0 1Z�1 dt0 �� �I��(r0; t0jr; t)E�(r� r0; t� t0); (100)ãäå�I��(r0; t0jr; t) == i~�(t0)h0j[j�(r; t); �d�(r� r0; t� t0)℄j0i: (101)Èç (101) âèäíî, ÷òî òåíçîð �I��(r0; t0jr; t) îò t íå çà�âèñèò.Òåïåðü ñîâåðøèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Çàïè�øåì ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â âèäåE�(r; t) = E(+)� (r; t) +E(�)� (r; t); (102)ãäåE(+)� (r; t) == 1(2�)4 Z d3k 1Z0 d!E�(k; !)eik�r�i!t; (103)E(�)� (r; t) = (E(+)� (r; t))�; (104)E�(k; !) = Z d3r 1Z�1 dtE�(r; t)e�ik�r+i!t: (105)314



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 2, 2003 Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòè : : :Ââåäåì �óðüå-îáðàç òåíçîðà �I��(r0; t0jr; 0) ïî ïåðå�ìåííûì r0; t0:�I��(k; !jr) == Z d3r0 1Z�1 �I��(r0; t0jr; 0)e�ik�r0+i!t: (106)Òîãäàh0jj1�(r; t)j0iI == h0jj1�(r; t)j0i(+)I + h0jj1�(r; t)j0i(�)I ; (107)h0jj1�(r; t)j0i(+)I = 1(2�)4 Z d3k 1Z0 d! �� �I��(k; !jr)E�(k; !)eik�r�i!t; (108)h0jj1�(r; t)j0i(�)I = (h0jj1�(r; t)j0i(+)I )�: (109)Ïîäñòàâëÿÿ (101) â (106), ïîëó÷àåì�I��(k; !jr) = i~ Z d3r0 1Z�1 dt0�(t0)e�ik�r0+i!t0 �� h0j[j�(r); �d�(r� r0;�t0)℄j0i: (110)Ïîäîáíûì ñïîñîáîì íàõîäèì âêëàä â ýëåêòðîïðîâîä�íîñòü ñ èíäåêñîì II. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåìh0jj�(r; t)j0i(+) = 1(2�)4 Z d3k 1Z0 d! �� ���(k; !jr)E�(k; !)eik�r�i!t; (111)���(k; !jr) = �I��(k; !jr) + �II��(k; !jr): (112)Âåëè÷èíà �I��(k; !jr) îïðåäåëåíà â (110),�II��(k; !jr) = ek�m! h0j �d�(r)j0i �� ik
m! Z d3r0 1Z�1 dt0�(t0)e�ik�r0+i!t0 �� h0j[j�(r); �Y�
(r� r0;�t0)℄j0i: (113)Òåíçîð ýëåêòðîïðîâîäíîñòè ���(k; !jr) íå çàâè�ñèò îò êîîðäèíàò r òîëüêî â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåí�íî-îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ïðè ðàññìîòðåíèè ïîëóïðî�âîäíèêîâûõ îáúåêòîâ ïîíèæåííîé ðàçìåðíîñòè çà�âèñèìîñòü òåíçîðà ýëåêòðîïðîâîäíîñòè îò r âåñüìàñóùåñòâåííà.Â íàøèõ ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ [4; 12�14℄ èñïîëü�çîâàëàñü �îðìóëà (91) äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàâåäåííîéïëîòíîñòè òîêà.

12. ÏÅ�ÅÕÎÄ Ê ÂÛ�ÀÆÅÍÈßÌ,ÑÎÄÅ�ÆÀÙÈÌ ÌÀ�ÍÈÒÍÎÅ ÏÎËÅÄî ñèõ ïîð ìû îñòàâëÿëè çà ðàìêàìè íàøåãîðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àé, êîãäà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå Eíå çàâèñèò îò âðåìåíè, â ÷àñòíîñòè ñëó÷àé E = 0,H(r; t) = 
onst: Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàññìîòðåòü ïîñëåä�íèé ñëó÷àé, ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ íà�âåäåííûõ ïëîòíîñòåé òîêà è çàðÿäà, ïîëó÷åííûå âêîíöå ðàçä. 8, ââåäÿ â íèõ ìàãíèòíîå ïîëå H(r; t).Äëÿ ýòîãî êàæäóþ èç âåëè÷èí h0jj1�(r; t)j0i�E=�rè h0j�1(r; t)j0i�E=�r , îïðåäåëåííûõ ñîîòâåòñòâåííîâ (68) è (69), ðàçîáüåì íà äâå ÷àñòè ñëåäóþùèì îá�ðàçîì2):h0jj1�(r; t)j0i�E=�r == h0jj1�(r; t)j0i(+) + h0jj1�(r; t)j0i(�); (114)h0j�1(r; t)j0i�E=�r == h0j�1(r; t)j0i(+) + h0j�1(r; t)j0i(�); (115)ãäåh0jj1�(r; t)j0i(�) = e2m
h0jd�(r)j0i ����a�(r; t)�r� � �a�(r; t)�r� ��� i2~
 Z dr0 tZ�1 dt0h0j[j�(r; t); Y�
(r0; t0)℄j0i �� �a�(r0; t0)�r0
 � �a
(r0; t0)�r0� ! ; (116)h0j�1(r; t)j0i(�) = � i2~
 Z dr0 tZ�1 dt0 �� h0j[�(r; t); Y�
(r0; t0)℄j0i �� �a�(r0; t0)�r0
 � �a
(r0; t0)�r0� ! : (117)Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì âêëàäû ñî çíàêîì ¾ìèíóñ¿.Âåðíåìñÿ ê âåêòîðíîìó A(r; t) è ñêàëÿðíîìó '(r; t)ïîòåíöèàëàì. Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (30) âåêòîðàa(r; t) è ïåðâóþ èç �îðìóë (1), ïîëó÷àåìa(r; t) = A(r; t) + 
 tZ�1 dt0 �'(r; t0)�r : (118)2) Çäåñü âåðõíèå èíäåêñû ¾ïëþñ¿ è ¾ìèíóñ¿ íå èìåþò íè�êàêîãî îòíîøåíèÿ ê òàêèì æå èíäåêñàì â ðàçä. 11.315



È. �. Ëàíã, Ë. È. Êîðîâèí, Õ. À. äå ëà Êðóç-Àëêàñ, Ñ. T. Ïàâëîâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 2, 2003Ïîäñòàâèâ (118) â ïðàâûå ÷àñòè âûðàæåíèé äëÿh0jj1�(r; t)j0i(�) è h0j�1(r; t)j0i(�), íàõîäèì, ÷òî âêëà�äû îò ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ' îáðàùàþòñÿ â íóëü,è h0jj1�(r; t)j0i(�) = e2m
h0jd�(r)j0i ����A�(r; t)�r� � �A�(r; t)�r� ��� i2~
 Z dr0 tZ�1 dt0h0j[j�(r; t); Y� 
(r0; t0)℄j0i �� �A�(r0; t0)�r0
 � �A
(r0; t0)�r0� ! ; (119)h0j�1(r; t)j0i(�) = � i2~
 Z dr0 tZ�1 dt0 �� h0j[�(r; t); Y�
(r0; t0)℄j0i �� �A�(r0; t0)�r0
 � �A
(r0; t0)�r0� ! : (120)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî H(r; t) = rot A(r; t) (âòîðîå ðàâåí�ñòâî èç (1)), ëåãêî ïîëó÷àåìh0jj1�(r; t)j0i(�) = � e2m
 [H(r; t)� r℄�h0j�(r)j0i++ i2~
 Z dr0 tZ�1 dt0[H(r0; t0)� r0℄� �� h0j[j�(r; t); j�(r0; t0)℄j0i; (121)h0j�1(r; t)j0i(�) = i2~
 Z dr0 tZ�1 dt0 �� [H(r0; t0)� r0℄�h0j[�(r; t); j�(r0; t0)℄j0i: (122)Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíû h0jj1�(r; t)j0i(�) èh0j�1(r; t)j0i(�) óäàëîñü âûðàçèòü ÷åðåç ìàãíèò�íîå ïîëå.Òåïåðü ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèÿ (116) è (117) äëÿâêëàäîâ ñ èíäåêñîì ¾ïëþñ¿. Äåéñòâóåì ïî ñëåäóþ�ùåé ñõåìå. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, (116). Â ïðàâóþ÷àñòü âõîäèò Y�
(r0) = r0� j
(r0): (123)Äëÿ j
(r) ëåãêî âûâåñòè ñîîòíîøåíèåj
(r) = _d
(r) + �Y
Æ(r)=�rÆ : (124)

Ïîäñòàâèì (123) è (124) âî âòîðîé ÷ëåí ïðàâîé ÷àñ-òè âûðàæåíèÿ (116), êîòîðûé â ðåçóëüòàòå ðàñïàäà�åòñÿ íà äâà âêëàäà, ïðîèñõîäÿùèõ îò �Y
Æ(r0)=�r0Æ è_d
(r). Â ïåðâîì âêëàäå èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì ïîr0Æ , âî âòîðîì � ïî ïåðåìåííîé t0 òàêæå ïî ÷àñòÿì.Â èòîãå ïîëó÷àåìh0jj1�(r; t)j0i(+) = �h0jj1�(r; t)j0i(+) �� em
 h0j�(r)j0ir�r
 �2a�(r; t)�r��r
 ++ i~
 Z dr0r0�r0
 tZ�1 dt0h0j[j�(r; t); jÆ(r0; t0)℄j0i �� �2a�(r0; t0)�r0
�r0Æ + i~
 Z dr0r0� tZ�1 dt0 �� h0j[j�(r; t); d
(r0; t0)℄j0i�2a�(r0; t0)�r0
�t0 : (125)Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå�
�1�a�(r; t)=�t = E�(r; t);èç (125) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåìh0jj1�(r; t)j0i(+) = � e2m
h0j�(r)j0ir�r
 �2a�(r; t)�r��r
 ++ i2~
 Z dr0r0�r0
 tZ�1 dt0h0j[j�(r; t); jÆ(r0; t0)℄j0i �� �2a�(r0; t0)�r0
�r0Æ � i2~ Z dr0r0�r0
 tZ�1 dt0 �� h0j[j�(r; t); �(r0; t0)℄j0i�E�(r0; t0)�r0
 (126)è àíàëîãè÷íîh0j�(r; t)j0i(+) = i2~
 �� Z dr0r0�r0
 tZ�1 dt0h0j[�(r; t); jÆ(r0; t0)℄j0i �� �2a�(r0; t0)�r0
�r0Æ � i2~ Z dr0r0�r0
 tZ�1 dt0 �� h0j[�(r; t); �(r0; t0)℄j0i�E�(r0; t0)�r0
 : (127)Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò âûðàæåíèé (68) è (69),�îðìóëû (126) è (127) ñîäåðæàò òîëüêî âòîðûå ïðî�316



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 2, 2003 Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòè : : :èçâîäíûå îò âåêòîðà a(r; t). Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòûìîæíî çàïèñàòü â ñèììåòðè÷íîé �îðìå:h0jj1�(r; t)j0i(+) = � e4m
h0j�(r)j0ir�r
 �� ��r� ��a�(r; t)�r
 + �a
(r; t)�r� �+ i4~
 �� Z dr0r0�r0
 tZ�1 dt0h0j[j�(r; t);
�
(r0; t0)℄j0i; (128)h0j�(r; t)j0i(+) = i4~
 Z dr0r0�r0
 �� tZ�1 dt0h0j[�(r; t);
�
(r0; t0)℄j0i; (129)ãäå ñèììåòðè÷íûé òåíçîð
�
(r; t) = jÆ(r; t) ��rÆ ��a�(r; t)�r
 + �a
(r; t)�r� �++ �(r; t) ��t ��a�(r; t)�r
 + �a
(r; t)�r� � : (130)13. ÑËÓ×ÀÉ ÏÎÑÒÎßÍÍÎ�ÎÌÀ�ÍÈÒÍÎ�Î ÏÎËß�àññìîòðèì ñëó÷àé ïîñòîÿííîãî âî âðåìåíè èïðîñòðàíñòâå ìàãíèòíîãî ïîëÿH = 
onst, E = 0. Íà�ïîìíèì, ÷òî ìû âêëþ÷èëè ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïî�ëå â íåâîçìóùåííûé ãàìèëüòîíèàí H (ñì. ðàçä. 2).Íî çäåñü ìû íå âêëþ÷àåì ïîëå â îñíîâíîé ãàìèëüòî�íèàí, à ñ÷èòàåì åãî íàñòîëüêî ñëàáûì, ÷òîáû ìîæíîáûëî îãðàíè÷èòüñÿ ëèíåéíûìè ïî ïîëþ âêëàäàìèâ íàâåäåííûå ïëîòíîñòè òîêà è çàðÿäà. ÏîñêîëüêóE = 0, âêëàäû â ñðåäíèå íàâåäåííûå ïëîòíîñòè ñèíäåêñîì E ðàâíû íóëþ (ñì. (66) è (67)). Âêëàäûñ èíäåêñàìè �E=�r ðàçáèâàþòñÿ íà äâå ÷àñòè, êî�òîðûå ìû îáîçíà÷èëè âåðõíèìè èíäåêñàìè ¾ïëþñ¿è ¾ìèíóñ¿. ×àñòè ñ èíäåêñàìè ¾ïëþñ¿ ðàâíû íóëþ.Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, åñëè âûáðàòü âåêòîðíûé èñêàëÿðíûé ïîòåíöèàëû, íàïðèìåð, â êàëèáðîâêå [5℄A(r) = 12[r�H℄; ' = 0 (131)è èñïîëüçîâàòü (118), (126) è (127).Èòàê, îñòàþòñÿ òîëüêî âêëàäû ñ èíäåêñàìè¾ìèíóñ¿, îïðåäåëåííûå â (121) è (122). ÏîëîæèâH(r; t) = H è ïðîâåäÿ çàìåíó ïåðåìåííîé t0 íà

t00 = t0 � t, ïîëó÷àåì ðåçóëüòàòû, íå çàâèñÿùèå îòâðåìåíè t:h0jj1�(r; t)j0iH = � e2m
 [H� r℄�h0j�(r)j0i+ i2~
 �� Z dr0 0Z�1 dt00[H� r0℄�h0j[j�(r); j�(r0; t00)℄j0i; (132)h0j�1(r; t)j0iH = i2~
 Z dr0 �� 0Z�1 dt00[H� r0℄�h0j[�(r); j�(r0; t00)℄j0i: (133)Èíäåêñû H â ëåâûõ ÷àñòÿõ îçíà÷àþò H = 
onst,E = 0. Â ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿõ ïåðåéäåì îò îïå�ðàòîðîâ ri ê îïåðàòîðàì �ri, îïðåäåëåííûì â (81).Ñïîñîáîì, ïîõîæèì íà èçëîæåííûé â ðàçä. 10, ïîëó�÷àåìh0jj1�(r; t)j0iH = � e2m
 [H� h0j�d(r)j0i℄� ++ ie2~
 0Z�1 dt0 ��Xi fh0j[j�(r;�t0); [H� �ri℄�vi� ℄j0i; (134)h0j�1(r; t)j0iH = ie2~
 0Z�1 dt0 ��Xi fh0j[�(r;�t0); [H� �ri℄�vi� ℄j0i: (135)Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿdivh0jj1(r; t)j0iH = 0;Z drh0jj1(r; t)j0iH = 0:14. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÏîäâåäåì îñíîâíûå èòîãè. Ïîñêîëüêó îïåðàòîðâçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñ ýëåêòðîìàã�íèòíûì ïîëåì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîòåíöèàëûA(r; t)è '(r; t), íî íå ÷åðåç ýëåêòðè÷åñêèå E(r; t) è ìàãíèò�íûå H(r; t) ïîëÿ, ïåðâîíà÷àëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿñðåäíèõ çíà÷åíèé íàâåäåííûõ ïëîòíîñòåé òîêà èçàðÿäà òàêæå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîòåíöèàëû (ñì.(17) è (18)). Íî âûðàæåíèå (17) äëÿ ïëîòíîñòè òîêà317



È. �. Ëàíã, Ë. È. Êîðîâèí, Õ. À. äå ëà Êðóç-Àëêàñ, Ñ. T. Ïàâëîâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 2, 2003íåóäîáíî, òàê êàê ñîäåðæèò âêëàä, ïðîïîðöèîíàëü�íûé ñðåäíåìó çíà÷åíèþ h0j�(r; t)j0i ïëîòíîñòè çàðÿ�äà, è ýòîò âêëàä îòíþäü íå ìàë.Ïîýòîìó ìû ïîñòàâèëè çàäà÷ó âûðàçèòü íàâåäåí�íûå ïëîòíîñòè ÷åðåç ïîëÿ E(r; t) è H(r; t), ÷òî áåç�óñëîâíî âûïîëíèìî, ïîñêîëüêó ñðåäíèå ïëîòíîñòèòîêà è çàðÿäà åñòü íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû.Â ðåçóëüòàòå áûëè ïîëó÷åíû �îðìóëû (31) è(32), ñîäåðæàùèå òîëüêî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Îä�íàêî âûðàæåíèå (31) èìååò òîò æå íåäîñòàòîê,÷òî è (17) � ñîäåðæèò âêëàä, ïðîïîðöèîíàëüíûéh0j�(r; t)j0i.Åñëè èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå, â êîòîðîì ýëåê�òðè÷åñêîå ïîëå E(r; t) íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò, à çà�âèñèò òîëüêî îò âðåìåíè, òî âêëàä, ïðîïîðöèîíàëü�íûé h0j�(r; t)j0i, ìîæíî óäàëèòü, åñëè ââåñòè â âû�ðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè òîêà îïåðàòîðû riêîîðäèíàòû i-é ÷àñòèöû, âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíî�øåíèåì vi = (i=~)[H; ri℄. Ýòîò ïðèåì ïî ñóùåñòâóèñïîëüçîâàí â [3℄, ãäå îáñóæäàåòñÿ òåîðèÿ ðàññåÿ�íèÿ ñâåòà â îáúåìíûõ êðèñòàëëàõ. Â ÏðèëîæåíèèA ïîêàçàíî, êàê òîò æå ïðèåì ïîçâîëÿåò èñêëþ�÷èòü êîíöåíòðàöèþ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö èç �îðìó�ëû äëÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòè ñîáñòâåííûõ îáúåìíûõïîëóïðîâîäíèêîâ ïðè T = 0.Òîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â ïðèáëèæå�íèè E(r; t) � E(t) çàïèñàòü âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö ñïîëåì â âèäå �ePi ri�E�(t), êàê ýòî ñäåëàë Êóáî [8℄.Îäíàêî çàäà÷à óñëîæíÿåòñÿ, åñëè ó÷åñòü çàâè�ñèìîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îò êîîðäèíàò. Ìû ïî�ñòàâèëè ñåáå öåëüþ ïîëó÷èòü òàêîå âûðàæåíèå äëÿíàâåäåííîé ïëîòíîñòè òîêà, êîòîðîå ïåðåõîäèëî áûâ �îðìóëó Êóáî ïðè ïåðåõîäå îò E(r; t) ê E(t), èàíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ íàâåäåííîé ïëîòíîñòèçàðÿäà. Äëÿ ñëó÷àÿ T = 0 ýòà çàäà÷à ðåøåíà âðàçä. 7�9.Ñóòü èñïîëüçîâàííîãî ïðèåìà ñîñòîèò â ñëåäóþ�ùåì. Îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ñ ïîëåì, âû�ðàæåííûé ÷åðåç ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ,íå ñóùåñòâóåò. Íî ìû ââîäèì �èêòèâíûé îïåðàòîðâçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðûé ïðèâîäèò ê ïðàâèëüíûìðåçóëüòàòàì äëÿ ñðåäíèõ ïî îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþñèñòåìû âåëè÷èí íàâåäåííûõ ïëîòíîñòåé òîêà è çà�ðÿäà. Ýòîò �èêòèâíûé îïåðàòîð Uf1 (37) âûðàæàåò�ñÿ òîëüêî ÷åðåç ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E(r; t), ñòîÿùååïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïî âðåìåíè. Çàòåì ïðîâåäåíîòàêîå ïðåîáðàçîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ Uf1 ! ~U1, êî�òîðîå íå ìåíÿåò âåëè÷èíû ñðåäíèõ ïëîòíîñòåé, íîâ ðåçóëüòàòå êîòîðîãî èç âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíåéíàâåäåííîé ïëîòíîñòè òîêà óäàëÿåòñÿ âêëàä, ñîäåð�æàùèé h0j�(r; t)j0i. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû âûðàæå�íèÿ (64)�(69) äëÿ h0jj1(r; t)j0i è h0j�1(r; t)j0i, â êîòî�

ðûõ îñíîâíûå âêëàäû ñîäåðæàò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå,à äîïîëíèòåëüíûå � ïðîèçâîäíûå îò E(r; t) ïî êî�îðäèíàòàì. Ïðåîáðàçîâàííîå �èêòèâíîå âçàèìîäåé�ñòâèå ~U1 òàêæå äåëèòñÿ íà îñíîâíóþ è äîïîëíèòåëü�íóþ ÷àñòè. Ïåðâàÿ ðàâíà �ePi ri�E�(ri; t), âòîðàÿñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå �E�(r; t)=�r� ïîä çíàêîì èí�òåãðàëà ïî âðåìåíè.Â ðàçä. 10 âûðàæåíèÿ (64)�(69) äëÿ ñðåäíèõïëîòíîñòåé íàâåäåííûõ òîêîâ è çàðÿäîâ ïðåîáðàçî�âàíû òàê, ÷òî ÿâíî íå çàâèñÿò îò âûáîðà íà÷àëàîòñ÷åòà êîîðäèíàò ri ÷àñòèö. Ýòî � îñíîâíîé ðå�çóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû. Â ðàçä. 11 ïîëó÷åíû âû�ðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðà ýëåêòðîïðîâîäíîñòè �(k; !jr),çàâèñÿùåãî îò êîîðäèíàò, â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåí�íî-íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì.Â ðàçä. 12 îò âûðàæåíèé äëÿ h0jj1(r; t)j0i èh0j�1(r; t)j0i, ñîäåðæàùèõ òîëüêî ýëåêòðè÷åñêîåïîëå è ïðîèçâîäíûå îò íåãî ïî êîîðäèíàòàì, ìûïåðåøëè ê âûðàæåíèÿì, ñîäåðæàùèì òàêæå ìàã�íèòíîå ïîëå H(r; t). Ýòî íåîáõîäèìî äëÿ ïîëó÷åíèÿðåçóëüòàòîâ â ñëó÷àå H = 
onst, E = 0, êîòîðûéðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàçä. 13. Â Ïðèëîæåíèè Áïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà ñóììàðíîãîóñêîðåíèÿ ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Óñêîðåíèåîáóñëîâëåíî âíåøíèì ñëàáûì ýëåêòðîìàãíèòíûìïîëåì. Ïîêàçàíî, ÷òî óñðåäíåííîå ïî îñíîâíîìóñîñòîÿíèþ ñèñòåìû ñóììàðíîå óñêîðåíèå ìîæåòáûòü âûðàæåíî ÷åðåç âåëè÷èíû ýëåêòðè÷åñêîãîè ìàãíèòíîãî ïîëåé. Â ñëó÷àå ñâîáîäíûõ ÷àñòèöïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïåðåõîäèò ê ïðàâèëüíîìóïðåäåëó, ñîäåðæàùåìó ñèëó, îáóñëîâëåííóþ ýëåê�òðè÷åñêèì ïîëåì, è ñèëó Ëîðåíöà.�àáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà �ÔÔÈ (ãðàíò�00-02-16904), Ïðîãðàììîé ÌÍÒÊ ¾Ôèçèêà ïî�ëóïðîâîäíèêîâûõ íàíîñòðóêòóð¿ è Ôåäåðàëüíîéïðîãðàììîé ¾Èíòåãðàöèÿ¿.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÀÒðè âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðàýëåêòðîïðîâîäíîñòè â ñëó÷àåïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîé ñðåäû è íåçàâèñÿùåãî îò êîîðäèíàò ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿÈñõîäÿ èç �îðìóëû (31) äëÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòèíàâåäåííîãî òîêà è ó÷èòûâàÿ ñëåäóþùóþ ñâÿçü ìåæ�äó �óðüå-êîìïîíåíòàìè:a(k; !) = (i
=!)E(k; !); (A.1)318



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 2, 2003 Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòè : : :âûòåêàþùóþ èç îïðåäåëåíèÿ (30), ïîëó÷àåì���(k; !jr) = iem! h0j�(r)j0iÆ�� + 1~! Z dr0 1Z�1 dt0�� e�ik�r0+i!t0�(t0)h0jj�(r); j�(r� r0;�t0)j0i: (A.2)Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîé ñèñòåìû òåí�çîð ���(k; !jr) íå çàâèñèò îò r: Â ïåðâîì ÷ëåíå èñ�ïîëüçóåì ñîîòíîøåíèåh0j�(r)j0i = en; (A.3)ãäå n � êîíöåíòðàöèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, âî âòî�ðîì ÷ëåíå ïðîèíòåãðèðóåì ïî r è r0 è ðàçäåëèì ðå�çóëüòàò íà íîðìèðîâî÷íûé îáúåì V0. Ïîëó÷àåì���(k; !) = ie2nm! Æ��+ e24m2~!V0 Xi;j 1Z�1 dt �(t)ei!t��*0����� hneiHt=~(e�ik�ripi� + pi�e�ik�ri)e�iHt=~o ;(eik�rjpj� + pi�eikrj )i �����0+; (A.4)ãäå pi � îïåðàòîð èìïóëüñà, îïðåäåëåííûé â (4) ñó÷åòîì ïîñòîÿííîãî ñèëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.Â ñëó÷àå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E(t), íå çàâèñÿùå�ãî îò êîîðäèíàò, ââîäèì ÷àñòîòíîå ïðåäñòàâëåíèåE�(!) = 1Z�1 dtE�(t)ei!t; (A.5)ïðè÷åì E�(k; !) = (2�)3Æ(k)E�(!): (A.6)Ââåäåì òàêæå ýëåêòðîïðîâîäíîñòü ���(!jr), âõîäÿ�ùóþ â îïðåäåëåíèå ñðåäíåé ïëîòíîñòè òîêàh0jj1�(r; t)j0i(+)h == 12� 1Z0 d!���(!jr)E�(!)e�i!t; (A.7)ãäå èíäåêñ h îçíà÷àåò îäíîðîäíîå â ïðîñòðàíñòâåýëåêòðè÷åñêîå ïîëå.Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàçä. 11,ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî���(!jr) = ���(k = 0; !jr): (A.8)

Èç (A.4) è (A.8) â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîä-íîé ñðåäû è ïîëÿ E(t) ïîëó÷àåì�I��(!) = ie2nm! Æ�� ++ e2~!V0 1Z�1 dt �(t)ei!th0j[V�(t); V� ℄ji; (A.9)ãäå V� = (1=m)Pi pi� � îïåðàòîð ñóììàðíîé ñêî�ðîñòè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Ôîðìóëà (À.9) ÿâëÿåòñÿïåðâîé äëÿ òåíçîðà ýëåêòðîïðîâîäíîñòè. Äëÿ ïîëó�÷åíèÿ äâóõ äðóãèõ èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèåV� = (i=~)[H; R�℄; (A.10)ãäå R� =Pi ri�: Ïîäñòàâèâ (A.10) â (A.8), ïîëó÷àåì���(!) = ie2nm! Æ�� + e2~!V0 1Z�1 dt �(t)�� ei!t ddt h0j[R�(t); V� ℄j0i: (A.11)Âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå ïî t ïî ÷àñòÿì. Ïðèt!1 �(t)ei!t ddt h0j[R�(t); V� ℄j0i ! 0ïðè çàìåíå ! íà ! + iÆ, Æ ! 0. Ó÷òåì òàêæå, ÷òîd�(t)=dt = Æ(t) è(1=V0)[R�; V� ℄ = (i~n=m)Æ��: (A.12)Òîãäà ïîëó÷èì�II��(!) == � ie~V0 1Z�1 dt �(t)ei!th0j[D�(t); V� ℄j0i; (A.13)ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèåD = eR: (A.14)Ôîðìóëà (A.13) ÿâëÿåòñÿ âòîðûì âûðàæåíèåì äëÿòåíçîðà ýëåêòðîïðîâîäíîñòè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðèïåðåõîäå îò (A.9) ê (A.13) ïðîèçîøëî ñîêðàùåíèåïåðâîãî ÷ëåíà èç ïðàâîé ÷àñòè (A.9), ñîäåðæàùåãîêîíöåíòðàöèþ n.Ïðè ïåðåõîäå ê òðåòüåìó âûðàæåíèþ èñïîëüçóåì(A.10) äëÿ îïåðàòîðà V� èç ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ(A.13). Äàëåå äåéñòâóåì ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è ïðèïåðåõîäå îò (A.9) ê (A.13). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîììóòà�òîð [D�; D�℄ = 0, ïîëó÷àåì òðåòüþ �îðìóëó:�III��(!) = !~V0 1Z�1 dt �(t)ei!th0j[D�(t); D� ℄j0i: (A.15)319



È. �. Ëàíã, Ë. È. Êîðîâèí, Õ. À. äå ëà Êðóç-Àëêàñ, Ñ. T. Ïàâëîâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 2, 2003Äëÿ ðàçíûõ ñèñòåì óäîáíî ïðèìåíÿòü êàêóþ-ëèáîèç �îðìóë (À.9), (À.13) è (À.15).Äëÿ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö, êîãäà V (r1; : : : rN ) = 0,H
 = 0, îïåðàòîð ñêîðîñòè V êîììóòèðóåò ñ ãà�ìèëüòîíèàíîì Hfree = mPi v2i : Èñïîëüçóåì (À.9),ó÷èòûâàÿ, ÷òî V�(t) = V�; [V�; V� ℄ = 0; è ïîëó÷àåìèçâåñòíûé ðåçóëüòàò��� free(!) = ie2nm! Æ�� : (A.16)Â ñëó÷àå, êîãäà âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ îòäåëåíûîò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ùåëüþ, ò. å. ýíåðãèÿ ýòèõ ñî�ñòîÿíèé En = ~!n 6= 0, óäîáíåå èñïîëüçîâàòü (À.13)èëè (À.15). Èñïîëüçóÿ òî÷íûå âîëíîâûå �óíêöèè jniâîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé è âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë ïîâðåìåíè, âûðàçèì (À.15) ÷åðåç ìàòðè÷íûå ýëåìåí�òû îïåðàòîðà D:�III��(!) = i!~V0 Xn � h0jD�jnihnjD�j0i! � !n �� h0jD� jnihnjD�j0i! + !n � ; (A.17)îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ! ! 0 äëÿ ñèñòåì ñî ùåëüþ���(!) ! 0 (ñëó÷àé ñâåðõïðîâîäèìîñòè íå ðàññìàò�ðèâàåòñÿ). Ê ÷èñëó ñèñòåì ñî ùåëüþ â ýíåðãåòè÷å�ñêîì ñïåêòðå îòíîñÿòñÿ îáúåìíûå ïîëóïðîâîäíèêèáåç ïðèìåñåé è äå�åêòîâ.Òåíçîð ýëåêòðîïðîâîäíîñòè ���(!) ñâÿçàí ñ òåí�çîðîì äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè "��(!) èç�âåñòíûì ñîîòíîøåíèåì"��(!) = Æ�� + 4����(!);���(!) = (i=!)���(!);òàê ÷òî èç (A.17) ïîëó÷àåì���(!) = 1~V0 Xn � h0jD�jnihnjD� j0i!n � ! ++ h0jD�jnihnjD�j0i!n + ! � : (A.18)Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ìàòðè÷íûìè ýëåìåí�òàìè h0jD�jni = (i e=!n)h0jV�jni;hnjD�j0i = �(i e=!n)hnjV�j0i;èç (À.18) íàõîäèì���(!) = e2~V0 Xn 1!2n � h0jV�jnihnjV� j0i!n � ! ++ h0jV� jnihnjV�j0i!n + ! � : (A.19)

Åñëè ! � !n, òî âåëè÷èíà ��� âåùåñòâåííà èíå çàâèñèò îò ÷àñòîòû !, íî ïðè ! � !n ýòà çàâè�ñèìîñòü ñòàíîâèòñÿ ñèëüíîé è ïîÿâëÿåòñÿ îòëè÷íàÿîò íóëÿ ìíèìàÿ ÷àñòü òåíçîðà ��� , îïðåäåëÿþùàÿðåçîíàíñíîå ïîãëîùåíèå ñâåòà íà ÷àñòîòàõ ! � !n.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíèìîé ÷àñòè íåîáõîäèìî çàìå�íèòü ÷àñòîòó ! íà ! + iÆ; Æ ! 0, ñ÷èòàÿ âêëþ÷å�íèå ïîëÿ àäèàáàòè÷åñêèì, èëè ó÷åñòü êîíå÷íîå âðå�ìÿ æèçíè ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè n.
Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÁÓñêîðåíèå ñèñòåìû ÷àñòèöÄëÿ ïîëó÷åíèÿ îïåðàòîðà J1(t) íàâåäåííîãî òîêàñèñòåìû ÷àñòèö èñïîëüçóåì �îðìóëó (14), ñîäåðæà�ùóþ âåêòîðíûé è ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàëû. Âûïîë�íèâ èíòåãðèðîâàíèå ïî r è r0, ïîëó÷àåìJ1�(t) = � e2m
Xi A�(ri(t); t) ++ ie~ tZ�1 dt0 "U1(t0);Xi vi�(t)# ; (Á.1)ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèåA(ri(t); t) = eiHt=~A(ri; t)e�iHt=~:Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ (Á.1) ïî âðåìåíè è ðàçäåëèâíà e, ïîëó÷èì îïåðàòîð W1(t) íàâåäåííîãî ñóììàð�íîãî óñêîðåíèÿ:W1�(t) = � em
 ddtXi A�(ri(t); t) ++ i~ "U1(t);Xi vi�(t)#++ i~ tZ�1 dt0[U1(t0);W�(t)℄; (Á.2)320



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 2, 2003 Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòè : : :ãäå W�(t) =Pi wi�(t), wi�(t) = dvi�(t)=dt: �àñøè��ðîâêà ïåðâûõ äâóõ ÷ëåíîâ äàåòW1�(t) = � em
Xi �A�(ri(t); t)�t �� emXi �'(ri(t); t)�ri�(t) ++ e2m
Xi �vi�(t)��A�(ri(t); t)�ri�(t) � �A�(ri(t); t)�ri�(t) � ++ ��A�(ri(t); t)�ri�(t) � �A�(ri(t); t)�ri�(t) � vi�(t)��� � em
�2Xi [A(ri(t); t)�H
℄� ++ i~ tZ�1 dt0[U1(t0);W�(t)℄; (Á.3)ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ�A�(ri(t); t)�t = eiHt=~ �A�(ri; t)�t e�iHt=~;�'(ri(t); t)�ri�(t) = eiHt=~ �'(ri; t)�ri� e�iHt=~;H
 � ïîñòîÿííîå ñèëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå, âêëþ�÷åííîå â îñíîâíîé ãàìèëüòîíèàí H. Ïðè ïåðå�õîäå îò (Á.2) ê (Á.3) èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèåvi�vi = (i~e=m2
)H
; ïðè÷åì ëåâàÿ ÷àñòü íå ðàâíàíóëþ èç-çà íåêîììóòàòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ ïðîåêöèéîïåðàòîðà ñêîðîñòè, íàïðèìåð[vi � vi℄z = [vix; viy℄ = (i~e=m2
)H
z: (Á.4)Îïåðàòîð wi(t) óñêîðåíèÿ i-é ÷àñòèöû ðàâåíwi� = i~eiHt=~[H; vi�℄e�iHt=~ == � 1meiHt=~ �V (r1; : : : ; rN )�ri� e�iHt=~ ++ e[vi(t)�H
℄�m
 : (Á.5)Ñ ïîìîùüþ (1) ëåãêî âèäåòü, ÷òî âûðàæåíèå â �è�ãóðíûõ ñêîáêàõ â (Á.3) ðàâíîeiHt=~f[vi �H(ri; t)℄� � [H(ri; t)� vi℄�ge�iHt=~:

Ïîýòîìó âûðàæåíèå (Á.3) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäóW1(t) = emXi E(ri(t); t) ++ e2m
Xi fvi(t)�H(ri(t); t)�Hi(ri(t); t)� vi(t)g�� � em
�2Xi A(ri(t); t)�H
 ++ i~ tZ�1 dt0[U1(t0);W(t)℄: (Á.6)Î÷åâèäíî, ÷òî âòîðîé ÷ëåí ñîîòâåòñòâóåò ñèëå Ëî�ðåíöà, ïðè çàïèñè êîòîðîé ó÷òåíà íåêîììóòàòèâ�íîñòü îïåðàòîðîâ vi è H(ri; t). Òðåòèé ÷ëåí, îáóñ-ëîâëåííûé H
, ñîäåðæèò äîáàâêó �vi ê ñêîðîñòè,îïðåäåëåííóþ â (8) è íàâåäåííóþ ñëàáûì ýëåêòðî�ìàãíèòíûì ïîëåì.Â ñëó÷àå ñâîáîäíûõ ÷àñòèöH
 = 0; V (r1; : : : rN ) = 0; W = 0; (Á.7)è â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (Á.6) ñîõðàíÿþòñÿ òîëü�êî äâà ïåðâûõ ÷ëåíà, ñîäåðæàùèõ ñëàáûå ýëåêòðè÷å�ñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ.Íî åñëè ÷àñòèöû íåñâîáîäíû, òî îïåðàòîð (Á.6)íå óäàåòñÿ âûðàçèòü òîëüêî ÷åðåç ïîëÿ, ïîñêîëüêóäâà ïîñëåäíèõ ÷ëåíà ñîäåðæàò âåêòîðíûé è ñêàëÿð�íûé ïîòåíöèàëû. Ñðåäíåå çíà÷åíèå h0jW1(t)j0i íàâå�äåííîãî óñêîðåíèÿ äîëæíî âûðàæàòüñÿ òîëüêî ÷åðåçïîëÿ, ÷òî ìû ñåé÷àñ äîêàæåì. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèìâåëè÷èíó h0jW1(t)j0i äðóãèì ñïîñîáîì, à çàòåì ïðî�âåðèì, ÷òî îáà ñïîñîáà äàþò ñîâïàäàþùèå ðåçóëüòà�òû. Âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì (27) è ïðîèíòåãðè�ðóåì îáå åãî ÷àñòè ïî r. Ïîëó÷àåìh0jW1�(t)j0i = emXi h0jE�(ri; t)j0i � ie2~ �� 0Z�1 dt0*0 ������24Xj vj� ;Xi fvi�(t0)E�(ri(t0); t+ t0) ++E�(ri(t0); t+ t0)vj�(t0)g35������ 0+ : (Á.8)Ýòî âûðàæåíèå ñîäåðæèò òîëüêî ýëåêòðè÷åñêèå ïî�ëÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñðåäíèâ îïåðàòîð (Á.6), ïî�9 ÆÝÒÔ, âûï. 2 321
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Xi h0j[vi �H(ri; t)℄� � [H(ri; t)� vi℄�j0i �� � em
�2Xi h0j[A(ri; t)�H
℄�j0i+ C�(t); (Á.9)ãäå C�(t) = i~ tZ�1 dt0h0j[U1(t0);W�(t)℄j0i: (Á.10)Ïðåîáðàçóåì (Á.10). Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷à�åì C�(t) = C1�(t) + C2�(t); (Á.11)C1�(t) = � i~ *0 �����"U1;Xi vi�#����� 0+ ; (Á.12)C2�(t) == i~ ddt tZ�1 dt0*0 �����"U1(t0);Xi vi�(t)#����� 0+ : (Á.13)Â ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (Á.12) ïîäñòàâèì âûðà�æåíèå (5) äëÿ U1 è âû÷èñëèì êîììóòàòîð. Ïîëó÷àåìC1�(t) = emXi �0 �����'(ri; t)�ri� ���� 0�++ � em
�2Xi h0j[A(ri; t)�H
℄�j0i � e2m
 ��Xi �0 ����vi� �A�(ri; t)�ri� + �A�(ri; t)�ri� vi����� 0� : (Á.14)Â (Á.13) â èíòåãðàëå ïåðåõîäèì ê t00 = t � t0 èðàçáèâàåì èíòåãðàë íà äâå ÷àñòè, ïåðâàÿ èç êîòîðûõñîäåðæèò âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, à âòîðàÿ � ñêàëÿð�íûé: C2�(t) = C2A�(t) + C2'�(t); (Á.15)C2A�(t) = ie2
~ 0Z�1 dt0 ��*0����� 24Xj vj�; Xi �vi�(t0)�A�(ri(t0); t+ t0)�t ++�A�(ri(t0); t+ t0)�t vi�(t0)�# �����0+; (Á.16)

C2'�(t) = � ie~ 0Z�1 dt0 ��*0 ������24Xj vj�;Xi �'(ri(t0); t+ t0)�t 35������ 0+ : (Á.17)Âûðàæåíèå (Á.16) îñòàâèì ïîêà áåç èçìåíåíèé, à â(Á.17) èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå�'(ri(t0); t+t0)=�t = eiHt0=~ �'(ri; t+ t0)�t e�iHt0=~ == eiHt0=~ �'(ri; t+ t0)�t0 e�iHt0=~:Çàòåì èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì ïî t0 è ïîëó÷àåìC2'�(t) = � ie~ Xi h0j[vi�; '(ri; t)℄j0i � e~2 0Z�1 dt0 ��*0����� 24Xj vj�; eiHt0=~ ��Xi [H; '(ri; t+ t0)℄e�iHt0=~# �����0+: (Á.18)Êîììóòàòîð â ïåðâîì ÷ëåíå âû÷èñëÿåì, à äëÿ ïðå�îáðàçîâàíèÿ âòîðîãî ÷ëåíà çàìå÷àåì, ÷òîi~ [H; '(ri; t)℄ == 12 �vi� �'(ri; t)�ri� + �'(ri; t)�ri� vi�� : (Á.19)Ïîäñòàâèâ (Á.19) â (Á.18), ïîëó÷àåìC2'�(t) = � emXi �0 �����'(ri; t)�ri� ���� 0�+ ie2~ 0Z�1 dt0 ��*0����� 24Xj vj�;Xi �vi�(t0) �'(ri(t0); t+ t0)�ri�(t0) ++ �'(ri(t0); t+ t0)�ri�(t0) vi�(t0)�� �����0+: (Á.20)Ñêëàäûâàÿ (Á.14), (Á.16) è (Á.20), ïîëó÷àåì îêîí÷à�322



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 2, 2003 Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòè : : :òåëüíîC�(t) == � e2m
 �0 ����vi� �A�(ri; t)�ri� + �A�(ri; t)�ri� vi����� 0�++ � em
�2Xi h0j[A(ri; t)�H
℄�j0i � ie2~ 0Z�1 dt0 ��*0����� 24Xj vj�;Xi fvi�(t0)E�(ri(t0); t+ t0) ++E�(ri(t0); t+ t0)vi�(t0)g#�����0+: (Á.21)Ïîäñòàâèâ (Á.21) â (Á.9), ïîëó÷àåìh0jW1�j0i = emXi h0jE�(ri; t)j0i �� ie2~ 0Z�1 dt0*0����� 24Xj vj�; Xi fvi�(t0)E�(ri(t0); t+t0)++ E�(ri(t0); t+ t0)vi�(t0)g35 j0i � e2m
 ��Xi �0 ����vi� �A�(ri; t)�ri� + �A�(ri; t)�ri� vi����� 0� : (Á.22)Ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ �îðìóëîé (Á.8) çà èñ�êëþ÷åíèåì ïîñëåäíåãî ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè âûðà�æåíèÿ (Á.22). Íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò ÷ëåí ðà�âåí íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,12 h0jvi� �A�(ri; t)�ri� + �A�(ri; t)�ri� vi� j0i == i~ h0j[H; A�(ri; t)℄j0i = 0; (Á.23)ïîñêîëüêó îïåðàòîð H èìååò òîëüêî äèàãîíàëüíûåìàòðè÷íûå ýëåìåíòû h0jHj0i. Èòàê, ìû ïðîâåðèëè,÷òî ðåçóëüòàòû (Á.8) è (Á.9), ïîëó÷åííûå ðàçíûìèñïîñîáàìè, ñîâïàäàþò.�àññìîòðèì ñëó÷àé ñâîáîäíûõ ÷àñòèö, êîãäà âû�ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (Á.7). Òîãäà C�(t) = 0, ïðåäïî�ñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (Á.9) òàêæåðàâåí íóëþ. Ñðàâíèâàÿ (Á.8) è (Á.4), íàõîäèì, ÷òîäëÿ ñðåäíåé ñèëû Ëîðåíöà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñî�

îòíîøåíèåe2
 h0j[vi �H(ri; t)℄� � [H(ri; t)� vi℄�j0ifree == � iem2~ 0Z�1 dt0 ��*0����� 24Xj vj�;Xi fvi�(t0)E�(ri(t0); t+ t0) ++E�(ri(t0); t+ t0)vi�(t0)g35 �����0+free; (Á.24)ãäå èíäåêñ ¾free¿ îçíà÷àåò âûïîëíåíèå óñëîâèé(Á.7). Ïðîâåðèì (Á.24) ïðÿìûì ðàñ÷åòîì, ïðåîáðà�çóÿ ïðàâóþ ÷àñòü. ÏîñêîëüêóHfree = m2 Xi v2i ; vj�êîììóòèðóåò ñ Hfree, ìîæíî çàïèñàòüvj� = eiHfreet0=~vj�e�iHfreet0=~ = vj�(t0);ïîñëå ÷åãî ¾îêàéìëåíèå¿exp(iHfreet0=~) � � � � exp(�iHfreet0=~)èç ïðàâîé ÷àñòè (Á.24) óäàëÿåòñÿ. Ïðàâóþ ÷àñòü âû�ðàæåíèÿ (Á.24) îáîçíà÷èì 	�(t), è ïîñëå âû÷èñëå�íèÿ êîììóòàòîðà îíà îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé	�(t) = �e2 0Z�1 dt0Xi *0�����vi� �E�(ri; t+ t0)�ri� ++ �E�(ri; t+ t0)�ri� vi������0+: (Á.25)Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî12*0�����vi� �E�(ri; t)�ri� + �E�(ri; t)�ri� vi������0+ == (i=~)h0j[H; E�(ri; t)℄j0i = 0;àíàëîãè÷íîå (Á.23), ïîýòîìó 	�(t) ìîæíî çàïèñàòüêàê	�(t) = �e2 0Z�1 dt0Xi *0�����vi� ��E�(ri; t+ t0)�ri� �� �E�(ri; t+ t0)�ri� �+ ��E�(ri; t+ t0)�ri� �� �E�(ri; t+ t0)�ri� � vi������0+free; (Á.26)323 9*



È. �. Ëàíã, Ë. È. Êîðîâèí, Õ. À. äå ëà Êðóç-Àëêàñ, Ñ. T. Ïàâëîâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 2, 2003÷òî ðàâíî	�(t) = �e2 0Z�1 dt0Xi h0j[vi � rot E(ri; t+ t0)℄� �� [rot E(ri; t+ t0)� vi℄�j0i: (Á.27)Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà rot E(r; t) == �(1=
)(�H(r; t)=�t) è âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë ïî t0,ïîëó÷àåì, ÷òî 	�(t) ðàâíî ëåâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ(Á.24), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå E = 0, H = 
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