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ÑÆÀÒÛÅ ÑÎÑÒÎßÍÈß ÑÂÅÒÀÊÀÊ ÀÂÒÎÌÎÄÅËÜÍÛÅ ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÛÂ. À. Ìèðîíîâ *Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé �èçèêè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê603950, Íèæíèé Íîâãîðîä, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15 àâãóñòà 2002 ã.Â ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ øèðîêîãî êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé êâàíòîâîãîîñöèëëÿòîðà. Îí îñíîâàí íà èíâàðèàíòíîì ïðåîáðàçîâàíèè óðàâíåíèÿ ê íîâîìó âðåìåíè, îïðåäåëÿåìîìóêâàíòîâîé äèñïåðñèåé ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîñòðîåíû ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû,ïîðîæäàåìûå âîëíîâîé �óíêöèåé îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè òàêèå ñîñòîÿ-íèÿ îïèñûâàþòñÿ âîëíîâîé �óíêöèåé àâòîìîäåëüíîãî âèäà, ëîêàëèçîâàííîé âáëèçè êëàññè÷åñêîé òðà-åêòîðèè. Èññëåäîâàíû îñîáåííîñòè ñòàòèñòèêè ñæàòîãî ñîñòîÿíèÿ ñâåòà â îäíîìîäîâîì ïðèáëèæåíèè.�àññìîòðåíî ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçáóæäåíèå ñæàòûõ ñîñòîÿíèé êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.PACS: 42.50.Dv, 42.50.Ar1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈññëåäîâàíèå ñâåòà ñ ïîíèæåííûì óðîâíåì êâàí�òîâûõ �ëóêòóàöèé (íåêëàññè÷åñêîãî ñâåòà) îñòàåò�ñÿ îäíîé èç àêòóàëüíûõ ïðîáëåì êâàíòîâîé îïòèêè.Íàðÿäó ñ äðóãèìè ïðèëîæåíèÿìè [1; 2℄ íåîñëàáåâàþ�ùèé èíòåðåñ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ñîñòîÿíèÿì ñâåòàñâÿçàí ñ ïåðñïåêòèâîé èõ èñïîëüçîâàíèÿ â ñîâðåìåí�íûõ èí�îðìàöèîííûõ ñèñòåìàõ, â êîòîðûõ ñæàòûåñîñòîÿíèÿ ñâåòà ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè [3℄.Ñæàòûì ñîñòîÿíèåì íàçûâàþò ñîñòîÿíèå ñèñòå�ìû, â êîòîðîì äèñïåðñèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîé èç êà�íîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ìåíüøå, ÷åì â îñíîâíîì (âà�êóóìíîì) ñîñòîÿíèè. Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó èñõîä�íûõ ïðåäñòàâëåíèé, àíàëèç ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâñæàòîãî ñîñòîÿíèÿ ñâåòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîâîëü�íî ñëîæíóþ çàäà÷ó (ñì., íàïðèìåð, [1℄). Â îäíî�ìîäîâîì ïîäõîäå ðå÷ü èäåò ïî ñóùåñòâó î íåêîòî�ðîì êëàññå äèíàìè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ êâàíòîâîãîãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ìèíèìèçèðóþùèõ ñî�îòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè. Ñæàòûå îäíîìîäîâûåñîñòîÿíèÿ ¾ñîçäàþò¿ èç íåñæàòîãî (îáû÷íî âàêóóì�íîãî) ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ïå�ðåìåííûõ, ëèáî ïîä äåéñòâèåì óíèòàðíîãî îïåðàòî�ðà Ñòîëåðà. Áóäó÷è ñîçäàíî èç âàêóóìíîãî ñîñòîÿ�*E-mail: fraiman�appl.si-nnov.ru

íèÿ, ñæàòîå ñîñòîÿíèå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ïðèíöè�ïèàëüíî êâàíòîâûì.Ôîðìàëüíàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ñæàòîãî ñî�ñòîÿíèÿ ñâåòà äåëàåò ýòîò îáúåêò äîâîëüíî ýêçîòè÷å�ñêîé ñòðóêòóðîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â äèíàìè÷åñêèõêâàíòîâûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, êàê ïðàâè�ëî, âîçáóæäàåòñÿ íåêëàññè÷åñêèé ñâåò. Ýòî çàñòàâ�ëÿåò íàñ íåñêîëüêî ïî-èíîìó âçãëÿíóòü íà ïðîáëå�ìó ñæàòîãî ñîñòîÿíèÿ ñâåòà è ðàññìîòðåòü äèíàìè�÷åñêóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ñîñòîÿíèé.Â ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê èññëåäîâà�íèþ ñæàòûõ ñîñòîÿíèé ñâåòà íà îñíîâå èíâàðèàíò�íûõ êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèé êâàí�òîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ê íîâîìó âðå�ìåíè. �àññìîòðåíèå ýâîëþöèè ñèñòåìû â íîâîì âðå�ìåíè, îïðåäåëÿåìîì äèñïåðñèåé ñæàòîãî ñîñòîÿíèÿ,äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü (è âîçáóäèòü) ñîîò�âåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿ ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêî�ãî èíâàðèàíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ýòè ñîñòîÿíèÿîïèñûâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèìè àâòîìîäåëüíûìè ðàñ�ïðåäåëåíèÿìè, êîòîðûå â ñîáñòâåííîì (íåðàâíîìåð�íîì) âðåìåíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âîëíîâûå �óíê�öèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ðàçä. 2 ìû ïðåäëî�æèì äâà èíâàðèàíòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâà�íèÿ (ñæàòèå è ïåðåõîä â îñöèëëèðóþùóþ ñèñòåìóêîîðäèíàò) óðàâíåíèé êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà è ïî�ñòðîèì àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ, ïîðîæäàåìûå âîë�íîâîé �óíêöèåé îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ñëåäóþùåì32



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 1, 2003 Ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ ñâåòà êàê àâòîìîäåëüíûå ñòðóêòóðûðàçäåëå (ðàçä. 3), èñïîëüçóÿ ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî�ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåì àâòîìîäåëüíûå ñòðóêòóðû,îïèñûâàþùèå ñæàòûå êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòå�ìû, è èññëåäóåì ñïåêòð ýòèõ ñîñòîÿíèé. Â ðàçä. 4ðàññìîòðèì ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçáóæäåíèå ñæàòûõñîñòîÿíèé.2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È.ÈÍÂÀ�ÈÀÍÒÍÛÅ Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß�àìèëüòîíèàí êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë�ëÿòîðà Ĥ = �p̂2 + !2(t)q̂2� =2ñ ÷àñòîòîé !(t), çàâèñÿùåé îò âðåìåíè, îïðåäåëÿåòñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ãåéçåíáåðãîâ�ñêèõ îïåðàòîðîâ:dq̂dt = p̂; dp̂dt = �!2(t)q̂: (1)2.1. Ïðåîáðàçîâàíèå ñæàòèÿÏóñòü â íîâîì âðåìåíè � ýâîëþöèÿ îïåðàòîðîâêîîðäèíàòû Q̂ è èìïóëüñà P̂ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíè�ÿìè òîãî æå âèäàdQ̂d� = P̂ ; dP̂d� = �
2Q̂ (2)ñ òåì æå ñàìûì êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèåì�hP̂ ; Q̂i = �i� :Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå êà�íîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõq̂ = b(t)Q̂(�);p̂ = P̂ (�)=b(t) + bt(t)Q̂(�) (3)ïåðåâîäèò óðàâíåíèÿ (1) â (2), åñëè ìàñøòàá b(t) ìå�íÿåòñÿ ïî çàêîíóbtt + !2(t)b = 
2b3 : (4)Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíè�ÿìè äëÿ ïðîèçâîäíûõ:bt = dbdt ; btt = d2bdt2 :Íîâàÿ ýâîëþöèîííàÿ ïåðåìåííàÿ � ñâÿçàíà ñî ñòà�ðîé t ñîîòíîøåíèåì d� = dtb2(t) : (5)

Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì ñëåäóþùåå. Ïðåäëîæåí�íîå âûøå ïðåîáðàçîâàíèå (3)�(5) çàìåòíî îòëè÷à�åòñÿ îò îáû÷íî èñïîëüçóåìûõ â êâàíòîâîé òåîðèèèíâàðèàíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé òåì, ÷òî ñîäåðæèòïðåîáðàçîâàíèå ýâîëþöèîííîé ïåðåìåííîé (5). Â ðå�çóëüòàòå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ îñöèë�ëÿòîðà ñ ïåðåìåííîé ÷àñòîòîé (1) óäàåòñÿ ñâåñòè, íà�ïðèìåð, ê ñîîòâåòñòâóþùåìó óðàâíåíèþ (2) ñ ïîñòî�ÿííîé ÷àñòîòîé 
 = onst. Ìàñøòàáíûé ïàðàìåòðb(t) ñâÿçûâàåò äèñïåðñèè ïðîöåññîâ â íîâîì è ñòà�ðîì âðåìåíè. Òàê, äëÿ ïðîöåññîâ ñî ñðåäíèì, ðàâ�íûì íóëþ (hq̂i = hQ̂i = 0), äëÿ äèñïåðñèè êàíîíè÷å�ñêèõ ïåðåìåííûõ íàõîäèì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:hq̂2i = b2(t)hQ̂2i; (6)hp̂2i = hP̂ 2i:b2 + b2t hQ̂2i: (7)Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè äèñïåðñèÿ êîîðäèíàòû ñèñ-òåìû â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè (6) ðàâíà hq̂2i (hq̂2i == b2(t)hQ̂2i), òî â íîâîì (¾ñîáñòâåííîì¿) âðåìå�íè (5), îïðåäåëÿåìîì �àêòè÷åñêè äèñïåðñèåé ýòîãîñîñòîÿíèÿ, äèñïåðñèÿ ñîñòàâëÿåò hQ̂2i. Îñîáûé èí�òåðåñ ïðåäñòàâëÿþò äèíàìè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòå�ìû, êîòîðûå â ñîáñòâåííîì âðåìåíè (5) íàõîäÿòñÿ âîñíîâíîì (âàêóóìíîì) ñîñòîÿíèè. Òàêèå ñîñòîÿíèÿîòíîñÿòñÿ ê ñæàòûì ñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû.Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå (4) äëÿ ìàñøòàáíîãî ïà�ðàìåòðà ÿâëÿåòñÿ ñêðûòíî ëèíåéíûì. Åãî ðåøåíèåóäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäåb = �u2 +
2v2=w2�1=2 ; (8)ãäå u è v � äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ óðàâ�íåíèÿ îñöèëëÿòîðàxtt + !2(t)x = 0 (9)ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìèu(0) = A; ut(0) = B; v(0) = 0; vt(0) 6= 0;w � âðîíñêèàí:w = uvt � utv = onst:Â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ! = 
 = !0 == onst èçìåíåíèå ìàñøòàáíîãî ïàðàìåòðà îïèñûâà�åòñÿ âûðàæåíèåìb(t) = 4pK �os2 !0t+ 1K sin2 !0t�1=2 ; (10)3 ÆÝÒÔ, âûï. 1 33



Â. À. Ìèðîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 1, 2003ãäå êîý��èöèåíò ñæàòèÿ K = (bmax=bmin)2 õàðàêòå�ðèçóåò ìîäóëÿöèþ äèñïåðñèè íà óäâîåííîé ÷àñòîòå.Òàêîå ïåðèîäè÷åñêîå èçìåíåíèå äèñïåðñèè îò ìàêñè�ìàëüíîãî çíà÷åíèÿb2max(t = 0) = pKäî ìèíèìàëüíîãîb2min(t = �=2!0) = 1=pKñëóæèò ïðèçíàêîì ñæàòîãî ñîñòîÿíèÿ ñâåòà.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå äåòàëüíîé êàðòèíû ïðîäîë�æèì èññëåäîâàíèå êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñ�öèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé ðàâíîé åäèíèöå (! = 
 == !0 = 1). �àññìîòðèì îïåðàòîð ïñåâäîóíè÷òîæå�íèÿ Â = Q̂+ iP̂p2 : (11)Èñïîëüçóÿ (3), ïðåäñòàâèì åãî ÷åðåç îáû÷íûå îïåðà�òîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿâ+ = (q̂ � ip̂) =p2; â = (q̂ + ip̂) =p2:Â ðåçóëüòàòå íàõîäèìÂ = 12 �b+ 1b � ibt� â+ 12 ��b+ 1b � ibt� â+: (12)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà, îïèñûâàåìàÿ îïåðàòîðà�ìè Q̂ è P̂ â íîâîì âðåìåíè � , íàõîäèòñÿ â îñíîâíîìñîñòîÿíèè j0i. Äåéñòâóÿ íà íåãî îïåðàòîðîì ïñåâäî�óíè÷òîæåíèÿ (12), íàéäåì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî äè�íàìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ j i â ðåàëüíîì âðåìåíè ñîîò�íîøåíèå:�b+ 1b � ibt� â j i++��b+ 1b � ibt� â+ j i = 0: (13)Îòñþäà, íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòíîå ïðåä�ñòàâëåíèå äëÿ îïåðàòîðîâ â è â+, íàéäåì âîëíîâóþ�óíêöèþ ñæàòîãî âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ: = 4r 1�b2 exp�� q22b2 � ibt2b q2� ; (14)ãäå b(t) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (10) ïðè !0 = 1.Îíà èìååò àâòîìîäåëüíóþ ñòðóêòóðó è ìîæåò áûòüïîëó÷åíà èç óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ïàðàáîëè÷å�ñêèì ïîòåíöèàëîì ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïðåîáðàçî�âàíèè ê àâòîìîäåëüíûì ïåðåìåííûì (� = q=b(t)).

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå j i ïî ñòàöèîíàðíûì ñî�ñòîÿíèÿì îñöèëëÿòîðà, äëÿ àìïëèòóä âåðîÿòíîñòåén íàõîæäåíèÿ íà ñîñåäíèõ óðîâíÿõ ìîæíî ïîëó�÷èòü ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:�b+ 1b � ibt� (n+ 1)1=2 n+1 ++��b+ 1b � ibt� (n� 1)1=2 n�1 = 0: (15)Îòñþäà äëÿ âåðîÿòíîñòåé íàõîæäåíèÿ îñöèëëÿòîðàâ 2n-ì ñîñòîÿíèè ïîëó÷èìw2n = j2j2n = 2 (2n)!22n (n!)2  pK�1pK+1!2n 4pKpK+1 : (16)Ýòî æå âûðàæåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, åñòåñòâåííî, âðåçóëüòàòå ðàçëîæåíèÿ (14) ïî ñîáñòâåííûì �óíê�öèÿì ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîãî îñöèëëÿ�òîðà.Ñðåäíåå ÷èñëî ¾ìîä¿�n = 1Xn=0nwn; (17)�îðìèðóþùèõ ñæàòîå âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå (16),ðàâíî �n = �1�pK�24pK : (18)Òàêèì îáðàçîì, îáîãàùåíèå ñïåêòðàëüíîãî ñîñòà�âà ñ ðîñòîì êîý��èöèåíòà ñæàòèÿ ïðîèñõîäèò ïîçàêîíó �n � pK. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñîîòíîøå�íèå (13) ñîîòâåòñòâóåò òðàäèöèîííîìó îïðåäåëåíèþñæàòîãî ñîñòîÿíèÿ ñâåòà [1℄. Îäíàêî â ñèëó ñâîåéñòðóêòóðû îíî ñîäåðæèò è äîâîëüíî ïðîñòîå îïèñà�íèå äèíàìèêè ñèñòåìû (14).2.2. Ïðåîáðàçîâàíèå â îñöèëëèðóþùóþñèñòåìó êîîðäèíàò�àññìîòðèì äðóãîå èíâàðèàíòíîå ïðåîáðàçîâà�íèå. Ïóñòü èìååòñÿ ðåøåíèå �x(t) êëàññè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé!0 = 1. Ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå êàíîíè÷åñêèõ ïåðå�ìåííûõ: q̂(t) = Q̂(t) + �x(t)Î ;p̂(t) = P̂ (t) + �xt(t)Î (19)â óðàâíåíèè (1) ñ !(t) = 1. Â (19) Î � åäèíè÷íûéîïåðàòîð. Â ñèëó ëèíåéíîñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ,34



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 1, 2003 Ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ ñâåòà êàê àâòîìîäåëüíûå ñòðóêòóðûî÷åâèäíî, ÷òî ýâîëþöèÿ íîâûõ êàíîíè÷åñêèõ ïåðå�ìåííûõ Q̂ è P̂ îïèñûâàåòñÿ òåìè æå óðàâíåíèÿìè (1)ñ !(t) = 1, åñëè �x(t) è �xt(t) � ñîîòâåòñòâåííî, êîîð�äèíàòà è ñêîðîñòü êëàññè÷åñêîãî äâèæåíèÿ.Ïî ñóùåñòâó, ïðåîáðàçîâàíèå (19) ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ïðåîáðàçîâàíèå êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äâèæå�íèÿ (1) â íåèíåðöèàëüíóþ (îñöèëëèðóþùóþ) ñèñòå�ìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèåé.Äëÿ îïåðàòîðà ïñåâäîóíè÷òîæåíèÿ ñîñòîÿíèÿ â îñ�öèëëèðóþùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò Â = �Q̂+ iP̂� =p2íàõîäèì Â = â� (�x(t) + i�xt(t)) Î=p2: (20)Åñëè â îñöèëëèðóþùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò êâàíòî�âàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè j0i,¾ðåàëüíîå¿ ñîñòîÿíèå j i îïèñûâàåòñÿ îïåðàòîðíûìóðàâíåíèåì̂a j i = (�x(t) + i�xt(t)) Î j i =p2; (21)ò. å. âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíê�öèåé îïåðàòîðà óíè÷òîæåíèÿ è â ñîîòâåòñòâèè ñîïðåäåëåíèåì îïèñûâàåò êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ ñè�ñòåìû [1℄. Â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ýòî óðàâ�íåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê õî�ðîøî èçâåñòíîìó â êâàíòîâîé îïòèêå ðàñïðåäåëåíèþÏóàññîíà äëÿ âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ îñöèëëÿòîðàâ n-ì ñîñòîÿíèè [1; 2; 4℄wn = Nnn! exp(�N); (22)ãäå N � ÷èñëî êâàíòîâ â êëàññè÷åñêîì äâèæåíèè.Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà îòìåòèì ñëåäóþùåå.Óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåí�íûõ (3) â ðàìêàõ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (ò. å. â êî�îðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè)i� �t + �2 �q2 � !2(t)4 q2 = 0 (23)ñîîòâåòñòâóåò àâòîìîäåëüíîé ïîäñòàíîâêå âèäà = 1pb(t)S(q=b) exp��i bt4bq2� : (24)Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî àâòîìîäåëüíàÿ �óíêöèÿS(q=b) îïèñûâàåòñÿ â íîâîì âðåìåíè � (5) óðàâíå�íèåì Øðåäèíãåðài�S�� + �2S��2 � 
24 �2S = 0; (25)ãäå � = q=b(t). Çàâèñèìîñòü äèñïåðñèè âîëíîâîé�óíêöèè (24) b(t) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (4). Èñ�ïîëüçóÿ ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (25), ñî�îòâåòñòâóþùåå îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ êâàíòîâîãî îñ�öèëëÿòîðà, íàéäåì ñ ïîìîùüþ (24) äèíàìè÷åñêóþâîëíîâóþ �óíêöèþ (14).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïåðåõîä ê àâòîìîäåëüíîé�óíêöèè (24), (25) ïðè 
 = onst ñîïðîâîæäàåò�ñÿ ïîâûøåíèåì ñèììåòðèè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòå�ìû. Óðàâíåíèå (25) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâè�ãà íåðàâíîìåðíîãî ¾âðåìåíè¿ (� ! � + �0), à ïðè
 = 0 åùå è îòíîñèòåëüíî òðàíñëÿöèè â ¾ïðîñòðàí�ñòâå¿ àâòîìîäåëüíîé ïåðåìåííîé � (� ! � + �0).Ïðåîáðàçîâàíèå âîëíîâîé �óíêöèè â îñöèëëèðó�þùóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñîäåðæèòñÿ â [4℄.3. ÑÆÀÒÛÅ ÊÎ�Å�ÅÍÒÍÛÅ ÑÎÑÒÎßÍÈßÏîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ðàññìîòðåííûõâûøå ïðåîáðàçîâàíèé (ñæàòèÿ (3) è ïåðåõîäà â îñ�öèëëèðóþùóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (19)) ðàñøèðÿåòêëàññ äèíàìè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ êâàíòîâîãîîñöèëëÿòîðà.3.1. Èäåàëüíî ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ âîçìîæíîñòü.Íà ïåðâîì ýòàïå ïåðåéäåì â îñöèëëèðóþùóþ ñèñ-òåìó êîîðäèíàò (19), çàòåì ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèåñæàòèÿ (q(t), p(t) ! Q(�), P (�)) â ñîîòâåòñòâèèñ (3)�(5). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îáîáùåííîå ïðåîá�ðàçîâàíèå óðàâíåíèé (1) ê âèäó (2)q̂ = b(t)Q̂(�) + �x(t)Î ;p̂ = P̂ (t)b(t) + bt(t)Q̂ (�) + �xt(t)Î : (26)Äëÿ ïðîñòîòû, êàê è âûøå, áóäåì ñ÷èòàòü !(t) == 
 = 1. Äëÿ îïåðàòîðà ïñåâäîóíè÷òîæåíèÿÂ = (Q̂(�) + iP̂ (t))=p2 â ñîáñòâåííîì âðåìåíè (5),îïðåäåëÿåìîì äèñïåðñèåé ñîñòîÿíèÿ, íàõîäèìÂ = 12 �b+ 1b � ibt� â+ 12 ��b+ 1b � ibt� â+ �� ��1b � ibt�x+ ibxt� Îp2 : (27)Ïîëàãàÿ äàëåå, ÷òî ïðåîáðàçîâàííîå (â îñöèëëèðó�þùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò è â íîâîì âðåìåíè �) ñî�ñòîÿíèå � âàêóóìíîå j0i, ïðèõîäèì ê îïåðàòîðíîìóóðàâíåíèþ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî äèíàìè÷åñêîãî ñî�ñòîÿíèÿ ñèñòåìû j (t)i�b+ 1b � ibt� â j i+��b+ 1b � ibt� â+ j i == ��1b � ibt� �x+ ib�xt�p2Î j i : (28)35 3*



Â. À. Ìèðîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 1, 2003Îíî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì (13), (21) íà ñëó÷àé ñæà�òîãî êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ. Çäåñü âàæíî îòìåòèòü,÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ñæàòèÿ ïî-ðàçíîìó äåéñòâóåò íàêîîðäèíàòó è ñêîðîñòü êëàññè÷åñêîãî äâèæåíèÿ (ñì.ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (28)).Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè äëÿ âîëíîâîé�óíêöèè êîãåðåíòíîãî ñæàòîãî ñîñòîÿíèÿ íåòðóäíîïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå: = � 1�b2�1=4 �� exp"�� 1b2 � i btb � � (q � �x(t))22 + i�xtq# : (29)Îíî îïèñûâàåò âîëíîâîå ïîëå àâòîìîäåëüíîãî òè�ïà, ëîêàëèçîâàííîå âáëèçè îñöèëëèðóþùåé êëàññè�÷åñêîé òðàåêòîðèè �x(t) öåíòðà ìàññ�x = �q = Z q j	j2 dq;ñ ÷àñòîòîé !0 = 1. Äèñïåðñèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (29)b2 ìåíÿåòñÿ ñ óäâîåííîé ÷àñòîòîé (ñì. (10)). Ñïåê�òðàëüíûå îñîáåííîñòè ñæàòîãî êîãåðåíòíîãî ñîñòî�ÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, ðàçíîñòüþ �àç êîëå�áàíèé öåíòðà ìàññ x(t) è äèñïåðñèîííîãî ïàðàìåòðàb(t). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî bt = 0,b(t) = 4pK ïðè t = 0.Âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ îñöèëëÿòîðà â n-îì ñî�ñòîÿíèè ìîæíî ïîëó÷èòü â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâ�ëåíèè, ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì îáîáùèâ ñîîòíî�øåíèå (15) íà ñëó÷àé ñæàòîãî êîãåðåíòíîãî ñîñòî�ÿíèÿ. Ïðîùå ïîñòóïèòü, ðàçëîæèâ (29) ïî âîëíî�âûì �óíêöèÿì ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé îñöèëëÿòî�ðà (�óíêöèÿì Ýðìèòà  n). Âû÷èñëÿÿ êîý��èöèåí�òû ýòîãî ðàçëîæåíèÿn = Z 		�ndq;íàéäåìjnj2 = 2 4pKpK + 1  1�pK1 +pK!n �� �����Hn ix0 � xt(0)pKpK � 1 !�����2 �� (2nn!)�1 exp x20 + x2t (0)pKpK + 1 ! ; (30)ãäå x0 = �x(t = 0), xt(0) = �xt (t = 0) � ñîîòâåò�ñòâåííî, êîîðäèíàòà è ñêîðîñòü êëàññè÷åñêîãî äâè�æåíèÿ (öåíòðà ìàññ) â ìîìåíò ¾âêëþ÷åíèÿ¿ ïðå�îáðàçîâàíèÿ ñæàòèÿ, Hn � n-ûé ïîëèíîì Ýðìèòà.

Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíûå âûðàæåíèÿ ñîäåðæàòñÿ, íà�ïðèìåð, â [1; 4℄. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ñîîòâåòñòâó�þùåãî ñîîòíîøåíèÿ â [1; 4℄, ïîëó÷åííûå íàìè âû�ðàæåíèÿ (30) îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè êëàññè÷å�ñêîé ñèñòåìû è êîý��èöèåíòîì ñæàòèÿ. Ýòî îáñòî�ÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò áîëåå äåòàëüíî ïðîàíàëèçèðî�âàòü îñîáåííîñòè ñïåêòðà ñæàòîãî êîãåðåíòíîãî ñî�ñòîÿíèÿ (30).Ïîêàçàòåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ óñðåäíåííûå õàðàêòå�ðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ wn = jnj2 äëÿ âåðîÿòíîñòèíàõîæäåíèÿ îñöèëëÿòîðà â n-ì ñîñòîÿíèè âèäà�n = 1X0 nwn; n2 = 1X0 n2wn: (31)Ïîäðîáíîñòè âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòîâ ñïåêòðà (31) äëÿðàñïðåäåëåíèÿ (30) ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè. �å�çóëüòàòû çäåñü ñëåäóþùèå. Ñðåäíåå îò ðàñïðåäåëå�íèÿ (30) èìååò âèä�n = x20 + x2t (0)2 + �1�pK �24pK : (32)Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ ñóììó ñîîòâåòñòâóþùèõçíà÷åíèé ñðåäíåãî ÷èñëà êâàíòîâ â êëàññè÷åñêîìäâèæåíèè (ñðåäíåãî äëÿ ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëå�íèÿ), N , è â ñæàòîì âàêóóìíîì ñîñòîÿíèè (18).Íà îñíîâå âûðàæåíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà è (32)ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå� = n2 � ��n2 + �n� = �1�pK�2 (1 +K)8K ++ pK � 12 �x20 � x2t (0)pK � : (33)Ýòî ñîîòíîøåíèå èñïîëüçóåòñÿ â êâàíòîâîé îïòè�êå [1℄ äëÿ õàðàêòåðèñòèêè îòêëîíåíèÿ ñòàòèñòèêè�îòîíîâ îò ïóàññîíîâñêîé.Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ñæàòèÿ ïî-ðàçíîìó¾äåéñòâóåò¿ íà êîîðäèíàòó x0 è ñêîðîñòü xt(0) ¾îäå�òîãî¿ êâàíòîâîé äèñïåðñèåé êëàññè÷åñêîãî äâèæå�íèÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò ê ðÿäó îñîáåííî�ñòåé ñòàòèñòèêè �îòîíîâ. Íåòðóäíî íàéòè ñîîòíî�øåíèå ìåæäó ïàðàìåòðàìè K;x0 è xt(0), ïðè âûïîë�íåíèè êîòîðîãî ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (33) îáðà�ùàåòñÿ â íóëü, è â ýòîì ñìûñëå ñòàòèñòèêà ÿâëÿåò�ñÿ ïóàññîíîâñêîé (� = 0). Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà� �îòîííàÿ ñòàòèñòèêà ñæàòîãî êîãåðåíòíîãî ñîñòî�ÿíèÿ ìîæåò áûòü êàê ñóïåðïóàññîíîâñêîé (� > 0),òàê è ñóáïóàññîíîâñêîé (� < 0). Ïðåäåëüíûé ñëó÷àéðåàëèçóåòñÿ, íàïðèìåð, åñëè ñæàòèå (K > 0) ¾âêëþ�÷àåòñÿ¿ ïðè ñêîðîñòè äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ êëàññè�36



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 1, 2003 Ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ ñâåòà êàê àâòîìîäåëüíûå ñòðóêòóðû÷åñêîãî äâèæåíèÿ, ðàâíîé íóëþ (xt(0) = 0). Ñîîòâåò�ñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿ âîëíîâîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòêàê êâàäðàòóðíî ñæàòûå [1℄.Åñëè ñæàòèå ¾ïðîâîäèòü¿, êîãäà êîîðäèíàòà ðàâ�íà íóëþ (x0 = 0), à ñêîðîñòü xt(0) ìàêñèìàëüíà, òîâåëè÷èíà � ìîæåò áûòü ìåíüøå íóëÿ (� < 0) äëÿ÷èñëà êâàíòîâ N = x2t (0)=2 â êëàññè÷åñêîì äâèæå�íèè: N > �pK � 1� (K + 1)8pK : (34)Äèñïåðñèÿ D = n2 � �n2 òàêîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè N �� K � 1 ðàâíà D � N=pK;ò. å. çàìåòíî ìåíüøå ñðåäíåãî ÷èñëà �îòîíîâ (32).Ïî ýòîé ïðè÷èíå åãî íàçûâàþò ñæàòûì ïî ÷èñëóêâàíòîâ [1℄.�àññìîòðèì îñîáåííîñòè ñïåêòðà (30) ýòèõ äâóõòèïîâ ñæàòûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû äëÿ K > 1. Â ïåð�âîì ñëó÷àå (xt(0) = 0) èñïîëüçîâàíèå àñèìïòîòè÷å�ñêîãî âûðàæåíèÿ [6℄jHn (ix)j � 2n=2p2 �ne �n=2 exp��x22 �+p2nx (35)ïðè 1 � jxj2 � n ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæå�íèþ:jnj2 = 12 4pKp2�n exp0B��2�pn�pN�2pK 1CA : (36)Ïðè óïðîùåíèè ìû âîñïîëüçîâàëèñü �îðìóëîéÑòèðëèíãà äëÿ n! è óñëîâèåì ¾ñèëüíî¿ ñæàòîãî êî�ãåðåíòíîãî ìíîãî�îòîííîãî ñîñòîÿíèÿ: N � K � 1.Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð êâàäðàòóðíî ñæàòîãî ñî�ñòîÿíèÿ (36) èìååò âèä ñìåùåííîé ãàóññîâîé �óíê�öèè, çàâèñÿùåé îò pn. Âáëèçè ìàêñèìóìà (n� = N)è ïðè n� N �óíêöèÿ (36) âåäåò ñåáÿ áîëåå ïëàâíî,÷åì ¾îáû÷íàÿ¿ ãàóññîâñêàÿ �óíêöèÿ îò n. Ýòî ïðè�âîäèò ê çàìåòíîìó óâåëè÷åíèþ äèñïåðñèè ðàñïðåäå�ëåíèÿ (36) ïî ñðàâíåíèþ ñ pK äî çíà÷åíèÿ NpK,÷òî ñîîòâåòñòâóåò (6).Â äðóãîì ñëó÷àå, êîãäà ñæàòèå âîçäåéñòâóåò íàñèñòåìó, êëàññè÷åñêîå äâèæåíèå êîòîðîé èìååò ìàê�ñèìàëüíóþ ñêîðîñòü (x0 = 0), ñîîòâåòñòâóþùàÿ�óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (30) îïðåäåëÿåòñÿ ïîëèíî�ìàìè Ýðìèòà îò äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà. Ïðè

K � 1 óïðîùåíèå (30) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âû�ðàæåíèþ:jnj2 = 24pK2nn! exp�� 2npK�H2n r 2NKK � 1 !�� exp � 2NpKpK + 1! : (37)Ïîëèíîì Ýðìèòà Hn (x) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãîçíà÷åíèÿ ïðè x2 � 2n, ò. å. â ðàññìàòðèâàåìîì íàìèñëó÷àå äëÿ n�, ðàâíîãî ÷èñëó êâàíòîâ â êëàññè÷å�ñêîì äâèæåíèè (n� = N). Â ýòîé îáëàñòè àñèìïòî�òè÷åñêîå ïîâåäåíèå Hn(x) äëÿ n � 1; x � 1 îïðå�äåëÿåòñÿ �óíêöèåé Ýéðè [6℄. Â ðåçóëüòàòå èç (37)íàõîäèìjnj2 = 24pK 32=3p2�3=2n1=6Ai2(t) exp�2 (N � n)pK � ; (38)ãäå t = 2 3p3n1=6 �pn�pN � :Òàêèì îáðàçîì, ïîâåäåíèå �óíêöèè ðàñïðåäåëå�íèÿ (37) äëÿ ñîñòîÿíèÿ, ñæàòîãî ïî ÷èñëó �îòîíîâ,ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì. Â îáëàñòè n < N ðîñò�óíêöèè (38) îïðåäåëÿåòñÿ, �àêòè÷åñêè, �óíêöèåéÝéðè Ai(t). Óìåíüøåíèå (38) ïðè n > N îïèñû�âàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì ñîìíîæèòåëåì â (38). Âðåçóëüòàòå ëîêàëèçîâàííîå âáëèçè n = N äâóõìàñ�øòàáíîå ðàñïðåäåëåíèå (38) èìååò ¾êîìáèíèðîâàí�íóþ¿ äèñïåðñèþ, êîòîðóþ ìû íàøëè ñ èñïîëüçîâà�íèåì ìåòîäà ìîìåíòîâ (33), (32).3.2. Îáîáùåííîå êîãåðåíòíîå ñæàòîåñîñòîÿíèåÈìååòñÿ è äðóãàÿ âîçìîæíîñòü. Ñíà÷àëà âûïîë�íèì ïðåîáðàçîâàíèå ñæàòèÿ (3)�(5), çàòåì ïåðåéäåìâ îñöèëëèðóþùóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (19), ñâÿçàí�íóþ ñ íåêîòîðîé êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèåé. Â ðå�çóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïðåîáðàçîâàíèþêàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ:q̂ = b(t)�Q̂(�) + �(�)Î� ;p̂ = �P̂ (t) + �� (�)Î�b(t) + bt(t)�Q̂(�) + �(�)Î� ; (39)ãäå �(�) è �� (�) � êîîðäèíàòà è ñêîðîñòü êëàññè÷å�ñêîãî îñöèëëÿòîðíîãî äâèæåíèÿ â íîâîì âðåìåíè.Êàê è âûøå, ! = !0 = 
 = 1. Ïîâòîðÿÿ òå æåðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, íàéäåì37



Â. À. Ìèðîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 1, 2003ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà ïñåâäîóíè÷òî�æåíèÿ:Â = 1p2 �1b � ibt� q̂ ++ 1p2 (ib) p̂� [�(�) + i�� (�)℄ Îp2 : (40)Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû âíîâîì âðåìåíè � îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îïåðàòîð�íûì óðàâíåíèåì��1b � ibt� q̂ + (ib) p̂�	 = [�(�) + i�� (�)℄ 	: (41)Îòñþäà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè íàõîäèì âû�ðàæåíèå äëÿ âîëíîâîé �óíêöèè: = � 1�b2�1=4 �� exp �12 (q � �(�)b(t))2b2(t) + i bt2b2 q2 + i��b q! : (42)Îíî èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå âíåøíå, áîëåå ñëîæíûéàâòîìîäåëüíûé âèä, ÷åì (14) è (29). Âûðàæåíèå (42)îïèñûâàåò âîëíîâîé ïàêåò, ëîêàëèçîâàííûé âáëèçèêëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè:�q = b(t)�(�) � �x(t): (43)Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî òà æå îñöèëëèðóþùàÿ òðà�åêòîðèÿ, ÷òî è äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (29), �q = �x(t).Â ýòîì íåòðóäíî óáåäèòñÿ, ïîñêîëüêó ��� = ��,d� = dt=b2, à b ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4) ïðè! = 
 = 1. Òàê ÷òî, ïî ñóùåñòâó, ðàñïðåäåëåíèå (42)îòëè÷àåòñÿ îò (29) òåì, ÷òî ïàðàìåòðû êëàññè÷åñêîéòðàåêòîðèè, êîòîðóþ îíî ¾îäåâàåò¿, îïðåäåëÿþòñÿäèñïåðñèåé ñîñòîÿíèÿ (42).�àññìîòðèì ñïåêòð (ïî �óíêöèÿì Ýðìèòà) âîë�íîâîé �óíêöèè (42). Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü è íåïî�ñðåäñòâåííî èç (41), âûðàçèâ p̂; q̂ ÷åðåç îïåðàòîðûðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ â �îêîâñêîì ïðåäñòàâëå�íèè. Îäíàêî ïðîùå âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòâåòñòâèåììåæäó (42) è (29). Êàê è âûøå, �àçó êîëåáàíèé�(�) áóäåì îòñ÷èòûâàòü îò ìîìåíòà âðåìåíè, êîãäàbt(t = 0) = 0, b(t = 0) = 4pK. Â ðåçóëüòàòå äëÿ âåðî�ÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ îñöèëëÿòîðà â n-ì ñîñòîÿíèè

íàéäåìjnj2 = 2 4pKpK + 1  1�pK1 +pK!n �� �����Hn (i�0 � �t(0)) 4pKpK � 1 !�����2 �� (2nn!)�1 exp(��20pK + �2t (0)pK + 1 ) ; (44)ãäå �0 = �(t = 0), �� (� = 0) = �� (0). Îíà ïîëó÷àåòñÿèç (30) ïðè çàìåíåx0 ! 4pK�0; xt(0)! �� (0)= 4pK; (45)êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ìîäè�èêàöèåé (43) êëàññè÷å�ñêîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàç�ëè÷èå ìåæäó (44) è (30) ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà�÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàþò äëÿ êëàññè÷åñêîé òðàåêòî�ðèè (43) x(t) = b(t) os tZ0 dtb2(t) ; (46)îïðåäåëÿåìîé êâàíòîâîé äèñïåðñèåé b(t). Â ýòîìñìûñëå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî èñïîëüçóåìûå íàìè ïðå�îáðàçîâàíèÿ (ñæàòèÿ è ïåðåõîäà â îñöèëëèðóþùóþñèñòåìó êîîðäèíàò x(t)) êîììóòèðóþò.Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà îòìåòèì ñëåäóþùåå.�àññìîòðåííîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (42), (45) îòíî�ñèòñÿ ê îáîáùåííîìó êîãåðåíòíîìó ñæàòîìó ñîñòîÿ-íèþ [1℄. Ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå (14) ïðèâåäå�íî, íàïðèìåð, â êíèãå [1℄ (ñì. �îðìóëó (21.5.25)).Îíî èìååò íàñòîëüêî ãðîìîçäêèé âèä, ÷òî àâòîðûîòêàçàëèñü îò åãî àíàëèçà. Íå î÷åíü îïðåäåëåííûåâûâîäû ñäåëàíû è ïðè îáñóæäåíèè ïåðâûõ äâóõìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ �îòîíîâ (ñì. â [1℄ �îðìó�ëû (21.5.26), (21.5.28)). Â íàøåì ïîäõîäå çàìåíà (45)â (32), (33) íå ïðèâîäèò ê çàìåòíîìó óñëîæíåíèþ:n = �20pK + �2� (0)=pK2 + �1�pK �24pK ; (47)� = �1�pK �2 (1 +K)8K ++ pK � 12 �pK �20 � �2� (0)=K� : (48)Î÷åâèäíî, ÷òî àíàëèç èõ è îñîáåííîñòåé ñïåêòðîâñæàòûõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé (êâàäðàòóðíî ñæà�òûõ (36) è ñæàòûõ ïî ÷èñëó �îòîíîâ (38)) ìàëî îò�ëè÷àåòñÿ îò îïèñàííîãî â ïåðâîé ÷àñòè ýòîãî ðàçäå�ëà.38



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 1, 2003 Ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ ñâåòà êàê àâòîìîäåëüíûå ñòðóêòóðû4. ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÈÅ ÑÆÀÒÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ�àññìîòðåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñæàòèÿ (3) è ïå�ðåõîäà â îñöèëëèðóþùóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (19),ïî ñóùåñòâó, ñâîäÿò ðåøåíèå øèðîêîãî êëàññà íåñòà�öèîíàðíûõ êâàíòîâûõ çàäà÷ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿêëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (9) ñ ïåðåìåííîé ÷àñòî�òîé. Ñ öåëüþ âîçáóæäåíèÿ ñæàòûõ ñîñòîÿíèé ñâå�òà îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå ðåçî�íàíñíûõ ïðîöåññîâ. Ïîñêîëüêó äèñïåðñèÿ âîëíîâîé�óíêöèè â ñæàòîì ñîñòîÿíèè ìåíÿåòñÿ íà óäâîåí�íîé ÷àñòîòå ¾îïîðíîãî¿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòî�ðà, åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ÿâëåíèå ïàðàìåòðè÷å�ñêîãî ðåçîíàíñà äëÿ âîçáóæäåíèÿ òàêèõ ñîñòîÿíèé.�àññìîòðèì ñëó÷àé âûðîæäåííîé ïàðàìåòðè÷åñêîéâíèç-êîíâåðñèè, äèíàìèêà êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ãà�ìèëüòîíèàíîì̂H = �p̂2 + (1 + " sin 2t)q̂2� =2;ãäå "� 1.Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì êâàí�òîâîãî îñöèëëÿòîðà (1) ñ ÷àñòîòîé, ìåíÿþùåéñÿ ïîçàêîíó !2(t) = 1 + " sin 2t: (49)Âûáîð òàêîé ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè (sin 2t) ñîîò�âåòñòâóåò èñïîëüçîâàííûì âûøå �àçîâûì ñîîòíîøå�íèÿì. �àññìîòðèì ñíà÷àëà âîçáóæäåíèå ñæàòîãî âà�êóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ (14), çàòåì ïðîâåäåì îáîáùåíèåïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé íà ñëó÷àé ñæàòûõ êîãåðåíò�íûõ ñîñòîÿíèé.4.1. Âîçáóæäåíèå ñæàòîãî âàêóóìíîãîñîñòîÿíèÿÇàäà÷à âîçáóæäåíèÿ ñæàòîãî ñîñòîÿíèÿ ñâîäèò�ñÿ â íàøåì ïîäõîäå ê èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèÿ äëÿäèñïåðñèè êâàíòîâîé ñèñòåìûbtt + (1 + " sin 2t)b = 1=b3: (50)Êàê è âûøå (8), ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåòïðåäñòàâèòü (b2 = u2 + v2) ÷åðåç ëèíåéíî íåçàâèñè�ìûå ðåøåíèÿ u(t), �(t) óðàâíåíèÿ îñöèëëÿòîðàytt + (1 + " sin 2t)y = 0 (51)ñ òåìè æå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (u(0) = 1,ut(0) = 0, v(0) = 0, vt(0) 6= 0).Îòñþäà â ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèÿõ ïàðàìåòðè�÷åñêîãî ðåçîíàíñà íàõîäèì äëÿ äèñïåðñèè êâàíòîâî�ãî ñîñòîÿíèÿ b(t) âûðàæåíèåb(t) = �os2 t+ exp(�4t) sin2 t�1=2 exp t; (52)

ãäå èíêðåìåíò ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ðà�âåí  = "=4. Òàêèì îáðàçîì, äèñïåðñèÿ (52) ìå�íÿåòñÿ äâàæäû íà ïåðèîäå îñöèëëÿòîðà îò ìàêñè�ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ bmax = exp(t) äî ìèíèìàëüíîãîbmin = exp(�t). Êîý��èöèåíò ñæàòèÿK = b2max=b2min = exp("t) (53)ðàñòåò ñî âðåìåíåì ýêñïîíåíöèàëüíî. Òàêèì îáðà�çîì, âûðàæåíèå äëÿ êâàíòîâîé äèñïåðñèèb(t) = 4pK(t) �os2 t+ 1K(t) sin2 t� (54)ñîõðàíÿåò ïðåæíèé âèä (10) ñ êîý��èöèåíòîì ñæà�òèÿ K(t) ìåäëåííî (â ìàñøòàáå ïåðèîäà îñöèëëÿ�öèé äèñïåðñèè) ðàñòóùèì ñî âðåìåíåì. Â ýòîì ïðè�áëèæåíèè è âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ (14), èñïåêòð (16) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïëàâíî ¾ýâîëþöè�îíèðóþùèå¿ �óíêöèè ïðè âîçðàñòàíèè êîý��èöè�åíòà ñæàòèÿ (53).4.2. Âîçáóæäåíèå ñæàòîãî êîãåðåíòíîãîñîñòîÿíèÿÂ ñëó÷àå ñæàòîãî êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ âîë�íîâàÿ �óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè:äèñïåðñèåé è òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ.Äèñïåðñèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ îïèñûâàåòñÿ âû�ðàæåíèåì (54) ñ êîý��èöèåíòîì ñæàòèÿ (53). Âîë�íîâàÿ �óíêöèÿ (29) ëîêàëèçîâàíà âáëèçè êëàññè÷å�ñêîé òðàåêòîðèèxtt + (1 + " sin 2t)x = 0: (55)Äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâ�íåíèÿ â òîì æå ïðèáëèæåíèè, ÷òî è âûøå (" � 1),èìåþò âèä x1(t) = A exp("t=4) os t; (56)x2(t) = B exp(�"t=4) sin t: (57)Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíû äâà ðåæèìà. Â ïåð�âîì ñëó÷àå óâåëè÷åíèå ãëóáèíû ìîäóëÿöèè äèñïåð�ñèè (54) ñîïðîâîæäàåòñÿ âîçðàñòàíèåì àìïëèòóäûêîãåðåíòíîé ñîñòàâëÿþùåé, îïèñûâàåìîé âûðàæå�íèåì (56). Â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîéíåóñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ âîëíîâîãî ïî�ëÿ (56) âîçáóæäàåòñÿ ñæàòîå êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå,îòíîñÿùååñÿ ê òèïó êâàäðàòóðíî ñæàòîãî.Â äðóãîì ñëó÷àå íà÷àëüíîå �àçîâîå ñîîòíîøå�íèå ìåæäó êîëåáàíèÿìè öåíòðà âîëíîâîãî ïîëÿ (57)è äèñïåðñèè (54) òàêîâû, ÷òî �îðìèðóåòñÿ ñîñòîÿ�íèå, ñæàòîå ïî ÷èñëó �îòîíîâ. Îñîáåííîñòü ýòîãî39



Â. À. Ìèðîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 1, 2003ïðîöåññà ñâÿçàíà ñ ¾ïîäàâëåíèåì¿ îñöèëëÿòîðíîãîäâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ (57) ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîìâîçðàñòàíèè àìïëèòóäû êâàíòîâîé äèñïåðñèè (54).Â ðåçóëüòàòå ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå ýíåðãèè êîãå�ðåíòíîé ñîñòàâëÿþùåé è, ñëåäîâàòåëüíî, âîçáóæäå�íèå ñîñòîÿíèÿ, áîëåå ïîõîæåãî íà ñîñòîÿíèå ñæàòîãîâàêóóìà.4.3. Ïðîöåññû ïðè îáðàòíîì ïîðÿäêåïðåîáðàçîâàíèé�àññìîòðèì äàëåå ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèé âîáðàòíîì ïîðÿäêå, ò. å. (39), íî äëÿ êâàíòîâîãî îñ�öèëëÿòîðà ñ ïåðåìåííîé ÷àñòîòîé (49). Â ýòîì ñëó�÷àå âîëíîâàÿ �óíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ íåñòàöèîíàð�íîå ñæàòîå êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå, áóäåò ëîêàëèçî�âàíà, êàê è (42), âáëèçè êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèèx(t) = b(t)�(�): (58)Èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ýòîãî ñæàòîãî êîãåðåíò�íîãî ñîñòîÿíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äèñïåðñèÿ îïèñûâàåòñÿóðàâíåíèåì (50), à �(�) � óðàâíåíèåì ãàðìîíè÷åñêî�ãî îñöèëëÿòîðà ��� + � = 0â íîâîì âðåìåíè d� = dt=b2(t):Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî x(t), îïðåäåëåííîå ñîîòíîøå�íèåì (58), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (55). Äðó�ãèìè ñëîâàìè, (58) � ýòî äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ðå�øåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ (55) ÷åðåç ðåøåíèåóðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â íîâîì âðå�ìåíè. Òàêèì îáðàçîì, êàê è ïðè äèíàìè÷åñêîì ïðå�îáðàçîâàíèè (39), çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîñòàíîâêå íà�÷àëüíûõ óñëîâèé ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (55), êî�òîðûå â ïðåäñòàâëåíèè (58) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íà�÷àëüíîå çíà÷åíèå êâàíòîâîé äèñïåðñèè ñîñòîÿíèÿ âìîìåíò t = 0. Îñîáåííîñòè âîçáóæäåíèÿ êâàäðàòóð�íî ñæàòîãî ñîñòîÿíèÿ è ñîñòîÿíèÿ, ñæàòîãî ïî ÷èñëó�îòîíîâ, çäåñü òàêèå æå, êàê â ðàçä. 4.2.5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÈçëîæåííàÿ âûøå ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ äèíà�ìè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ êâàíòîâîãî îñöèëëÿ�òîðà îáëàäàåò ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþñ îáû÷íî èñïîëüçóåìîé [7�9℄. Ïðèìåíåíèå èíâàðè�àíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõè âðåìåíè ñâîäèò â êîíå÷íîì ñ÷åòå ðåøåíèå çàäà�÷è ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿ�òîðà ñ ïåðåìåííîé ÷àñòîòîé. Â ðåçóëüòàòå ðåøå�íèå êâàíòîâîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç ïàðà�ìåòðû êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, ñæàòûì

ñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿ, ïîðî�æäàåìûå âîëíîâîé �óíêöèåé îñíîâíîãî (âàêóóìíî�ãî) ñîñòîÿíèÿ. Îíè èìåþò àâòîìîäåëüíóþ ñòðóêòó�ðó. Â íîâîì (íåðàâíîìåðíî òåêóùåì) âðåìåíè, îïðå�äåëÿåìîì äèñïåðñèåé ñîñòîÿíèÿ, àâòîìîäåëüíîå ðå�øåíèå ñîâïàäàåò ñ âîëíîâîé �óíêöèåé îñíîâíîãîñîñòîÿíèÿ. Ñæàòûì êîãåðåíòíûì ñîñòîÿíèÿì â íà�øåì ïîäõîäå ñîîòâåòñòâóþò ðàñïðåäåëåíèÿ, ëîêàëè�çîâàííûå âáëèçè êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðíîãî äâè�æåíèÿ (êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ). Ñèòóàöèÿ çäåñüâî ìíîãîì àíàëîãè÷íà �åéíìàíîâñêîìó ïðåäñòàâ�ëåíèþ êâàíòîâîé ìåõàíèêè ïî êëàññè÷åñêèì òðàåê�òîðèÿì [10℄, äîïîëíåííîìó ïðåîáðàçîâàíèåì ýâîëþ�öèîííîé ïåðåìåííîé. Íàãëÿäíàÿ êàðòèíà ñòðóêòó�ðû âîëíîâîé �óíêöèè ïîçâîëÿåò ñðàâíèòåëüíî ëåãêîïðîàíàëèçèðîâàòü óñëîâèÿ (�àçîâûå ñîîòíîøåíèÿìåæäó èíâàðèàíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè), ïðè êî�òîðûõ ðåàëèçóþòñÿ êâàäðàòóðíî ñæàòûå è ñæàòûåïî ÷èñëó �îòîíîâ ñîñòîÿíèÿ, è ðàññìîòðåòü îñîáåí�íîñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ ñæàòûõ ñîñòî�ÿíèé ñèñòåìû.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì ñëåäóþùåå. Ïðåäëîæåí�íûå äèíàìè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ïå�ðåìåííûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óäîáíûé àïïàðàò ïðèèññëåäîâàíèè ïðèëîæåíèé íåêëàññè÷åñêîãî ñâåòà.Òàê íàïðèìåð, ïðè ðàññìîòðåíèè âçàèìîäåéñòâèÿñæàòîãî êîãåðåíòíîãî ñâåòà ñ àòîìàìè ïåðåõîä ê íî�âîìó âðåìåíè, îïðåäåëÿåìîìó êâàíòîâîé äèñïåðñè�åé, ñâîäèò çàäà÷ó â íîâûõ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõê áîëåå èçó÷åííîé � âçàèìîäåéñòâèþ êîãåðåíòíîãîèçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì.Àíàëîãè÷íûå äèíàìè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ êà�íîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ èìåþò ìåñòî è â áîëåå ñëîæ�íîì ñëó÷àå êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà ñ äèññèïàöè�åé [9℄, ãàìèëüòîíèàí êîòîðîãî ðàâåíĤ = exp (�2F (t)) p̂2=2 + !2(t) exp (2F (t)) q̂2=2:Ñîîòâåòñòâóþùåå îáîáùåíèå ïðåîáðàçîâàíèé (3),(4) èìååò âèä q̂ = b exp(�F )Q̂(�);p̂ = exp(F )b P̂ (�) + (bt � Ftb) exp(F )Q̂(�);btt + �!2(t)� Ftt � F 2t � b = 1b3 :Îïåðàòîðû Q̂(�), P̂ (�) â íîâîì âðåìåíè d� == dt=b2(t), êàê è âûøå, îïèñûâàþò êâàíòîâûé ãàð�ìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð (2) ñ 
 = 1. Ýòî îáñòîÿòåëü�ñòâî, î÷åâèäíî, ïðèâîäèò ê çàìåòíîìó óïðîùåíèþèññëåäîâàíèÿ äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû òàêîãî òèïà.Àâòîð ïðèçíàòåëåí �. À. Âóãàëüòåðó, À. �. Ëèò�âàêó, Â. Å. Ñåìåíîâó, �. Ì. Ôðàéìàíó çà ïîëåçíîå40



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 1, 2003 Ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ ñâåòà êàê àâòîìîäåëüíûå ñòðóêòóðûîáñóæäåíèå çàòðîíóòûõ âîïðîñîâ. �àáîòà âûïîëíå�íà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 01-02-17388).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÄëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî÷èñëó êâàíòîâwn = 2 4pKpK + 1  1�pK1 +pK !n �� �����Hn ix0 � xt(0) 4pKpK � 1 !�����2 �� (2nn!)�1 exp0���x20 + x2t (0)pK �pK + 1 1A (59)âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì [11℄:1p1� z2 exp�2xyz � z2(x2 + y2)1� z2 � == 1X0 (z=2)nn! Hn(x)Hn(y): (60)Åñëè ïîëîæèòü â (60)z = �1�pK � =�1 +pK � ;x = �ix0 � xt(0) 4pK � =�pK � 1� ;y = x� = ��ix0 + xt(0) 4pK � =�pK � 1� ; (61)òî ìû ïðèäåì ê âûðàæåíèþ, êîòîðîå îïðåäåëÿåòíîðìèðîâêó ðàñïðåäåëåíèÿ (59). Â ýòèõ îáîçíà÷åíè�ÿõ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (59) çàïèøåòñÿ â âèäåwn = znjHn(x)j2g(z; x; y = x�) ; (62)ãäågt(z; x; y = x�) = 1p1� z2 �� exp�2xyz � z2(x2 + y2)1� z2 � : (63)Íîðìèðîâêà ðàñïðåäåëåíèÿ (59) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîò�íîøåíèåì1Xn=0 zn2nn! jHn(x)j2 = g(z; x; y = x�): (64)Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâîãî ìîìåíòà ðàñïðåäåëå�íèÿ (62) n = 1X0 nwn (65)

ïðîäè��åðåíöèðóåì (60) ïî ïàðàìåòðó z. Óìíîæèâïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íà z=g, íàéäåì ñëåäóþùååâûðàæåíèå äëÿ ïåðâîãî ìîìåíòà:n = zg(z; x; y = x�) ��g(z; x; y)�z �x=x;y=x� : (66)Çäåñü ïîñëå äè��åðåíöèðîâàíèÿ ñëåäóåò ïîëîæèòüy = x�. Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ (66) ñ ïîìî�ùüþ (61) îïðåäåëèì n = n(K;x0; xt(0)) â âèäå (32).Ïðîäåëûâàÿ òå æå îïåðàöèè (äè��åðåíöè�ðóÿ (66) ïî ïàðàìåòðó z è çàòåì óìíîæàÿ íà z=g),ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà (62):n2 = 1Xn=0n2wn = �zg� ��z ��zg� �g�z� : (67)Çäåñü, êàê è âûøå, â êîíå÷íûõ âûðàæåíèÿõ ñëåäóåòïîëîæèòü y = x�.Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè ìîìåíòûáîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ë. Ìàíäåëü, Ý. Âîëü�, Îïòè÷åñêàÿ êîãåðåíòíîñòüè êâàíòîâàÿ îïòèêà, Íàóêà, Ìîñêâà (2000).2. M. O. Sully and M. S. Zubairy, Quantum Optis,Cambridge University Press, Cambridge (1997).3. The Physis of Quantum Information, ed. by D. Bou-meesfer, A. Ekert, and A. Zelingev, Springer (2000).4. Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëè�øèö, Òåîðåòè÷åñêàÿ �èçè�êà, ò. 3, Íàóêà, Ìîñêâà (1989), ñ. 97.5. ß. Ïåðèíà, Êâàíòîâàÿ ñòàòèñòèêà ëèíåéíûõ èíåëèíåéíûõ îïòè÷åñêèõ ÿâëåíèé, Ìèð, Ìîñêâà(1987), ñ. 156.6. �. Ñåãå, Îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû, �ÈÔÌË,Ìîñêâà (1962).7. À. Ì. Ïåðåëîìîâ, Îáîáùåííûå êîãåðåíòíûå ñîñòî�ÿíèÿ è èõ ïðèìåíåíèå, Íàóêà, Ìîñêâà (1987).8. È. À. Ìàëêèí, Â. È. Ìàíüêî, Äèíàìè÷åñêèå ñèì�ìåòðèè è êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâûõ ñèñ-òåì, Íàóêà, Ìîñêâà (1979).9. Â. Â. Äîäîíîâ, Â. È. Ìàíüêî, â êí.: Èíâàðèàíòûè ýâîëþöèÿ íåñòàöèîíàðíûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì,Òðóäû ÔÈÀÍ, ò. 183, Íàóêà (1987).10. �. Ôåéíìàí, À. Õèáñ, Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà è èíòå�ãðàëû ïî òðàåêòîðèÿì, Ìèð, Ìîñêâà (1968).11. À. Ï. Ïðóäíèêîâ, Þ. À. Áû÷êîâ, Î. È. Ìàðè÷åâ,Èíòåãðàëû è ðÿäû. Ñïåöèàëüíûå �óíêöèè, Íàóêà,Ìîñêâà (1983).41


