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ËÈÍÅÉÍÛÅ È ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß È ÂÎËÍÛÂ ÎÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÈËÈ ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÂÅ�Õ�ÅØÅÒÊÀÕ(ÔÎÒÎÍÍÛÕ ÈËÈ ÔÎÍÎÍÍÛÕ Ê�ÈÑÒÀËËÀÕ)À. Ì. Êîñåâè÷ *, Ì. À. ÌàìàëóéÔèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò íèçêèõ òåìïåðàòóð èì. Á. È. ÂåðêèíàÍàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû61103, Õàðüêîâ, ÓêðàèíàÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 5 ìàðòà 2002 ã.Ïðåäëîæåíà ìîäåëü äèýëåêòðè÷åñêîé èëè óïðóãîé ñâåðõðåøåòêè, ïîçâîëÿþùàÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî îïè-ñàòü ñïåêòð ÷àñòîò ýëåêòðîìàãíèòíûõ èëè àêóñòè÷åñêèõ âîëí. Â îäíîìåðíîé ñâåðõðåøåòêå çîííûé ÷àñ-òîòíûé ñïåêòð ñâîäèòñÿ ê ñóæàþùèìñÿ ñ ðîñòîì ÷àñòîòû ìèíè-çîíàì (ñîîòâåòñòâåííî, ñïåêòð õàðàêòå-ðèçóåòñÿ ðàñøèðÿþùèìèñÿ ñ ðîñòîì ÷àñòîòû çàïðåùåííûìè ïîëîñàìè). Ýëåìåíòàðíûé àíàëèç ñïåêòðàäâóìåðíîé ñâåðõðåøåòêè ïðèâîäèò ê âûâîäó î íàëè÷èè ìíîãèõ çàïðåùåííûõ ïîëîñ ÷àñòîò è â ýòîì ñëó÷àå.Óêàçàíà âîçìîæíîñòü íåëèíåéíîãî îáîáùåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ñâåðõðåøåòîê, ïðèâîäÿùåãîê óðàâíåíèÿì òèïà íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà íà ðåøåòêå. Îïèñàíû ñîëèòîííûå âîçáóæäåíèÿ èïîêàçàí ÷àñòèöåïîäîáíûé õàðàêòåð äèíàìèêè ñîëèòîíà. Èçó÷åíû è ãðà�è÷åñêè ïðîèëëþñòðèðîâàíû ëî-êàëüíûå êîëåáàíèÿ âáëèçè òî÷å÷íûõ äå�åêòîâ ñâåðõðåøåòîê ðàçëè÷íîé ñëîæíîñòè. Îáñóæäåíû óñëîâèÿáëîõîâñêèõ îñöèëëÿöèé âîëíîâîãî ïàêåòà â ñâåðõðåøåòêå, ïîäâåðãíóòîé äåéñòâèþ îäíîðîäíîãî âíåøíåãîïîëÿ.PACS: 05.45.-a, 05.45.Yv, 43.20, 62.65, 63.20.Dj, 68.35.Ja1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÏîíÿòèå ¾�îòîííûå êðèñòàëëû¿ âîøëî â íàó÷�íûé ëåêñèêîí áëàãîäàðÿ êíèãå [1℄, â êîòîðîé äîñòà�òî÷íî ïîïóëÿðíî è î÷åíü äåòàëüíî èçëîæåíà òåîðèÿäèýëåêòðè÷åñêèõ ñâåðõðåøåòîê. Èçâåñòíî, ÷òî â îá-ëàñòè ïðîçðà÷íîñòè îäíîðîäíûé äèýëåêòðèê îáëàäà�åò ñïëîøíûì ñïåêòðîì ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí èêîëåáàíèé: ! = 
k, ãäå ! � ÷àñòîòà, k � âåëè÷è�íà âîëíîâîãî âåêòîðà, à 
 � ñêîðîñòü ñâåòà â äè�ýëåêòðèêå, çàâèñÿùàÿ îò êîý��èöèåíòà ïðåëîìëå�íèÿ ñðåäû. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, ñîñòàâëåííàÿèç ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñëîåâ (èëè áëîêîâ) ðàçíûõ äè�ýëåêòðèêîâ, ïðèîáðåòàåò íîâûå ñâîéñòâà, ïðîÿâëÿ�þùèåñÿ ïðåæäå âñåãî â îñîáåííîñòÿõ ñïåêòðà ýëåê�òðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé â òàêîé ñèñòåìå. Èç äèíà�ìèêè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿåñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé ñ ìèêðîñêîïè÷åñêèì ïåðè�îäîì, ñëåäóåò èçâåñòíûé âûâîä, ÷òî ïðîñòðàíñòâåí�íàÿ ïåðèîäè÷íîñòü íåèçáåæíî ïîðîæäàåò çîííûé õà�*E-mail: kosevi
h�ilt.kharkov.ua

ðàêòåð ñïåêòðà ëþáûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé êðè�ñòàëëà ( ìåõàíè÷åñêèõ, ìàãíèòíûõ, ýëåêòðîìàãíèò�íûõ). Â îïðåäåëåíèå êàê øèðèí çîí äîïóñòèìûõ ÷àñ�òîò, òàê è çàïðåùåííûõ ïîëîñ (ùåëåé) âõîäèò îáðàò�íûé ïåðèîä ðåøåòêè. Â êðèñòàëëå ñî ñêîðîñòüþ çâó�êà s ýòè øèðèíû â ñïåêòðå ñîáñòâåííûõ ìåõàíè÷å�ñêèõ êîëåáàíèé (�îíîíîâ) ãðóáî ìîæíî îöåíèòü êàêÆ! � s=a, ãäå a � ïåðèîä êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåò�êè (ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå). Çàìåòèì, ÷òî àíàëî�ãè÷íóþ �îðìóëó ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêèøèðèíû îáëàñòè ïðîçðà÷íîñòè äèýëåêòðèêà îòíîñè�òåëüíî ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí: Æ! � 
=a.Íàëè÷èå òàêèõ îöåíîê ñâÿçàíî òîëüêî ñ �àêòîìïåðèîäè÷íîñòè ñòðóêòóðû, à íå ñ âåëè÷èíîé ïåðèî�äà. Ïîýòîìó îíè îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ ïå-ðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñ ìàêðîñêîïè÷åñêèì ïåðèî�äîì d, êîòîðûé, ïî îïðåäåëåíèþ, çíà÷èòåëüíî ïðå�âûøàåò ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå: d � a. À ïîñëåä�íåå, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî â îáëàñòè ÷àñòîò ïðî�çðà÷íîñòè îäíîðîäíûõ äèýëåêòðèêîâ, èç êîòîðûõñîñòàâëåíà ñâåðõðåøåòêà, âîçíèêàåò çîííûé ñïåêòðñîáñòâåííûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé (�îòî�15 ÆÝÒÔ, âûï. 4 (10) 897



À. Ì. Êîñåâè÷, Ì. À. Ìàìàëóé ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002íîâ), íàïîìèíàþùèé ïî ñâîåé ñòðóêòóðå ñïåêòð êðè�ñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, íî øèðèíû çîí êîòîðîãîîïðåäåëÿþòñÿ èíîé îöåíêîé Æ! � 
=d � Æ! � 
=a.Ýòî è ïîñëóæèëî ïðè÷èíîé ïîÿâëåíèÿ ñëîâ ¾�îòîí�íûå êðèñòàëëû¿.Àíàëîãè÷íî, �îíîííûì êðèñòàëëîì, èëè àêóñòè�÷åñêîé ñâåðõðåøåòêîé, íàçûâàþò ìàêðîñêîïè÷åñêèïåðèîäè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, ñîñòîÿùóþ èç ÷åðåäóþ�ùèõñÿ óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, ðàçëè÷àþùèõñÿ óïðó�ãèìè ìîäóëÿìè è ñêîðîñòÿìè çâóêà (îáùàÿ òåî�ðèÿ àêóñòèêè ñëîèñòûõ ñðåä èçëîæåíà â [2℄, à îä�íà èç ïîñëåäíèõ ïóáëèêàöèé ïî àêóñòè÷åñêèì ñâåðõ�ðåøåòêàì ñ ïîëåçíîé áèáëèîãðà�èåé � ýòî ðàáî�òà [3℄). Áîëüøîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé ïîñâÿùåíî èçó�÷åíèþ ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà ñâåðõðåøåòîê. Åñòåñòâåí�íî, â îáùåì ñëó÷àå ýòîò ñïåêòð íåîáû÷àéíî ñëîæåí èâêëþ÷àåò ñèñòåìó êàê áîëüøîãî ÷èñëà çîí ñîáñòâåí�íûõ ÷àñòîò, òàê è ùåëåé, îòâå÷àþùèõ çàïðåùåííûì÷àñòîòàì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Äëÿ êà÷åñòâåí�íîé õàðàêòåðèñòèêè òàêèõ ñïåêòðîâ è èëëþñòðàöèèîñíîâíûõ èõ îñîáåííîñòåé ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü ïðî�ñòûå ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå ýòè îñîáåííîñòè. Â íà�ñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü ñâåðõðåøåòêè,ïîçâîëÿþùàÿ äàòü àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå âûñîêî�÷àñòîòíîé ÷àñòè åå ñïåêòðà è óêàçàòü âîçìîæíóþ ðå�àëèçàöèþ èíòåðåñíîé àêóñòè÷åñêîé ñâåðõðåøåòêè.Êðàòêîå îïèñàíèå ýòîé ìîäåëè è ïðîñòåéøèõ âîç�ìîæíîñòåé åå ïðèìåíåíèÿ îïóáëèêîâàíî â [4℄.Ìû âîñïîëüçîâàëèñü ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [5; 6℄,ãäå ïðèâåäåíû äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿ îäíî�ìåðíûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ è óïðóãèõ ñâåðõðåøåòîê, ñòî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ñîâïàäàþùèå ñ çàêîíîìäèñïåðñèè êâàíòîâîé ÷àñòèöû â îäíîìåðíîé ìîäåëèÊðîíèãà�Ïåííè [7℄. �àññìîòðåí ïðåäåëüíûé ñëó÷àéäèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûé îáû÷íî íå ïðåä�ñòàâëÿë èíòåðåñà ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàíòîâîé ÷àñòèöûâ ïåðèîäè÷åñêîì ïîëå, íî êîòîðûé îêàçàëñÿ óäîá�íîé è ïîó÷èòåëüíîé ìîäåëüþ óïðóãîé ñâåðõðåøåò�êè. Ïîëó÷åííûé ÷àñòîòíûé ñïåêòð èíòåðåñåí òåì,÷òî åãî âûñîêî÷àñòîòíàÿ ÷àñòü èìååò âèä ñèñòåìûñóæàþùèõñÿ ïîëîñ äîçâîëåííûõ ÷àñòîò, â êîòîðûõñ õîðîøåé òî÷íî
òüþ àíàëèòè÷åñêè âû÷èñëÿåòñÿ çà�êîí äèñïåðñèè. Ýòî çàêîí äèñïåðñèè ðàçìåðíî êâàí�òîâàííûõ çâóêîâûõ êîëåáàíèé â îòäåëüíûõ ñëîÿõ(áëîêàõ), äèñêðåòíûå ÷àñòîòû êîòîðîãî ïåðèîäè÷å�ñêè ðàçìûòû íàëè÷èåì ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñî�ñåäíèõ áëîêîâ. Èçó÷åííûå äèñïåðñèîííûå óðàâíå�íèÿ äëÿ âûñîêî÷àñòîòíîãî ñïåêòðà ìîãóò áûòü ëåãêîîáîáùåíû íà äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå ñâåðõðåøåò�êè ñ îäíîêîìïîíåíòíûì âîëíîâûì ïîëåì.Óïðîùåííîìó çàêîíó äèñïåðñèè â êàæäîé ìè-íè-çîíå ïðèâåäåíî â ñîîòâåòñòâèå ý��åêòèâíîå

óðàâíåíèå òèïà óðàâíåíèÿ äëÿ îãèáàþùèõ, êîòî�ðîå ïî âèäó ñîâïàäàåò ñ îäíîìåðíûì óðàâíåíèåìØðåäèíãåðà â óçåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè äëÿ ìîäåëèñèëüíîé ñâÿçè. Ïðîäåëàíî òðèâèàëüíîå íåëèíåéíîåîáîáùåíèå, ïðèâîäÿùåå ê äèñêðåòíîìó âàðèàíòóíåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (ÍÓØ), äîïóñ�êàþùåìó ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ. Â îäíîì èç ñëó÷àåâíåëèíåéíîãî îáîáùåíèÿ ïîëó÷åíà âåðñèÿ ïîëíî�ñòüþ èíòåãðèðóåìîãî ÍÓØ íà ðåøåòêå, ñîëèòîíûêîòîðîãî ïîä÷èíÿþòñÿ ãàìèëüòîíîâîé äèíàìèêå.Èçó÷åíû êîëåáàíèÿ, ëîêàëèçîâàííûå ó ïðîñòåé�øèõ äå�åêòîâ îäíîìåðíîé ñâåðõðåøåòêè, êîãäà ïà�ðàìåòð ñâÿçè íà îäíîé ãðàíèöå (èëè íà äâóõ-òðåõãðàíèöàõ) ñîñåäíèõ áëîêîâ îòëè÷àåòñÿ îò òàêîâî�ãî íà âñåõ îñòàëüíûõ ãðàíèöàõ (ñòûêàõ) áëîêîâ.Ïðè íàëè÷èè ëîêàëüíîãî äå�åêòà â ñèëó ëèíåéíîñòèóðàâíåíèé êîëåáàíèé â ïðèíöèïå âîçìîæíû íåçàâè�ñèìûå êàê ñèììåòðè÷íûå, òàê è àíòèñèììåòðè÷íûåîòíîñèòåëüíî öåíòðà äå�åêòà êîëåáàíèÿ. Êðîìå òî�ãî, êàæäîìó òèïó êîëåáàíèé ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòüëèáî ñèí�àçíîå, ëèáî ïðîòèâî�àçíîå êîëåáàíèå ñî�ñåäíèõ áëîêîâ. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò áîëüøîåìíîãîîáðàçèå ëîêàëüíûõ êîëåáàíèé, êîòîðûì îòâå�÷àþò ðàçëè÷íûå óðàâíåíèÿ äëÿ ëîêàëüíûõ ÷àñòîò.Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå íàñòîÿùåé ðàáîòûîïèñàíû áëîõîâñêèå îñöèëëÿöèè âîëíîâîãî ïàêåòàâ ñâåðõðåøåòêå, ïàðàìåòðû êîòîðîé ñëàáî çàâèñÿòîò êîîðäèíàòû âäîëü îäíîìåðíîé ðåøåòêè (ñâåðõðå�øåòêè â îäíîðîäíîì âíåøíåì ïîëå). Îáðàùåíî âíè�ìàíèå íà âîçìîæíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíîãî íàáëþ�äåíèÿ ïîäîáíîãî ÿâëåíèÿ.2. ÄÈÑÏÅ�ÑÈÎÍÍÎÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ÄËßÏ�ÎÑÒÅÉØÅÉ ÌÎÄÅËÈÑÂÅ�Õ�ÅØÅÒÊÈÈçó÷àåòñÿ îäíîìåðíàÿ ñâåðõðåøåòêà, ñîñòîÿùàÿèç ïåðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûõ (âäîëü îñè x) ñëîåâèçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ äâóõ âèäîâ (d� � òîëùèíûñëîåâ (� = 1; 2), 
� � ñêîðîñòü âîëíû â ñëîå òèïà �,ïåðèîä ñâåðõðåøåòêè ðàâåí d = d1 + d2). Ïîëå óïðó�ãîé (ýëåêòðîìàãíèòíîé) âîëíû u(r; t), ðàñïðîñòðàíÿ�þùåéñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ñëîåâ, îïðåäå�ëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì âîëíîâûì óðàâíåíèåì. Â ñèñòå�ìå èçîòðîïíûõ áëîêîâ âîëíû äâóõ âîçìîæíûõ ïî�ëÿðèçàöèé íåçàâèñèìû, è ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ àíà�ëèçîì äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ñêàëÿðíîãî ïî�ëÿ u(�): �2u��t2 � 
2� �2u��x2 = 0; � = 1; 2: (1)898



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002 Ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ è âîëíû : : :Ñêîðîñòü ñâåòà â äèýëåêòðèêå 
� = 
=p"� (
 � ñêî�ðîñòü ñâåòà â âàêóóìå, "� � äèýëåêòðè÷åñêèå ïîñòî�ÿííûå ñëîåâ ñâåðõðåøåòêè1)), à â óïðóãîé ñðåäå ñêî�ðîñòü âîëíû 
� =p��=�� (�� è �� � ñîîòâåòñòâåí�íî óïðóãèå ìîäóëè è ïëîòíîñòè ìàññ).Ñîñðåäîòî÷èì ñâîå âíèìàíèå íà óïðóãîé ñâåðõðå�øåòêå. Òîãäà óðàâíåíèÿ (1) ñëåäóåò ðåøàòü ïðè ñëå�äóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ: íà âñåõ ãðàíèöàõ áëî�êîâ ñìåùåíèÿ u(�) è íàïðÿæåíèÿ �� = ���u(�)=�xäîëæíû áûòü íåïðåðûâíû.Êàæäàÿ èç ñîáñòâåííûõ ìîä êîëåáàíèé, âîçíèêà�þùèõ â ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðå ñ ïåðèîäîì d, õà�ðàêòåðèçóåòñÿ êâàçèâîëíîâûì ÷èñëîì k, è ñîáñòâåí�íûå êîëåáàíèÿ ïîëÿ â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå ñ íîìå�ðîì n ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåun(x) = u0(x � nd)eiknd: (2)Äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàå�ìîé ñòðóêòóðû áûëè ïîëó÷åíû �ûòîâûì êàê â ñëó�÷àå îïòè÷åñêîé [5℄, òàê è â ñëó÷àå óïðóãîé [6℄ ñâåðõ�ðåøåòêè. Îíè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
os kd = 
os q1d1 
os q2d2 �� 12 �q1q2 + q2q1� sin q1d1 sin q2d2; (3)ãäå q1 = !=
1, q2 = !=
2 (! � ÷àñòîòà). Êàê è ñëå�äîâàëî îæèäàòü, ýòî ñîîòíîøåíèå ñ òî÷íîñòüþ äîîáîçíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ òàêîâûì, ïîëó÷åííûì Êðî�íèãîì è Ïåííè [7℄ äëÿ êâàíòîâîé ÷àñòèöû â ïåðèî�äè÷åñêîì ïîòåíöèàëå.Âûðàæåíèå (3) îïðåäåëÿåò íåÿâíóþ çàâèñèìîñòü÷àñòîòû îò êâàçèâîëíîâîãî ÷èñëà è ïîçâîëÿåòëåãêî îïèñàòü ñïåêòð äëèííîâîëíîâûõ êîëåáàíèé(kd � 1), äëÿ êîòîðûõ åñòåñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ çâó�êîâîé ñïåêòð ñ óñðåäíåííûìè ìîäóëÿìè óïðóãîñòèh�i è ïëîòíîñòüþ h�i. Â ðàáîòå [6℄ áûëî ïîêàçàíî,÷òî h�id = �1d1 + �2d2, d=h�i = d1=�1 + d2=�2.Èñõîäÿ èç òàêîãî îïðåäåëåíèÿ h�i, â êîòîðîì ñîäåð�æàòñÿ ëèøü ñîîòíîøåíèÿ d�=��, ïðåäñòàâëÿåòñÿèíòåðåñíûì ðàññìîòðåòü ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîòî�ðûé íå ÿâëÿåòñÿ �èçè÷åñêè èíòåðåñíûì â ñëó÷àåäèíàìèêè êâàíòîâîé ÷àñòèöû â ïåðèîäè÷åñêîìïîòåíöèàëå, íî êîòîðûé â ïðèëîæåíèè ê ñâåðõ�ðåøåòêå ïîçâîëÿåò ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íàèáîëååõàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè åå ñïåêòðà: d2 ! 0 è1) Êàê ïîêàçàíî â [4℄, ñïåêòð äàííîé ñèñòåìû ñîñòîèò èçóçêèõ ïîëîñ, âíóòðè êàæäîé èç êîòîðûõ çàâèñèìîñòüþ "� îò÷àñòîòû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîýòîìó êàæäîé ïîëîñå ðàçðå�øåííûõ ÷àñòîò ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå äèýëåêòðè�÷åñêóþ ïîñòîÿííóþ, õàðàêòåðíóþ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñ�òîòû.

�2 ! 0 ïðè d2=�2 = M = 
onst. Ïðè ýòîì d1 ! d,k2d2 = !d2=
2 = p�2d2!pd2=�2 ! 0. Òîãäà çà�êîí äèñïåðñèè ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìóðàâíåíèåì: 
os kd = 
os z �Qz sin z; (4)ãäå z = q1d = !d=
1, Q = �2�1M=2�1d. Ïîëåç�íî îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå (4) îïðåäåëÿåò çàêîíäèñïåðñèè óïðóãîé ñâåðõðåøåòêè, ñîñòàâëåííîé èçïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèõñÿ óïðóãèõ áëîêîâ äëè�íîé d ñ ïàðàìåòðàìè �1 è 
1, íà ãðàíèöàõ êîòî�ðûõ íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íåïðåðûâíû [�℄+� = 0(ò. å. [�u=�x℄+� = 0), à óïðóãèå ñìåùåíèÿ ïðåòåðïå�âàþò ñêà÷îê, ïðîïîðöèîíàëüíûé âåëè÷èíå íàïðÿæå�íèé íà ãðàíèöàõ áëîêîâ:[u℄+� = Q��1�2���u�x� : (5)Íàáîð ïîäîáíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè �èêñè�ðîâàííîì Q èñïîëüçóåòñÿ ïðè îïèñàíèè êàïèëëÿð�íûõ ÿâëåíèé â òâåðäûõ òåëàõ [8℄ èëè ïëîñêèõ äå��åêòîâ â êðèñòàëëàõ [9℄. Åñëè ïàðàìåòð Q ìàë, òîèçó÷àåìàÿ ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê ïåðèîäè÷åñêîìó ðÿ�äó óïðóãèõ ó÷àñòêîâ, ñëàáî ñâÿçàííûõ ìåæäó ñî�áîé. Âîçìîæíîé ðåàëèçàöèåé ïîäîáíîé ñâåðõðåøåò�êè ìîæåò ñëóæèòü, íàïðèìåð, öåïî÷êà ïüåçîýëåêòðè�÷åñêèõ ñëîåâ, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé òîíêèìè âà�êóìíûìè ïðîñëîéêàìè. Òîãäà ñâÿçü óïðóãèõ êîëåáà�íèé â ñîñåäíèõ ó÷àñòêàõ îñóùåñòâëÿëàñü áû ýëåê�òðîìàãíèòíûìè êîëåáàíèÿìè â âàêóóìíûõ ùåëÿõ.Íåòðóäíî íàéòè ïüåçîýëåêòðèê, ñòðóêòóðà êîòîðî�ãî äîïóñêàåò êàê êîíñòðóèðîâàíèå òàêîé ïåðèîäè÷å�ñêîé ñèñòåìû ñëîåâ, òàê è íåçàâèñèìîå ðàñïðîñòðàíå�íèå âäîëü ñâåðõðåøåòêè îäíîé ýëåêòðîóïðóãîé âîë�íû îïðåäåëåííîé ïîëÿðèçàöèè.Âåðíåìñÿ ê ñîîòíîøåíèþ (4). Äîïóñòèìûå ÷àñòî�òû êîëåáàíèé ñïëîøíîãî ñïåêòðà èçó÷àåìîé ñèñòå�ìû ìîãóò áûòü êà÷åñòâåííî îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþãðà�è÷åñêîãî àíàëèçà óðàâíåíèÿ (4), ÷òî èëëþñòðè�ðóåò ðèñ. 1: åñëè âåëè÷èíà 
os z � Qz sin z ïðîáåãà�åò çíà÷åíèÿ ìåæäó �1, êîðíè óðàâíåíèÿ ïðîáåãàþòçíà÷åíèÿ â èíòåðâàëàõ, îòìå÷åííûõ íà îñè àáñöèññ.Çàìåòèì, ÷òî ñ ðîñòîì z ðàçðåøåííûå ÷àñòîòûëîêàëèçóþòñÿ â ñóæàþùèõñÿ èíòåðâàëàõ âáëèçè çíà�÷åíèé k1d = �m�, ãäå m � áîëüøîå öåëîå ÷èñëî2).Ïðè óñëîâèè m2Q � 1 çàêîí äèñïåðñèè â m-é çîíåëåãêî íàõîäèòñÿ.2) Íà ñóæåíèå çîí ñ ðîñòîì ÷àñòîòû îáðàùàëîñü âíèìàíèåè ðàíåå; â ÷àñòíîñòè, ýòî îòìå÷åíî â [3℄. Îäíàêî ñ ïîñëåäíèìíàõîäèòñÿ â ïðîòèâîðå÷èè óòâåðæäåíèå [10℄, ÷òî øèðèíû çîíâ ñðåäíåì íå èçìåíÿþòñÿ ñ ðîñòîì ÷àñòîòû.899 15*
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hkd
�èñ. 1. �ðà�è÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4): åñëèâåëè÷èíà 
os z�Qz sin z ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ ìåæäó�1, êîðíè óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå çîíû ñïëîø-íîãî ñïåêòðà ñâåðõðåøåòîê, ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ âèíòåðâàëàõ, îòìå÷åííûõ íà îñè àáñöèññÄåéñòâèòåëüíî, âáëèçè íå÷åòíûõ m = 2p+1 (ñì.íà îêðåñòíîñòü òî÷êè z = 3� íà ðèñ. 1) ìîæíî ñäîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ íàïèñàòü (
 = 
1)
os kd = �1 +Qm�(z �m�) == �1 + m�d
 Q�! � m�
d � ;èç ÷åãî ñëåäóåò! = m!0 + 
m (1 + 
os kd); (6)ãäå !0 = �
=d, 
 = 
=(�Qd). Àíàëîãè÷íî, âáëèçè÷åòíûõ m = 2p (ñì. íà îêðåñòíîñòü òî÷êè z = 4� íàðèñ. 1) ìîæíî çàïèñàòü
os kd = 1�Qm�(z �m�) == 1� m�d
 Q�! � m�
d � ;èç ÷åãî ñëåäóåò! = m!0 + 
m (1� 
os kd): (7)Îáúåäèíÿÿ (6) è (7), ïîëó÷àåì çàêîíû äèñïåðñèè âm-é ïîëîñå:! = m!0 + 2
m ( sin2(kd=2); m = 2p;
os2(kd=2); m = 2p+ 1: (8)Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî âûðàæåíèå (8) � ýòî ñïåêòððàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ �îíîíîâ â ñëîå òîëùèíîéd, óðîâíè êîòîðîãî çà ñ÷åò ìàëîé ¾ïðîçðà÷íîñòè¿

ãðàíèö ìåæäó ñëîÿìè ðàñùåïèëèñü â ìèíè-çîíû.Â ðàáîòå [10℄, ãäå â î÷åðåäíîé ðàç áûëî âûâåäå�íî äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå (3), ñäåëàíà ïîïûòêàïðîàíàëèçèðîâàòü õàðàêòåð çîííîãî ñïåêòðà ñâåðõ�ðåøåòêè. Îäíàêî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, áëèçêîì êðàññìîòðåííîìó â íàñòîÿùåé ïóáëèêàöèè, èõ àíàëèçíåóäîâëåòâîðèòåëåí, òàê êàê ïðèâîäèò ê çàêëþ÷å�íèþ, ÷òî øèðèíû ìèíè-çîí íå èçìåíÿþòñÿ ñ ðîñòîì÷àñòîòû.Íåñêîëüêî çàìå÷àíèé, êàñàþùèõñÿ ïðåäëîæåí�íîé ðåàëèçàöèè óïðóãîé ñâåðõðåøåòêè â âèäå ïå�ðèîäè÷åñêîé ñòîïêè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñëîåâ, ðàç�äåëåííûõ òîíêèìè âàêóóìíûìè ïðîñëîéêàìè. Ïðèíîðìàëüíîì ïàäåíèè ïîïåðå÷íîé ýëåêòðîìàãíèòíîéâîëíû èç âàêóóìà íà ñëîé ïüåçîýëåêòðèêà ñòàòè�÷åñêèé ïüåçîý��åêò íå ¾ñðàáàòûâàåò¿ è íåîáõî�äèìî ó÷èòûâàòü ðåëÿòèâèñòñêèé ýëåêòðîìåõàíè÷å�ñêèé ý��åêò, ïðîïîðöèîíàëüíûé ìàëîìó ïàðàìåò�ðó (s=
)2. Äåëî â òîì, ÷òî èíòåðåñóþùàÿ íàñ ìî�äà êîëåáàíèé ïüåçîýëåêòðèêà ñîñòîèò â îñíîâíîìèç óïðóãîé êîìïîíåíòû ñ íåáîëüøèì (â ìåðó ïàðà�ìåòðà (s=
)2) âêëàäîì ýëåêòðîìàãíèòíîé êîìïîíåí�òû, à âçàèìîäåéñòâèå ñîñåäíèõ ñëîåâ îñóùåñòâëÿåò�ñÿ ýëåêòðîìàãíòíûìè êîëåáàíèÿìè. Ïîýòîìó ñâÿçüóïðóãèõ êîëåáàíèé â ñîñåäíèõ ïüåçîýëåêòðè÷åêèõñëîÿõ ÷ðåçâû÷àéíî ìàëà. Â ðåçóëüòàòå øèðèíû ìè�íè-çîí, äëÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû çàêîíûäèñïåðñèè òèïà (8), îêàçûâàþòñÿ èñ÷åçàþùå ìàëû�ìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäîáíàÿ ñâåðõðåøåòêà äîëæíàîáëàäàòü ïðàêòè÷åñêè äèñêðåòíûì ñïåêòðîì ÷àñòîòóïðóãèõ âîëí, îáóñëîâëåííûì ðåçîíàíñíûì ïðîõî�æäåíèåì ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ÷åðåç ïüåçîýëåê�òðèê è îòâå÷àþùèì ñïåêòðó ðàçìåðíî êâàíòîâàí�íûõ ñòàöèîíàðíûõ óïðóãèõ êîëåáàíèé â îòäåëüíîìñëîå. �åàëüíîå ðàçìûòèå äèñêðåòíûõ ÷àñòîò â òàêîéñâåðõðåøåòêå áóäåò ñâÿçàíî íå ñ âîçíèêíîâåíèåì ðå�ãóëÿðíûõ ìèíè-çîí, à ñ ïðîöåññàìè äðóãîé �èçè÷å�ñêîé ïðèðîäû: íåîïðåäåëåííîñòüþ âîëíîâîãî ÷èñëàâ ñâåðõðåøåòêå êîíå÷íîé äëèíû, òî÷íîñòüþ ñòðî�ãîé åå ïåðèîäè÷íîñòè è äèññèïàòèâíûìè ïðîöåññà�ìè, ïðèâîäÿùèìè ê çàòóõàíèþ çâóêà â ïüåçîýëåêòðè�êå. Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü îäíîìåðíîé ñâåðõðåøåò�êè è îïèñàííûé âûâîä çàêîíà äèñïåðñèè (8) ëåãêîîáîáùàþòñÿ íà äâóìåðíûé è òðåõìåðíûé ñëó÷àè, åñ�ëè èçó÷àåìîå âîëíîâîå ïîëå îäíîêîìïîíåíòíî. Ïî�ñëåäíåå óñëîâèå ýëåìåíòàðíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ äâó�ìåðíîé ñâåðõðåøåòêè, ñîñòîÿùåé èç áëîêîâ êâàäðàò�íîãî ñå÷åíèÿ, ðàçäåëåííûõ äâóìÿ âçàèìíî ïåðïåíäè�êóëÿðíûìè ñèñòåìàìè ãðàíè÷íûõ ïëîñêîñòåé. Â ñå�÷åíèè òàêàÿ ñâåðõðåøåòêà ñîñòîèò èç ïàðêåòà êâàä-ðàòíûõ ó÷àñòêîâ óïðóãèõ ñðåä, ðàçäåëåííûõ ïëîñêî�900



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002 Ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ è âîëíû : : :ñòÿìè (èëè ïðÿìûìè íà ïëîñêîñòè z = 0) x = n1d,y = n2d, ãäå n1, n2 = 0;�1;�2; : : : Åñëè óïðóãàÿâîëíà ïîëÿðèçîâàíà âäîëü îñè z, òî ãðàíè÷íûå óñëî�âèÿ íà äâóõ ñèñòåìàõ ãðàíè÷íûõ ïëîñêîñòåé �îðìó�ëèðóþòñÿ íåçàâèñèìî â âèäå ñîîòíîøåíèé òèïà (5),ãäå ëåâûå ÷àñòè ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ! = q1
, ëèáî! = q2
. Íàïðèìåð,q1
 = m1!0 + 2
m1 sin2 kxd2 ; m1 = 2p1; (9)ëèáîq2
 = m2!0 + 2
m2 
os2 kxd2 ; m1 = 2p1: (10)Çàêîí äèñïåðñèè óïðóãîé âîëíû â êàæäîì áëîêå î÷å�âèäåí: !2 = (q21 + q22)
2; (11)ïîýòîìó â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå m1Q, m2Q � 1 çàêî�íû äèñïåðñèè â âûñîêîëåæàùèõ ïîëîñàõ äîçâîëåí�íûõ ÷àñòîò èìåþò ñëåäóþùèé âèä:1) m1 = 2p1, m2 = 2p2!m1m2(k) = !0qm21 +m22 ++ 2
pm21 +m22 �sin2 kxd2 + sin2 kyd2 � ; (12)2) m1 = 2p1+1, m2 = 2p2 + 1!m1m2(k) = !0qm21 +m22 ++ 2
pm21 +m22 �
os2 kxd2 + 
os2 kyd2 � ; (13)3) m1 = 2p1, m2 = 2p2 + 1!m1m2(k) = !0qm21 +m22 ++ 2
pm21 +m22 �sin2 kxd2 + 
os2 kyd2 � ; (14)4) m1 = 2p1 +1, m2 = 2p2 � àíàëîãè÷íî (14) ñ çàìå�íîé m1 ! m2, kx ! ky.Ñïåêòð ÷àñòîò, îïèñûâàåìûé �îðìóëàìè(12)�(14), ýêâèâàëåíòåí ñïåêòðó êâàíòîâîé ÷àñòèöûâ ïåðèîäè÷åñêîé äâóìåðíîé ñòðóêòóðå â ìîäåëèñèëüíîé ñâÿçè. Îáîáùåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà íàïðÿìîóãîëüíóþ äâóìåðíóþ ñâåðõðåøåòêó î÷åâèäíî:âîçíèêíóò äâà ïåðèîäà dx è dy è ïîÿâÿòñÿ äâàïàðàìåòðà Qx è Qy (èëè 
x è 
y).Î÷åâèäíî òàêæå îáîáùåíèå ïîëó÷åííîãî ðåçóëü�òàòà íà ñëó÷àé òðåõìåðíîãî ñêàëÿðíîãî âîëíîâîãî
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�èñ. 2. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå âçàèìíîãîðàñïîëîæåíèÿ çàïðåùåííûõ è ðàçðåøåííûõ çîíâ ñëó÷àå äâóìåðíîé ñâåðõðåøåòêè ïðè óñëîâèèðàâíûõ ïåðèîäîâ â äâóõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿð-íûõ íàïðàâëåíèÿõ (ïî îáåèì îñÿì îòêëàäûâàåòñÿq1d = q2d = (!=
)d). Çàøòðèõîâàííûå ïðÿìîóãîëü-íûå è êâàäðàòíûå ó÷àñòêè, â êîòîðûõ ìîãóò íàõî-äèòüñÿ òî÷êè (q1, q2), îòâå÷àþò ðàçðåøåííûì ÷àñ-òîòàì (ñì. âûðàæåíèå (11)). Çàøòðèõîâàííûå ïîëî-ñû ñîîòâåòñòâóþò çàïðåùåííûì çîíàì ñïåêòðà äâó-ìåðíîé êâàäðàòíîé ñâåðõðåøåòêèïîëÿ (ýòî îáîáùåíèå ñîâïàäàåò ñ òðåõìåðíîé ìîäå�ëüþ ñèëüíîé ñâÿçè).Îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ ñïåêòðà ÷àñòîò ðàññìîò�ðåííîé íàìè îäíîìåðíîé ñâåðõðåøåòêè ÿâëÿåòñÿ íà�ëè÷èå øèðîêèõ èíòåðâàëîâ çàïðåùåííûõ ÷àñòîò ñîá�ñòâåííûõ êîëåáàíèé (ùåëåé â ñïëîøíîì ñïåêòðå).Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåðâàëîâ çàïðåùåííûõ÷àñòîò ! â äâóìåðíîé è òðåõìåðíîé ñâåðõðåøåòêàõðåøàåòñÿ íå ñòîëü î÷åâèäíûì îáðàçîì. Òåì íå ìåíååëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå â äâóìåðíîéñâåðõðåøåòêå òàêèå èíòåðâàëû èìåþòñÿ.Âûáðàâ äâóìåðíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ñåòêó êî�îðäèíàò, îòëîæèì ïî îäíîé èç îñåé âåëè÷èíóq1d = (!=
)d, îòìå÷àÿ ãðàíèöû èíòåðâàëîâ äîçâî�ëåííûõ ñîîòíîøåíèÿìè (12)�(14) ÷àñòîò. Ïðîäåëàåìàíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ñ q2d = (!=
)d äëÿ âòîðîéîñè, ïîñëå ÷åãî ïðîâåäåì ñèñòåìó ïàðàëëåëüíûõêîîðäèíàòíûì îñÿì ïðÿìûõ (ñì. ñõåìàòè÷åñêèéðèñ. 2). Ýòè ïðÿìûå âûäåëÿò íà ïëîñêîñòè ïðÿ�ìîóãîëüíûå èëè êâàäðàòíûå ó÷àñòêè, â êîòîðûõìîãóò íàõîäèòüñÿ òî÷êè (q1, q2), îòâå÷àþùèå âñîîòâåòñòâèè ñ (11) äîçâîëåííûì ÷àñòîòàì. Íà òîìæå ðèñóíêå øèðîêèìè äóãàìè îòìå÷åíû ïîëîñûçàïðåùåííûõ ÷àñòîò � ùåëåé â ñïëîøíîì ñïåêòðå.901



À. Ì. Êîñåâè÷, Ì. À. Ìàìàëóé ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 20023. ÓÅÄÈÍÅÍÍÛÅ ÂÎËÍÛ ÂÑÂÅ�Õ�ÅØÅÒÊÅÂåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (8) è åùå ðàç îòìå�òèì, ÷òî ýòî äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå ñîâïàäàåòñ çàêîíîì äèñïåðñèè ¾áëîõîâñêîé¿ êâàçè÷àñòèöû( m(z+d) =  m(z) eikd), îòâå÷àþùèì â ìîäåëè ñèëü�íîé ñâÿçè ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà:i� n�t = m!0 n � 
2m(2 n �  n+1 �  n�1); (15)ãäå âûáîð çíàêà çàâèñèò îò íîìåðà çîíû: âåðõ�íèé çíàê ñîîòâåòñòâóåò m = 2p è íèæíèé çíàê �m = 2p+1. Ñ òî÷êè çðåíèÿ èçó÷åíèÿ ñïåêòðà ñâåðõ�ðåøåòêè óðàâíåíèå (15) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíå�íèå äëÿ îãèáàþùåé êîëåáàíèé ñâåðõðåøåòêè, âçÿòîéâ äèñêðåòíûõ òî÷êàõ, è ïîçâîëÿåò îïèñàòü äèíàìè�êó ïàêåòà âîëí, îòâå÷àþùèõ äîïóñòèìûì âûñîêèì÷àñòîòàì. Êàê îáû÷íî, ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé ïî âðå�ìåíè â óðàâíåíèÿõ äëÿ îãèáàþùåé ïîíèæàåòñÿ.Äèñêðåòíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (15) ìîæíîòðàêòîâàòü êàê äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ êîëå�áàíèé ñâåðõðåøåòêè â óçåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè. Ýòîïîçâîëÿåò íàì ýëåìåíòàðíî ïåðåéòè ê îáîáùåíèþ íà�øèõ èññëåäîâàíèé íà ïðåäìåò íåëèíåéíûõ âîçáóæ�äåíèé â ñâåðõðåøåòêå. Ñëåäóÿ ñõåìå ó÷åòà îñíîâíûõíåëèíåéíûõ ý��åêòîâ â îïòèêå, ïîëîæèì, ÷òî ñêî�ðîñòü âîëíû 
 çàâèñèò îò èíòåíñèâíîñòè êîëåáàíèé:
 = 
0 + 
j j2; 
 = 
onst: (16)Çàâèñèìîñòü 
 îò j j2 ñëåäóåò ó÷èòûâàòü òîëüêî âïåðâîì ñëàãàåìîì â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (8). Òî�ãäà êîëåáàíèÿ â m-é ïîëîñå ÷àñòîò (äëÿ îïðåäåëåí�íîñòè m = 2p) áóäóò ïîä÷èíÿòüñÿ óðàâíåíèþi� n�t = m!0 n �� 
2m (2 n �  n+1 �  n�1) +mgj nj2 n; (17)ãäå g � íîâûé ïàðàìåòð, g = �
=d.Àíàëîã óðàâíåíèÿ (17) ýêñïëóàòèðóåòñÿ â íåëè�íåéíîé îïòèêå ñèñòåìû âîëíîâîäîâ [11℄. Ñðåäè ÿâëå�íèé, èçó÷àåìûõ â íåëèíåéíîé îïòèêå è îïèñûâàåìûõóðàâíåíèåì (17), íàèáîëåå èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿ�åòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è äèíàìèêà îïòè÷åñêèõ ñîëè�òîíîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü óðàâíå�íèå (17) äëÿ îïèñàíèÿ ñîëèòîííûõ âîçáóæäåíèé âñâåðõðåøåòêå. Ê ñîæàëåíèþ, óðàâíåíèå (17) íå ïðè�íàäëåæèò ê êëàññó ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìûõ è íåèìååò òî÷íûõ ñîëèòîííûõ ðåøåíèé. È òîëüêî ïåðå�õîä ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó, êîãäà óðàâíåíèå âêîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ (17) ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîìó ÍÓØ

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîçâîëÿåò ñòðîèòü òî÷íûåñîëèòîííûå ðåøåíèÿ. Èìåííî òàêîãî òèïà óðàâíåíèåèñïîëüçîâàíî â ðàáîòå [12℄ äëÿ èçó÷åíèÿ íåëèíåéíûõëîêàëèçîâàííûõ âîëí â ïåðèîäè÷åñêèõ ñðåäàõ. Íî âíàøåì ñëó÷àå èñïîëüçóåìîå ïðèáëèæåíèå óçêèõ ïî�ëîñ ñ çàêîíàìè äèñïåðñèè (8) íå ïîçâîëÿåò ïåðåõî�äèòü ê òàêîìó ïðåäåëó.Îäíàêî â èçó÷àåìîé ñâåðõðåøåòêå âîçìîæíûèíûå ïðîÿâëåíèÿ íåëèíåéíîñòè. Âàæíûì ìîìåíòîìïîñòðîåíèÿ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè ñâåðõðåøåòêè ÿâ�ëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (5), â êîòîðîì �èãóðèðóåò �å�íîìåíîëîãè÷åñêèé ïàðàìåòð Q, îïðåäåëÿþùèé, âñâîþ î÷åðåäü, ïàðàìåòð 
 â (15). Ýòîò ïàðàìåòðìîæåò çàâèñåòü îò èíòåíñèâíîñòè êîëåáàíèé. Äîïó�ñòèì, ÷òî äëÿ ïàðàìåòðà Q èìååò ìåñòî çàâèñèìîñòüòèïà (16). Èñïîëüçóåì òàêîå äîïóùåíèå, íî ïðåäâà�ðèòåëüíî óïðîñòèì óðàâíåíèå (15). Èíòåðåñóÿñü ñëó�÷àåì m2Q � 1, îñòàâèì â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâ�íåíèÿ òîëüêî ïåðâûå íåèñ÷åçàþùèå ïî ïàðàìåòðó1=(m2Q) ñëàãàåìûå êàæäîãî òèïà:i� n�t = m!0 n + 
2m( n+1 +  n�1): (18)Ïîñëå ýòîãî âåðíåìñÿ ê ñ�îðìóëèðîâàííîìó äîïó�ùåíèþ òèïà (16):
 = 
0(1 + g0j nj2); g0 > 0: (19)Â ðåçóëüòàòå, íå íàêëàäûâàÿ íà �óíêöèþ  n æåñò�êèõ òðåáîâàíèé íîðìèðîâêè, ïåðåïèøåì (18) â âèäåi� n�t = m!0 n ++ 
02m(1 + j nj2)( n+1 +  n�1): (20)Èçâåñòíî, ÷òî (20) ïðè 
0 < 0 åñòü òî÷íî èíòåãðè�ðóåìàÿ âåðñèÿ ÍÓØ íà ðåøåòêå [13, 14℄.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Q < 0, è ââåäåì íîâîå áåçðàç�ìåðíîå âðåìÿ � = j
0jt=(2m); òîãäà (20) çàïèøåòñÿâ ñòàíäàðòíîé �îðìå:i� n�� = m!� n � ( n+1 +  n�1)(1 + j nj2); (21)ãäå !� = 2m2!0=
0 = 2�2m2jQj.�àññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíå�íèÿ (21) òèïà n(�) = �!n(�) expfikn� i!t� i�g; (22)ãäå �!n(�) � âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ, à � � ïîñòîÿí�íàÿ ïðîèçâîëüíàÿ �àçà. Ñîëèòîííûì ðåøåíèÿì îò�âå÷àåò �óíêöèÿ �n, èñ÷åçàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè:�n = 0 ïðè n! �1.902



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002 Ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ è âîëíû : : :Åñëè óðàâíåíèå (21) èìååò ñòàöèîíàðíîå ëîêàëè�çîâàííîå ðåøåíèå, ïåðåìåùàþùååñÿ âäîëü öåïî÷êèñî ñêîðîñòüþ V , òî ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî àíàëîãè÷íîñèòóàöèè ñ êîíòèíóàëüíûì íåëèíåéíûì óðàâíåíèåìØðåäèíãåðà åãî âåùåñòâåííàÿ àìïëèòóäà èìååò âèä�n(t) = �(n� V t): (23)Íà ýòîé îñíîâå â ðàáîòå [15℄ ïðåäëîæåíî òàêîå ðåøå�íèå: �(x) = A
n[�(x � x0; �)℄; (24)ãäå A = 
onst, à 
n(z; �) � ýëëèïòè÷åñêèé êîñèíóñßêîáè, ïàðàìåòð � êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí�ñòâó 0 < � < 1. Ïðè � � 1 ýëëèïòè÷åñêèé êîñèíóñïåðåõîäèò â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé êîñèíóñ è óðàâíå�íèå (24) ïðåâðàùàåòñÿ â ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíå�íèÿ. Â îáðàòíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå (� ! 1) èìååòìåñòî ïåðåõîä 
n(z; �) ! 1= 
h z = se
h z è ìû ïîëó�÷àåì ðåøåíèå n(t) = sh� se
h[�(n� V t� x0)℄�� exp(ikn� i!t+ i�); (25)ãäå x0; � � êîíñòàíòû, à ïàðàìåòðû �, V , ! è k ñâÿ�çàíû äâóìÿ �îðìóëàìè:! = !� � 2 
h� 
os k; (26)V = 2� sh� sin k: (27)Èòàê, ïðè îïðåäåëåííîì çíàêå ïàðàìåòðà Q (Q < 0)â ñâåðõðåøåòêå âîçìîæíî ðàñïðîñòðàíåíèå ñîëèòîí�íûõ âîçáóæäåíèé, ïåðåìåùàþùèõñÿ ñ ïîñòîÿííîéñêîðîñòüþ. Â ðàáîòå [16℄ ïîêàçàíî, ÷òî äâèæåíèå ñî�ëèòîíà, îïèñûâàåìîãî ðåøåíèåì (25), ïîä÷èíÿåòñÿãàìèëüòîíîâîé äèíàìèêå. Â ÷àñòíîñòè, äâèæåíèå ñî�ëèòîíà ðåãóëèðóåòñÿ òðåìÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ:åãî ìàññîé (èãðàþùåé ðîëü íîðìû âîëíîâîé �óíê�öèè) N =Xn ln(1 + j nj2); (28)ýíåðãèåé H = E +
N , ãäåE = �Xn ( n �n+1 +  �n n+1); (29)è ïîëíûì êîëè÷åñòâîì äâèæåíèÿ ñîëèòîíà (îòëè÷à�

þùèìñÿ îò ïîëíîãî êâàçèèìïóëüñà, êîòîðûé íå ñî�õðàíÿåòñÿ3))S = �iXn � �n n+1 �  n �n+1� == �iXn  �n( n+1 �  n�1): (30)Åñëè ñîëèòîííîå ðåøåíèå äåéñòâèòåëüíî èìååòâèä (25), òî èíòåãðàëû äâèæåíèÿ èíâàðèàíòíûîòíîñèòåëüíî íåïðåðûâíûõ òðàíñëÿöèé, ïîýòîìó èõìîæíî âû÷èñëèòü ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ, çàìåíèââ (28)�(30) ñóììû èíòåãðàëàìè: Pn : : : = R dn : : :Òîãäà îêàæåòñÿ, ÷òîN = 2�; E = �4 sh� 
os k;S = 4 sh� sin k: (31)Ñëåäîâàòåëüíî, òðè èç ÷åòûðåõ ïàðàìåòðîâ �, V , ! èk îïðåäåëÿþòñÿ �èêñèðîâàííûìè èíòåãðàëàìè äâè�æåíèÿ, à ÷åòâåðòûé (êâàçèâîëíîâîå ÷èñëî k) îñòà�åòñÿ ñâîáîäíûì. Ìû âèäèì, ÷òî øèðèíà ñîëèòîíà� = 1=� îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âåëè÷èíîé N , à ýíåð�ãèÿ ñîëèòîíà è åãî ñêîðîñòü ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêè�ìè �óíêöèÿìè k (êàê è ïîëîæåíî â îäíîðîäíîé ïå�ðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðå).Êîíå÷íî, ñëåäóåò ïîíèìàòü, ÷òî ìû îáñóäèëèñâîéñòâà òî÷íîãî ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ ïðèáëèæåí�íîãî óðàâíåíèÿ, âîçíèêøåãî ïóòåì óïðîùåíèÿ èñ�õîäíîãî ÍÓØ íà ðåøåòêå (16), êîòîðîå ñàìî ñïðà�âåäëèâî â ìåðó ñïðàâåäëèâîñòè óñëîâèÿ m2jQj � 1.Âîçìóùåíèÿ, îáóñëîâëåííûå ýòèì ïðèáëèæåíèåì,áóäóò äå�îðìèðîâàòü è, âîçìîæíî, ñî âðåìåíåìðàçðóøàòü ñîëèòîííîå ðåøåíèå. Îäíàêî äëÿ âû�ñîêî÷àñòîòíûõ ïîëîñ íàëè÷èå áîëüøîãî ïàðàìåòðàm2jQj � 1 ãàðàíòèðóåò ìàëîñòü ýòèõ âîçìóùåíèé èïîäîáíûå ñîëèòîíû ìîãóò ñóùåñòâîâàòü, âî âñÿêîìñëó÷àå, êàê äîëãîæèâóùèå ëîêàëèçîâàííûå âîçáóæ�äåíèÿ ñâåðõðåøåòêè.4. ËÎÊÀËÜÍÛÅ ÄÅÔÅÊÒÛ ÂÑÂÅ�Õ�ÅØÅÒÊÀÕÌû èçó÷èëè ñïåêòð ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèéñâåðõðåøåòîê, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ ñåðèåé ñóæàþ�3) Îïåðàòîð êâàçèèìïóëüñà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îïåðàòîðòðàíñëÿöèè íà îäèí ïåðèîä îäíîìåðíîé öåïî÷êè T̂ �îðìóëîéq̂ = �i ln T̂ , ïîýòîìó ïîëíûé êâàçèèìïóëüñ Q ìîæíî ïðåäñòà�âèòü â âèäå ñóììûQ =Xn  �nq̂ n = iXn 1Xm=1 (�1)mm ( �n n+m �  n �n+m):Ýòà âåëè÷èíà íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ â àíãàðìî�íè÷åñêîé öåïî÷êå, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì (21).903



À. Ì. Êîñåâè÷, Ì. À. Ìàìàëóé ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002ùèõñÿ ïîëîñ ðàçðåøåííûõ ÷àñòîò è îáëàäàþùèé(â îáùåì ñëó÷àå) çàïðåùåííûìè çîíàìè (ùåëÿìèâ ñïëîøíîì ñïåêòðå). �àññìîòðèì òåïåðü âîçìîæ�íîñòü âîçíèêíîâåíèÿ êîëåáàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé âçàïðåùåííûõ çîíàõ. Òàêèå êîëåáàíèÿ îòâå÷àþòýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèì (óâåëè÷èâàþùèìñÿ)ñ íîìåðîì n ðåøåíèÿì òèïà un / exp(��nd)(k = i�), ëèáî un / (�1)n exp(��nd) (k = i� + �).Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäîáíûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò èìåòü�èçè÷åñêèé ñìûñë òîëüêî íà êîîðäèíàòíîé ïîëó�îñè ïðè óñëîâèè, ÷òî âûáèðàåòñÿ èñ÷åçàþùåå íàáåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèå, îòðàæàþùåå íåêîòîðûåãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò.Äëÿ ðåøåíèé ïåðâîãî òèïà (k = i�) çàâèñèìîñòüïàðàìåòðà � îò ÷àñòîòû íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ
h�d = 
os z �Qz sin z > 1; (32)à äëÿ âòîðîãî òèïà (k = i�+ �) � èç ñîîòíîøåíèÿ� 
h�d = 
os z �Qz sin z < �1: (32a)�åøåíèÿ ïåðâîãî òèïà ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòàì â èí�òåðâàëàõ (2p � 1)� < z < 2p�, à âòîðîãî òèïà � âèíòåðâàëàõ 2p� < z < (2p+ 1)� (ñì. ðèñ. 3).ßñíî, ÷òî ïîäîáíûå ñèòóàöèè íà ïîëóîñè âîçíè�êàþò êàê ñëåäñòâèå ëîêàëüíîãî íàðóøåíèÿ ñòðîãîéïåðèîäè÷íîñòè â ñèñòåìå, ò. å. íàëè÷èÿ äå�åêòîâ ïå�ðèîäè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ. Ïðîñòåéøèì äå�åêòîìÿâëÿåòñÿ îòëè÷èå �èçè÷åñêèõ óñëîâèé íà îäíîé èç
z1z0 z2 z3f(z)

�f(z)�3�2�1
012
34
0 � 2� 3� 4� z

hkd
� 
h kd

�èñ. 3. �ðà�è÷åñêîå íàõîæäåíèå êîðíåé óðàâíå-íèÿ (38): êîðíè z0; z2; : : : è z1; z3; : : : îòâå÷à-þò äâóì òèïàì êîëåáàíèé (ñîîòâåòñòâåííî, ðå-øåíèÿ òèïà un / exp(��nd), k = i� èun / (�1)n exp(��nd) k = i� + �). ×àñòîòû ëî-êàëüíûõ êîëåáàíèé, îòâå÷àþùèõ ðàçíûì çíàêàì �,ðàñïîëîæåíû â ÷åðåäóþùèõñÿ èíòåðâàëàõ ìåæäóz = 2p� è z = (2p+ 1)� (p = 0; 1; 2; : : : )

ãðàíèö óïðóãèõ áëîêîâ îò òàêîâûõ íà îñòàëüíûõ ãðà�íèöàõ.Äîïóñòèì, ãðàíè÷íîå óñëîâèå (5) íà îäíîì èçñòûêîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðàìåòðîì Q�, îòëè÷íûìîò Q: Q� = Q + � Q. Ïóñòü íà ãðàíèöå ñòûêîâ ñ íî�ìåðîì n = 0 óñëîâèå (5) èìååò âèä[un=0℄+� = ��u�x�Q���1�2� : (33)Áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ðåøåíèåì, àíòèñèììåò�ðè÷íûì îòíîñèòåëüíî âûáîðà çíàêà n, è ïðåäñòàâèìñìåùåíèÿ un ïðè ïîëîæèòåëüíûõ n â âèäåun(x; t) = w(x�nd) expf��nd�i!tg; n � 0; (34)òîãäà óïðóãèå íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíè�ÿìè �n(x; t) = �1w0x(x� nd) expf��nd� i!tg:Ôóíêöèþ w(x) óäîáíî çàäàòü ñëåäóþùèì îáðà�çîì: w(x) = a0 
os(qx� �); (35)ãäå q = !=
 è � = 
onst � ïîñòîÿííàÿ �àçà.Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè n = 0 ñëåäóåò ñîîòíî�øåíèå e��d = 
os z �Q�z sin z; z = qd: (36)Êîìáèíèðóÿ (36) ñ (32), (32a), ïîëó÷àåì óðàâíåíèåsh�d = �Qz sin z; � = Q� �QQ : (37)Óðàâíåíèå (37) ñîâìåñòíî ñ (32), (32a) îïðåäåëÿ�åò ÷àñòîòû êîëåáàíèé, ëîêàëèçîâàííûõ íà òàêîìäå�åêòå. Ëîêàëüíûå ÷àñòîòû îïðåäåëÿþòñÿ òî÷�êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ãðà�èêîâ ïðàâûõ ÷àñòåé (32),(32a) ñ ãðà�èêîì �óíêöèè f(z) = p1 + sh2 z == [1+ (�Qz)2 sin2 z℄1=2, îïðåäåëÿåìîé óñëîâèåì (37).Ïîñêîëüêó � > 0, ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòû(çíà÷åíèÿ z), îïðåäåëÿåìûå óðàâíåíèåì4)
os z �Qz sin z = signf�Qz sin zg ��q1 + (�Qz)2 sin2 z: (38)Ñõåìà ãðà�è÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (38)ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3. Èçîáðàæåíû êðèâûå, îòâå÷à�þùèå ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿì �îðìóëû (38), è óêàçà�íû òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèé, äàþùèå èñêîìûå ÷àñòîòû.Îòìåòèì, ÷òî òàêîâûå ñóùåñòâóþò ïðè ëþáîìçíàêå ïàðàìåòðà �. ×àñòîòû ëîêàëüíûõ êîëåáàíèé,4) Óðàâíåíèå (37) äëÿ ëîêàëüíûõ ÷àñòîò ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëü�íûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåãî ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî â [10℄.904
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�èñ. 4. �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé âáëèçè äå�åê-òà ñâåðõðåøåòîê, ñîñðåäîòî÷åííîãî íà îäíîì ñòû-êå (n = 0). Ñõåìû à è á îòâå÷àþò äâóì òèïàì ëî-êàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðíÿìz0; z2; : : : è z1; z3; : : : íà ðèñ. 3îòâå÷àþùèõ ðàçíûì çíàêàì �, ðàñïîëîæåíû â ÷åðå�äóþùèõñÿ èíòåðâàëàõ ìåæäó z = 2p� è z = (2p+1)�(p = 0; 1; 2; : : : ). Ïðè ýòîì ëîêàëüíûå êîëåáàíèÿ,äëÿ êîòîðûõ (2p � 1)� < z < 2p� (òî÷êè z1 è z3 íàðèñ. 3), îïèñûâàþòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ñ ðîñ�òîì íîìåðà ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè �óíêöèåé, à êîëå�áàíèÿ ñ ÷àñòîòàìè 2p� < z < (2p + 1)� (òî÷êè z0è z2 íà ðèñ. 3) îïèñûâàþòñÿ �óíêöèåé, ïðîïîðöèî�íàëüíîé (�1)n exp(��nd).�ðà�èêè ñìåùåíèé â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèâåäåíû âïóáëèêàöèè [4℄. �àñ÷åò ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâó�þùèõ íàïðÿæåíèé âáëèçè äå�åêòà èëëþñòðèðóåòñÿðèñ. 4.Òàêèì îáðàçîì, ìû èçó÷èëè ëîêàëüíîå êîëåáà�íèå âáëèçè äå�åêòà â âèäå àíòèñèììåòðè÷íîãî ðå�øåíèÿ îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ. Ëîêàëüíîå êîëåáàíèåñ ÷åòíîé ñîáñòâåííîé �óíêöèåé ïðè ëþáîì çíàêå �íå ìîæåò âîçíèêíóòü íà äå�åêòå, ëîêàëèçîâàííîì

íà îäíîé ãðàíèöå. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî ñòûê ñ n = 0;íà íåì â ñëó÷àå ÷åòíîãî îòíîñèòåëüíî âûáîðà çíàêàn ðåøåíèÿ [u℄+� = 0 è �0 = 0, à ïîòîìó âîçáóæäå�íèå â âèäå ñòîÿ÷åé âîëíû ñ ÷åòíîé çàâèñèìîñòüþîò êîîðäèíàòû x íå÷óâñòâèòåëüíî ê âåëè÷èíå ïàðà�ìåòðà Q íà ñòûêå n = 0 è íå îòëè÷àåòñÿ îò êîëåáà�íèÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöû ñâåðõðåøåòêè, ïðîõîäÿùåéïî ýòîìó ñòûêó. Ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà ñâåðõðåøåòêèñîîòâåòñòâóåò ðàçðåçó ïî ñòûêó n = 0, ÷òî ýêâèâà�ëåíòíî óñëîâèþ �0 = 0, ïîëó÷àþùåìóñÿ â íàøåé ìî�äåëè ïðè � = 1 (Q� = 1). Ïðè ýòîì âîçìîæíûòîëüêî îäíîðîäíûå êîëåáàíèÿ (� = 0) ñ ÷àñòîòàìè! = (
=d)�m, m = 0; 1; 2; : : : Ñëåäîâàòåëüíî, ëîêà�ëèçîâàííîé âîëíû ó ñâîáîäíîãî êîíöà ñâåðõðåøåòêèíå ñóùåñòâóåò. Çíà÷èò íåâîçìîæíû êîëåáàíèÿ ÷åòíî�ãî òèïà, åñëè äå�åêò ñîñðåäîòî÷åí íà îäíîì ñòûêå.Ïîäîáíûå ëîêàëèçîâàííûå âîçáóæäåíèÿ âîçíèêàþòïðè èçìåíåíèè (âîçìóùåíèè) ïàðàìåòðà Q ïî êðàé�íåé ìåðå ó äâóõ ñîñåäíèõ ñòûêîâ.Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ èìåííî òàêîé ñèòóà�öèè. Ïóñòü íà îáåèõ ãðàíèöàõ ÿ÷åéêè ìåæäó n = 0 èn = 1 èìåþò ìåñòî îäèíàêîâûå óñëîâèÿ (33). Òîãäà,èíòåðåñóÿñü ðåøåíèåì, ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëü�íî ¾äå�åêòíîé¿ ÿ÷åéêè, çàïèøåì ñìåùåíèÿ u(x; t)ïðè ïîëîæèòåëüíûõ n â âèäåu(x; t) = w0(x)e�i!t;0 < x < d;u(x; t) = w(x � nd)e�i!te�nd;nd < x < (n+ 1)d: (39)Äëÿ �óíêöèè w0(x) åñòåñòâåííî ïðèíÿòü âûðàæåíèåw0(x) = a 
os q�x� d2� ; (40)à �óíêöèþ w(x) ìîæíî âçÿòü â âèäå (35). Òîãäàóäîâëåòâîðåíèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïðè n = 1 èíåïðåðûâíîñòè íàïðÿæåíèé íà ñòûêàõ ïðè n > 1ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ12 [e��d � 1℄ = 
os z �Q�z sin z; z = qd: (41)Ñíîâà êîìáèíèðóÿ (41) ñ (32), (32a), ïîëó÷àåì �îð�ìóëó e�d = 2�Qz sin z � 1: (42)Äëÿ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ k = � + i�, êîãäàçíàêè ñìåùåíèé â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ ïðîòèâîïîëîæ�íû, ñîîòíîøåíèå (42) çàìåíÿåòñÿ íàe�d = 2�Qz sin z + 1: (43)905
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�èñ. 5. Ôîðìà ðåøåíèé äëÿ �óíêöèè un(x),îïèñûâàþùåé êîîðäèíàòíóþ çàâèñèìîñòü ñìåùå-íèé, ëîêàëèçîâàííûõ âáëèçè äå�åêòíîé ÿ÷åéêèïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ: à) u0(0) = u1(d);á ) u0(0) = �u1(d)Ñ ïîìîùüþ �îðìóë (42) èëè (43) ëåãêî ïîñòðîèòüâûðàæåíèå äëÿ 
h�d, ÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü òðàíñ�öåäåíòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ëîêàëüíûõ÷àñòîò â ýòèõ ñëó÷àÿõ:
os z �Qz sin z == 12 �(2�Qz sin z � 1) + 1(2�Qz sin z � 1)� ; (44)ãäå çíàê ¾�¿ ñîîòâåòñòâóåò ñèí�àçíûì êîëåáàíèÿìòî÷åê ãðàíèöû, çíàê ¾+¿ � êîëåáàíèÿì òî÷åê ãðàíè�öû â ïðîòèâî�àçå. Â äàííîì ñëó÷àå äâóõ ñîñåäíèõäå�åêòíûõ ãðàíèö ëîêàëèçàöèÿ êîëåáàíèé â çàïðå�ùåííîé çîíå ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïðè ëþáîì çíàêåâîçìóùåíèÿ �.Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðîàíàëèçèðî�âàòü óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ëîêàëüíûõ ÷àñòîò äëÿàíòèñèììåòðè÷íîãî âèäà �óíêöèè ñìåùåíèé. Íà

ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ãðà�èêè äëÿ ñìåùåíèé, ëîêàëè�çîâàííûõ âáëèçè äå�åêòíîé ÿ÷åéêè.Íàêîíåö, îáñóäèì êðàòêî âîçìîæíîñòü âîçíèêíî�âåíèÿ ëîêàëüíûõ ÷àñòîò âáëèçè áîëåå ñëîæíîãî íà�ðóøåíèÿ ðåãóëÿðíîñòè ñâåðõðåøåòêè, ïðè êîòîðîìäå�åêòíûìè ÿâëÿþòñÿ òðè ñòûêà (íàïðèìåð, n = 0è n = �1). Íà êàæäîì èç äå�åêòíûõ ñòûêîâ áóäåìïðåäïîëàãàòü ñîáëþäåíèå ïðåæíèõ ãðàíè÷íûõ óñëî�âèé.�àññìîòðèì ñèììåòðè÷íîå êîëåáàíèå âáëèçè òà�êîãî äå�åêòà. ßñíî, ÷òî ïðè ñèììåòðè÷íîì ðåøåíèèñìåùåíèÿ îïèñûâàþòñÿ �óíêöèåé, íåïðåðûâíîé íàñòûêå n = 0, èç ÷åãî àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò, ÷òîíàïðÿæåíèÿ íà ýòîì ñòûêå ðàâíû íóëþ. Òàêèì îá�ðàçîì, äå�åêòíîñòü ñòûêà n = 0 íèêàê íå ïðîÿâëÿ�åòñÿ íà ñâîéñòâàõ èçó÷àåìîãî êîëåáàíèÿ. ×àñòîòûëîêàëüíûõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì
os z �Qz sin z = 12 �2�Qz sin z + 12�Qz sin z� : (45)Êàê âèäíî, óðàâíåíèÿ äëÿ ÷àñòîò ëîêàëüíûõ êîëå�áàíèé âáëèçè òàêîãî äå�åêòà èìåþò áîëåå ïðîñòîéâèä, ÷åì ïðè íàëè÷èè äâóõ äå�åêòíûõ ñòûêîâ. Âàæ�íî îòìåòèòü, ÷òî ïðè òàêîì äå�åêòå ñóùåñòâåííàíå òîëüêî âåëè÷èíà, íî è çíàê âîçìóùåíèÿ: ïðè�Q > 0 îáðàçîâàíèå ëîêàëüíûõ ñîñòîÿíèé íåâîçìîæ�íî. Ïîñëåäíåå ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì ïðè ðàññìîòðå�íèè ñõåìû ãðà�è÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (45).Çàìåòèì, ÷òî âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ, êî�ãäà âîçíèêàåò ëîêàëüíîå êîëåáàíèå, è äå�åêò ëîêà�ëèçîâàí áîëåå ÷åì íà îäíîì ñòûêå ñâåðõðåøåòêè, âùåëè ïîÿâëÿþòñÿ äâà äèñêðåòíûõ óðîâíÿ, âîçíèêàþ�ùèõ îäíîâðåìåííî, íî ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþùèõñÿçàâèñèìîñòüþ îò ïàðàìåòðà äå�åêòà �.5. ÁËÎÕÎÂÑÊÈÅ ÎÑÖÈËËßÖÈÈÂÎËÍÎÂÎ�Î ÏÀÊÅÒÀ Â ÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÌÂÍÅØÍÅÌ ÏÎËÅÌû óïîìèíàëè, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå îïòè÷åñêèõñâåòîâûõ èìïóëüñîâ â ñèñòåìå ïàðàëëåëüíûõ ñâå�òîâîäîâ ìîæíî îïèñûâàòü äèñêðåòíûì óðàâíåíèåìØðåäèíãåðà òèïà (14) â ñëó÷àå ëèíåéíûõ ïàêåòîâëèáî óðàâíåíèåì òèïà (16) â ñëó÷àå ñîëèòîíîâ. Íàîñíîâå ýòèõ óðàâíåíèé ñòðîèòñÿ òåîðèÿ äâèæåíèÿâîëíîâûõ ïàêåòîâ â îäíîìåðíûõ ñèñòåìàõ, ïàðàìåò�ðû êîòîðûõ ñëàáî ìåíÿþòñÿ âäîëü ýòèõ ñèñòåì. Â÷àñòíîñòè, ìîæíî èçó÷àòü âîëíîâîå äâèæåíèå òèïàáëîõîâñêèõ îñöèëëÿöèé ïàêåòà êàê êâàíòîâîé ÷àñ�òèöû â îäíîðîäíîì âíåøíåì ïîëå. Áëîõîâñêèå îñ�öèëëÿöèè îïòè÷åñêîãî èìïóëüñà îïèñàíû è ýêñïåðè�ìåíòàëüíî îáíàðóæåíû [17, 18℄. Ïîýòîìó íå ëèøåíî906



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002 Ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ è âîëíû : : :
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�èñ. 6. Ýâîëþöèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà, èñïûòûâàþùåãî áëîõîâñêèå îñöèëëÿöèè, â ñëó÷àå î÷åíü óçêîãî íà÷àëüíîãî(t = 0) ïàêåòà â x-ïðîñòðàíñòâåîñíîâàíèÿ îáñóæäåíèå áëîõîâñêèõ îñöèëëÿöèé âîë�íîâîãî ïàêåòà â ñâåðõðåøåòêàõ.Äîïóñòèì, ÷òî �èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñî�ñòàâëÿþùèõ ñâåðõðåøåòêè ýëåìåíòîâ ñëàáî çàâèñÿòîò íîìåðà n, íàïðèìåð, ñêîðîñòü âîëíû ìåíÿåòñÿïî òàêîìó ïðàâèëó: 
 = 
0 + �
 = 
0 f1 + Æ
=
0g,ãäå �
 � ìàëîå èçìåíåíèå ñêîðîñòè âîëíû ïðè ïå�ðåõîäå îò îäíîãî ýëåìåíòà ê ñëåäóþùåìó. Â ýêñïå�ðèìåíòàõ [17, 18℄ ïîäîáíàÿ íåîäíîðîäíîñòü ñîçäàâà�ëàñü ãðàäèåíòîì òåìïåðàòóðû, îò êîòîðîé çàâèñèòêîý��èöèåíò ïðåëîìëåíèÿ äèýëåêòðèêà. Òîãäà ïà�ðàìåòð m!0 â âûðàæåíèè (8) è óðàâíåíèè (15) ñëå�äóåò çàìåíèòü íà m!0 + �nd, ãäå � � ìàëûé ãðàäè�åíò ÷àñòîòû. Â ðåçóëüòàòå â ñëó÷àå m = 2p (ñëó÷àém = 2p + 1 àíàëèçèðóåòñÿ àíàëîãè÷íî) âîçíèêàåòóðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â îäíîðîäíîì ïîëå:i� n�t = m!0 n + �nd n ++ 
2m(2 n �  n+1 �  n�1); (46)à âûðàæåíèå (8) ïðåâðàùàåòñÿ â �óíêöèþ �àìèëü�òîíà ðàññìàòðèâàåìîé ÷àñòèöû êàê �óíêöèþ n è k.Ââåäåì îïåðàòîð íîìåðà óçëà, êîòîðûé â îäíî�

çîííîé ìîäåëè5) èìååò âèä n = (i=d)�=�k. Òîãäàóðàâíåíèå (46) â k-ïðåäñòàâëåíèè ïðèìåò âèä, ñîãëà�ñîâàííûé ñ óïîìÿíóòûì ãàìèëüòîíèàíîì:i� (q)�t = m!0 (q)+i� � (q)�q +2
m  (q) sin2 q2 ; (47)ãäå q = kd. ×àñòèöà, ïîä÷èíÿþùàÿñÿ óðàâíåíèÿì(46) èëè (47), èñïûòûâàåò òàê íàçûâàåìóþ äèíàìè�÷åñêóþ ëîêàëèçàöèþ [19℄, ïðîÿâëÿþùóþñÿ â ñâîå�îáðàçíûõ îñöèëëÿöèÿõ ñ ÷àñòîòîé, êîòîðóþ ìîæíîîïðåäåëèòü èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Â óðàâíå�íèè (47) äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé âðåìÿ è âîë�íîâîå ÷èñëî âõîäÿò â âèäå êîìáèíàöèè q+�t. Òàê êàêâ íàøåì ñëó÷àå ñòàöèîíàðíàÿ ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿåñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ q ñ ïåðèîäîì 2�, òî åéîòâå÷àåò ýêâèäèñòàíòíûé ñïåêòð ÷àñòîò ñ õàðàêòåð�íîé ÷àñòîòîé!B = � = m�!0 = m!0�

 = m�
d �

 : (48)5) Âîïðîñ î ðîëè ìåæçîííûõ ïåðåõîäîâ â òåîðèè áëîõîâñêèõîñöèëëÿöèé îáñóæäàëñÿ â ëèòåðàòóðå [20℄. Â íàøåé ìîäåëèòèïà ¾ñèëüíîé ñâÿçè¿ ó÷àñòâóåò òîëüêî îäíà ÷àñòîòà. Âîçíèê�íîâåíèå ìåæçîííûõ âçàèìîäåéñòâèé â ïîõîæåé ìîäåëè íåëè�íåéíîé îïòè÷åñêîé ñâåðõðåøåòêè ó÷èòûâàåòñÿ ïðè àíàëèçåóñòîé÷èâîñòè ùåëåâûõ ñàìîëîêàëèçîâàííûõ êîëåáàíèé (ñîëè�òîíîâ) [12℄.907



À. Ì. Êîñåâè÷, Ì. À. Ìàìàëóé ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002Ýòî è åñòü ÷àñòîòà áëîõîâñêèõ îñöèëëÿöèé âîëíîâî�ãî ïàêåòà â ñâåðõðåøåòêàõ.Àíàëèç ýâîëþöèè âîëíîâîãî ïàêåòà, èñïûòûâàþ�ùåãî áëîõîâñêèå îñöèëëÿöèè, èçëîæåí, íàïðèìåð, âîáçîðàõ [21, 22℄. Õàðàêòåð áëîõîâñêèõ îñöèëëÿöèéñóùåñòâåííî çàâèñèò îò øèðèíû ïàêåòà. Ïàêåò ñî÷åíü óçêèì k-ñïåêòðîì Ôóðüå (ñ õîðîøî îïðåäåëåí�íûì k) âåäåò ñåáÿ êàê ÷àñòèöà, �óíêöèÿ �àìèëüòî�íà êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ (8). Íàëè÷èå âíåøíåãî îäíî�ðîäíîãî ïîëÿ, äåéñòâóþùåãî íà ÷àñòèöó, ïðèâîäèòê çàâèñèìîñòè âîëíîâîãî âåêòîðà (êâàçèèìïóëüñà)÷àñòèöû îò âðåìåíè: dkdt = �: (49)Â ïîñòîÿííîì ïîëå èç �îðìóëû (49) ñëåäóåò çàêîíäâèæåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè ïàêåòà:k = k0 + �t: (50)Åñëè ïîäñòàâèòü (50) â âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè ÷àñ�òèöû, âûòåêàþùåå èç çàêîíà äèñïåðñèè (8), òî îêà�æåòñÿ, ÷òî ñêîðîñòü ÷àñòèöû ïåðèîäè÷åñêè çàâèñèòîò âðåìåíè:v = �!�k = sin kd = sin(k0 + �t)d: (51)Ôîðìóëà (51) è îïðåäåëÿåò áëîõîâñêèå îñöèëëÿöèè:öåíòð òÿæåñòè ïàêåòà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòî�òîé !B è àìïëèòóäîé A = 
d=(m�).Åñëè íà÷àëüíûé ïàêåò (t = 0) î÷åíü óçêèé âx-ïðîñòðàíñòâå (íàïðèìåð, ëîêàëèçîâàí íà îäíîì óç�ëå n = 0), òî åãî äèíàìèêà èíàÿ: âíà÷àëå ñ ðîñòîìâðåìåíè âîçáóæäåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â îáå ñòîðî�íû îò öåíòðà ïàêåòà n = 0, îäíàêî, äîñòèãíóâ óäà�ëåíèÿ A, îñòàíàâëèâàåòñÿ è ¾îòêàòûâàåòñÿ¿ îáðàò�íî, ñîáèðàÿñü â ïåðâîíà÷àëüíûé èìïóëüñ â ìîìåíòâðåìåíè t = 2�=!B, ò. å. ÷åðåç ïåðèîä áëîõîâñêèõîñöèëëÿöèé (ñì. ðèñ. 6).Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà áëîõîâñêîé ÷àñ�òîòû !B � m(
=d)(�
=
) è àìïëèòóäû A �� d(m2Q�
=
)�1 âïîëíå äîïóñêàåò âîçìîæíîñòü èõíàáëþäåíèÿ â àêóñòè÷åñêèõ ñâåðõðåøåòêàõ.Àâòîðû áëàãîäàðíû Â. Àëüøèöó, À. Ìàéåðó èÝ. �àíàïîëüñêîìó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. �àáîòàâûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêåINTAS (ãðàíò �167 çà 1999 ãîä).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. J. D. Joannopulos, R. D. Meade, and J. N. Win,Photoni
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