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ÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ Ñ�ÅÄÑ Ô�ÀÊÒÀËÜÍÎÉ ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÎÉÂ. Â. Íîâèêîâ *Îäåññêèé íàöèîíàëüíûé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò65044, Îäåññà, ÓêðàèíàÊ. Â. Âîéöåõîâñêèé **Institute of Mole
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s of Polish A
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es60-179, Poznan, PolandÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 28 äåêàáðÿ 2001 ã.Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ äâóõ�àçíîé ñðåäû ñ õàîòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé âî âñåì äèàïàçîíåêîíöåíòðàöèé. Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ íåìîíîòîííîãî è ñèíãóëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ ý��åêòèâíûõ âÿçêîóïðó-ãèõ ñâîéñòâ.PACS: 61.43.Hv, 46.35.+z, 05.10.C
, 82.70.Kj, 83.50.-v1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÅñëè íà òåëî äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà, òî â íåìâîçíèêàþò äå�îðìàöèè, à ñàìî òåëî íàõîäèòñÿ ïîäíàïðÿæåíèåì. Åñëè ýòî íàïðÿæåíèå íåèçìåííî ñó�ùåñòâóåò è èñ÷åçàåò ìãíîâåííî ïðè ïðåêðàùåíèèäåéñòâèÿ, òî òåëî ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíî óïðóãèì. Âýòîì ñëó÷àå ñâÿçü ìåæäó òåíçîðîì íàïðÿæåíèé �è òåíçîðîì äå�îðìàöèé " îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî çà�êîíó �óêà [1℄: � = C"; " = S�; (1:1)ãäå C � òåíçîð ìîäóëåé óïðóãîñòè, S � òåíçîð ìî�äóëåé ïîäàòëèâîñòè.Ïðè íåîáðàòèìîé äå�îðìàöèè, ò. å. ïðè òå÷åíèèòåëà, íàïðÿæåíèå â êðàò÷àéøèå ïðîìåæóòêè âðåìå�íè óáûâàåò è ñíîâà âîññòàíàâëèâàåòñÿ âñëåäñòâèåñìåùåíèÿ ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ. Åñëè ïðè ýòîì�îðìà è ñîñòîÿíèå ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ íå èñïû�òûâàþò èçìåíåíèÿ, òî òåëî ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíî âÿç�êèì è åãî ïîâåäåíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Íüþ�òîíà [2; 3℄ � = � d"dt ; (1:2)ãäå � � âÿçêîñòü æèäêîñòè.*E-mail: novikov�Te.Net.Ua**K. W. Woj
ie
howski

Áîëüøèíñòâî ðåàëüíûõ òåë ÿâëÿþòñÿ âÿçêîóïðó�ãèìè è òîëüêî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ïîä÷è�íÿþòñÿ çàêîíàì (1.1) è (1.2). Ïîýòîìó äëÿ õàðàê�òåðèñòèêè äå�îðìàöèîííî-íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿðåàëüíûõ òåë ââîäÿò ïîíÿòèå âðåìåíè ñïàäà íàïðÿ�æåíèÿ, èëè âðåìåíè ðåëàêñàöèè � . Äëÿ àáñîëþòíîóïðóãèõ òåë � ! 0, à äëÿ èäåàëüíî âÿçêèõ � ! 1.Â èíòåðâàëå 0 < � < 1 ðàñïîëàãàþòñÿ ðåàëüíûåâÿçêèå, àíîìàëüíî âÿçêèå è âÿçêîóïðóãèå ñðåäû.Åñëè âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïåðèîäè÷åñêîå, òî íà�ïðÿæåíèå è äå�îðìàöèè èçìåíÿþòñÿ ïî çàêîíó [2; 3℄�ij(t) = �0ijei!t; "kl(t) = "0klei(!t�'); (1:3)ãäå �0ij è "0ij � àìïëèòóäíûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèéè äå�îðìàöèé, ! � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà, ' � óãîë ïî�òåðü.Äëÿ àìïëèòóäíûõ çíà÷åíèé �0ij , "0ij ñïðàâåäëèâçàêîí �óêà, åñëè â ìàòåðèàëå ïðîòåêàåò îäèí ðåëàê�ñàöèîííûé ïðîöåññ, ò. å.�0ij = 
ijkl(!)"0kl; "0ij = sijkl(!)�0kl; (1:4)ãäå 
ijkl � êîìïîíåíòû òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè,à sijkl � êîìïîíåíòû òåíçîðà ïîäàòëèâîñòè.Â èäåàëüíîé óïðóãîé ñðåäå ' = 0 è ñâÿçü ìåæäóòåíçîðîì íàïðÿæåíèé � è òåíçîðîì äå�îðìàöèé "ñâîäèòñÿ ê çàêîíó �óêà äëÿ óïðóãîé ñðåäû (1.1).Åñëè ' 6= 0, òî ñ ó÷åòîì (1.3) ïîëó÷èì"ij = Sijkl(!)e�i'�kl: (1:5)538



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002 Âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà íåîäíîðîäíûõ ñðåä : : :Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ðàñ÷åòîâ óäîáíî ââåñòè ïîíÿòèåêîìïëåêñíîé ïîäàòëèâîñòè S�(!):S�(!) = S(!)e�i' = S(!)(
os'� i sin'); (1:6)è çàêîí �óêà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå" = S�(!)�; (1:7)ãäå S�(!) = S0(!)� iS00(!); (1:8)S0(!) � ïîäàòëèâîñòü íàêîïëåíèé, S00(!) � ïîäàòëè�âîñòü ïîòåðü.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îòíîñèòåëüíîå ðàññåÿíèåóïðóãîé ýíåðãèè ñâÿçàíî òîëüêî ñ ìíèìîé ñîñòàâëÿ�þùåé S00(!) óïðóãèõ ìîäóëåé [2, 3℄. Â ñâÿçè ñ ýòèì' îáû÷íî íàçûâàþò âíóòðåííèì òðåíèåì ìàòåðèàëàèëè óãëîì ïîòåðü.Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü èçîòðîïíûåñðåäû, äëÿ êîòîðûõ àíàëîãè÷íî (1.8) ìîæíî ââåñòèïîíÿòèå êîìïëåêñíîãî îáúåìíîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòèK�(!) [3℄:K�(!) = K 0(!) + iK 00(!) = K 0(!)(1 + i tg'); (1:9)ãäå tg' = K 00(!)=K 0(!): (1:10)Êîìïëåêñíûé ìîäóëü ñäâèãà �� è êîìïëåêñíóþ âÿç�êîñòü �� ìîæíî çàïèñàòü â âèäå [2; 3℄��(!) = �0(!) + i�00(!); (1.11)�� = ��=i!; (1.12)��(!) = �0(!)� i�00(!): (1.13)Ñâÿçü ìåæäó �0(!), �00(!) è �0(!), �00(!) îïðåäåëÿåò�ñÿ óðàâíåíèÿìè�0(!) = !�00(!); �00(!) = !�0(!): (1:14)Äëÿ ñðåäû, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íüþòîíîâñêîé æèäêî�ñòüþ, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî��(!) = i!�0(!): (1:15)Ïðè îïèñàíèè âÿçêîóïðóãèõ ñðåä èñïîëüçóþòñÿðàçëè÷íûå ìîäåëè â âèäå ñî÷åòàíèÿ ïðóæèíû èïîðøíÿ â âÿçêîé æèäêîñòè. Â ýòîì (îäíîìåðíîì)ñëó÷àå çàêîíû �óêà è Íüþòîíà èìåþò âèä [2℄FH = kx; (1:16)FN = � dxdt : (1:17)Ïîñëåäîâàòåëüíîìó ñîåäèíåíèþ ýòèõ ýëåìåíòîâ ñî�îòâåòñòâóåò ìîäåëü Ìàêñâåëëà, à ïàðàëëåëüíîìó �ìîäåëü Êåëüâèíà�Ôîéãòà (ðèñ. 1).Îáðàòíûé ïåðåõîä îò ìîäåëåé ê ñïëîøíîé ñðåäåîñóùåñòâëÿåòñÿ çàìåíîé ñèëû F è ïåðåìåùåíèé xíà íàïðÿæåíèÿ � è äå�îðìàöèè ".
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�èñ. 1. Ìîäåëèðîâàíèå âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ:à) ìîäåëü Ìàêñâåëëà; á) ìîäåëü Êåëüâèíà�Ôîéãòà1.1. Ìîäåëü ÌàêñâåëëàÌîäåëü Ìàêñâåëëà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1a. Çäåñüîáùàÿ äå�îðìàöèÿ " ñîñòîèò èç óïðóãîé "0 è âÿçêîé"m ñîñòàâëÿþùèõ: " = "0 + "m: (1:18)Ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ óïðóãîé äå�îðìàöèè ðàâíàd"0dt = 1�1 d�dt ; (1:19)òàê êàê "0 = �=�1, ãäå �1 = �(!)j!!1 � íåðåëàê�ñèðîâàííîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ ñäâèãà (! ! 1). Èç�ìåíåíèå âÿçêîé äå�îðìàöèè âî âðåìåíè ñâÿçàíî 
íàïðÿæåíèåì: d"mdt = �� ; (1:20)ãäå � � âÿçêîñòü ñðåäû.Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåìd"dt = 1�1 d�dt + �� : (1:21)Ïðè íåèçìåííîé âî âðåìåíè äå�îðìàöèè,d"dt = 0; (1:22)ïîëó÷àåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.21)�(t) = �0 exp [�(t=�")℄ ; (1:23)êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèÿîò âðåìåíè t, ò. å. ðåëàêñàöèþ òåëà. Îòíîøåíèå�" = �=�1 ÿâëÿåòñÿ âðåìåíåì ðåëàêñàöèè íàïðÿæå�íèé ïî Ìàêñâåëëó.539



Â. Â. Íîâèêîâ, Ê. Â. Âîéöåõîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002Ïðè ïåðèîäè÷åñêîì âîçäåéñòâèè " = "0ei!t ñ ó÷å�òîì (1.21) ïîëó÷èì�0�1ei!t + i!��0ei!t = ��1i!"ei!t;îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî� = �1i!�""1 + i!�" ; (1:24)ò. å. êîìïëåêñíûé ìîäóëü ñäâèãà äëÿ ñðåäû Ìàêñâåë�ëà ðàâåí ��(!) = �1i!�"1 + i!�" ; �" = ��1 : (1:25)1.2. Ìîäåëü Êåëüâèíà�ÔîéãòàÂ ìîäåëè Êåëüâèíà�Ôîéãòà (ðèñ. 1á ) óïðóãèé�1 è âÿçêèé �2 ýëåìåíòû ñîåäèíåíû ïàðàëëåëüíî.Â ýòîì ñëó÷àå � = �1 + �2; (1:26)èëè � = 2�0�"+ �� d"dt� ; �� = ��0 ; (1:27)îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî" = ��0 [1� exp(�t=��)℄ : (1:28)Çäåñü �0 = �(!)j!=0 � ðåëàêñèðîâàííîå çíà÷åíèåìîäóëÿ ñäâèãà (! ! 0).Åñëè âîçäåéñòâèå ïåðèîäè÷åñêîå, òî ñ ó÷åòîì(1.27) äëÿ ñðåäû Êåëüâèíà�Ôîéãòà ïîëó÷èì�0ei!t = �0("0ei!t + ��i!"0ei!t):Òàêèì îáðàçîì,� = �0(1 + i!��); �� = �=�0; (1:29)ò. å. êîìïëåêñíûé ìîäóëü ñäâèãà äëÿ ñðåäû Êåëüâè�íà�Ôîéãòà ðàâåí�� = �0(1 + i!��): (1:30)1.3. Ìîäåëü ÇèíåðàÎñíîâíûì íåäîñòàòêîì ìîäåëè Ìàêñâåëëà ÿâëÿ�åòñÿ òî, ÷òî â íåé ñòàòè÷åñêèé ìîäóëü ñäâèãà �0îáðàùàåòñÿ â íóëü, à íåäîñòàòîê ìîäåëè Êåëüâè�íà�Ôîéãòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà íå îïèñûâàåò ðå�ëàêñàöèþ íàïðÿæåíèé.Ýòèõ íåäîñòàòêîâ ëèøåíà ìîäåëü Çèíåðà (ìî�äåëü ñòàíäàðòíîãî ëèíåéíîãî òåëà) [2℄, â êîòîðîé ñî�÷åòàþòñÿ ìîäåëè Ìàêñâåëëà è Êåëüâèíà�Ôîéãòà è

êîòîðàÿ îòðàæàåò ïðîöåññ äå�îðìàöèé, áëèçêèé êðåàëüíîìó ïðîöåññó.Äëÿ ñòàíäàðòíîãî ëèíåéíîãî òåëà óðàâíåíèåóïðóãîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå [2℄� + �" d��dt� = ��"+ �� d�"dt� � ; (1:31)ãäå�0 = �(!)j!=0; �1 = lim!!1�(!); �"=�� = �0=�1;! � ÷àñòîòà âîçäåéñòâèÿ íà îáðàçåö. Ïðèìåíÿÿ ïðå�îáðàçîâàíèå Ôóðüå ê (1.31), ïîëó÷èì [2℄� + (i!�)�� = 2�0 (� + (i!�)�") ;ãäå � è " � �óðüå-îáðàçû âåëè÷èí � è ". Îòñþäàñëåäóåò, ÷òî êîìïëåêñíûé ìîäóëü ñäâèãà äëÿ ñòàí�äàðòíîãî ëèíåéíîãî òåëà ðàâåí��(!) = �1 � �1 � �01 + (i!�")� : (1:32)Ó÷èòûâàÿ (1.11), ïîëó÷èì�1 � �0(!)�1 � �0 == 1 + (!�)� 
os(��=2)1 + (!�)� [2 
os(��=2) + (!�)�℄ ; (1.33)�1 � �00(!)�1 � �0 == (!�)� sin(��=2)1 + (!�)� [2 
os(��=2) + (!�)�℄ : (1.34)Åñëè èçâåñòíî �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèå �óíêöèè�(t), òî �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèå �óíêöèè ðàñïðåäåëå�íèÿ âðåìåí ðåëàêñàöèè, f(�), èìååò âèä [2℄f � 1!� = � 1� Im� [! exp(�i�)℄ : (1:35)Èñïîëüçóÿ (1.34) è (1.35), ìîæíî îïðåäåëèòü íîðìè�ðîâàííóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f0(�) âðåìåí ðå�ëàêñàöèè (ðèñ. 2â):f0(�) = sin(��)2� f
h [� ln(�=�")℄ + 
os(��)g ; (1:36)ãäå f0(�) = f(�)�1 � �0 :540



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002 Âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà íåîäíîðîäíûõ ñðåä : : :à
124300:20:40:60:81:0

�3 �2 �1 0 1 2 3lg �
(� 1��0 )=(� 1
�� 0)

â
23
4
1

á
1
432

�3 �2 �1 0 1 2 3lg �

0:40:30:20:10
f 0

�3 �2 �1 0 1 2 3lg �
(� 1��00 )=(� 1
�� 0)

00:10:20:30:4

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòè âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ñòàíäàðòíîãî ëèíåéíîãî òåëà îò lg � ïðè çíà÷åíèÿõ � = 0:2 (êðèâûå 1 );0:4 (2 ); 0:7 (3 ); 0:9 (4 ): a) äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü îòíîñèòåëüíîãî ìîäóëÿ ñäâèãà; á) ìíèìàÿ ÷àñòü îòíîñèòåëüíîãîìîäóëÿ ñäâèãà; â) íîðìèðîâàííàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí ðåëàêñàöèèÇàâèñèìîñòü ìåæäó äèñïåðñèåé 
2 âðåìåíè ðå�ëàêñàöèè õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè è ïàðàìåòðîì �èìååò âèä
2 = 1Z�1 ln2� ��"� f0(�)d ln � = �23 1� �2�2 : (1:37)Â [4℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå (1.31) ñ äðîá�íûìè ïðîèçâîäíûìè ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ïðåäïî�ëîæèòü, ÷òî ìíîæåñòâî âðåìåí ðåëàêñàöèè èìååò�ðàêòàëüíóþ ïðèðîäó. Ïàðàìåòð � â (1.31), (1.33)
è (1.34) (ðèñ. 2a è á ) ñîãëàñíî [4℄ ðàâåí äðîáíîé ðàç�ìåðíîñòè �ðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà âðåìåí ðåëàêñà�öèè è ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ëîêàëèçàöèè (ðàç�ìûòîñòè) ðåëàêñàöèîííîãî ñïåêòðà.2. ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÍÀß ÌÎÄÅËÜÍèæå ðàññìîòðèì âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà ìî�äåëüíîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû ñ õàîòè÷åñêîé �ðàê�òàëüíîé ñòðóêòóðîé.�àññìîòðèì èåðàðõè÷åñêóþ ìîäåëü ñòðóêòóðûäâóõ�àçíîé ñðåäû, èçìåíåíèå êîòîðîé ñ óâåëè÷åíè�541
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�èñ. 3. Èëëþñòðàöèÿ ïîëó÷åíèÿ îñíîâíîãî �ðàê-òàëüíîãî ìíîæåñòâà 
n(`0; p0 = 1) âÿçêîóïðóãèõýëåìåíòîâ äëÿ ñëó÷àÿ `0 = 2åì îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè p ïåðâîé �àçû ìîæíîêà÷åñòâåííî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíà÷àëåâ íåïðåðûâíîé ñðåäå èç âòîðîé �àçû îáðàçóþòñÿèçîëèðîâàííûå êëàñòåðû èç ïåðâîé �àçû, çàòåì ñóâåëè÷åíèåì îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè p èçîëèðîâàí�íûå êëàñòåðû ñîåäèíÿþòñÿ è ïåðåõîäÿò â òàê íàçû�âàåìûé áåñêîíå÷íûé êëàñòåð, ñîñòîÿùèé èç ïåðâîé�àçû.Ìîäåëèðîâàíèå õàîòè÷åñêîé ñòðóêòóðû íåîäíî�ðîäíîé ñðåäû ìîæíî ïðîâåñòè íà áàçå ðåøåòîê ñîñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì èõ ïàðàìåòðîâ [5�7℄. Óç�ëû ðåøåòêè ìîäåëèðóþò ðàñïðåäåëåíèå �àç â ïðî�ñòðàíñòâå, à ñâÿçè ìåæäó óçëàìè � èõ êîíòàêòû ññîñåäÿìè. Â äàëüíåéøåì êàæäàÿ ñâÿçü ïðåäñòàâëÿ�ëàñü â âèäå ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ïðóæèíû èïîðøíÿ (ðèñ. 3).Îñíîâíîå ìíîæåñòâî ñâÿçåé, 
n(`0; p0), áûëî ïî�ëó÷åíî ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû. Íà íà�÷àëüíîì ýòàïå ðàñ÷åòîâ èññëåäîâàëàñü ðåøåòêà êî�íå÷íûõ ðàçìåðîâ ñ äëèíîé ðåáðà `0 è âåðîÿòíîñòüþp0 òîãî, ÷òî ñâÿçü ïðèíàäëåæèò ïåðâîé �àçå. Íà ñëå�äóþùåì øàãå (k = 1; 2; : : : ; n) êàæäàÿ ñâÿçü â ðå�øåòêå çàìåíÿåòñÿ ðåøåòêîé, ïîëó÷åííîé íà ïðåäû�äóùåì øàãå (ðèñ. 3, 4). Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ çà�êàí÷èâàåòñÿ, êîãäà ñâîéñòâà ðåøåòêè ïåðåñòàþò çà�âèñåòü îò íîìåðà èòåðàöèè k.Òàêèì îáðàçîì, íàéäåííîå ñ ïîìîùüþ èòåðàöè�îííîé ïðîöåäóðû ìíîæåñòâî ñâÿçåé, 
n(`0; p0), çà�âèñèò îò ðàçìåðà `0 íà÷àëüíîé ðåøåòêè è âåðîÿòíî�ñòè p0 è ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíûì ìíîæåñòâîì, ò. å.�ðàêòàëüíûì [5�7℄.

�èñ. 4. Èëëþñòðàöèÿ ïîëó÷åíèÿ ìíîæåñòâà
n(`0; p0) äëÿ ñëó÷àÿ `0 = 2, p0 = 3=8 íà âòîðîìèòåðàöèîííîì øàãå (k = 2)3. ÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ�àññìîòðèì äâóõ�àçíóþ ñèñòåìó ñ �óíêöèåéðàñïðåäåëåíèÿP0(C) = p0Æ �C � C(0)1 �+(1�p0)Æ �C � C(0)2 � ; (3:1)ãäå Æ(x) � �óíêöèÿ Äèðàêà; äàííàÿ ëîêàëüíàÿ îá�ëàñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ p0 îáëàäàåò ñâîéñòâîì C(0)1 èñ âåðîÿòíîñòüþ 1� p0 � ñâîéñòâîì C(0)2 .Ïîñëå k èòåðàöèîííûõ øàãîâ �óíêöèÿ ïëîòíî�542
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�èñ. 5. Èëëþñòðàöèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñâÿçàííîãî(à) è íåñâÿçàííîãî (á ) ìíîæåñòâñòè ïðèíèìàåò âèäPk(C) = pkÆ �C�C(k)
 �+(1�pk)Æ �C�C(k)n � : (3:2)Çäåñü C(k)
 , C(k)n � ñâîéñòâà íà k-ì èòåðàöèîííîì ýòà�ïå ñîîòâåòñòâåííî ñâÿçàííîãî è íåñâÿçàííîãî ìíî�æåñòâ, pk = R(`k�1; pk�1) � ïëîòíîñòü ñîåäèíÿþùå�ãî ìíîæåñòâà ñâÿçåé; �óíêöèÿ R(`k�1; pk�1) ðàâíàîòíîøåíèþ ÷èñëà ñâÿçàííûõ ìíîæåñòâ ê ÷èñëó âñåõðàçáðîñîâ (¾ðàñêðàñîê¿) íà ðåøåòêå.Ïðè k !1limk!1Pk(C) = 8<: Æ �C � C(1)
 � ; p0 > p�;Æ �C � C(1)n � ; p0 < p�: (3:3)Ïðè ýòîì C(k)
 � C � C(k)n ;limk!1C(k)
 = limk!1C(k)n = C: (3:4)Íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ñòðóê�òóðû ñâÿçàííîãî è íåñâÿçàííîãî ìíîæåñòâ ìîäå�ëèðîâàëèñü ñîñòàâíîé ¾êàïëåé¿ [5; 6℄: ïåðâîå ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíûé ìàññèâ ïåðâîé �à�çû ñ âêëþ÷åíèåì ñ�åðû (êàïëè) èç âòîðîé �àçû(ðèñ. 5à); âòîðîå � íåïðåðûâíûé ìàññèâ âòîðîé �à�çû ñ âêëþ÷åíèåì ñ�åðû (êàïëè) èç ïåðâîé �àçû(ðèñ. 5á ). Ïðè ýòîì ïðèíèìàëîñü, ÷òî ìîäóëü îáú�åìíîé óïðóãîñòè K1 ïåðâîé �àçû è ìîäóëü ñäâèãà�1 áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí âòîðîé �àçû(K2, �2).Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõâÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ �ðàêòàëüíûõ ñòðóêòóð ïî

äàííîé èòåðàöèîííîé ñõåìå ðàñ÷åòà èñïîëüçóåòñÿíåñêîëüêî àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé, à èìåííî:�óíêöèÿ âåðîÿòíîñòåé R(`; p) è çàâèñèìîñòè âÿç�êîóïðóãèõ ñâîéñòâ ñâÿçàííîãî è íåñâÿçàííîãî ìíî�æåñòâ îò ñâîéñòâ è êîíöåíòðàöèè �àç íåîäíîðîäíîéñðåäû.Ôóíêöèÿ âåðîÿòíîñòåé R(`; p) îïðåäåëÿåò âåðîÿò�íîñòü òîãî, ÷òî ïðè çàäàííûõ `, p ìíîæåñòâî ñâÿçåé
n(`; p) áóäåò ñâÿçàííûì. Àíàëèç ÷èñëåííûõ ðàñ÷å�òîâ �óíêöèè R(p) [7℄ äëÿ ðåøåòêè 2� 2� 2 ïîêàçàë,÷òî äîñòàòî÷íî õîðîøåå ñîãëàñèå ñ ÷èñëåííûìè ðå�çóëüòàòàìè èìååò �óíêöèÿR(p) = p2(4+8p�14p2�40p3+16p4+288p5�655p6++ 672p7 � 376p8 + 112p9 � 14p10); (3.5)êîòîðàÿ áûëà ïðèâåäåíà ðàíåå [8℄.Ñîãëàñíî (3.5) ïîðîã ïðîòåêàíèÿ p
 ðàâåí0:2084626828, ò. å. íåñâÿçàííîå ìíîæåñòâî ïåðåõîäèòâ ñâÿçàííîå ïðè p
 � 0:208462.Äëÿ ðàñ÷åòà óïðóãèõ ñâîéñòâ ñâÿçàííîãî è íåñâÿ�çàííîãî ìíîæåñòâ áûëè èñïîëüçîâàíû �îðìóëû Õà�øèíà�Øòðèêìàíà, êîòîðûå îñíîâàíû íà ñòðóêòóð�íîé ìîäåëè ¾øàð¿ â îäíîðîäíîé ñðåäå [9, 10℄ (ðèñ. 5).Ôîðìóëû Õàøèíà�Øòðèêìàíà ïîëó÷åíû íàîñíîâå ïðèíöèïà ìèíèìóìà äîïîëíèòåëüíîé ýíåð�ãèè ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî ìåòîäà âû÷èñëåíèÿý��åêòèâíûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè íåîäíîðîäíîéñðåäû [2, ñ. 120℄ è îïðåäåëÿþò âåðõíþþ (K
; �
) èíèæíþþ (Kn; �n) ãðàíèöû ý��åêòèâíûõ ìîäóëåéóïðóãîñòè: K
 = K1 + (1� p)(K2 �K1)1 + pa1(K2 �K1) ; (3:6)�
 = �1 + (1� p)(�2 � �1)1 + pb1(�2 � �1) ; (3:7)ãäå a1 = 33K1 + 4�1 ; b1 = 6(K1 + 2�1)5�1(3K1 + 4�1) : (3:8)Ôîðìóëû äëÿ Kn, �n ìîæíî ïîëó÷èòü èç (3.6)�(3.8)çàìåíîé èíäåêñîâ 
! n, 1$ 2 è p$ 1� p.Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, óïðóãèå ñòàòè÷åñêèåðåøåíèÿ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â âÿçêîóïðóãèå ðåøå�íèÿ äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé,çàìåíÿÿ óïðóãèå ìîäóëè K è � ñîîòâåòñòâóþùèìèóïðóãèìè êîìïëåêñíûìè ìîäóëÿìè K� è ��.Ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîãî ïðèíöèïà ñîîòâåò�ñòâèÿ äëÿ ñâÿçàííîãî ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûé ìî�äóëü îáúåìíîé óïðóãîñòèK�
 è êîìïëåêñíûé ìîäóëü543
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�èñ. 7. Çàâèñèìîñòü ëîãàðè�ìà ý��åêòèâíîé îòíîñèòåëüíîé âÿçêîñòè, �00=�002 = Re[��(!)℄=Re[��2(!)℄, îò êîíöåí-òðàöèè p ïåðâîé �àçû ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ x, a è y, ÷òî è íà ðèñ. 6ñäâèãà ��
 íà (i + 1)-ì ýòàïå ìîæíî çàïèñàòü â âè�äå [5; 6℄K�(i+1)
 = K�(i)
 + (1�pi)�K�(i)n �K�(i)
 �1+pia(i)
 �K�(i)n �K�(i)
 � ; (3.9)
��(i+1)
 = ��(i)
 + (1� pi)���(i)n � ��(i)
 �1 + pib(i)
 ���(i)n � ��(i)
 � ; (3:10)

ãäå a(i)
 = 33K�(i)
 + 4��(i)
 ;b(i)
 = 6�K�(i)
 + 2��(i)
 �5��(i)
 �3K�(i)
 + 4��(i)
 � ; (3.11)ãäå K�(0)
 = K�1 è ��(0)
 = ��1 � ñîîòâåòñòâåííî êîì�ïëåêñíûé ìîäóëü îáúåìíîé óïðóãîñòè è êîìïëåêñ�íûé ìîäóëü ñäâèãà ïåðâîé �àçû íåîäíîðîäíîé ñðå�äû, à K�(0)n = K�2 è ��(0)n = ��2 � ñîîòâåòñòâåí�íî êîìïëåêñíûé ìîäóëü îáúåìíîé óïðóãîñòè è êîì�8 ÆÝÒÔ, âûï. 3 (9) 545
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�èñ. 8. Çàâèñèìîñòü ý��åêòèâíîé îòíîñèòåëüíîé âÿçêîñòè îò êîíöåíòðàöèè p ïåðâîé �àçû, êîãäà âòîðàÿ �àçàîáëàäàåò îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè âÿçêîñòè. Çíà÷åíèÿ y óêàçàíû îêîëî êðèâûõïëåêñíûé ìîäóëü ñäâèãà âòîðîé �àçû, pi+1 = R(pi)ïî (3.5).Äëÿ íåñâÿçàííîãî ìíîæåñòâà óïðóãèå ñâîéñòâà(K�(i+1)n , ��(i+1)n ) îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì, êîòî�ðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç (3.9)�(3.11) ïîñëå çàìåíûèíäåêñîâ 
$ n è pi $ 1� pi.4. �ÅÇÓËÜÒÀÒÛ �ÀÑ×ÅÒÎÂÂÿçêîóïðóãèå ñðåäû. �àñ÷åòû ïðîâîäèëèñüäëÿ äâóõ�àçíîé (äâóõêîìïîíåíòíîé) íåîäíîðîäíîéñðåäû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îáúåìíûå äå�îðìàöèèóïðóãèå, à ñäâèãîâûå � âÿçêîóïðóãèå. Îòíîøåíèå

ëîêàëüíûõ îáúåìíûõ ìîäóëåé, K 01=K 02, çàäàâàëîñüðàâíûì 104.Äëÿ óäîáñòâà ðàñ÷åòîâ ëîêàëüíûå ìîäóëè ñäâèãà(ìîäóëè ñäâèãà �àç) ïðåäñòàâëÿëèñü â âèäå��1 = �02x(1 + iay); (4:1)��2 = �02(1 + iy); y = tg'2 = �002=�02; (4:2)x = �01=�02 = �001 =�002 ; a = tg'1= tg'2: (4:3)Êîìïëåêñíàÿ âÿçêîñòü ðàâíà��j (!) = �0j(!)� i�00j (!);ãäå �0j = !�00j (!); �00j (!) = !�0j(!); j = 1; 2:546
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�èñ. 9. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîãî ý��åêòèâíîãî ìîäóëÿ ñäâèãà îò êîíöåíòðàöèè p ïåðâîé �àçû, êîãäà ìîäóëèñäâèãà �àç ðàâíû ��1 = 1, ��2 = �y. Çíà÷åíèÿ y èçìåíÿëèñü â äèàïàçîíàõ 0:01�1 (à) è 1�10 (á )Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâëîãàðè�ìà îòíîñèòåëüíîé ý��åêòèâíîé âÿçêî�ñòè íåîäíîðîäíîé �ðàêòàëüíîé ñðåäû, �0=�02 == Im[��(!)℄= Im[��2(!)℄ (�02 � âÿçêîñòü âòîðîé�àçû), â çàâèñèìîñòè îò êîíöåíòðàöèè p ïåðâîé�àçû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ a.�àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè îòíîøåíèè âåùåñòâåí�íûõ ÷àñòåé ìîäóëåé ñäâèãà �àç x = 104 è çíà÷åíèÿõy = 10�2, 10, 102, 103.Èç ðèñ. 6à (a = 0:1, �001=�01 � 1, �002=�02 � 1)ñëåäóåò, ÷òî çàâèñèìîñòü ðåëàêñèðîâàííîé âÿçêîñòè(! ! 0) îò êîíöåíòðàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîíî�òîííóþ êðèâóþ è íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé �002=�02. Ïðèa = 0:01 è �002=�02 = 0:01 (ðèñ. 6á ) â îêðåñòíîñòè ïî�ðîãà ïðîòåêàíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûå ìàêñèìóìè ìèíèìóì, êîòîðûå ïðè a < 0:01 (ðèñ. 6â�å) ñó�ùåñòâåííî çàâèñÿò îò çíà÷åíèé �002=�02. Ïðè ýòîì âîáëàñòè äî ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ (p < p
) õàðàêòåð çà�âèñèìîñòè ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ (ðèñ. 6â�å), òîã-äà êàê ïîñëå ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ (p > p
) êðèâàÿ èçâîãíóòîé (ðèñ. 5â�ä) ñòàíîâèòñÿ âûïóêëîé (ðèñ. 5å,�001=�01 � 1, �002=�02 � 1). Ïðè a � 10�4 ìèíèìóì èñ÷å�çàåò è îñòàåòñÿ åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì â îêðåñòíî�ñòè ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ, êîòîðûé òàêæå èñ÷åçàåò ïðè�002=�02 !1 (ðèñ. 6ä, å). Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïî�êàçûâàþò, ÷òî çàâèñèìîñòü lg j�0=�02j îò êîíöåíòðà�öèè p �àç �ðàêòàëüíîé ñòðóêòóðû ñòàíîâèòñÿ âû�ïóêëîé ñ åäèíñòâåííûì ìàêñèìóìîì, êîãäà ax � 1,ò. å. êîãäà �001 � �002 ïðè çíà÷åíèÿõ x� 1 (�01 � �02).Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâëîãàðè�ìà îòíîñèòåëüíîé ý��åêòèâíîé âÿçêîñòè,�00=�002 = Re[��(!)℄=Re[��2(!)℄ îò êîíöåíòðàöèè p ïåð�

âîé �àçû. Èç ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò, ÷òî ïðè a � 10�3(ðèñ. 7â, ã) îòíîñèòåëüíàÿ ý��åêòèâíàÿ âÿçêîñòü�00=�002 ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò a. Ïðè p < p
 õà�ðàêòåð çàâèñèìîñòè ìåíÿåòñÿ, êîãäà a ! 0, à ïðèp > p
 îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.Âÿçêîóïðóãèå ñðåäû ñ îòðèöàòåëüíûì ìî�äóëåì ñäâèãà. Â [11�13℄ ðàññìàòðèâàëñÿ íåîäíî�ðîäíûé ìàòåðèàë, îäèí êîìïîíåíò â êîòîðîì îá�ëàäàë îòðèöàòåëüíûì ìîäóëåì ñäâèãà (îòðèöàòåëü�íîé æåñòêîñòüþ), è áûëî îòìå÷åíî, ÷òî êîìïîçèòûñ âêëþ÷åíèÿìè ñ îòðèöàòåëüíûìè ìîäóëÿìè ñäâèãàâ âÿçêîóïðóãèõ ñðåäàõ èìåþò áîëåå âûñîêóþ æåñò�êîñòü è ìåõàíè÷åñêîå äåìï�èðîâàíèå ïî ñðàâíåíèþñ êîìïîíåíòàìè, èç êîòîðûõ ïîëó÷åí êîìïîçèò.Íà ðèñ. 8 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìî�äóëÿ ñäâèãà âÿçêîóïðóãîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû ñ õà�îòè÷åñêîé �ðàêòàëüíîé ñòðóêòóðîé, â êîòîðîé ïåð�âàÿ �àçà èìåëà êîìïëåêñíûé ìîäóëü ñäâèãà��1 = 1 + 0:1iy; (4:4)à âòîðàÿ �àçà � îòðèöàòåëüíûé ìîäóëü ñäâèãà��2 = �iy: (4:5)Èç ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò (ðèñ. 8), ÷òî â îêðåñòíîñòèïîðîãà ïðîòåêàíèÿ â çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé ý���åêòèâíîé âÿçêîñòè îò êîíöåíòðàöèè �àç íåîäíî�ðîäíîé ñðåäû ïðè y � 10 (�001 � �01) âîçíèêàþò ñèíãó�ëÿðíîñòè, êîòîðûå èñ÷åçàþò ïðè y � 1 (j�002 j � �01).Êîãäà y � 1 (j�002 j � �01), â çàâèñèìîñòè ý��åêòèâ�íîé îòíîñèòåëüíîé âÿçêîñòè �0=j�02j îò p ñóùåñòâóåòìèíèìóì â îêðåñòíîñòè ïîðîãà p
, êîòîðûé èñ÷åçàåòïðè y ! 10 (�001 ! �01).547 8*
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�èñ. 10. Ïðèìåð ïîëó÷åíèÿ ìàòåðèàëà ñ �ðàêòàëü-íîé ñòðóêòóðîéÍà ðèñ. 9 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ý���åêòèâíîãî ìîäóëÿ ñäâèãà äëÿ ìîäóëåé ñäâèãà �àç��1 = 1, ��2 = �y. Èç ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò, ÷òî ïðèy � 1 ñèíãóëÿðíîñòè ëîêàëèçóþòñÿ è ñìåùàþòñÿ âîáëàñòü ìàëûõ êîíöåíòðàöèé p. Ïðè y � 1 ñèíãóëÿð�íîñòè âîçíèêàþò âî âñåì äèàïàçîíå êîíöåíòðàöèé p.Àíàëèç �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f(t) âðåìåíè ðå�ëàêñàöèè âÿçêîóïðóãîé ñðåäû ñ �ðàêòàëüíîé ñòðóê�òóðîé ìîæåò áûòü ïðîâåäåí àíàëîãè÷íî àíàëèçó�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ðåëàêñàöèè äè�ýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ [14℄.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ñîçäàíèå ìàòåðèàëîâñ �ðàêòàëüíîé ñòðóêòóðîé, êîòîðûå áóäóò èìåòüâÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà, àäåêâàòíûå ðàññìîòðåííûììîäåëüíûì ðàñ÷åòàì, ìîæíî ïðîâåñòè ïî ñëåäóþ�ùåé ñõåìå: íà ïåðâîì ýòàïå èçãîòàâëèâàþòñÿ ¾òàá-ëåòêè¿, íàïðèìåð, ïðè ñîçäàíèè ìàòåðèàëà ñ âûñî�êèìè äåìï�èðóþùèìè ñâîéñòâàìè. Òàáëåòêà ñîñòî�èò èç ïîëèìåðíîé îáîëî÷êè ñ âêëþ÷åíèåì èç åäèíè÷�íûõ äîìåíîâ �åððîìàãíèòíîãî ìàòåðèàëà. Íà âòî�ðîì ýòàïå ñîçäàåòñÿ òàáëåòêà, âêëþ÷åíèÿìè â êîòî�ðîé ñëóæàò òàáëåòêè, ïîëó÷åííûå íà ïåðâîì ýòàïå èò. ä. (ðèñ. 10). 5. ÂÛÂÎÄÛÈññëåäîâàíû âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà íåîäíîðîä�íûõ ñðåä ñ õàîòè÷åñêîé �ðàêòàëüíîé ñòðóêòóðîé.

Âûÿâëåíû óñëîâèÿ íåìîíîòîííîãî ïîâåäåíèÿ ý���åêòèâíîé âÿçêîñòè â âÿçêîóïðóãèõ ñðåäàõ è ñèíãó�ëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ ý��åêòèâíîé âÿçêîñòè è ý��åê�òèâíîãî ìîäóëÿ ñäâèãà ïðè îòðèöàòåëüíîì ìîäóëåñäâèãà (âÿçêîñòè) îäíîé èç �àç íåîäíîðîäíîé ñðå�äû. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëè�øèö, Òåîðèÿ óïðóãîñòè,Íàóêà, Ìîñêâà (1987).2. Ò. Ä. Øåðìåðãîð, Òåîðèÿ óïðóãîñòè ìèêðîíåîäíî�ðîäíûõ ñðåä, Íàóêà, Ìîñêâà (1977).3. �. Êðèñòåíñåí, Ââåäåíèå â ìåõàíèêó êîìïîçèòîâ,Ìèð, Ìîñêâà (1982).4. Â. Â. Íîâèêîâ, Ê. Â. Âîéöåõîâñêèé, ÏÌÒÔ 41, 162(2000).5. V. V. Novikov, K. W. Woj
ie
howski, D. V. Belov, andV. P. Privalko, Phys. Rev. E 63, 036120 (2001).6. Â. Â. Íîâèêîâ, Ê. Â. Âîéöåõîâñêèé, ÔÒÒ 41, 2147(1999).7. Â. Â. Íîâèêîâ, Â. Ï. Áåëîâ, ÆÝÒÔ 106, 780 (1994).8. J. Bernas
oni, Phys. Rev. B 18, 2185 (1978).9. Z. Hashin and S. Shtrikman, J. Me
h. Phys. Sol. 10,335 (1962).10. Z. Hashin, J. Appl. Me
h. 50, 481 (1983).11. R. S. Lakes, Phys. Rev. Lett. 86, 2897 (2001).12. R. S. Lakes, T. Lee, A. Bersie, and Y. C. Wang, Nature410, 565 (2001).13. R. S. Lakes, Phil. Mag. Lett. 81, 95 (2001).14. V. V. Novikov and V. P. Privalko, Phys. Rev. E 64,031504 (2001).
548


