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ÒÎ×ÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅ Â ÎÁÙÅÉ ÒÅÎ�ÈÈ ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎÑÒÈÄËß ÄÂÈÆÅÍÈß È ÏÅ�ÅÑÅ×ÅÍÈÉ ÑÀÌÎ��ÀÂÈÒÈ�ÓÞÙÈÕÎÁÎËÎ×ÅÊ Â ÏÎËÅ ÌÀÑÑÈÂÍÎÉ ×Å�ÍÎÉ ÄÛ�ÛÌ. Â. Áàðêîâ *, Â. À. Áåëèíñêèé **, �. Ñ. Áèñíîâàòûé-Êîãàí ***Èíñòèòóò êîñìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê117997, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 13 ìàðòà 2002 ã.�àññìîòðåíî äâèæåíèå ñ ïåðåñå÷åíèÿìè ðåëÿòèâèñòñêèõ ãðàâèòèðóþùèõ îáîëî÷åê â øâàðöøèëüäîâñêîìãðàâèòàöèîííîì ïîëå öåíòðàëüíîãî òåëà. Ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ îáîëî÷åê ïîñëåïåðåñå÷åíèÿ ÷åðåç èõ ïàðàìåòðû äî ïåðåñå÷åíèÿ. �àññìîòðåíû òàêèå ÷àñòíûå ñëó÷àè, êàê íüþòîíîâñêîåïðèáëèæåíèå, ïåðåñå÷åíèå ñâåòîâûõ îáîëî÷åê, ïåðåñå÷åíèå ïðîáíîé îáîëî÷êè ñ ãðàâèòèðóþùåé è îïèñàíý��åêò âûáðîñà îäíîé èç îáîëî÷åê íà áåñêîíå÷íîñòè â ðåëÿòèâèñòñêîé îáëàñòè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû÷èñëåííîãî àíàëèçà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îáîëî÷åê.PACS: 95.30.Sf, 95.10.Fh1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÎäíî èç èíòåðåñíûõ ïðèëîæåíèé òåîðèè ãðàâè�òèðóþùèõ ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ îáîëî÷åê ñâÿ�çàíî ñ âîçìîæíîñòüþ ìîäåëèðîâàíèÿ íåêîòîðûõñâîéñòâ çâåçäíîãî ñêîïëåíèÿ ýâîëþöèåé òàêèõ îáî�ëî÷åê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ äâèæåòñÿ â ïîëå, ñî�çäàâàåìîì âñåìè îñòàëüíûìè è öåíòðàëüíûì òå�ëîì [1�6℄. Ïóñòü èìååòñÿ óñòàíîâèâøååñÿ äâèæå�íèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ãðàâèòèðóþùèõ ÷àñòèö(çâåçä) âîêðóã ïîêîÿùåãîñÿ è íåâðàùàþùåãîñÿ öåí�òðàëüíîãî òåëà. Ïî ïðè÷èíå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà÷àñòèö ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ èç íèõ äâèæåò�ñÿ â íåêîòîðîì óñðåäíåííîì ñòàöèîíàðíîì ñ�åðè�÷åñêè-ñèììåòðè÷íîì ïîëå (êîòîðîå âíóòðè ñêîïëå�íèÿ íå ÿâëÿåòñÿ øâàðöøèëüäîâñêèì, íî ïåðåõîäèòâ òàêîâîå çà ãðàíèöàìè ñêîïëåíèÿ). Êàæäàÿ ÷àñòè�öà äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè, ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùå�íèåì ýëëèïòè÷åñêèõ îðáèò íüþòîíîâñêîé ìåõàíèêè,è ó êàæäîé ÷àñòèöû ñîõðàíÿþòñÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿè ïîëíûé óãëîâîé ìîìåíò. Âûäåëèì âíóòðè ñêîï�*E-mail: barmv�sai.msu.ru**National Institute of Nu
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ëåíèÿ â íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíèt0 ñ�åðó ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà r0 è âûäåëèì íàýòîé ñ�åðå òå ÷àñòèöû, ó êîòîðûõ îäèíàêîâûå ðà�äèàëüíûå ñêîðîñòè è îäíî è òî æå çíà÷åíèå àáñî�ëþòíîé âåëè÷èíû ïîëíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà íà åäè�íèöó ìàññû ïîêîÿ, îòêóäà ñëåäóåò òàêæå ðàâåíñòâîïîëíûõ ýíåðãèé íà åäèíèöó ìàññû ïîêîÿ. Èç ïåðâûõèíòåãðàëîâ ãåîäåçè÷åñêèõ â ñòàöèîíàðíîì ñ�åðè÷å�ñêè-ñèììåòðè÷íîì ïîëå âèäíî, ÷òî ðàäèàëüíîå äâè�æåíèå âñåõ âûäåëåííûõ ÷àñòèö ïðîèñõîäèò ñîãëàñíîîäíèì è òåì æå óðàâíåíèÿì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñåýòè ÷àñòèöû â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè äâèæóòñÿîäèíàêîâî, ò. å. âñå îíè îáðàçóþò òî, ÷òî è íàçûâà�åòñÿ îáîëî÷êîé. Åñëè îáîëî÷êà êàê öåëîå äâèæåòñÿòîëüêî ðàäèàëüíî, òî ÷àñòèöû, åå îáðàçóþùèå, äâè�æóòñÿ âíóòðè îáîëî÷êè åùå è â òàíãåíöèàëüíûõ íà�ïðàâëåíèÿõ. Êîãäà ÷èñëî ÷àñòèö âåëèêî, òàíãåíöè�àëüíûå äâèæåíèÿ ÷àñòèö ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêõàîòè÷åñêèå ñ ïàðàìåòðàìè, ðàñïðåäåëåííûìè îäíî�ðîäíî è èçîòðîïíî íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè îáî�ëî÷êè, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ó÷åñòü ýòè äâèæå�íèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêè êàê íàëè÷èå òàíãåíöèàëüíî�ãî äàâëåíèÿ. Â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè ïîâåäåíèåñêîïëåíèÿ ìîäåëèðóåòñÿ äâèæåíèåì äèñêðåòíîé ñî�âîêóïíîñòè áåñêîíå÷íî òîíêèõ îáîëî÷åê, êàæäàÿ èçêîòîðûõ äâèæåòñÿ â âàêóóìå. �àäèàëüíîå äâèæåíèåó÷èòûâàåòñÿ òî÷íî ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãðàâè�435



Ì. Â. Áàðêîâ, Â. À. Áåëèíñêèé, �. Ñ. Áèñíîâàòûé-Êîãàí ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002òàöèè. �àçóìååòñÿ, íå âñå ñâîéñòâà ñêîïëåíèÿ ìîæíîîïèñàòü ñ ïîìîùüþ òàêîé ìîäåëè, íî ðÿä àñïåêòîâåãî äèíàìèêè õîðîøî ìîäåëèðóþòñÿ. Ê íèì îòíîñÿò�ñÿ, íàïðèìåð, áóðíàÿ ðåëàêñàöèÿ çâåçäíîãî ñêîïëå�íèÿ [1, 5℄, à òàêæå ìåõàíèçì âûáðîñà ÷àñòè ñëîåâêëàñòåðà ïðè åãî êîëëàïñå ïîñëå ïîòåðè óñòîé÷èâî�ñòè.ßñíî, ÷òî îñíîâíûìè îïðåäåëÿþùèìè ýëåìåíòà�ìè îïèñàííîé âûøå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèåäâà: âî-ïåðâûõ, äâèæåíèå îäíîé îáîëî÷êè â ïîëåöåíòðàëüíîé ìàññû, âî-âòîðûõ, äâèæåíèå äâóõ îáî�ëî÷åê â ïîëå öåíòðàëüíîé ìàññû, âêëþ÷àÿ âîçìîæ�íûå ïåðåñå÷åíèÿ îáîëî÷åê äðóã ñ äðóãîì. �åøåíèåïåðâîé çàäà÷è áûëî ïîëó÷åíî Äæ. ×åéçîì áîëååòðèäöàòè ëåò íàçàä [7℄. Â åãî ðàáîòå âîïðîñ î ïðè�ìåíåíèÿõ ê èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ ñêîïëåíèÿ íåñòàâèëñÿ, à áûëî ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îä�íîé îáîëî÷êè ñ òàíãåíöèàëüíûì äàâëåíèåì (â îáùåìñëó÷àå åùå è ñ ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì) è èññëåäîâàíâîïðîñ åå óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê êîëëàïñó.Ïðè ýòîì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îáîëî÷êè áûëî ïîëó�÷åíî â îáùåì âèäå, ò. å. áåç ó÷åòà êàêèõ-ëèáî ñïå�öèàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé îá óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿìàòåðèè, ñîñòàâëÿþùåé îáîëî÷êó.Ïîëíîå ðåøåíèå âòîðîé çàäà÷è â ðàìêàõ îáùåéòåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè äî ñèõ ïîð îòñóòñòâîâàëî, èìû íàäååìñÿ, ÷òî íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ â êàêîé-òî ñòå�ïåíè óñòðàíÿåò ýòîò ïðîáåë. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîêàîáîëî÷êè íå ïåðåñåêàþòñÿ, èõ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûì îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ äâè�æåíèÿ îäíîé îáîëî÷êè. Ýòî ïðîèñõîäèò ïî òîé ïðè�÷èíå, ÷òî ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íàÿ îáîëî÷êà íå ñî�çäàåò ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ âíóòðè ñåáÿ è íå îêàçû�âàåò ïîýòîìó âëèÿíèÿ íà âñå òî, ÷òî íàõîäèòñÿ âíó�òðè íåå. Âëèÿíèå æå âíóòðåííåé îáîëî÷êè íà âíåø�íþþ ó÷èòûâàåòñÿ î÷åíü ïðîñòî: ìåíÿþòñÿ òîëüêîìàññîâûå ïàðàìåòðû øâàðöøèëüäîâñêèõ ìåòðèê âîâíåøíèõ ïî îòíîøåíèþ ê âíóòðåííåé îáîëî÷êå îá�ëàñòÿõ. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíàÿ çàäà÷à çäåñü ñâÿ�çàíà èìåííî ñ ïðîöåññîì ïåðåñå÷åíèÿ îáîëî÷åê è ñó÷åòîì ïîñëåäñòâèé áîëüøîãî ÷èñëà òàêèõ ïåðåñå÷å�íèé. Ïðè ýòîì ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîöåññ ïåðåñå�÷åíèÿ êàê ÷èñòî áàëëèñòè÷åñêèé, ò. å. êàæäàÿ îáî�ëî÷êà èñïûòûâàåò âîçäåéñòâèå òîëüêî ñî ñòîðîíûîêðóæàþùåãî åå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è êàêîå-ëèáîïðÿìîå âçàèìîäåéñòâèå íåãðàâèòàöèîííîãî õàðàêòå�ðà ìåæäó âåùåñòâîì îáîëî÷åê â ìîìåíò èõ ïåðåñå�÷åíèÿ îòñóòñòâóåò. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿñøèâêà äîëæíà áûòü òàêîé, ÷òîáû â ïðåäåëå ïðîá�íûõ îáîëî÷åê (ãðàâèòàöèåé êîòîðûõ ìîæíî ïðåíå�áðå÷ü) îíè ïåðåñåêàëèñü áû, íèêàê íå ðåàãèðóÿ íàýòî, ò. å. âñå ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ êàæäîé èç îáî�

ëî÷åê â ýòîì ïðåäåëå îñòàâàëèñü áû íåïðåðûâíûìèïðè ïðîõîäå ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ.Îòìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ íüþòîíîâñêîé ãðàâèòà�öèè îïèñàííàÿ çàäà÷à áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáî�òàõ [1�6; 8℄. Îäíèì èç èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ (âïåð�âûå ïîëó÷åííîì â [4℄) ÿâëÿåòñÿ ý��åêò âûáðîñà îä�íîé èç îáîëî÷åê íà ïðîñòðàíñòâåííóþ áåñêîíå÷íîñòüçà ñ÷åò îáìåíà ýíåðãèåé ìåæäó îáîëî÷êàìè ïðè èõïåðåñå÷åíèè. Â ðàáîòå [8℄ òàêæå áûë îïèñàí ýòîò ý���åêò, íî ñ íåêîòîðûìè íîâûìè äåòàëÿìè, è, êðîìåòîãî, áûëè ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøå�íèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äâóõ îáîëî÷åê ñ ó÷åòîìáîëüøîãî ÷èñëà èõ ïåðåñå÷åíèé äðóã ñ äðóãîì. Áûëîîáíàðóæåíî, ÷òî ïîñëå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî êîëè�÷åñòâà ïåðåñå÷åíèé äâèæåíèå îáîëî÷åê ñòàíîâèòñÿõàîòè÷åñêèì ñ õàðàêòåðíîé äëÿ õàîñà ñèëüíîé ÷óâ�ñòâèòåëüíîñòüþ ê ìàëîìó èçìåíåíèþ íà÷àëüíûõ ïà�ðàìåòðîâ.Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû [9, 10℄, â êîòîðûõ ðàñ�ñìàòðèâàëîñü äâèæåíèå è ïåðåñå÷åíèå îáîëî÷åê âñèëüíîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå. Ïðèáëèæåííàÿ ïðî�öåäóðà äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ, èñïîëüçîâàííàÿâ ýòèõ ðàáîòàõ, êàê ïîêàçûâàåò ñðàâíåíèå ñ òî÷íûìðåøåíèåì, ïðåäñòàâëåííûì â íàñòîÿùåé ñòàòüå, îá�ëàäàåò õîðîøåé òî÷íîñòüþ ëèøü òîãäà, êîãäà êà�êàÿ-ëèáî îäíà (èëè îáå) èç ñêîðîñòåé ïåðåñåêàþùèõ�ñÿ îáîëî÷åê ìàëà, à òàêæå ïðè ìàëûõ îòíîøåíèÿõý��åêòèâíûõ ìàññ îáîëî÷åê ê ìàññå öåíòðàëüíîãîòåëà.È, íàêîíåö, ïîä÷åðêíåì, ÷òî íàøà ðàáîòà ïðåä�íàçíà÷åíà äëÿ êîíêðåòíûõ àñòðî�èçè÷åñêèõ ïðèëî�æåíèé è, ðàçóìååòñÿ, îõâàòûâàåò äàëåêî íå âñå ñòî�ðîíû òåîðèè ãðàâèòèðóþùèõ îáîëî÷åê. Â ñâÿçè ñýòèì ïðèâåäåííûé íàìè ñïèñîê ëèòåðàòóðû âåñü�ìà îãðàíè÷åí è îòðàæàåò ðàçâèòèå íåïîñðåäñòâåííîòåõ ïðèêëàäíûõ âîïðîñîâ, êîòîðûì ïîñâÿùåíà íàøàñòàòüÿ. Èç ñàìûõ ïîñëåäíèõ ðàáîò, èìåþùèõ ïðÿ�ìîå îòíîøåíèå ê íàøåìó èññëåäîâàíèþ îñîáî ñëå�äóåò îòìåòèòü ñòàòüþ Áåðåçèíà è Îõðèìåíêî [11℄,â êîòîðîé òàêæå èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå ãðàâèòèðó�þùåé îáîëî÷êè, ñîñòîÿùåé èç ÷àñòèö, äâèæóùèõ�ñÿ â ïîëå öåíòðàëüíîé ìàññû, è ðàññìîòðåíû êàêàñòðî�èçè÷åñêèå, òàê è êâàíòîâûå àñïåêòû çàäà÷è.Îäíàêî âîïðîñ î ïåðåñå÷åíèè äâóõ îáîëî÷åê àâòî�ðàìè íå çàòðàãèâàëñÿ. Â ðàáîòå Íåðîíîâà [12℄ ðàñ�ñìîòðåíà çàäà÷à î íåóïðóãîì ñòîëêíîâåíèè ïðîèç�âîëüíîãî ÷èñëà n-ìåðíûõ îáîëî÷åê â (n+2)-ìåðíîìïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè è óêàçàí çàêîí ñîõðàíåíèÿ,ñâÿçûâàþùèé îïðåäåëåííóþ êîìáèíàöèþ ïàðàìåò�ðîâ îáîëî÷åê äî ñòîëêíîâåíèÿ ñ àíàëîãè÷íîé êîì�áèíàöèåé ïàðàìåòðîâ îáîëî÷åê ïîñëå èõ ñòîëêíîâå�íèÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò ïðèìåíÿåòñÿ àâòîðîì ê ñëó÷àþ436



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002 Òî÷íîå ðåøåíèå â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè äëÿ äâèæåíèÿ : : :ñòîëêíîâåíèÿ òðåõìåðíûõ îáîëî÷åê â ïÿòèìåðíîìàíòè-äå-ñèòòåðîâñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè äëÿ èñ�ñëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ òàê íàçûâàåìîé ¾ýêïèðîòè÷å�ñêîé¿ êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè [13; 14℄. Äëÿ ïîëíî�òû îòìåòèì òàêæå ðàáîòó [15℄, â îñíîâíîì ïîâòîðÿ�þùóþ ðåçóëüòàòû Íåðîíîâà. Èíòåðåñóþùèéñÿ ÷èòà�òåëü íàéäåò â öèòèðîâàííûõ ñòàòüÿõ [11�15℄ äîñòà�òî÷íî øèðîêèé îáçîð ëèòåðàòóðû ïî ðàçëè÷íûì àñ�ïåêòàì òåîðèè òîíêèõ ãðàâèòèðóþùèõ îáîëî÷åê.2. ��ÀÂÈÒÈ�ÓÞÙÀß ÎÁÎËÎ×ÊÀ ÑÒÀÍ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÌ ÄÀÂËÅÍÈÅÌ×åéç [7℄ ïîëó÷èë ðåçóëüòàò ñ ïîìîùüþ ãåîìåò�ðè÷åñêîãî ìåòîäà, âïåðâûå èñïîëüçîâàííîãî â ðàáî�òå [16℄, ãäå òàêèì ñïîñîáîì áûëî âûâåäåíî óðàâíåíèåäâèæåíèÿ ïûëåâèäíîé ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîéîáîëî÷êè. Åñòåñòâåííî, ÷òî òî æå ìîæíî ïîëó�÷èòü è áîëåå ïðèâû÷íûì äëÿ �èçèêà ïóòåì, ñî�ñòàâèâ òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìÆ-îáðàçíûì èñòî÷íèêîì è ïðÿìî ïðîèíòåãðèðîâàâóðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà ñ òàêîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Ìûèñïîëüçîâàëè èìåííî òàêîé ñïîñîá âûâîäà, è ðåçóëü�òàò ñîâïàë ñ ðåçóëüòàòîì ×åéçà. �àçóìååòñÿ, ìû íåñòàíåì ïðèâîäèòü çäåñü íàøè âûêëàäêè â ïîäðîá�íîñòÿõ, à îòìåòèì ëèøü îñíîâíûå ïóíêòû, ïîñêîëü�êó ýòî íå ëèøåíî ìåòîäè÷åñêîãî èíòåðåñà è, êðîìåòîãî, äàåò óäîáíûé ñïîñîá ââåñòè âñå íåîáõîäèìûåïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.Ïóñòü èìååòñÿ öåíòðàëüíîå òåëî ñ ìàññîé min, èâíå åãî äâèæåòñÿ ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íàÿ îáîëî÷�êà. Åùå äî ðåøåíèÿ êàêèõ-ëèáî óðàâíåíèé ÿñíî, ÷òîìåòðèêà âíóòðè îáîëî÷êè è âíå åå áóäåò øâàðöøèëü�äîâñêîé, íî ñ ðàçíûìè ìàññîâûìè ïàðàìåòðàìè. Èñ�ïîëüçóÿ êîîðäèíàòû x0 = 
t è r, êîòîðûå íåïðåðûâ�íû ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç îáîëî÷êó, ìû ìîæåì çàïèñàòüèíòåðâàëû1) ïîä îáîëî÷êîé, âíå åå è íà íåé â âèäå� (ds2)in = �eT (t)fin(r)
2dt2 ++ f�1in (r)dr2 + r2d
2; (1)�(ds2)out = �fout(r)
2dt2 + f�1out(r)dr2 + r2d
2; (2)�(ds2)on = �
2d�2 + r20(�)d
2; (3)1) Èíòåðâàë çàïèñûâàåòñÿ â âèäå �ds2 = gikdxidxk, ñèãíà�òóðà ìåòðèêè (�+++), ò. å. g00 < 0. Ëàòèíñêèå èíäåêñû ïðè�íèìàþò çíà÷åíèÿ 0; 1; 2; 3. Äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ïðè�íÿòî îáîçíà÷åíèå (x0; x1; x2; x3) = (
t; r; �; �). Íüþòîíîâñêàÿãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ îáîçíà÷åíà ÷åðåç k.

ãäå îáîçíà÷åíî d
2 = d�2 + sin2� d�2è fin = 1� 2kmin
2r ; fout = 1� 2kmout
2r : (4)Â èíòåðâàëå (3) � � ñîáñòâåííîå âðåìÿ îáîëî÷êè.Ìíîæèòåëü eT â (1) íåîáõîäèì, äëÿ òîãî ÷òîáû îáåñ�ïå÷èòü íåïðåðûâíîñòü âðåìåííîé êîîðäèíàòû t ïðèïåðåõîäå ÷åðåç îáîëî÷êó. Ïàðàìåòðmout
2 � ïîëíàÿýíåðãèÿ ñèñòåìû.Åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îáîëî÷êè åñòür = R0(t);òî ñøèâêà óãëîâûõ ÷àñòåé âñåõ òðåõ èíòåðâà�ëîâ (1)�(3) íà îáîëî÷êå äàåòr0(�) = R0[t(�)℄; (5)ãäå �óíêöèÿ t(�) îïèñûâàåò ñâÿçü ãëîáàëüíîãî âðå�ìåíè ñ ñîáñòâåííûì âðåìåíåì îáîëî÷êè. Ñøèâêàðàäèàëüíî-âðåìåííûõ ÷àñòåé èíòåðâàëîâ (1)�(3) íàîáîëî÷êå òðåáóåò âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ ñîîòíîøå�íèé:fin(r0)� dtd� �2 eT (t) � f�1in (r0)� dr0
d� �2 = 1; (6)fout(r0)� dtd� �2 � f�1out(r0)� dr0
d� �2 = 1: (7)Åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îáîëî÷êè (ò. å. �óíêöèÿr0(�)) èçâåñòíî, òî èç (7) ñëåäóåò �óíêöèÿ t(�), èïîñëå ýòîãî èç (6) ìîæíî íàéòè T (t). Òàêèì îáðà�çîì, çàäà÷à ñîñòîèò òîëüêî â îïðåäåëåíèè r0(�), ÷òîìîæíî ñäåëàòü ïóòåì ïðÿìîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâ�íåíèé Ýéíøòåéíà äëÿ ìåòðèêè�(ds2) = g00(t; r)
2dt2 + g11(t; r)dr2 + r2d
2 (8)è òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñàT ki = "uiuk + (Æ2i Æk2 + Æ3i Æk3 )p; (9)ãäå u2 = u3 = 0, à âåëè÷èíû "; p; u0 è u1 çàâèñÿòòîëüêî îò êîîðäèíàò t è r, ïðè÷åìu0u0 + u1u1 = �1:Ïëîòíîñòü ýíåðãèè " èìååò ñëåäóþùèé âèä:" = M(t)
2Æ[r �R0(t)℄4�r2u0p�g00g11 ; (10)437



Ì. Â. Áàðêîâ, Â. À. Áåëèíñêèé, �. Ñ. Áèñíîâàòûé-Êîãàí ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002ãäå Æ � ñòàíäàðòíàÿ Æ-�óíêöèÿ. Ïðè îòñóòñòâèè òàí�ãåíöèàëüíîãî äàâëåíèÿ p âåëè÷èíàM â (10) áûëà áûêîíñòàíòîé, à ïëîòíîñòü " áûëà áû ñóììîé ýíåðãèéïîêîÿ ÷àñòèö îáîëî÷êè â åäèíèöå îáúåìà ðàäèàëü�íî-ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â ýòîì ñëó�÷àå M ïðåäñòàâëÿëà áû ñîáîé ïîëíóþ ìàññó ïîêîÿîáîëî÷êè èëè, êàê ãîâîðÿò, åå ¾ãîëóþ¿ èëè ¾áàðèîí�íóþ¿ ìàññó. Ïðè íàëè÷èè äàâëåíèÿ âåëè÷èíà M
2âêëþ÷àåò â ñåáÿ, êðîìå ýíåðãèè ïîêîÿ, åùå è ýíåð�ãèþ (â ðàäèàëüíî-ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå) òàíãåí�öèàëüíûõ äâèæåíèé ÷àñòèö îáîëî÷êè, ñîçäàþùèõýòî äàâëåíèå. Ïðè ýòîì M
2 óæå íå ìîæåò áûòüêîíñòàíòîé, íî çàâèñèò îò ñòåïåíè ñæàòèÿ îáîëî÷�êè, ò. å. îò åå ðàäèóñà R0(t) èëè ïðîñòî îò âðåìåíèt, ÷òî ÿâíî óêàçàíî â (10).Êàê è â ëþáîé ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé çàäà�÷å, â êà÷åñòâå ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæíî âû�áðàòü óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè T ki;k = 0 è �00�; �11�è �10�-êîìïîíåíòû óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, âçÿòûõ â�îðìå Rki � 12Æki R = 8�k
4 T ki(âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ýòèõ óðàâíåíèé óäîâëå�òâîðÿþòñÿ ïîñëå ýòîãî òîæäåñòâåííî ëèáî â ñèëóòîæäåñòâ Áüÿíêè, ëèáî â ñèëó ñèììåòðèè çàäà÷è).Êàê âèäíî èç (9), óêàçàííûå êîìïîíåíòû óðàâíå�íèé Ýéíøòåéíà íå ñîäåðæàò äàâëåíèÿ è ëåãêî ïî�êàçàòü, ÷òî îíè äåéñòâèòåëüíî ïðèâîäÿò2) ê ðåøå�íèþ (1)�(4) ñ ïðîèçâîëüíûìè êîíñòàíòàìè min èmout è, êðîìå òîãî, ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ ïåð�âîãî ïîðÿäêà äëÿ �óíêöèè r0(�):sfin(r0) +� dr0
d� �2 +sfout(r0) +� dr0
d� �2 == 2(mout �min)�(�) ; (11)ãäå ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå�(�) =M [t(�)℄: (12)Èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé T ki;k = 0 äâà óäîâëåòâîðÿ�þòñÿ òîæäåñòâåííî â ñèëó ñèììåòðèè çàäà÷è. Äâàäðóãèõ ïðèâîäÿòñÿ ê òàêîìó âèäó, ÷òî îäíî èç íèõñëóæèò ïðîñòî äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ:p = �dMdt 
Æ[r �R0(t)℄8�ru1p�g00g11 ; (13)2) Â ïðîöåññå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàå�ìîé çàäà÷è íåîáõîäèìû ëèøü äâà ñòàíäàðòíûõ ïðàâèëàðàáîòû ñ ñèìâîëè÷åñêèìè �óíêöèÿìè: d�(x)=dx = Æ(x)(ãäå � � ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàéäà) è F (x)Æ(x) == (1=2)[F (�0) + F (+0)℄Æ(x).

à âòîðîå ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåãî ýòîãî âûðàæå�íèÿ äëÿ p óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî (îíî ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðî�ãî ïîðÿäêà ïî � äëÿ �óíêöèè r0(�), êîòîðîå ÿâëÿåò�ñÿ íè ÷åì èíûì, êàê ðåçóëüòàòîì äè��åðåíöèðîâà�íèÿ ïî � óðàâíåíèÿ (11)). Ñëåäóåò îòìåòèòü, îäíàêî,÷òî ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî èìååò ìåñòî òîëüêî âîáùåì íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå, êîãäà R0 6= 
onst.Ñëó÷àé ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ îáîëî÷êèR0 = 
onst òðåáóåò îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ. Âýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå âñå âåëè÷èíû çàâèñÿò òîëüêîîò îäíîé ïåðåìåííîé r è u1 = 0. Èç óðàâíåíèéT ki;k = 0 òðè óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî, à ÷åò�âåðòîå îïÿòü æå ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ,êîòîðîå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäåp = M
232�R20 �� "1� fin(R0)pfin(R0) + 1� fout(R0)pfout(R0) # Æ(r �R0): (14)Âûðàæåíèå (10) äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè òåïåðü ïðè�íèìàåò âèä" = M
28�R20 hpfin(R0) +pfout(R0) i Æ(r �R0): (15)Ñàìî æå çíà÷åíèå ðàäèóñà îáîëî÷êè R0 äîëæíîîïðåäåëÿòüñÿ èç óðàâíåíèÿ (11), â êîòîðîì ñëåäóåòòåïåðü ïîëîæèòü dr0=d� = 0 è � = M = 
onst. Ëåãêîóñòàíîâèòü, ÷òî ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå äëÿ R0 ïðèïîëîæèòåëüíûõ ïàðàìåòðàõ min è mout ñóùåñòâóåòòîëüêî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà(mout �min)2 < M2 (16)è èìååò âèäR0 = kM22
2 mout +min +p4moutmin +M2M2 � (mout �min)2 : (17)Âûðàæåíèÿ (14)�(17) äàþò ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ñòà�öèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ îáîëî÷êè.Âåðíåìñÿ ê îáùåìó íåñòàöèîíàðíîìó ñëó÷àþ.Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îáîëî÷êè (11) ìîæåò áûòü çà�ïèñàíî â íåñêîëüêèõ ýêâèâàëåíòíûõ �îðìàõ. Óêà�æåì äâå ñëåäóþùèå:sfin(r0) +� dr0
d� �2 = mout �min�(�) + k�(�)2
2r0 ; (18)sfout(r0) +� dr0
d� �2 = mout �min�(�) � k�(�)2
2r0 : (19)438



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002 Òî÷íîå ðåøåíèå â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè äëÿ äâèæåíèÿ : : :Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ (4) äëÿ fin è fout, ëåãêî ïðî�âåðèòü, ÷òî êàê (18), òàê è (19) ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ (11). Óðàâíåíèå æå (11) åñòüñóììà óðàâíåíèé (18) è (19). Åùå îäíó ýêâèâàëåíò�íóþ �îðìó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáîëî÷êè ìîæíîâûâåñòè, âîçâîäÿ â êâàäðàò êàæäîå èç ñîîòíîøå�íèé (18), (19) è çàòåì ñêëàäûâàÿ èõ ïî÷ëåííî. Âðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì1 +� dr0
d� �2 = (mout �min)2�2(�) ++ k(mout +min)
2r0 + k2�2(�)4
4r20 : (20)Èìåííî â ýòîé �îðìå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îáîëî÷êèïðèâåäåíî â ðàáîòå ×åéçà [7℄. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äëÿðåàëüíûõ àñòðî�èçè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé âñå ðàäèêà�ëû, âñòðå÷àþùèåñÿ â íàøåé ðàáîòå, ñëåäóåò áðàòüïîëîæèòåëüíûìè.Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå, íåîáõî�äèìî çàäàòü �óíêöèþ �(�), ÷òî, êàê âèäíî èç (10)è (13), ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ.Çäåñü, êîíå÷íî, èìååòñÿ øèðîêèé âûáîð âîçìîæíî�ñòåé, íî ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî òîé ìîäåëüþ îáî�ëî÷êè, êîòîðàÿ îïèñàíà âî Ââåäåíèè, ò. å. îáîëî÷êîé,ñîñòîÿùåé èç ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ â ïîëå öåíòðàëü�íîé ìàññû. Âåëè÷èíàM
2 â (10) â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿäàâëåíèÿ åñòü ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ïîêîÿ îáîëî÷êè, ò. å.M
2 =Xa ma
2;ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ÷àñòèöàì, à ma �ìàññà ïîêîÿ îòäåëüíîé ÷àñòèöû. Ñîñòîÿíèå ïîêîÿîáîëî÷êè èìååòñÿ â âèäó ïî îòíîøåíèþ ê åå ðà�äèàëüíîìó äâèæåíèþ è èìååò ìåñòî â ðàäèàëü�íî-ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå. Ïîñêîëüêó òàíãåíöèàëü�íûå äâèæåíèÿ íîðìàëüíû ê ðàäèàëüíîìó, èõ ðîëüñâîäèòñÿ òîëüêî ê ñîçäàíèþ ¾ý��åêòèâíîé ìàññûïîêîÿ¿ ïî îòíîøåíèþ ê ðàäèàëüíîìó äâèæåíèþâñåé îáîëî÷êè, ò. å. ïðè èõ íàëè÷èè äëÿ M
2 èìååìñëåäóþùåå âûðàæåíèå:M
2 =Xa pm2a
4 + p2a
2 ==Xa  ma
2s1 + p2am2a
2 ! ; (21)ãäå pa � òàíãåíöèàëüíûé èìïóëüñ êàæäîé ÷àñòèöû.Ïî îïðåäåëåíèþ îáîëî÷êè (ñì. Ââåäåíèå) âñå åå ÷àñ�òèöû íàõîäÿòñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè R0 îòöåíòðà è ó âñåõ ó íèõ îòíîøåíèå jlaj=ma (ãäå la �

ïîëíûé óãëîâîé ìîìåíò a-îé ÷àñòèöû) îäíî è òî æå.Ïîñêîëüêó p2am2a = l2am2aR20 = 
onstR0 ; (22)çíà÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ â (21) íå çàâèñèò îò èí�äåêñà a, è ýòîò êîðåíü ìîæåò áûòü âûíåñåí çà çíàêñóììû, à ñóììà Xa ma
2 = m
2;ãäå êîíñòàíòà m åñòü ïîëíàÿ ìàññà ïîêîÿ âñåé îáî�ëî÷êè. Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ jlaj=ma îòèíäåêñà a èìååì Xa ma
2!2 p2am2a
2 = 
2R20  jlajma Xa ma!2 == 
2R20  Xa jlaj!2 ; (23)è â ðåçóëüòàòå �îðìóëà (21) (ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèÿ(12)) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå�(�) =sm2 + L2
2r20(�) ; (24)ãäå L =Xa jlajåñòü ñóììà àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ïîëíûõ óãëîâûõ ìî�ìåíòîâ ÷àñòèö, ñîñòàâëÿþùèõ îáîëî÷êó. Ïîäñòàíîâ�êà (24) â óðàâíåíèå (11) (èëè â îäíî èç ýêâèâàëåíò�íûõ åìó (18)�(20)) äàåò îêîí÷àòåëüíîå óðàâíåíèå,èç êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèÿ r0(�), åñëè çàäàííà÷àëüíûé ðàäèóñ îáîëî÷êè è ÷åòûðå ïðîèçâîëüíûåêîíñòàíòû min;mout;m è L.Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, ñâÿçûâàþùåå ïëîòíîñòüýíåðãèè îáîëî÷êè " ñ òàíãåíöèàëüíûì äàâëåíèåì p,ñîãëàñíî (10), (12), (13) è (24), èìååò âèäp = "2 L2m2
2R20 �1 + L2m2
2R20��1 :Èç îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò L è m, à òàêæå èç �îðìó�ëû (23) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèåL2m2
2R20 = p2am2a
2(íàïîìíèì, ÷òî p2a=m2a íå çàâèñÿò îò íîìåðà ÷àñòè�öû ¾a¿), îòêóäà âèäíû ïðåäåëüíûå �îðìû óðàâíå�íèÿ ñîñòîÿíèÿ: äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêèõ òàíãåíöèàëü�íûõ ñêîðîñòåé (p2a � m2a
2) èìååì ïûëåâèäíîå ñîñòî�ÿíèå p� ", à â ñëó÷àå óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ òàíãåí�öèàëüíûõ äâèæåíèé ÷àñòèö (p2a � m2a
2) ïîëó÷èì439



Ì. Â. Áàðêîâ, Â. À. Áåëèíñêèé, �. Ñ. Áèñíîâàòûé-Êîãàí ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002p = (1=2)", êàê è äîëæíî áûòü äëÿ äâóìåðíîãî óëü�òðàðåëÿòèâèñòñêîãî ãàçà. Ïðè ðàñøèðåíèè îáîëî÷�êè äî áåñêîíå÷íîñòè (R0 ! 1) óðàâíåíèå ñîñòîÿ�íèÿ âñåãäà ñòðåìèòñÿ ê ïûëåâèäíîìó, òàê êàê âêëàäòàíãåíöèàëüíûõ äâèæåíèé ÷àñòèö ñòàíîâèòñÿ ïðåíå�áðåæèìî ìàëûì.3. ÏÅ�ÅÑÅ×ÅÍÈÅ ÎÁÎËÎ×ÅÊ�àññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùèé ïî ñëîæíîñòèñëó÷àé, êîãäà èìåþòñÿ äâå îáîëî÷êè, äâèãàþùèåñÿ âïîëå öåíòðàëüíîé ìàññû. Ïðè îòñóòñòâèè ïåðåñå÷å�íèÿ îáîëî÷åê íå ñîñòàâëÿåò òðóäà ñðàçó æå íàïèñàòüóðàâíåíèÿ èõ äâèæåíèÿ, ïîëüçóÿñü ïîëó÷åííûìè ðà�íåå óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ îäíîé îáîëî÷êè è òåì îá�ñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íàÿ îáî�ëî÷êà íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà âñå, ÷òî íàõîäèòñÿâíóòðè íåå. Ïðè íàëè÷èè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé èí�îð�ìàöèè óæå íåäîñòàòî÷íî, òàê êàê â òî÷êå ïåðåñå÷å�íèÿ òðåáóþòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿñøèâêè, íå ñîäåðæàùèåñÿ â òåîðèè äâèæåíèÿ îäíîéîáîëî÷êè.Ìû ïî-ïðåæíåìó ïîêðûâàåì èíòåðåñóþùóþ íàñ÷àñòü �èçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè åäèíîé êî�îðäèíàòíîé ñèñòåìîé (r; x0) = (r; 
t) ñ íåïðåðûâ�íûìè r è t. Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èâ íåêîòîðîé åãî îêðåñòíîñòè îáîëî÷êà 1 íàõîäèòñÿâíóòðè îáîëî÷êè 2, à çàòåì â íåêîòîðîé ïðîñòðàí�ñòâåííî-âðåìåííîé òî÷êå (r�; t�) ïðîèñõîäèò èõ ïå�
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t�èñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ïåðåñå÷åíèÿäâóõ ãðàâèòèðóþùèõ îáîëî÷åê. Êîîðäèíàòû òî÷êèO � 
t� è r�

ðåñå÷åíèå, òàê ÷òî ïîñëå ìîìåíòà t� îáîëî÷êà 2 îêà�çûâàåòñÿ âíóòðè îáîëî÷êè 1, è òàêîå èõ ðàñïîëîæå�íèå ñîõðàíÿåòñÿ åùå íåêîòîðîå âðåìÿ ïîñëå t�. Ïðî�öåññ ïåðåñå÷åíèÿ ïîêàçàí íà ðèñ. 1. Åñëè r = R1(t)è r = R2(t) � óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïåðâîé è âòî�ðîé îáîëî÷åê, òî ìû èìååì ÷åòûðå ïðîñòðàíñòâåí�íî-âðåìåííûõ ðàéîíà:COB (r > R1; r > R2);COA (R1 < r < R2);AOD (r < R1; r < R2);BOD (R2 < r < R1);â êàæäîì èç êîòîðûõ ìåòðèêà øâàðöøèëüäîâà, íîäîïîëíåíà äèëàòîííûì ìíîæèòåëåì eT (t), ÷òî íåîá�õîäèìî, åñëè ìû õîòèì ïîêðûòü âñå ÷åòûðå ðàéî�íà åäèíîé íåïðåðûâíîé âðåìåííîé êîîðäèíàòîé t.Ïðè ýòîì ó íàñ îñòàåòñÿ âîçìîæíîñòü âûáðàòü â ëþ�áîì èç ÷åòûðåõ óêàçàííûõ ðàéîíîâ (íî òîëüêî â îä�íîì èç íèõ) ìåòðè÷åñêèé êîý��èöèåíò g00 â ÷èñòîøâàðöøèëüäîâñêîì âèäå áåç äèëàòîííîãî ìíîæèòå�ëÿ, ÷åì �èêñèðóåòñÿ âûáîð ãëîáàëüíîãî âðåìåíè t.Åñòåñòâåííî ââåñòè ÷èñòî øâàðöøèëüäîâñêóþ ìåò�ðèêó âíå îáîëî÷åê, ò. å. â îáëàñòè COB, ïðèìûêà�þùåé ê ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè.Òàêèì îá�ðàçîì, âî âñåõ ÷åòûðåõ óêàçàííûõ ðàéîíàõ ìåòðèêàèìååò âèä (8), íî ñ ðàçëè÷íûìè ìåòðè÷åñêèìè êîý���èöèåíòàìè g00 è g11:g(COB)00 = �fout(r); g(COB)11 = f�1out(r); (25)g(COA)00 = �eT1(t)f12(r); g(COA)11 = f�112 (r); (26)g(AOD)00 = �eT0(t)fin(r); g(AOD)11 = f�1in (r); (27)g(BOD)00 = �eT2(t)f21(r); g(BOD)11 = f�121 (r); (28)ãäå fin è fout èìåþò òîò æå âèä, ÷òî è â (4), à f12 èf21 äàþòñÿ àíàëîãè÷íûìè âûðàæåíèÿìè:f12 = 1� 2km12
2r ; f21 = 1� 2km21
2r : (29)Ìàññîâûå ïàðàìåòðû mout, min è m12 ñ÷èòàþòñÿ çà�äàííûìè ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, à ìàññîâûé ïà�ðàìåòð m21, îáðàçóþùèéñÿ â îáëàñòè ìåæäó îáî�ëî÷êàìè ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ, ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþèç äèíàìèêè ïðîöåññà è èç óñëîâèé ñøèâêè â òî÷êå(r�; t�).Âûïèøåì ïðåæäå âñåãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáî�ëî÷åê äî ìîìåíòà ïåðåñå÷åíèÿ t�. ×òîáû ñäåëàòü440



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002 Òî÷íîå ðåøåíèå â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè äëÿ äâèæåíèÿ : : :ýòî, äîñòàòî÷íî îáðàòèòüñÿ ê óðàâíåíèÿì äâèæå�íèÿ îäíîé îáîëî÷êè, íàïðèìåð, â �îðìå (18), (19)è ó÷åñòü, ÷òî ìàññîâûå ïàðàìåòðû â ðàéîíàõ AOD,COA è COB åñòü ñîîòâåòñòâåííî min; m12 è mout.Ïðè ýòîì óäîáíî äëÿ îáîëî÷êè 1 (âíóòðåííÿÿ) èñ�ïîëüçîâàòü óðàâíåíèå â �îðìå (19), à äëÿ îáîëî÷êè2 (âíåøíÿÿ) � â �îðìå (18):sf12(r1)+� dr1
d�1�2 = m12�minM1(r1) �kM1(r1)2
2r1 ; (30)sf12(r2)+� dr2
d�2�2 = mout�m12M2(r2) +kM2(r2)2
2r2 ; (31)M1 =rm21 + L21
2r2 ; M2 =rm22 + L22
2r2 ; (32)ãäå �1 è �2 � ñîáñòâåííûå âðåìåíà ïåðâîé è âòîðîéîáîëî÷åê, à r1(�1) = R1[t(�1)℄, r2(�2) = R2[t(�2)℄. Âû�ïèñàííûå óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî äîïîëíèòü óñëîâèÿ�ìè ñøèâêè èíòåðâàëîâ íà îáåèõ îáîëî÷êàõ. Ñøèâêàíà ïåðâîé îáîëî÷êå (íà êðèâîé AO) äàåòeT1(t)f12(r1)� dtd�1�2 � f�112 (r1)� dr1
d�1�2 = 1; (33)eT0(t)fin(r1)� dtd�1�2 � f�1in (r1)� dr1
d�1�2 = 1: (34)Â ðåçóëüòàòå ñøèâêè íà âòîðîé îáîëî÷êå (íà êðèâîéCO) ïîëó÷àåìfout(r2)� dtd�2�2 � f�1out(r2)� dr2
d�2�2 = 1; (35)eT1(t)f12(r2)� dtd�2�2 � f�112 (r2)� dr2
d�2�2 = 1: (36)Åñëè âñå ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû (min, mout, m12,m1, m2; L1, L2) è íà÷àëüíûå äàííûå ê óðàâíåíè�ÿì (30)�(32) çàäàíû è ïîëó÷åíû �óíêöèè r1(�1) èr2(�2), òî èõ ïîäñòàíîâêà â (33)�(36) ïîçâîëÿåò îïðå�äåëèòü çàâèñèìîñòè �1(t), �2(t) è �óíêöèè T1(t),T0(t), ò. å. âñå, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâè�æåíèÿ îáîëî÷åê äî ïåðåñå÷åíèÿ. Ìîìåíò ïåðåñå÷å�íèÿ t� ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûì çíà÷åíèÿì ñîáñòâåí�íûõ âðåìåí �1(t�) è �2(t�). Êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðå�ñå÷åíèÿ r�; t� íàõîäÿòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, èç äâóõñîîòíîøåíèér� = r1(�1(t�)); r� = r2(�2(t�)): (37)

�àçóìååòñÿ, ìû ïîëàãàåì, ÷òî óðàâíåíèÿ (37) èìåþòðåøåíèå (òå ñëó÷àè, êîãäà ðåøåíèÿ íåò, îòâå÷àþòäâèæåíèþ áåç ïåðåñå÷åíèé, íî òàêèå âîçìîæíîñòèíàñ çäåñü íå èíòåðåñóþò).Òî÷íî òàê æå ëåãêî ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ äâèæå�íèÿ îáîëî÷åê ïîñëå ìîìåíòà ïåðåñå÷åíèÿ t�, îïÿòüæå îáðàòèâøèñü ê óðàâíåíèÿì (18), (19) è ó÷òÿ, ÷òîâ ðàéîíå BOD ïîÿâèëñÿ íîâûé ïàðàìåòð m21. Äëÿîáîëî÷êè 1 (òåïåðü óæå âíåøíåé) èñïîëüçóåì óðàâ�íåíèå â �îðìå (18), à äëÿ îáîëî÷êè 2 (òåïåðü óæåâíóòðåííåé) � â �îðìå (19):sf21(r1)+� dr1
d�1�2 = mout�m21M1(r1) +kM1(r1)2
2r1 ; (38)sf21(r2) +� dr2
d�2�2 = m21 �minM2(r2) � kM2(r2)2
2r2 : (39)Çäåñü M1(r1) è M2(r2) äàþòñÿ òåìè æå âûðàæåíè�ÿìè (32), íî, åñòåñòâåííî, ñî çíà÷åíèÿìè �óíêöèér1(�1) è r2(�2) (à òàêæå âðåìåí �1 è �2 ) ïîñëå ïåðå�ñå÷åíèÿ.Ñøèâêà èíòåðâàëîâ íà ïåðâîé îáîëî÷êå (íà êðè�âîé OB) äàåòfout(r1)� dtd�1�2 � f�1out(r1)� dr1
d�1�2 = 1; (40)eT2(t)f21(r1)� dtd�1�2 � f�121 (r1)� dr1
d�1�2 = 1: (41)Ñøèâêà íà âòîðîé îáîëî÷êå (íà êðèâîé OD) òðåáóåòâûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:eT2(t)f21(r2)� dtd�2�2 � f�121 (r2)� dr2
d�2�2 = 1; (42)eT0(t)fin(r2)� dtd�2�2 � f�1in (r2)� dr2
d�2�2 = 1: (43)Èç óðàâíåíèé (38)�(43) âèäíî, ÷òî åñëè áû ïàðà�ìåòð m21 áûë èçâåñòåí, òî ýâîëþöèÿ îáîëî÷åê ïî�ñëå ïåðåñå÷åíèÿ (ïðè t > t�) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ�ëàñü áû èõ ýâîëþöèåé äî ïåðåñå÷åíèÿ, òàê êàê íà�÷àëüíûå äàííûå ê óðàâíåíèÿì (38), (39) óæå çàäàíû(èçâåñòíî, ÷òî â ìîìåíò t� ïîëîæåíèå îáîëî÷åê åñòür1 = r2 = r�, è çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò òî÷êè ïåðåñå÷å�íèÿ r�; t� óæå íàéäåíû èç ïðåäûäóùåé ýâîëþöèè).Òàêèì îáðàçîì, íàì íåîáõîäèìî èìåòü äîïîëíèòåëü�íîå �èçè÷åñêîå óñëîâèå, èç êîòîðîãî ìîæíî áûëî áûîïðåäåëèòü m21.441



Ì. Â. Áàðêîâ, Â. À. Áåëèíñêèé, �. Ñ. Áèñíîâàòûé-Êîãàí ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002Â äåéñòâèòåëüíîñòè ìû åùå íå èñïîëüçîâàëèóñëîâèå íåïðåðûâíîñòè îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè îáî�ëî÷åê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ. Âíåîáõîäèìîñòè òàêîãî óñëîâèÿ ìîæíî óáåäèòüñÿ ñëå�äóþùèì îáðàçîì. Èçâåñòíî, ÷òî äâèæåíèå îáîëî�÷åê ìîæíî îïèñûâàòü â òàêèõ êîîðäèíàòàõ, â êîòî�ðûõ âñå ìåòðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû âñþäó íåïðå�ðûâíû, à ðàçðûâû (òèïà êîíå÷íûõ ñêà÷êîâ) òåðïÿòòîëüêî èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå è âìåñòå ñ íèìè è�-ñèìâîëû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñêîðåíèÿ îáîëî÷åêâ òàêèõ êîîðäèíàòàõ ìîãóò èìåòü ðàçðûâû òîëüêîòèïà êîíå÷íûõ ñêà÷êîâ, à ñêîðîñòè, ñëåäîâàòåëüíî,äîëæíû áûòü âñþäó íåïðåðûâíûìè. Îòñþäà ñëåäó�åò, ÷òî èíâàðèàíòû, âûðàæàþùèåñÿ òîëüêî ÷åðåçñêîðîñòè è ìåòðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû, áóäóò âñþ�äó íåïðåðûâíûìè íå òîëüêî â òàêèõ êîîðäèíàòàõ,íî è â ëþáûõ äðóãèõ è, â ÷àñòíîñòè, â èñïîëüçó�åìûõ íàìè êîîðäèíàòàõ r è t. Åñëè èìååòñÿ ëèøüîäíà îáîëî÷êà, òî ñóùåñòâóåò ëèøü îäèí òàêîé èí�âàðèàíò � íîðìà âåêòîðà 4-ñêîðîñòè îáîëî÷êè. Âêîîðäèíàòàõ, â êîòîðûõ ìåòðèêà âñþäó íåïðåðûâíà,ýòà íîðìà îïðåäåëåíà îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè â ñàìèõòî÷êàõ òðàåêòîðèè îáîëî÷êè è ïîëàãàåòñÿ åäèíè÷�íîé. Â ëþáûõ äðóãèõ êîîðäèíàòàõ îñòàþòñÿ åäèíè÷�íûìè ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ íîðìû ïðè ñòðåìëåíèèê îáîëî÷êå ñ îáåèõ åå ñòîðîí. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëü�ñòâî âûðàæàþò ñîáîé ñîîòíîøåíèÿ (6), (7), êîòîðûåìîæíî íàçûâàòü óñëîâèÿìè ñøèâêè.Ïðè íàëè÷èè äâóõ îáîëî÷åê âñå ñêàçàííîå âûøåîñòàåòñÿ â ñèëå ïî îòíîøåíèþ ê êàæäîé èç íèõ, ÷òîâûðàæàåòñÿ óñëîâèÿìè ñøèâîê (33)�(36) è (40)�(43).Îäíàêî òåïåðü èìååòñÿ åùå îäèí èíâàðèàíò, êîòî�ðûé ìîæíî ñîñòàâèòü òîëüêî èç ñêîðîñòåé è ìåòðè÷å�ñêèõ êîý��èöèåíòîâ, à èìåííî � ñêàëÿðíîå ïðîèç�âåäåíèå åäèíè÷íîãî âåêòîðà 4-ñêîðîñòè ïåðâîé îáî�ëî÷êè íà åäèíè÷íûé âåêòîð 4-ñêîðîñòè âòîðîé îáî�ëî÷êè. Íà ñòàäèè äî ïåðåñå÷åíèÿ (òðàåêòîðèè CO èAO) òàêóþ âåëè÷èíó ìîæíî îïðåäåëèòü âñþäó â îá�ëàñòè ìåæäó îáîëî÷êàìè (ñåêòîð COA), ñîâåðøàÿïîäõîäÿùèé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ â òî÷êè ýòîé îá�ëàñòè âåêòîðîâ 4-ñêîðîñòåé îáåèõ îáîëî÷åê ñ òåõ ñòî�ðîí îáîëî÷åê, êîòîðûå ïðèëåãàþò ê ñåêòîðó COA.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îïðåäåëèòü óêàçàííîå ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå ïîäîáíûì îáðàçîì â ñåêòîðàõ COB èAOD íåâîçìîæíî, òàê êàê ïðè ýòîì ïðèøëîñü áûïåðåíîñèòü âåêòîð 4-ñêîðîñòè îäíîé èç îáîëî÷åê ÷å�ðåç òðàåêòîðèþ äðóãîé, ò. å. ÷åðåç òî÷êó ðàçðûâîâ�-ñèìâîëîâ, à òàêîé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íå îïðå�äåëåí îäíîçíà÷íî. Íà ñòàäèè ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ ñêà�ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå åäèíè÷íûõ 4-ñêîðîñòåé îáîëî�÷åê ïî ýòîé æå ïðè÷èíå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîòîëüêî â îáëàñòè ìåæäó îáîëî÷êàìè, ò. å. â ñåêòîðå

BOD. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ó íàñ íåò íåîáõîäèìîñòèïðîâîäèòü âñå ýòè ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû, òàê êàêâ ìîìåíò ïåðåñå÷åíèÿ îáà âåêòîðà íàõîäÿòñÿ â îä�íîé è òîé æå òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, à èìåííîýòà òî÷êà íàñ òîëüêî è èíòåðåñóåò. Ïðåäûäóùèé æåàíàëèç ñëóæèò ëèøü äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òîïðåäåë ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ åäèíè÷íûõ âåêòî�ðîâ 4-ñêîðîñòè îáîëî÷åê â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ O ïðèïîäõîäå ê íåé ñî ñòîðîíû ¾äî ïåðåñå÷åíèÿ¿ (ò. å. ïðèt = t��0) ñëåäóåò âû÷èñëÿòü îòíîñèòåëüíî ìåòðèêèâ ñåêòîðå COA, à ïðè ïîäõîäå ê òî÷êå O ñî ñòîðîíû¾ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ¿ (ò. å. ïðè t = t� + 0) � îòíî�ñèòåëüíî ìåòðèêè â ñåêòîðå BOD. Íåïðåðûâíîñòüýòîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò,ãäå ìåòðèêà íåïðåðûâíà, à òàêæå åãî ñâîéñòâî èíâà�ðèàíòíîñòè òðåáóþò, ÷òîáû è â íàøèõ êîîðäèíàòàõóêàçàííûå ïðåäåëû ñîâïàäàëè. Ýòî åñòü èìåííî òîäîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, èç êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿïàðàìåòð m21. Ïîëó÷èì òåïåðü ýòî óñëîâèå â ÿâíîìâèäå. Åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê òðàåêòîðèèAO åñòüuiAO = (u0AO; u1AO; u2AO; u3AO) == � dtd�1 ; dr1
d�1 ; 0; 0�t�t� ; (44)à åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê òðàåêòîðèè COèìååò âèäuiCO = (u0CO; u1CO; u2CO; u3CO) == � dtd�2 ; dr2
d�2 ; 0; 0�t�t� : (45)Òîò �àêò, ÷òî ýòè âåêòîðû äåéñòâèòåëüíî åäèíè÷�íûå, ñëåäóåò èç óðàâíåíèé ñøèâêè (33) è (36).Èç óðàâíåíèé (30) è (33) ëåãêî âûðàçèòü êîìïî�íåíòû âåêòîðà (44) â ñëåäóþùåì âèäå:� dtd�1�t�t� = 1f12(r1)e�T1(t)=2 �� �m12 �minM1(r1) � kM1(r1)2
2r1 � (46)� dr1
d�1�t�t� == Æ1s�m12 �minM1(r1) � kM1(r1)2
2r1 �2 � f12(r1); (47)ãäå Æ1 = sign� dr1
d�1�t�t� ; (48)442



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002 Òî÷íîå ðåøåíèå â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè äëÿ äâèæåíèÿ : : :à èç óðàâíåíèé (31) è (36) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âû�ðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà (45):� dtd�2�t�t� == 1f12(r2)e�T1(t)=2 �mout �m12M2(r2) + kM2(r2)2
2r2 � ; (49)� dr2
d�2�t�t� == Æ2s�mout �m12M2(r2) + kM2(r2)2
2r2 �2 � f12(r2); (50)Æ2 = sign� dr2
d�2�t�t� : (51)Òåïåðü, ïîëüçóÿñü ìåòðèêîé (26) â ðàéîíå COA, íàìíóæíî âû÷èñëèòü âåëè÷èíóQ = ng(COA)00 u0AOu0CO++ g(COA)11 u1AOu1COot=t�; r=r1=r2=r� : (52)Èç ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷àåìQ = 1f12(r�) �� �m12 �minM1(r�) � kM1(r�)2
2r� � �� �mout �m12M2(r�) + kM2(r�)2
2r� �++ Æ1Æ2s�m12 �minM1(r�) � kM1(r�)2
2r� �2 � f12(r�)�� s�mout �m12M2(r�) + kM2(r�)2
2r� �2 � f12(r�)9=; : (53)Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê îáëàñòè ïîñëå ìîìåíòà ïåðåñå�÷åíèÿ. Äëÿ åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê òðà�åêòîðèÿì OB è OD èìååìuiOB = (u0OB ; u1OB ; u2OB ; u3OB) == � dtd�1 ; dr1
d�1 ; 0; 0�t�t� ; (54)uiOD = (u0OD; u1OD; u2OD; u3OD) == � dtd�2 ; dr2
d�2 ; 0; 0�t�t� ; (55)à èç óñëîâèÿ ñøèâîê (41) è (42) âèäíî, ÷òî ýòè âåê�òîðû äåéñòâèòåëüíî åäèíè÷íûå. Èç óðàâíåíèé (38)

è (41) ïîëó÷àåì äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà (54) âûðà�æåíèÿ, àíàëîãè÷íûå (46), (47) ñ çàìåíîé f12(r1) íàf21(r1), m12 íà m21, min íà mout, T1(t) íà T2(t), Æ1 íàÆ01, è M1(r1) íà [�M1(r1)℄ è t � t� íà t � t�. Èç óðàâ�íåíèé (39) è (42) ñëåäóþò êîìïîíåíòû âåêòîðà (55),âûðàæåíèÿ äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ èç (49), (50)ïðè çàìåíàõ f12(r2) íà f21(r2), m12 íà m21, mout íàmin, T1(t) íà T2(t), Æ2 íà Æ02, M2(r2) íà [�M2(r2)℄ èt � t� íà t � t�.Ñîîòâåòñòâåííî, Æ01 è Æ02 îïðåäåëÿþòñÿ êàê â (48)è (51), íî ïðè t � t�. Ïîëüçóÿñü ìåòðèêîé (28) âðàéîíå BOD, âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèåQ0 = ng(BOD)00 u0OBu0OD++ g(BOD)11 u1OBu1ODot=t�; r=r1=r2=r� : (56)Ëåãêî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:Q0 = 1f21(r�) �� �mout �m21M1(r�) + kM1(r�)2
2r� � �� �m21 �minM2(r�) � kM2(r�)2
2r� �++ Æ01Æ02s�m21 �minM2(r�) � kM2(r�)2
2r� �2 � f21(r�)�� s�mout �m21M1(r�) + kM1(r�)2
2r� �2 � f21(r�)9=; : (57)Íåîáõîäèìîå óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ñîñòîèò òåïåðüâ òðåáîâàíèè Q = Q0; (58)ãäå Q äàåòñÿ �îðìóëîé (53), à Q0 � �îðìóëîé (57).Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå êîîðäèíàòû ïåðåñå÷åíèÿ r� ñ÷è�òàåòñÿ èçâåñòíûì, óñëîâèå (58) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéóðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà m21.Ìû íà÷àëè âûâîä óðàâíåíèÿ (58), çàðàíåå íàçâàâåãî óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå (r�; t�) îòíîñè�òåëüíîé ñêîðîñòè îáîëî÷åê. Ïîÿñíèì ýòî ïîäðîáíåå.Îïðåäåëèì ¾�èçè÷åñêèå¿ ñêîðîñòè îáîëî÷åê v1 è v2â ðàéîíå COA êàêv21
2 = g(COA)11 (r1)dr21�g(COA)00 (r1)
2dt2 ;v22
2 = g(COA)11 (r2)dr22�g(COA)00 (r2)
2dt2 : (59)443



Ì. Â. Áàðêîâ, Â. À. Áåëèíñêèé, �. Ñ. Áèñíîâàòûé-Êîãàí ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002Òîãäà ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé ñøèâêè (33)è (36) ïîëó÷àåìg(COA)11 (r1)� dr1
d�1�2 = v21=
21� v21=
2 ;g(COA)00 (r1)� dtd�1�2 = � 11� v21=
2 ; (60)
g(COA)11 (r2)� dr2
d�2�2 = v22=
21� v22=
2 ;g(COA)00 (r2)� dtd�2�2 = � 11� v22=
2 : (61)Òåïåðü èç (44), (45) è (52) ñëåäóåòQ = ( v1v2=
2 � 1p1� v21=
2p1� v22=
2)t=t�; r1=r2=r� : (62)¾Ôèçè÷åñêèå¿ ñêîðîñòè îáîëî÷åê ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿv01 è v02 îïðåäåëÿåì àíàëîãè÷íî:v021
2 = g(BOD)11 (r1)dr21�g(BOD)00 (r1)
2dt2 ;v022
2 = g(BOD)11 (r2)dr22�g(BOD)00 (r2)
2dt2 : (63)Òîãäà èç óðàâíåíèé ñøèâîê (41) è (42) ïîëó÷àåìgBOD11 (r1)� dr1
d�1�2 = v021=
21� v021=
2 ;gBOD00 (r1)� dtd�1�2 = � 11� v021=
2 ; (64)
gBOD11 (r2)� dr2
d�2�2 = v022=
21� v022=
2 ;gBOD00 (r2)� dtd�2�2 = � 11� v022=
2 : (65)Èç (54), (55) è (56) ñëåäóåòQ0 = 8<: v01v02=
2 � 1q1�v021=
2q1�v022=
29=;t=t�; r1=r2=r� : (66)Åñòåñòâåííî, ÷òî íåïðåðûâíîñòü âåëè÷èíû Q ïðè ïå�ðåõîäå ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ (r�; t�) îçíà÷àåò òàê�æå è íåïðåðûâíîñòü ëþáîé �óíêöèè îò Q è, â ÷àñò�íîñòè, âåëè÷èíûpQ2 � 1Q = v1=
� v2=
1� v1v2=
2 : (67)

Ïîñëåäíÿÿ æå åñòü íå ÷òî èíîå, êàê îòíîñèòåëüíàÿñêîðîñòü äâóõ ¾÷àñòèö¿, êàê îíà îïðåäåëÿåòñÿ â ðå�ëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå. Ýòî è äàåò îñíîâàíèå íàçû�âàòü óñëîâèå (58) óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè îòíîñè�òåëüíîé ñêîðîñòè îáîëî÷åê.Äëÿ ðàáîòû ñ óðàâíåíèåì (58) óäîáíî ñíà÷àëàóïðîñòèòü çàïèñü âûðàæåíèé (53) è (57) äëÿ âåëè�÷èí Q è Q0, ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ�1 = �kM1(r�)
2r� �2 ; �2 = �kM2(r�)
2r� �2 (68)è âûðàçèâ ñ ïîìîùüþ �îðìóë (4) è (29) ðàçíîñòèìàññîâûõ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â Q è Q0, ÷åðåç ðàç�íîñòè �óíêöèé f(r), âçÿòûõ â òî÷êå r = r�, â ñîîò�âåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåìma �mb = 
2r�2k [fb(r�)� fa(r�)℄; (69)ãäå a è b îçíà÷àþò èíäåêñû ¾in¿, ¾out¿, ¾12¿ è ¾21¿.Òåïåðü Q è Q0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé �îð�ìå:Q = � (4p�1�2f12)�1 �� [(fin � f12 � �1)(f12 � fout + �2)�� Æ1Æ2p(fin � f12 � �1)2 � 4�1f12 �� p(f12 � fout + �2)2 � 4�2f12 i ; (70)Q0 = � (4p�1�2f21)�1 �� [(f21 � fout + �1)(fin � f21 � �2)�� Æ01Æ02p(f21 � fout + �1)2 � 4�1f21 �� p(fin � f21 � �2)2 � 4�2f21i ; (71)ãäå äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ìû îïóñòèëè àðãóìåíòr� ó �óíêöèé fa. Òàêæå è âî âñåõ äàëüíåéøèõ �îð�ìóëàõ ýòîãî ïàðàãðà�à âåëè÷èíû fa áåç óêàçàíèÿàðãóìåíòà áóäóò îçíà÷àòü èõ çíà÷åíèÿ ïðè r = r�.Åñëè ñ èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèé (70) è (71) çà�ïèñàòü óðàâíåíèå Q = Q0 è ïåðåíåñòè ïåðâîå ñëà�ãàåìîå èç Q0 â ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ, òîïîñëå âîçâåäåíèÿ ðåçóëüòèðóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ âêâàäðàò ïîëó÷àåòñÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñè�òåëüíî íåèçâåñòíîé f21, ò. å. îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðàm21. Òàêàÿ ïðîöåäóðà íåñêîëüêî ãðîìîçäêà è, êðî�ìå òîãî, åùå íå äàåò îòâåòà íà âîïðîñ î òîì, êàêîåèç äâóõ ðåøåíèé ñëåäóåò âûáðàòü. Ñóùåñòâóåò, îä�íàêî, ñïîñîá íå òîëüêî ëåãêî íàéòè ðåøåíèå óðàâ�íåíèÿ Q = Q0 â ïðîñòîé �îðìå, íî è íàéòè ýòî ðå�øåíèå îäíîçíà÷íî, ïðè÷åì íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâ�íåíèé íåïðåðûâíîñòè, íå ïðèáåãàÿ ê êàêèì-ëèáî äî�ïîëíèòåëüíûì �èçè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì. Äåëî â444



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002 Òî÷íîå ðåøåíèå â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè äëÿ äâèæåíèÿ : : :òîì, ÷òî êðîìå óðàâíåíèÿ (58) èìåþòñÿ è äðóãèåàíàëîãè÷íûå åìó òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè ïðè ïå�ðåõîäå ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îáîëî÷åê, èñïîëü�çîâàíèå êîòîðûõ óïðîùàåò íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ èâûäåëÿåò åãî îäíîçíà÷íî. Êàê ìû âèäåëè, óðàâíå�íèå (58) ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå òðåáîâàíèÿ íåïðå�ðûâíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ åäèíè÷íûõ âåê�òîðîâ 4-ñêîðîñòè îáîëî÷åê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êóèõ ïåðåñå÷åíèÿ èç ñåêòîðà COA (äî ïåðåñå÷åíèÿ)â ñåêòîð BOD (ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ). Ëåãêî âèäåòü,îäíàêî, ÷òî âñÿ àðãóìåíòàöèÿ, ñîïðîâîæäàþùàÿ âû�âîä óðàâíåíèÿ (58), â ðàâíîé ñòåïåíè ïðèìåíèìà è êïåðåõîäó ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ èç ñåêòîðà AODâ ñåêòîð COB, ò. å. òî÷íî òàê æå ìîæíî óòâåðæäàòü,÷òî ïðåäåë ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ åäèíè÷íûõ êà�ñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê òðàåêòîðèÿì AO è OD ïðèïîäõîäå ê òî÷êå O èç ñåêòîðà AOD äîëæåí ñîâïà�äàòü ñ ïðåäåëîì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ åäèíè÷�íûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê òðàåêòîðèÿì OB è COïðè ñòðåìëåíèè ê òî÷êå O ñî ñòîðîíû ñåêòîðà COB.Ýòî óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè íåòðóäíî ïîëó÷èòü â ÿâ�íîì âèäå, ïîâòîðèâ ïðîöåäóðó, àíàëîãè÷íóþ òîé, êî�òîðàÿ ïðèâåëà ê óðàâíåíèþ (58). Âû÷èñëÿåòñÿ ñêà�ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèåP = ng(AOD)00 u0AOu0OD++ g(AOD)11 u1AOu1ODot=t�; r=r1=r2=r� (72)ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îáîëî÷åêAOè OD â �îðìå (18) è óñëîâèé ñøèâîê (34) è (43), çà�òåì âû÷èñëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèåP 0 = ng(COB)00 u0COu0OB++ g(COB)11 u1COu1OBot=t�; r=r1=r2=r� (73)ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îáîëî÷åê COè OB â �îðìå (19) è óñëîâèé ñøèâîê (35) è (40) èðåçóëüòàòû ïðèðàâíèâàþòñÿ:P 0 = P: (74)Â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ, êîòîðûå ìû èñïîëüçîâàëèäëÿ âûâîäà âûðàæåíèé (70) è (71), âåëè÷èíû P èP 0 èìåþò âèäP = � (4p�1�2fin)�1 �� [(fin � f12 + �1)(fin � f21 + �2)�� Æ1Æ02p(fin � f12 + �1)2 � 4�1fin �� p(fin � f21 + �2)2 � 4�2fin i ; (75)

P 0 = � (4p�1�2fout)�1 �� [(f21 � fout � �1)(f12 � fout � �2)�� Æ01Æ2p(f21 � fout � �1)2 � 4�1fout �� p(f12 � fout � �2)2 � 4�2fout i : (76)Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî âñå ñêàçàííîå äî ñèõ ïîðîá óñëîâèÿõ íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ íåîãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî ïåðåõîäàìè èç COA â BODè èç AOD â COB, íî â ðàâíîé ìåðå ïðèìåíèìî êïåðåõîäàì âîîáùå èç ëþáîãî ñåêòîðà â ëþáîé äðó�ãîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè âñå ÷åòû�ðå âåëè÷èíû Q, Q0, P è P 0 äîëæíû ñîâïàäàòü, è âäîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì (58) è (74) ìû äîëæíû ïî�òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ åùå îäíîãî ðàâåíñòâà, íàïðè�ìåð P = Q. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíûé íàáîð óñëîâèéíåïðåðûâíîñòè â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ìîæíî çàïèñàòüâ âèäå Q = Q0; Q = P; Q = P 0: (77)Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè òðè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèÿäëÿ îäíîé íåèçâåñòíîé f21 äåéñòâèòåëüíî èìåþòîäèí åäèíñòâåííûé îáùèé êîðåíü. Ýòîò êîðåíü ëåã�êî íàõîäèòñÿ3) èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé èç (77) èèìååò âèäf21 = fout + fin � f12 � (2f12)�1 �� [(fin � f12 � �1)(f12 � fout + �2)�� Æ1Æ2p(fin � f12 � �1)2 � 4�1f12 �� p(f12 � fout + �2)2 � 4�2f12 i : (78)Òðåòüå æå óðàâíåíèå èç (77) ïîñëå ïîäñòàíîâêè âíåãî ýòîãî âûðàæåíèÿ äëÿ f21 óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæ�äåñòâåííî.Ôîðìóëà (78) è ðåøàåò çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ìàñ�ñîâîãî ïàðàìåòðà m21 ïî âåëè÷èíàì, çàäàííûì íàýòàïå ýâîëþöèè äî ïåðåñå÷åíèÿ. Âìåñòå ñ ýòèì îïðå�äåëÿåòñÿ è îáìåí ýíåðãèåé ìåæäó îáîëî÷êàìè â ïðî�öåññå ïåðåñå÷åíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, íà ýòàïå äî ïå�ðåñå÷åíèÿ ïîëíûå ñîõðàíÿþùèåñÿ ýíåðãèè îáîëî÷åêîïðåäåëÿþòñÿ êàêE1 = (m12 �min)
2; E2 = (mout �m12)
2; (79)3) Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò âûðàçèòü êîìïîíåíòû åäèíè÷�íûõ âåêòîðîâ 4-ñêîðîñòè ÷åðåç ãèïåðáîëè÷åñêèå �óíê�öèè. Òàê, íàïðèìåð, åñëè ââåñòè ¾óãëû¿ �1 è �2 ñî�ãëàñíî Æ1p(fin � f12 + �1)2 � 4�1fin = p4�1f12 sh�1 èÆ2p(f12 � fout + �2)2 � 4�2f12 = p4�2f12 sh�2, òî îêàæåòñÿ,÷òî Q = � 
h(�1 � �2). Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ íåîáõîäè�ìî ââåñòè è äëÿ âåëè÷èí, èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíû ñêàëÿðíûåïðîèçâåäåíèÿ P; P 0; Q0. Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèÿ (77) ëåãêîðàçðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ¾óãëîâ¿, êîòîðûå ñîäåðæàò íåèç�âåñòíóþ f21.445



Ì. Â. Áàðêîâ, Â. À. Áåëèíñêèé, �. Ñ. Áèñíîâàòûé-Êîãàí ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002ãäå E1 � ýíåðãèÿ îáîëî÷êè ¾1¿ (âíóòðåííåé), è E2 �ýíåðãèÿ îáîëî÷êè ¾2¿ (âíåøíåé). Ïðè ïåðåñå÷åíèèýíåðãèÿ êàæäîé îáîëî÷êè èñïûòûâàåò ñêà÷oê, èõýíåðãèè ïîñëå ýòîãî ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè ñîîòâåò�ñòâåííî E01 è E02:E01 = (mout �m21)
2; E02 = (m21 �min)
2: (80)Èç ýòèõ âûðàæåíèé àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò çàêîí ñî�õðàíåíèÿ ñóììàðíîé ýíåðãèè îáîëî÷åê ïðè ïåðåõîäå÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ:E1 +E2 = E01 +E02: (81)Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ýíåðãèè îáîëî÷åê ïîñëåïåðåñå÷åíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäåE01 = E1 ��E; E02 = E2 +�E; (82)è èç (80), (81), à òàêæå èç (69), ñëåäóåò�E = 
4r�2k (fin + fout � f12 � f21): (83)Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ðåøåíèå (78) äëÿ f21, ïîëó÷èì�E = 
4r�4kf12 [(fin � f12 � �1)(f12 � fout + �2)�� Æ1Æ2p(fin � f12 � �1)2 � 4�1f12 �� p(f12 � fout + �2)2 � 4�2f12 i : (84)Çàìåòèì, ÷òî â �îðìóëàõ (78) è (84) êâàäðàòíàÿñêîáêà, óìíîæåííàÿ íà �àêòîð f�112 , âåñüìà ïðîñòîâûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå Q (ñì.�îðìóëó (70)), êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîñòî âû�ðàæàåòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé v1 è v2 îáîëî÷åêâ òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ (ñîîòíîøåíèå (80)). Ýòî ïðåä�ñòàâëåíèå âåëè÷èíû �E èìååò âèä�E = �kM1(r�)M2(r�)r� Q == 0�kM1M2r 1� v1v2=
2q1� v21=
2q1� v22=
21Ar=r� ; (85)è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíî (â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïî�ëó÷åíèÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî ïðèáëèæåíèÿ). Ñîîòâåò�ñòâóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ìåòðè÷åñêîãî êîý��èöè�åíòà f21 ìîæíî çàïèñàòü â âèäåf21 = fout + fin � f12 � 2k
4r��E: (86)

4. ÍÅ�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÎÅ(ÍÜÞÒÎÍÎÂÑÊÎÅ) Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÅÂ íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè ïîëíûå ýíåð�ãèè îáîëî÷åê (79) è (80) èìåþò ðàçëîæåíèÿ âèäàE = m
2 + E + o(1=
2);ãäå m è E íå çàâèñÿò îò 
. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðàçíîñòèìàññîâûõ ïàðàìåòðîâ ñ òî÷íîñòüþ äî 1=
2 âêëþ÷è�òåëüíî èìåþò âèäm12�min = m1+E1
2 ; mout�m12 = m2+E2
2 ; (87)mout�m21 = m1+E 01
2 ; m21�min = m2+E 02
2 ; (88)ãäåm1 èm2 � ìàññû ïîêîÿ îáîëî÷åê, òå ñàìûå, êîòî�ðûå �èãóðèðóþò â �îðìóëàõ (32) äëÿ ý��åêòèâíûõìàññ M1 è M2. Âåëè÷èíû E â (87), (88) åñòü ïîëíûåíåðåëÿòèâèñòñêèå ýíåðãèè îáîëî÷åê, è èç (87), (88)ñëåäóåò çàêîí èõ ñîõðàíåíèÿ:E1 + E2 = E 01 + E 02: (89)Ñîîòíîøåíèÿ (82) òåïåðü ïðèíèìàþò �îðìóE 01 = E1 ��E ; E 02 = E2 +�E ; (90)ãäå �E = (�E)
=1 è ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ (85).Ó÷èòûâàÿ, ÷òî M1 = m1 è M2 = m2 â ïåðâîì íåèñ�÷åçàþùåì ïîðÿäêå ïî 1=
2, ïîëó÷àåì èç (85) íåðå�ëÿòèâèñòñêóþ �îðìóëó äëÿ îáìåíà ýíåðãèÿìè ïðèïåðåñå÷åíèè: �E = km1m2r� : (91)Íåðåëÿòèâèñòñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáîëî÷åê íàñòàäèè äî ïåðåñå÷åíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü èç òî÷íûõóðàâíåíèé (30)�(32). Ñîáñòâåííûå âðåìåíà �1 è �2â ãëàâíîì ïîðÿäêå ñîâïàäàþò ñ ãëîáàëüíûì âðåìå�íåì t, òàê ÷òî âåëè÷èíû (dr1=
d�1)2 è (dr1=
d�2)2 âýòèõ óðàâíåíèÿõ åñòü íå ÷òî èíîå, êàê v21=
2 è v22=
2,ñîîòâåòñòâåííî, ãäåv1 = dr1dt ; v2 = dr2dt : (92)�àçëîæåíèå óðàâíåíèé (30)�(32) äî ïîðÿäêà 1=
2âêëþ÷èòåëüíî äàåòE1 = m1v212 � km1(min +m1=2)r1 + L212r21m1 ; (93)E2 = m2v222 �km2(min+m2=2+m1)r2 + L222r22m2 : (94)446



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002 Òî÷íîå ðåøåíèå â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè äëÿ äâèæåíèÿ : : :Àíàëîãè÷íàÿ îïåðàöèÿ ñ óðàâíåíèÿìè (38), (39) ïðè�âîäèò ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ îáîëî÷åêïîñëå èõ ïåðåñå÷åíèÿ:E 01 = m1v212 �km1(min+m1=2+m2)r1 + L212r21m1 ; (95)E 02 = m2v222 � km2(min +m2=2)r2 + L222r22m2 : (96)Âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèÿìè (90), (91) è íà÷àëüíûìèäàííûìè r1 = r2 = r� ïðè t = t� óðàâíåíèÿ(95), (96) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ýâîëþöèþ îáîëî�÷åê íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå ìîìåíòà t� (ò. å. íà ýòàïåäî ñëåäóþùåãî âîçìîæíîãî ïåðåñå÷åíèÿ).Èç óðàâíåíèé (93)�(96), ïðèìåíåííûõ ê òî÷êår1 = r2 = r�, ñëåäóåòE1 � E 01 = m12 hv21(r�)� v012(r�)i+ km1m2r� ;E2 � E 02 = m22 hv22(r�)� v022(r�)i� km1m2r� ; (97)ãäå ÷åðåç v01;2(r�) ìû îáîçíà÷èëè ïðåäåëû ñêîðîñòåév1;2 â òî÷êå r� ñî ñòîðîíû ¾ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ¿, âòî âðåìÿ êàê v1;2(r�) åñòü ïðåäåëû ýòèõ ñêîðîñòåéâ òî÷êå r� ñî ñòîðîíû ¾äî ïåðåñå÷åíèÿ¿. Ñîîòíîøå�íèÿ (97) è çàêîí èçìåíåíèÿ ýíåðãèè (90), (91) ïîêà�çûâàþò, ÷òî â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè ñêî�ðîñòè îáîëî÷åê íåïðåðûâíû â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ:v01(r�) = v1(r�); v02(r�) = v2(r�) (98)(ñëó÷àè èçìåíåíèÿ çíàêà ñêîðîñòåé èñêëþ÷àþòñÿ èçòåõ äîïîëíèòåëüíûõ �èçè÷åñêèõ òðåáîâàíèé ê ñøèâ�êå ýâîëþöèé, î êîòîðûõ ìû óæå ãîâîðèëè âî Ââåäå�íèè). �àçóìååòñÿ, óñëîâèå (98) çàðàíåå î÷åâèäíî èíå òðåáóåò îáñóæäåíèÿ. Ìû âûâåëè åãî çäåñü òîëüêîñ öåëüþ ïîêàçàòü ñîãëàñîâàííîñòü âñåé ïðîöåäóðû.Çàìåòèì, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè íüþòîíîâñêîãî ïðè�áëèæåíèÿ ìîæíî ïðÿìî íà÷èíàòü ñ óñëîâèÿ (98) êàêñ îñíîâíîãî ïîñòóëàòà (â ðàáîòå [8℄ ìû òàê è ïîñòó�ïàëè).Òî÷íàÿ �îðìóëà (84) äëÿ �E, çàïèñàííàÿ ÷åðåçñêîðîñòè â �îðìå (85), ïîçâîëÿåò òàêæå ëåãêî íàéòèïîñòíüþòîíîâñêóþ ïîïðàâêó ê ïåðåäàííîé ýíåðãèè.�àñêëàäûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (85) ñ òî÷íî�ñòüþ äî ïîðÿäêà 1=
2 âêëþ÷èòåëüíî, ïîëó÷èì�E = km1m2r� + 12
2 ���km1m2r� [v1(r�)� v2(r�)℄2++ km2L21m1r�3 + km1L22m2r�3 � : (99)

Ñêîðîñòè v1(r�) è v2(r�) â ýòîé �îðìóëå ñëåäóåòíàõîäèòü èç óðàâíåíèé (93), (94), ïðèìåíåííûõ êòî÷êå r1 = r2 = r�, ò. å. ýòî åñòü îáû÷íûå ñêîðî�ñòè íüþòîíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. �àçóìååòñÿ, åñëèìû ïðèíèìàåì âî âíèìàíèå ïîñòíüþòîíîâñêóþ ïî�ïðàâêó ê �E, òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òàêèå ïî�ïðàâêè è âî âñåõ ýíåðãèÿõ E, ò. å. íåîáõîäèìî âûïè�ñàòü ñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ïî 1=
2 â ýíåðãè�ÿõ ïîñëå íüþòîíîâñêèõ (93)�(96). Ñîîòâåòñòâóþùèåâû÷èñëåíèÿ íàìè ïðîäåëàíû, íî ìû íå áóäåì ïðè�âîäèòü çäåñü èõ ðåçóëüòàò èç-çà åãî îòíîñèòåëüíîéãðîìîçäêîñòè è îòñóòñòâèÿ íåîáõîäèìîñòè â íåì íàíàñòîÿùåì ýòàïå èññëåäîâàíèé.5. ÎÁÎËÎ×ÊÈ Ñ ÍÓËÅÂÎÉÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÉ ÌÀÑÑÎÉ ÏÎÊÎßÅñëè ÷àñòèöû, ñîñòàâëÿþùèå îáîëî÷êè, äâèæóò�ñÿ òîëüêî ðàäèàëüíî è èìåþò íóëåâóþ ìàññó ïîêîÿ,òî m1 = m2 = 0 è L1 = L2 = 0. Â ýòîì ñëó÷àåîáå îáîëî÷êè èìåþò íóëåâóþ ý��åêòèâíóþ ìàññóïîêîÿ, ò. å. M1 = M2 = 0. Ïåðåñå÷åíèå îáîëî÷åêïî-ïðåæíåìó ñîîòâåòñòâóåò ðèñóíêó 1 ñ òîé ëèøüðàçíèöåé, ÷òî òåïåðü òðàåêòîðèè CO, AO, OB è ODÿâëÿþòñÿ èçîòðîïíûìè. Âî âñåõ ÷åòûðåõ ñåêòîðàõìåòðèêà äàåòñÿ òåìè æå �îðìóëàìè (25)�(28), â êî�òîðûõ �óíêöèè f èìåþò òîò æå âèä (4), (29). Çà�äà÷à ïî-ïðåæíåìó ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ðàäèóñà r�òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îáîëî÷åê è çàòåì ìàññîâîãî ïàðà�ìåòðà m21, èëè, ÷òî òî æå, âåëè÷èíû f21(r�). Åñòå�ñòâåííî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ äîëæíà ñëåäîâàòü èç �îð�ìóëû (78), â êîòîðîé ñëåäóåò ïîëîæèòü �1= �2 = 0è ñ÷èòàòü Æ1Æ2 = �1, ïîñêîëüêó ïåðåñå÷åíèå òà�êèõ ¾s-âîëíîâûõ¿ ñâåòîïîäîáíûõ îáîëî÷åê âîçìîæ�íî, òîëüêî åñëè âíà÷àëå îíè äâèæóòñÿ íàâñòðå÷óäðóã äðóãó. Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî â �èçè÷åñêîé îá�ëàñòè ìàññîâûå ïàðàìåòðû ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêåmout > m12 > min; mout > m21 > min; (100)èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,fout < f12 < fin; fout < f21 < fin; (101)ïîëó÷àåì èç (78) ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:f21(r�)f12(r�) = fin(r�)fout(r�): (102)Ýòî åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷åííîåÄðååì è 'ò Õî�òîì â ðàáîòå [17℄, â êîòîðîé îíèðàññìàòðèâàëè ïðîöåññ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ñâåòîâûõñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ îáîëî÷åê ñ ÷èñòî ðàäè�àëüíûì äâèæåíèåì ñîñòàâëÿþùèõ èõ ¾�îòîíîâ¿.447



Ì. Â. Áàðêîâ, Â. À. Áåëèíñêèé, �. Ñ. Áèñíîâàòûé-Êîãàí ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002Äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñâåòîâûõ îáî�ëî÷åê íóæíî åùå ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ èõ äâèæåíèÿ.Òåïåðü â ýòèõ óðàâíåíèÿõ íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü ñîá�ñòâåííîå âðåìÿ � , òàê êàê åãî íå ñóùåñòâóåò. Åñëèèìååòñÿ òîëüêî îäíà îáîëî÷êà, òî âûðàæåíèÿ äëÿèíòåðâàëîâ (1), (2) îñòàþòñÿ òåìè æå, à âìåñòî âû�ðàæåíèÿ (3) áóäåì èìåòü�(ds2)on = R20(t)d
2: (103)Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ ñøèâêè òåïåðü îçíà÷àþò,÷òî ðàäèàëüíî-âðåìåííàÿ ÷àñòü èíòåðâàëà äîëæíàîáðàùàòüñÿ â íóëü íà îáåèõ ñòîðîíàõ îáîëî÷êè, ò. å.âìåñòî (6), (7) ïîëó÷èìfin(R0)eT (t) � f�1in (R0)�dR0
dt �2 = 0; (104)fout(R0)� f�1out(R0)�dR0
dt �2 = 0: (105)Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îáîëî÷êè r = R0(t) ñëåäóåòóæå èç (105): �dR0
dt � = f2out(R0); (106)à (104) ïîñëå ýòîãî îïðåäåëÿåò äèëàòîííûé ìíîæè�òåëü eT (t): eT (t) = f2out(R0)f2in(R0) : (107)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â �îðìàõ(18)�(20) òåïåðü óæå íå òðåáóåòñÿ, òàê êàê îíî ïðî�ñòî ïîâòîðÿåò óðàâíåíèå (106). Ýòî ëåãêî ïîêàçàòü,ñíà÷àëà (ïðè � 6= 0) ïåðåéäÿ â óðàâíåíèÿõ ê ãëîáàëü�íîìó âðåìåíè t âìåñòî � , à çàòåì ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó�! 0.Â ñëó÷àå äâóõ îáîëî÷åê óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âòî�ðîé îáîëî÷êè äî ïåðåñå÷åíèÿ (âíåøíåé) ñëåäóþò èçðàâåíñòâà íóëþ ðàäèàëüíî-âðåìåííîãî èíòåðâàëà íàîáåèõ åå ñòîðîíàõ:fout(R2)� f�1out(R2)�dR2
dt �2 = 0; (108)eT1(t)f12(R2)� f�112 (R2)�dR2
dt �2 = 0; (109)îòêóäà ñëåäóåò�dR2
dt �2 = f2out(R2); eT1(t) = f2out(R2)f212(R2) : (110)

Äëÿ îáîëî÷êè 1 (âíóòðåííåé) äî ïåðåñå÷åíèÿ äîëæ�íî áûòüeT1(t)f12(R1)� f�112 (R1)�dR1
dt �2 = 0; (111)eT0(t)fin(R1)� f�1in (R1)�dR1
dt �2 = 0; (112)Ïîäñòàâëÿÿ â (111) eT1 èç (110), ïîëó÷àåì�dR1
dt �2 = f2out(R2)f212(R1)f212(R2) ;eT0(t) = f2out(R2)f212(R1)f212(R2)f2in(R1) : (113)Ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ äëÿ îáîëî÷êè 1 (òåïåðü óæå âíåø�íåé) èìååìfout(R1)� f�1out(R1)�dR1
dt �2 = 0; (114)eT2(t)f21(R1)� f�121 (R1)�dR1
dt �2 = 0; (115)îòêóäà ñëåäóåò�dR1
dt �2 = f2out(R1); eT2(t) = f2out(R1)f221(R1) : (116)Äëÿ îáîëî÷êè 2 (ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ � âíóòðåííåé)eT2(t)f21(R2)� f�121 (R2)�dR2
dt �2 = 0; (117)eT0(t)fin(R2)� f�1in (R2)�dR2
dt �2 = 0; (118)Ïîäñòàâëÿÿ â (117) eT2 èç (116), ïîëó÷àåì�dR2
dt �2 = f2out(R1)f221(R2)f221(R1) ;eT0(t) = f2out(R1)f221(R2)f221(R1)f2in(R2) : (119)Åñëè íà÷àëüíûå äàííûå ê ïåðâîìó èç óðàâíå�íèé (110) è ïåðâîìó èç (113) çàäàíû, à òàêæåçàäàíû ìàññîâûå ïàðàìåòðû m12, min è mout,òî òðàåêòîðèè r = R1(t) è r = R2(t) îáîëî÷åêäî ïåðåñå÷åíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ, è âìå�ñòå ñ ýòèì îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿr� = R1(t�) = R2(t�). Ïîñëå ýòîãî èç (102) íà�õîäèòñÿ ìàññîâûé ïàðàìåòð m21, è èç ïåðâûõ448



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002 Òî÷íîå ðåøåíèå â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè äëÿ äâèæåíèÿ : : :óðàâíåíèé (116) è (119) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿòðàåêòîðèè îáîëî÷åê ïîñëå èõ ïåðåñå÷åíèÿ.Ïåðåäàííóþ ýíåðãèþ ëåãêî íàéòè èç (83), ïîä�ñòàâèâ òóäà âåëè÷èíó f21(r�), âûðàæåííóþ èç ñîîò�íîøåíèÿ (102):�E = 2k(m12 �min)(mout �m12)r�f12(r�) : (120)Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè áû ìû âçÿëè Æ1Æ2 = 1, òîïîëó÷èëè áûf21(r�) = fin(r�) + fout(r�)� f12(r�); (121)à ïåðåäàííàÿ ýíåðãèÿ �E îáðàòèëàñü áû â íóëü,÷òî îòðàæàåò íåâîçìîæíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ òàêèõ ñâå�òîâûõ îáîëî÷åê, äâèæóùèõñÿ â îäíó ñòîðîíó. Äåé�ñòâèòåëüíî, ïðîñòîå ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèé (110)è (113) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè Æ1Æ2 = 1 ïåðåñå÷åíèåíåâîçìîæíî, ÷òî, ðàçóìååòñÿ, î÷åâèäíî çàðàíåå. Ñó�ùåñòâîâàíèå æå ðåøåíèÿ (121), à çíà÷èò, è îáëà�ñòè 21 ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ ñâÿçàíî â ýòîì ñëó÷àå ñòåì, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ íóëåâûõ ý��åêòèâíûõìàññ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïåðâîå ïðèáëèæå�íèå äëÿ ñëó÷àÿ ìàññèâíûõ îáîëî÷åê, íî íàõîäÿùèõ�ñÿ â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ðåæèìå, êîãäà ý��åê�òèâíûå ìàññû ïîêîÿ M1 è M2 íåñóùåñòâåííû è ðå�øåíèå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî ïî ìàëûì ïàðàìåò�ðàì �1 è �2. Ïåðåñå÷åíèå ïðè ýòîì âîçìîæíî, äàæååñëè îáîëî÷êè äâèæóòñÿ â îäíó ñòîðîíó, è ïåðåäàí�íàÿ ýíåðãèÿ â ïåðâîì íåèñ÷åçàþùåì ïîðÿäêå áóäåòìàëîé âåëè÷èíîé, ëèíåéíîé ïî ïàðàìåòðàì �1 è �2,ò. å. ïî M21 è M22 . Âû÷èñëåíèå äàåò�E = kM21 (mout�m12)2+kM22 (m12�min)22r�(m12 �min)(mout �m12) ;Æ1Æ2 = 1; (122)èìåííî ê ýòîé ñèòóàöèè îòíîñèòñÿ ðåøåíèå (121)äëÿ f21(r�).Çàìåòèì â çàêëþ÷åíèå, ÷òî åñëè ¾�îòîíû¿, ñî�ñòàâëÿþùèå îáîëî÷êè, äâèæóòñÿ íå ðàäèàëüíî, òîïðè íóëåâûõ çíà÷åíèÿõ m1 è m2 ïàðàìåòðû L1 èL2 îòëè÷íû îò íóëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ý��åêòèâíûåìàññû ïîêîÿ M1 è M2 îòëè÷íû îò íóëÿ è òàêèå ñâå�òîâûå îáîëî÷êè êà÷åñòâåííî âåäóò ñåáÿ òàê æå, êàêè ìàññèâíûå.6. ÏÅ�ÅÑÅ×ÅÍÈÅ Ï�ÎÁÍÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈ Ñ��ÀÂÈÒÈ�ÓÞÙÅÉÎ÷åâèäíî, ÷òî äâèæåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ äâóõïðîáíûõ îáîëî÷åê èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿþò. Êàæ�äàÿ èç íèõ äâèæåòñÿ òàê, êàê åñëè áû äðóãîé âîîáùå

íå ñóùåñòâîâàëî. Íåòðèâèàëüíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêà�åò òîãäà, êîãäà òîëüêî îäíà èç îáîëî÷åê ïðîáíàÿ,à ãðàâèòàöèîííîå ïîëå âòîðîé ó÷èòûâàåòñÿ â ïîë�íîé ìåðå. Åñòåñòâåííî, ÷òî ðåøåíèå òàêîé çàäà÷èäîëæíî ñëåäîâàòü èç îáùåãî ñëó÷àÿ ñ ïîìîùüþ ñî�îòâåòñòâóþùåãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà. �àññìîòðèìñíà÷àëà, êàê îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä êïðîáíîé îáîëî÷êå â òîì ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ âñåãîëèøü îäíà îáîëî÷êà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêîãî ïðåäåëàíåîáõîäèìî ïåðåîáîçíà÷èòü ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðûñëåäóþùèì îáðàçîì:m = �mp; L = �Lp; mout = min + �Ep
2 ; (123)è ñ÷èòàòü êîíñòàíòû mp, Lp è Ep íåçàâèñèìûìè îò�. Ïîñëå ýòîãî íåîáõîäèìî îñóùåñòâèòü ïðåäåëüíûéïåðåõîä �! 0.Â ïðåäåëå � ! 0 èìååì mout = min è èç óðàâ�íåíèé ñøèâêè (6), (7) ñëåäóåò eT (t) = 1. Èç (1), (2)òåïåðü âèäíî, ÷òî ìåòðèêà êàê âíóòðè îáîëî÷êè, òàêè âíå åå îäíà è òà æå (êàê è äîëæíî áûòü, åñëè îáî�ëî÷êà ïðîáíàÿ):�ds2 = fin(r)
2dt2 + f�1in (r)dr2 + r2d
2: (124)Èç óñëîâèé ñøèâêè òåïåðü îñòàåòñÿ òîëüêî îäíî ñî�îòíîøåíèå:fin(r0)� dtd� �2 � f�1in (r0)� dr0
d� �2 = 1; (125)êîòîðîå óæå íåò ñìûñëà íàçûâàòü óñëîâèåì ñøèâ�êè. Ýòî åñòü ïðîñòî óñëîâèå íîðìèðîâêè íà åäèíèöó4-ñêîðîñòè ïðîáíîé ¾÷àñòèöû¿.Ý��åêòèâíóþ ìàññó �(�) çàïèñûâàåì â âèäå�(�) = ��p(�); (126)è òîãäà ñîîòíîøåíèå (24) îïðåäåëÿåò �p:�p(�) =sm2p + L2p
2r20(�) : (127)Ïîäñòàíîâêà (126), (127) â óðàâíåíèå (18) è ïåðåõîäê ïðåäåëó � ! 0 äàåò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äâè�æåíèÿ ïðîáíîé îáîëî÷êè â ïîëå öåíòðàëüíîé ìàññûmin: Ep
2 = �p(�) �sfin(r0) +� dr0
d� �2: (128)Êàê âèäíî, èç îêîí÷àòåëüíûõ óðàâíåíèé (124), (125)è (127), (128) íóëåâûå ïàðàìåòðû èñ÷åçëè è îñòàëèñüòîëüêî êîíå÷íûå êîíñòàíòû mp, Lp, min è Ep, êîòî�ðûå è õàðàêòåðèçóþò ïðîáíóþ îáîëî÷êó.2 ÆÝÒÔ, âûï. 3 (9) 449



Ì. Â. Áàðêîâ, Â. À. Áåëèíñêèé, �. Ñ. Áèñíîâàòûé-Êîãàí ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿïðîáíîé îáîëî÷êè äîëæíî ñîâïàäàòü ñ óðàâíåíèåìãåîäåçè÷åñêîé â ïîëå öåíòðàëüíîé ìàññû. Îêàçûâà�åòñÿ, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê. Ïîëüçóÿñü ñîîò�íîøåíèåì (125), ëåãêî çàïèñàòü óðàâíåíèå äâèæå�íèÿ (128) íå â ñîáñòâåííîì, à â øâàðöøèëüäîâñêîìâðåìåíè t:Ep
2 =sm2p + L2p
2R20(t)vuuut f3in(R0)f2in(R0)��dR0
dt �2 : (129)Ýòî âûðàæåíèå óæå ëåãêî ñðàâíèòü ñ òåì, êîòîðîåñëåäóåò èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêîé â ìåò�ðèêå (124). Äëÿ ïðîáíîé îáîëî÷êè óðàâíåíèå (129)ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ â òîìñìûñëå, ÷òî ó îáîëî÷êè êàê öåëîãî íåò íèêàêèõ äâè�æåíèé, êðîìå ðàäèàëüíîãî. Ïîýòîìó ðå÷ü èäåò î ñîâ�ïàäåíèè (129) ñ òåì ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèéãåîäåçè÷åñêîé, êîòîðûé îïèñûâàåò èìåííî ðàäèàëü�íóþ ÷àñòü äâèæåíèÿ ïðîáíîé ÷àñòèöû (õîòÿ ÷àñòèöàèìååò, ðàçóìååòñÿ, è òàíãåíöèàëüíîå äâèæåíèå). Õî�ðîøî èçâåñòíî, ÷òî òàêîé èíòåãðàë óðàâíåíèé ãåî�äåçè÷åñêîé ñóùåñòâóåò, è ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îí âòî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ (129), åñëè ïîëíóþ ñîõðàíÿþ�ùóþñÿ ýíåðãèþ ÷àñòèöû îòîæäåñòâèòü ñ Ep, ìàññóïîêîÿ ÷àñòèöû � ñ mp, à êâàäðàò íîðìû ñîõðàíÿþ�ùåãîñÿ óãëîâîãî ìîìåíòà ÷àñòèöû � ñ âåëè÷èíîé L2p.�àññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ ñ äâóìÿ îáîëî÷êà�ìè, ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 1, è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîîáîëî÷êà 2 (òðàåêòîðèè CO è OD) ÿâëÿåòñÿ ïðîá�íîé. Ïàðàìåòðû îáîëî÷êè 1 îñòàâëÿåì íåèçìåííû�ìè, à ïàðàìåòðû îáîëî÷êè 2 ïåðåîáîçíà÷èì â ñîîò�âåòñòâèè ñ (123):m2 = �mp; L2 = �Lp; E2 = �Ep; E02 = �E0p:Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîM2(r) = �Mp(r);ãäå Mp(r) =rm2p + L2p
2r2 : (130)Ñîîòíîøåíèÿ (79) è (80) òåïåðü äàþòm12 = mout � �Ep
2 ; m21 = min + �E0p
2 ;îòêóäà âèäíî, ÷òî â ïðåäåëå � = 0 ìàññîâûå ïàðàìåò�ðû ïî îáå ñòîðîíû îò îáîëî÷êè 2 êàê äî ïåðåñå÷åíèÿ,òàê è ïîñëå íåãî, ñîâïàäàþò:m12 = mout; m21 = min: (131)

Èç óñëîâèé ñøèâîê (35), (36) è (42), (43) â ïðåäåëå� = 0 ñëåäóåò eT1 = 1; eT2 = eT0 : (132)Òàêèì îáðàçîì, êàê âèäíî èç (25), (26) è (27), (28),ìåòðèêè â îáëàñòÿõ COB è COA ñîâïàäàþò, à òàêæåñîâïàäàþò ìåòðèêè â îáëàñòÿõ AOD è BOD. Èíû�ìè ñëîâàìè, ìåòðèêè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òðàåêòîðèèCO è OD íåïðåðûâíû, ÷òî è äîëæíî èìåòü ìåñòîäëÿ ïðîáíîé îáîëî÷êè.Ïîäñòàâëÿÿ ïåðåîáîçíà÷åííûå ïàðàìåòðû â óðàâ�íåíèÿ (30) è (31) è ïåðåõîäÿ â íèõ ê ïðåäåëó � = 0,ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáîëî÷åêäî ïåðåñå÷åíèÿ:sfout(r1) +� dr1
d�1�2 == mout �minM1(r1) � kM1(r1)2
2r1 ; (133)sfout(r2) +� dr2
d�2�2 = Ep
2Mp(r2) ; (134)Àíàëîãè÷íî èç (38), (39) ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äâè�æåíèÿ ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ:sfin(r1) +� dr1
d�1�2 == mout �minM1(r1) + kM1(r1)2
2r1 ; (135)sfin(r2) +� dr2
d�2�2 = E0p
2Mp(r2) : (136)Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (133) è (135) ãðàâèòèðóþùåéîáîëî÷êè 1 â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ îäíèì èòåì æå óðàâíåíèåì, ïðîñòî ïåðâîå çàïèñàíî â �îð�ìå (19), à âòîðîå â �îðìå (18), ò. å. âñÿ ýâîëþöèÿ îáî�ëî÷êè 1 ìîæåò áûòü îïèñàíà òîëüêî îäíèì èç ýòèõóðàâíåíèé, ðàñïðîñòðàíåííûì íà îáà ýòàïà äâèæå�íèÿ, êàê äî ïåðåñå÷åíèÿ, òàê è ïîñëå íåãî. Òàêèìîáðàçîì, ãðàâèòèðóþùàÿ îáîëî÷êà äâèæåòñÿ, íå èñ�ïûòûâàÿ íèêàêîãî âëèÿíèÿ ñî ñòîðîíû ïðîáíîé, êàêè äîëæíî áûòü. Íå òàê îáñòîèò äåëî ñ ïðîáíîé îáî�ëî÷êîé 2. Óðàâíåíèÿ åå äâèæåíèÿ (134) è (136) ñó�ùåñòâåííî ðàçëè÷íû, êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî åùåîïðåäåëèòü åå ýíåðãèþ E0p ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ ÷åðåçïàðàìåòðû, çàäàííûå íà ýòàïå äî ïåðåñå÷åíèÿ. Ïî�ñëåäíåå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (78),450



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002 Òî÷íîå ðåøåíèå â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè äëÿ äâèæåíèÿ : : :â êîòîðîå íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü ïåðåîáîçíà÷åííûåïàðàìåòðû è çàòåì ïåðåéòè ê ïðåäåëó � = 0. Ýòàîïåðàöèÿ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:E0p = Ep + 12fout [(fin � fout � �1)Ep�� Æ1Æ2p(fin � fout � �1)2 � 4�1fout �� qE2p � foutM2p 
4 i ; (137)ãäå fin, fout è Mp � òàêæå çíà÷åíèÿ ýòèõ �óíêöèéâ òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ r = r�.Óðàâíåíèå (137) äàåò ñêà÷îê ýíåðãèè ïðîáíîéîáîëî÷êè. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî îïðåäåëèòüòàêæå è ñêà÷îê åå ñêîðîñòè. Âî èçáåæàíèå íåäîðà�çóìåíèé, îòìåòèì ïðåäâàðèòåëüíî ñëåäóþùåå îáñòî�ÿòåëüñòâî. Äëÿ ãðàâèòèðóþùåé îáîëî÷êè 1 â ñèëóòîæäåñòâåííîãî ñîâïàäåíèÿ óðàâíåíèé åå äâèæåíèÿäî ïåðåñå÷åíèÿ è ïîñëå íåãî ïðîèçâîäíàÿ dr1=d�1íåïðåðûâíà â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ. Ñêîðîñòü æå ýòîéîáîëî÷êè, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëàìè (60) è (64), ðàç�ðûâíà, òàê êàêgCOA11 (r�) 6= gBOD11 (r�):�àçóìååòñÿ, ýòîò ðàçðûâ ÿâëÿåòñÿ íå�èçè÷åñêèì èñâÿçàí òîëüêî ñ ðàçëè÷íûì îïðåäåëåíèåì ñêîðîñòèíà ýòàïàõ äî ïåðåñå÷åíèÿ è ïîñëå íåãî: ñêîðîñòü ãðà�âèòèðóþùåé îáîëî÷êè äî ïåðåñå÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿïî îòíîøåíèþ ê ìåòðèêå âíå åå (ñåêòîð COB), à ïî�ñëå ïåðåñå÷åíèÿ � ïî îòíîøåíèþ ê ìåòðèêå âíóòðèíåå (ñåêòîð BOD). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè áû ìûïðîäîëæàëè îïðåäåëÿòü ñêîðîñòü îáîëî÷êè 1 ïîñëåïåðåñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè âíå åå (ò. å. â ñåê�òîðå COB), òî òàêàÿ ñêîðîñòü îêàçàëàñü áû íåïðå�ðûâíîé â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ. Òî÷íî òàê æå îêàçà�ëàñü áû íåïðåðûâíîé è ñêîðîñòü îáîëî÷êè 1, îïðå�äåëÿåìàÿ âñþäó ïî îòíîøåíèþ ê ìåòðèêå ïîä îáî�ëî÷êîé. Ïîñêîëüêó ãðàâèòèðóþùàÿ îáîëî÷êà íèêàêíå ÷óâñòâóåò ïðèñóòñòâèå ïðîáíîé, åå ïåðåñå÷åíèå ñïîñëåäíåé íè÷åì íå âûäåëåíî, à èçìåíåíèå â îïðåäå�ëåíèè êàêèõ-ëèáî âåëè÷èí â íè÷åì íå âûäåëåííûéìîìåíò ýâîëþöèè, åñòåñòâåííî, íå èìååò îòíîøåíèÿê �èçèêå ïðîöåññà. �àçóìååòñÿ, ìîãóò ñóùåñòâîâàòüïðè÷èíû, ïî êîòîðûì òàêîå ¾ñòðàííîå¿ îïðåäåëåíèåñêîðîñòåé, òåì íå ìåíåå, óäîáíî, íî ýòî ñîâñåì äðó�ãîå äåëî. Â íàøåé ðàáîòå ýòî ïîíàäîáèëîñü òîëüêîäëÿ òîãî, ÷òîáû ñâÿçàòü óñëîâèÿ ñîåäèíåíèÿ â òî÷êåïåðåñå÷åíèÿ ñ ïîíÿòèåì íåïðåðûâíîñòè îòíîñèòåëü�íîé ñêîðîñòè, ÷åãî ìîæíî áûëî áû è íå äåëàòü. Âû�÷èñëåíèå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé Q, Q0, P è P 0 èóñëîâèÿ èõ íåïðåðûâíîñòè âîâñå íå òðåáóþò ââåäå�íèÿ êàêèõ-ëèáî ñêîðîñòåé.

Ïî-äðóãîìó îáñòîèò äåëî ñ ïðîáíîé îáîëî÷êîé,íà îáåèõ ñòîðîíàõ êîòîðîé ìåòðèêà îäíà è òà æå.¾Ôèçè÷åñêàÿ¿ ñêîðîñòü òàêîé îáîëî÷êè ïî îòíîøå�íèþ ê ýòîé ìåòðèêå âñþäó îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîè íå ìîæåò èìåòü �èêòèâíûõ ðàçðûâîâ îïèñàííîãîâûøå òèïà. Ïîýòîìó íàëè÷èå ðàçðûâà òàêîé ñêîðî�ñòè â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ �è�çè÷åñêè ðåàëüíûì. Äî ïåðåñå÷åíèÿ ñêîðîñòü ïðîá�íîé îáîëî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëàìè (61) è (26),â êîòîðûõ òàêæå ñëåäóåò ïåðåéòè ê ïðåäåëó � = 0.Ïîñëå ýòîãî ñ ïîìîùüþ (134) ïîëó÷àåìMp
2q1� v22=
2 = Eppfout : (138)Òå æå äåéñòâèÿ ñ (65), (28) è (136) äàþòMp
2q1� v022=
2 = E0ppfin : (139)Â ýòèõ �îðìóëàõ, êàê è ðàíåå, âñå �óíêöèè îò r áå�ðóòñÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ r = r�. Ïîñêîëüêó ñêà÷îêýíåðãèè èçâåñòåí (ñîîòíîøåíèå (137)), èç (138), (139)ìîæíî íàéòè ñêà÷îê ñêîðîñòè ïðîáíîé îáîëî÷êè.7. Î ÂÛÁ�ÎÑÅ ÂÅÙÅÑÒÂÀ ÈÇÑÊÎÏËÅÍÈßÄèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû â îêðåñòíîñòÿõ ñâåðõ�ìàññèâíûõ ÷åðíûõ äûð (Ñ×Ä), êâàçàðîâ, áëàçàðîâè àêòèâíûõ ÿäåð ãàëàêòèê õàðàêòåðèçóþòñÿ áóðíû�ìè ÿâëåíèÿìè, âåäóùèìè ê îáðàçîâàíèþ äæåòîâ èâûáðîñîâ. Îáðàçîâàíèå äæåòîâ ÷àñòî àññîöèèðóåòñÿñ ïðîöåññàìè, ïðîèñõîäÿùèìè â çàìàãíè÷åííûõ àê�êðåöèîííûõ äèñêàõ [18; 19℄. Îáðàçîâàíèå êâàçèñ�å�ðè÷åñêèõ âûáðîñîâ, êîòîðûå, âîçìîæíî, íàáëþäàþò�ñÿ â øèðîêèõ àáñîðáöèîííûõ ëèíèÿõ, ìîæåò îêà�çàòüñÿ ñâÿçàííûì ñ äðóãèìè ìåõàíèçìàìè âûáðîñà.Â ýòîì ðàçäåëå ìû îòìåòèì âîçìîæíîñòü âûáðîñàîáîëî÷åê èç îêðåñòíîñòè Ñ×Ä, îêðóæåííîé ïëîò�íûì ìàññèâíûì çâåçäíûì ñêîïëåíèåì, îñíîâûâàÿñüíà áàëëèñòè÷åñêîì âçàèìîäåéñòâèè ãðàâèòèðóþùèõîáîëî÷åê, îïèñàííîì â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ.×èñëåííûé ðàñ÷åò êîëëàïñà çâåçäíîãî ñêîïëåíèÿâ îáîëî÷å÷íîì ïðèáëèæåíèè [4, 9, 10℄ ïîêàçàë, ÷òîäàæå åñëè âñå îáîëî÷êè ïåðâîíà÷àëüíî ñâÿçàíû, ïî�ñëå ðÿäà ïåðåñå÷åíèé íåêîòîðûå îáîëî÷êè ïðèîáðå�òàþò äîñòàòî÷íî ýíåðãèè, ÷òîáû ñòàòü íå ñâÿçàííû�ìè è óëåòåòü íà áåñêîíå÷íîñòü. Â íüþòîíîâñêîì ïðè�áëèæåíèè îñòàòêîì îêàæåòñÿ ñòàöèîíàðíîå çâåçäíîåñêîïëåíèå, à â ÎÒÎ îñòàòêîì ìîæåò îêàçàòüñÿ Ñ×Ä.451 2*



Ì. Â. Áàðêîâ, Â. À. Áåëèíñêèé, �. Ñ. Áèñíîâàòûé-Êîãàí ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002Îáðàçîâàíèå âûáðîñîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ ðåçóëü�òàòîì âçàèìîäåéñòâèÿ îáîëî÷åê, äâèãàþùèõñÿ âîêðåñòíîñòè Ñ×Ä. Â îäíîðîäíîì çâåçäíîì ñêîïëå�íèè ñ èëè áåç Ñ×Ä çâåçäû èñïàðÿþòñÿ âñëåäñòâèåïàðíûõ ñòîëêíîâåíèé ñ íåáîëüøîé ïåðåäà÷åé êè�íåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Îáðàçîâàíèå áûñòðî âûëåòàþ�ùèõ çâåçä ïðèáëèçèòåëüíî â 100 ðàç ìåíåå âåðîÿò�íî âñëåäñòâèå ïðåâàëèðîâàíèÿ ñòîëêíîâåíèé ñî ñëà�áîé ïåðåäà÷åé èìïóëüñà [20℄. Åñëè ñêîïëåíèå áîëååïëîòíîå è ñîäåðæèò íåñêîëüêî êîìïàêòíûõ ÷àñòåé,òî ñòîëêíîâåíèÿ ìåæäó ýòèìè ÷àñòÿìè áóäóò ñîâåð�øåííî èíûìè, çíà÷èòåëüíàÿ ïåðåäà÷à èìïóëüñà ïðèñòîëêíîâåíèè ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíîé. Â ýòîì ñëó÷àåãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êîìïàêòíû�ìè ÷àñòÿìè ìîæåò ïðèâåñòè ê âûáðîñàì ñ áîëüøè�ìè ñêîðîñòÿìè, è åñëè òàêîå ïåðåñå÷åíèå ïðîèñõîäèòâáëèçè Ñ×Ä, òî ñêîðîñòü âûëåòà îáîëî÷êè èç ñêîï�ëåíèÿ ìîæåò ñîñòàâëÿòü çàìåòíóþ ÷àñòü ñêîðîñòèñâåòà 
. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò âîçíèêíóòü â ðåçóëü�òàòå ñòîëêíîâåíèÿ ãàëàêòèê ïðè òåñíîì ñáëèæåíèèèõ ÿäåð. Òîãäà îäíî ÿäðî ìîæåò íàòÿíóòü íà ñåáÿ÷àñòü âåùåñòâà ñ äðóãîãî â âèäå êîëëàïñèðóþùèõîáîëî÷åê. Âçàèìîäåéñòâèå òàêèõ îáîëî÷åê ñî çâåçä�íûì ñêîïëåíèåì ìîæåò ïðèâåñòè íå òîëüêî ê êîëëàï�ñó íà Ñ×Ä, íî è ê îáðàòíîìó ÿâëåíèþ: âûáðàñûâà�íèÿ îáîëî÷êè ñî ñêîðîñòüþ, ìíîãî áîëüøåé, ÷åì ñêî�ðîñòü ïàäåíèÿ íà äàííîì ðàäèóñå, ïðè÷åì îáîëî÷êàíå óïàäåò íà Ñ×Ä áëàãîäàðÿ áîëüøîìó óãëîâîìó ìî�ìåíòó åå çâåçä.Ìåõàíèçì âûáðîñà ïðîÿâëÿåòñÿ óæå íà ïðèìå�ðå âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ îáîëî÷åê â íüþòîíîâñêîìïðèáëèæåíèè, ðàññìîòðåííîì íàìè â ðàçä. 4. Åñëèäâå ãðàâèòàöèîííî ñâÿçàííûå îáîëî÷êè ñ ýíåðãèÿìèE1 < 0 è E2 < 0, ïîä÷èíÿÿñü óðàâíåíèÿì äâèæå�íèÿ (93), (94), ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå r = r�1 , òî ìîæåòñëó÷èòüñÿ, ÷òî èõ ñëåäóþùåå ïåðåñå÷åíèå ïðîèçîé�äåò â òî÷êå r = r�2 , áîëåå óäàëåííîé îò öåíòðà, ò. å.ïðè r�2 > r�1 . Ïîñëå ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ ýíåðãèè îáî�ëî÷åê â ñîîòâåòñòâèè ñ (90) è (91) áóäóòE 01 = E1 � km1m2r�1 ; E 02 = E2 + km1m2r�1 ; (140)à ïîñëå âòîðîãî îíè îêàæóòñÿ ðàâíûìèE 001 = E 01+km1m2r�2 = E1�km1m2� 1r�1� 1r�2� ;E 002 = E 02�km1m2r�2 = E2+km1m2� 1r�1� 1r�2� : (141)Åñëè àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ E1 è E2 äîñòàòî÷íî ìàëû,à r�1 íå î÷åíü âåëèêî è íå ñëèøêîì áëèçêî ê r�2 , òîE 002 > 0, è îáîëî÷êà 2 (âíåøíÿÿ ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ)

ìîæåò óéòè íà áåñêîíå÷íîñòü. ßñíî, ÷òî ñóùåñòâó�åò äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ òàêèõ ðåøåíèé, è îäèíêîíêðåòíûé ïðèìåð (â êîòîðîì ñêîðîñòü âûáðîñà ïîâîçìîæíîñòè íàèáîëüøàÿ) ïðèâåäåí â [8℄.Åñòåñòâåííî, ÷òî ýòîò ý��åêò îñòàåòñÿ è â ðåëÿ�òèâèñòñêîé òåîðèè ãðàâèòàöèè. Åñëè äâå ãðàâèòàöè�îííî ñâÿçàííûå îáîëî÷êè ñ ýíåðãèÿìè E1 < m1
2è E2 < m2
2, äâèãàÿñü â ñîãëàñèè ñ óðàâíåíèÿìè(30)�(32), ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå r = r�1 , òî îáìåíýíåðãèåé îïèñûâàåòñÿ �îðìóëàìè (82) è (84), (85):E01 = E1 � kM1(r�1)M2(r�1)r�1 (�Q) ;E02 = E2 + kM1(r�1)M2(r�1)r�1 (�Q) ; (142)ãäå Q äàåòñÿ âûðàæåíèåì (70), â êîòîðîì âñå �óíê�öèè îò r áåðóòñÿ â òî÷êå r�1 . Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîò�ðèì òîëüêî òå ñëó÷àè, êîãäà âòîðîå ïåðåñå÷åíèå ïðî�èñõîäèò ïðè r�2 > r�1 , íî ïðè íàñòîëüêî áîëüøîì r�2 ,÷òî äëÿ îöåíîê óæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ýòîé îá�ëàñòè íüþòîíîâñêîå ïðèáëèæåíèå. Òàêèì îáðàçîì,ïîñëå âòîðîãî ïåðåñå÷åíèÿ ýíåðãèè îáîëî÷åê áóäóòE001 = E01 + km1m2r�2 == E1 � �kM1(r�1)M2(r�1)r�1 (�Q)� km1m2r�2 � ;E002 = E02 � km1m2r�2 == E2 + �kM1(r�1)M2(r�1)r�1 (�Q)� km1m2r�2 � : (143)
Ñóùåñòâåííûì òåïåðü ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî,÷òî êàêîâî áû íè áûëî çíà÷åíèå r�1 , ïåðâîå ñëàãà�åìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â (143) óäîâëåòâîðÿåòíåðàâåíñòâókM1(r�1)M2(r�1)r�1 (�Q) > km1m2r�1 : (144)Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî M1(r) > m1 è M2(r) > m2ïðè ëþáûõ r è, êðîìå òîãî, ìîäóëü Q âñåãäà áîëü�øå åäèíèöû (ñì. ñíîñêó 3). Ñðàâíåíèå âûðàæå�íèé (143), (144) è (141) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðåëÿ�òèâèñòñêîé îáëàñòè ý��åêòû âûáðîñà îáîëî÷åê íåòîëüêî îñòàþòñÿ, íî ìîãóò îñóùåñòâëÿòüñÿ äàæå ñáîëüøåé èíòåíñèâíîñòüþ.8. ×ÈÑËÅÍÍÀß �ÅÀËÈÇÀÖÈß ÒÎ×ÍÎ�Î�ÅØÅÍÈß�àññìîòðèì òåïåðü ÷èñëåííîå ðåøåíèå òî÷íûõóðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ îáîëî÷åê ñ452
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3000 4000�èñ. 2. Äâèæåíèå äâóõ ãðàâèòàöèîííî ñâÿçàííûõ îáîëî÷åê ñ ïåðåñå÷åíèÿìè, êîãäà ìàññà êàæäîé îáîëî÷êè ñîñòàâ-ëÿåò 1% îò ìàññû öåíòðàëüíîãî òåëà, m1 = m2 = 0:01min (à) è 0:15min (á)ó÷åòîì ïåðåñå÷åíèÿ èõ äðóã ñ äðóãîì. Äëÿ ðàñ÷åòàäâèæåíèÿ îáîëî÷åê ìåæäó ïåðåñå÷åíèÿìè èñïîëüçî�âàëèñü óðàâíåíèÿ (29)�(36), ãäå min, m12, mout, m1,m2, L1, L2 � ñâîáîäíûå íà÷àëüíûå ïàðàìåòðû ñèñ-òåìû. Òðåáóåòñÿ òàêæå çàäàòü íà÷àëüíûå ðàäèóñûîáîëî÷åê, ïðè ýòîì ìîìåíò âðåìåíè íà÷àëà ñ÷åòàìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûì íóëþ. Èç ñèñòåìû (33)�(36)íàõîäèì âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ îò ñîáñòâåí�íûõ âðåìåí �1 è �2 ïî t è, ïîäñòàâèâ èõ â óðàâíåíèÿ(30), (31), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáîëî÷åêâî âðåìåíè îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãî�ñÿ íà áåñêîíå÷íîì óäàëåíèè.Ïðè ïåðåñå÷åíèè ïðîèñõîäèò ïåðåðàñïðåäåëåíèåýíåðãèè îáîëî÷åê, êîòîðîå ìîæåò áûòü ó÷òåíî ïðèïîìîùè óðàâíåíèÿ (78). Ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ ïðîèñõî�äèëî ïåðåèìåíîâàíèå îáîëî÷åê, ÷òî ïîçâîëÿåò íàìñ÷èòàòü ñêîëüêî óãîäíî ìíîãî ïåðåñå÷åíèé, íå çàáî�òÿñü â äàëüíåéøåì î íîìåðàõ îáîëî÷åê (îáîëî÷êà 2âñåãäà âíåøíÿÿ).Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíî äâèæåíèå äâóõ îáîëî÷åêâîêðóã öåíòðàëüíîãî òåëà. Ìàññû ïîêîÿ îáîëî÷åêïðèíèìàëèñü îäèíàêîâûìè, ðàâíûìè 1% è 15% îòìàññû öåíòðàëüíîãî òåëà, è íà÷àëüíûå îòíîñèòåëü�íûå ýíåðãèè Ei=mi
2 â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâíÿëèñü0.975. Íà ðèñ. 2à õîðîøî íàáëþäàþòñÿ ¾áèåíèÿ¿îáîëî÷åê, ïåðåòåêàíèå ýíåðãèè îò îäíîé îáîëî÷êè êäðóãîé, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â èçìåíåíèÿõ ðàäèóñà ìàê�ñèìàëüíîãî óäàëåíèÿ îáîëî÷åê îò öåíòðà. Íî ïðèá�îëüøèõ ìàññàõ îáîëî÷åê íà ðèñ. 2á óæå ïîñëå îäíî�ãî ïåðåñå÷åíèÿ ýíåðãèè è òðàåêòîðèè îáîëî÷åê ìåíÿ�þòñÿ íàñòîëüêî ñèëüíî, ÷òî ñëåäóþùåå ïåðåñå÷åíèå
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�èñ. 3. Ïîëíûé ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë � (ãðàâè-òàöèîííûé ïëþñ öåíòðîáåæíûé) äëÿ äâèæåíèÿ îä-íîé îáîëî÷êè, rg = 2kmin=
2ìîæåò ïðîèçîéòè ïðè ñóùåñòâåííî äðóãèõ çíà÷åíè�ÿõ ðàäèóñà è íàïðàâëåíèÿõ ñêîðîñòåé îáîëî÷åê (ò. å.èçìåíåíèå �àçû ñðàâíèìî ñ ñàìèì ïåðèîäîì êîëå�áàíèÿ îáîëî÷åê). Íà ýòîì ïðèìåðå ÿñíî âèäíà õàî�òèçàöèÿ äâèæåíèÿ îáîëî÷åê. Èëëþñòðàöèÿ õàîòè÷å�ñêèõ äâèæåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ îáîëî÷åêâ íüþòîíîâñêîì ñëó÷àå ïðèâåäåíà â ðàáîòå [8℄.Äëÿ òîãî ÷òîáû äîáèòüñÿ íàèáîëüøåãî âûèãðû�øà â ýíåðãèè óëåòàþùåé îáîëî÷êè, ïî àíàëîãèè ñíüþòîíîâñêèì ñëó÷àåì íàäî ïîäîáðàòü ïàðàìåòðû453
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�èñ. 4. Âûáðîñ îäíîé èç îáîëî÷åê ïîñëå äâóõ ïåðåñå÷åíèé â óñëîâèÿõ, íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíûõ äëÿ äîñòèæåíèÿìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè âûáðîñà, m1 = m2 = 0:01min (à), 0:03min (á), 0:15min (â) è 0:30min (ã)îáîëî÷åê ñëåäóþùèì îáðàçîì: âî-ïåðâûõ, íà÷àëü�íûå ïîëíûå ýíåðãèè äîëæíû áûòü áëèçêè ê ýíåð�ãèÿì ïîêîÿ m1
2 è m2
2; âî-âòîðûõ, ïåðâîå ïåðåñå�÷åíèå äîëæíî ïðîèçîéòè â òî÷êå, êàê ìîæíî áîëååáëèçêîé ê ãðàâèòèðóþùåìó öåíòðó, à âòîðîå ïåðå�ñå÷åíèå � êàê ìîæíî äàëüøå îò íåãî. Äëÿ âûïîë�íåíèÿ ýòèõ óñëîâèé ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ õàðàê�òåðíîé �îðìîé ïîòåíöèàëà â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó�÷àå. Âáëèçè ìàêñèìóìà êðèâîé ïîòåíöèàëà (â ðàé�îíå 2rg) îäíà èç îáîëî÷åê ìîæåò íàõîäèòüñÿ ñêîëüóãîäíî äîëãî, îáîëî÷êà êàê áû ïðèëèïàåò ê ðàäèóñóìàêñèìóìà ïîòåíöèàëà, ÷òî äàåò âðåìÿ äðóãîé îáî�ëî÷êå óëåòåòü äîñòàòî÷íî äàëåêî (ñì. ðèñ. 3).Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíî äâèæåíèå îáîëî÷åê ñ ïå�ðåñå÷åíèåì è âûáðîñîì îäíîé îáîëî÷êè ïîñëå âòî�ðîãî ïåðåñå÷åíèÿ. Ìàññû ïîêîÿ îáîëî÷åê ïðèíèìà�ëèñü îäèíàêîâûìè, ðàâíûìè îäíîìó ïðîöåíòó îò

ìàññû öåíòðàëüíîãî òåëà m1 = m2 = 0:01min(ðèñ. 4à). Äðóãèå íà÷àëüíûå ïàðàìåòðû ïðèíèìà�ëèñü ðàâíûìè r1 = 7:5, r2 = 7:75, L1 = 2:013,L2 = 2:0279481, mout � m12 = (1 � 10�12)m2,m12 �min = (1 � 10�12)m1. Çäåñü ri, Li ïðèâåäåíûâ åäèíèöàõ rg , mirg
, ïðè÷åì rg = 2kmin=
2. Ïåðâîåïåðåñå÷åíèå ïðîèñõîäèò íà ðàäèóñå r�1 = 2:126104,à âòîðîå � íà ðàäèóñå r�2 = 43:8996. Óëåòàþ�ùàÿ îáîëî÷êà ïðèîáðåòàåò ýíåðãèþ �m
2, ïðèìåð�íî ðàâíóþ åå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè mv2=2 = �m
2,�m = 4:3604 � 10�5min � 4:4 � 10�3m1, ÷òî ñîîòâåò�ñòâóåò ñêîðîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè v = 0:0931 
. Íà�÷àëüíûå è ðåçóëüòèðóþùèå ïàðàìåòðû äëÿ ðàçëè÷�íûõ âàðèàíòîâ ðàñ÷åòîâ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 4à�ã èðèñ. 5, äàíû â òàáëèöå. Íà ðèñ. 6�8 ïðèâåäåíû çàâè�ñèìîñòè èçìåíåíèÿ ðàäèóñîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ïåðå�ñå÷åíèé, à òàêæå ñêîðîñòè âûëåòà íà áåñêîíå÷íîñòü454
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tc/rg�èñ. 5. Âûáðîñ îäíîé èç îáîëî÷åê ïîñëå äâóõ ïåðå-ñå÷åíèé äëÿ íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ, ñîâïàäàþùèõ ñòàêîâûìè íà ðèñ. 4á, ïðè óâåëè÷åíèè íà 0:5% óãëî-âîãî ìîìåíòà ÷àñòèö, ñîñòàâëÿþùèõ âòîðóþ îáî-ëî÷êó, ÷òî íàðóøàåò óñëîâèÿ íàèáîëüøåãî áëàãî-ïðèÿòñòâîâàíèÿ äëÿ âûáðîñà

−6 −5 −4 −3 −2 −1 0

lg(m/min)(m = m1 = m2)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7
lg((r∗1 − 2rg)/rg)

�èñ. 6. Çàâèñèìîñòü lg[(r�1 � 2rg)=rg℄ îò ëîãàðè�-ìà îòíîøåíèÿ ìàññ lg(m1=min), r�1 � ðàäèóñ ïåðâî-ãî ïåðåñå÷åíèÿ ïðè ðàâåíñòâå ìàññ ïîêîÿ îáîëî÷åêm1 = m2 â óñëîâèÿõ íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíûõ äëÿâûáðîñàîäíîé èç îáîëî÷åê äëÿ óñëîâèé, íàèáîëåå áëàãîïðè�ÿòíûõ äëÿ âûáðîñà îáîëî÷êè.Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåíî äâèæåíèå òåõ æå îáîëî÷åê,÷òî è íà ðèñ. 4á, íî ñ óâåëè÷åííûì íà ïîëïðîöåí�òà óãëîâûì ìîìåíòîì ó îáîëî÷êè 2, ÷òî ïðèâîäèòê èñ÷åçíîâåíèþ �àçû ¾ïðèëèïàíèÿ¿, âñëåäñòâèå ÷å�
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lg(m/min)(m = m1 = m2)�èñ. 8. Çàâèñèìîñòü ëîãàðè�ìà ñêîðîñòè âûáðîñàíà áåñêîíå÷íîñòü lg(v=
) îò lg(m=min), äëÿ òåõ æåóñëîâèé, ÷òî íà ðèñ. 6ãî âòîðîå ïåðåñå÷åíèå ïðîèñõîäèò ìíîãî ðàíüøå èý��åêòèâíîñòü ìåõàíèçìà ðåçêî ïàäàåò. Èçìåíåíèåýíåðãèè îêàçàëîñü ðàâíûì�m = 2:634�10�4min, ÷òîñîñòàâëÿåò îêîëî 0.88% îò ìàññû ïîêîÿ îáîëî÷êè,ò. å. ý��åêòèâíîñòü ìåõàíèçìà óïàëà íà 17% ïðî�öåíòîâ (ñì. òàáëèöó).Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ñ ðîñòîì ìàññû îáî�ëî÷åê ý��åêòèâíîñòü áàëëèñòè÷åñêîãî ìåõàíèçìàâûáðîñà ñíà÷àëà âîçðàñòàåò, íî ïðè äîñòèæåíèè îáî�ëî÷êàìè ìàññû ïîêîÿ ïîðÿäêà 20% îò ìàññû öåíò-ðàëüíîãî òåëà èç-çà ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îáî�455



Ì. Â. Áàðêîâ, Â. À. Áåëèíñêèé, �. Ñ. Áèñíîâàòûé-Êîãàí ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002�èñ. 4à �èñ. 4á �èñ. 4â �èñ. 4ã �èñ. 5m1=min 0.01 0.03 0.015 0.30 0.03m2=min 0.01 0.03 0.015 0.30 0.03r1=rg 7.5 7.5 7.5 7.5 7.5r2=rg 7.75 8.5 9.8 11.27 8.5r�1=rg 2.126104 2.3638 3.249 4.3698 2.3765r�2=rg 43.8996 26.986 11.7076 7.9374 7.9345L1=m1
rg 2.013 2.05 2.285 2.61 2.05L2=m2
rg 2.0279481 2.0753315 2.305431 2.5393 2.0857082(mout �m12)=m2 1�10�12 1�10�12 1�10�12 1�10�12 1�10�12(m12 �min)=m1 1�10�12 1�10�12 1�10�12 1�10�12 1�10�12�m=min 4:3604 � 10�5 3:1889 � 10�4 4:22686 � 10�3 7:52 � 10�3 2:634 � 10�4v=
 0.0931 0.1447 0.2336 0.2198 0.1384�m=m2, % 0.44 1.06 2.8 2.5 0.88ëî÷åê ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé ðàäèóñ ïåðâîãî ïå�ðåñå÷åíèÿ ðàñòåò, à ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ðàäè�óñ âòîðîãî ïåðåñå÷åíèÿ óìåíüøàåòñÿ, ÷òî ïðèâîäèòê ïàäåíèþ ý��åêòèâíîñòè äàííîãî ñöåíàðèÿ (ñì.ðèñ. 6�8). Â ñâîþ î÷åðåäü, âûøå óïîìèíàëîñü, ÷òîîòêëîíåíèå îò îïòèìàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ïàðàìåòðîâíà ìàëóþ âåëè÷èíó ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó îò�êëîíåíèþ îò ïðåäåëüíîé ñêîðîñòè âûëåòà îáîëî÷êè.�àñ÷åòû äâèæåíèÿ îáîëî÷åê ñ óïðîùåííûìèóñëîâèÿìè ïðè ïåðåñå÷åíèÿõ èç ðàáîò [9, 10℄ (ñì.Ïðèëîæåíèå) îêàçàëèñü â õîðîøåì ñîîòâåòñòâèèñ òî÷íûìè ðàñ÷åòàìè äëÿ ìàëûõ ìàññ îáîëî÷åêm1;2=min � 0:03. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïðè óñëî�âèÿõ, íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíûõ äëÿ âûëåòà, ïåðâîåïåðåñå÷åíèå ïðîèñõîäèò âáëèçè òî÷êè ìèíèìàëüíî�ãî ðàäèóñà, ãäå ëèáî v1 � 
, ëèáî v2 � 
 (íåîáõîäè�ìîå óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè óïðîùåííîãî óñëîâèÿ), àâòîðîå ïåðåñå÷åíèå ïðîèñõîäèò äàëåêî îò öåíòðà âíåðåëÿòèâèñòñêîé îáëàñòè, ãäå òàêæå v1; v2 � 
. Òà�êèì îáðàçîì, óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðèáëèæåííîåðåøåíèå äàåò õîðîøåå ñîãëàñèå ñ òî÷íûì, îêàçûâà�þòñÿ âûïîëíåííûìè.Äëÿ îáîëî÷åê ìàëîé ìàññû m1, m2 � min ìîæ�íî ïðèíÿòü ðàäèóñ ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ ðàâíûìr�1 = 2rg , à ðàäèóñ âòîðîãî ïåðåñå÷åíèÿ îòíåñòèíà áåñêîíå÷íîñòü. Âñëåäñòâèå ýòîãî ìàêñèìàëüíàÿýíåðãèÿ, óíîñèìàÿ îáîëî÷êîé ìàëîé ìàññû â ðåçóëü�òàòå ïåðåñå÷åíèé ñ îáîëî÷êîé òîé æå ìàññû ïîêîÿ,ïðîïîðöèîíàëüíà ìàññå îáîëî÷êè, à ñêîðîñòü âûëåòàïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòíîìó êîðíþ èç åå ìàññû.

Ñ ó÷åòîì ïåðâîé ñòðî÷êè â òàáëèöå èìååì�mm � 0:044r mmin ; v
 � 0:931r mminïðè m=min � 1, ãäå m = m1 = m2.�àáîòà �. Ñ. Á.-Ê. è Ì. Â. Á. áûëà ïîääåð�æàíà ÷àñòè÷íî �ÔÔÈ (ïðîåêò 99-02-18180) èÈÍÒÀÑ-ÅÑÎ (ïðîåêò 120) è ÈÍÒÀÑ (ïðîåêò00-491). Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÏîñêîëüêó âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîò [9, 10℄ íåáûëî òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïåðåñå÷åíèè ðåëÿòè�âèñòñêèõ ãðàâèòèðóþùèõ îáîëî÷åê, àâòîðàìè ýòèõðàáîò áûëè ïðåäëîæåíû ñëåäóþùèå ïðèáëèæåííûåóñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ:E1p1� rg1=r� = E01q1� r0g1=r� ; (A.1);E01 +E02 = E1 +E2; (A.2)ãäå ïîëíûå ýíåðãèè îáîëî÷åê E1, E2, E01, E02 îïðå�äåëåíû �îðìóëàìè (79), (80), à âåëè÷èíû rg1, rg2456



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 3 (9), 2002 Òî÷íîå ðåøåíèå â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè äëÿ äâèæåíèÿ : : :åñòü4) rg1 = 2k
2 �min + E12
2� ;r0g1 = 2k
2 �min + E02
2 + E012
2� : (A.3)Ñîîòíîøåíèå (A.2) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì óðàâíåíèåì ñî�õðàíåíèÿ ýíåðãèè (81) è îáñóæäåíèÿ íå òðåáóåò.Óðàâíåíèå æå (A.1), êàê ïîêàçûâàåò ïðèâîäèìîå íè�æå ñðàâíåíèå ñ òî÷íîé òåîðèåé, èìååò ïðèáëèæåí�íûé õàðàêòåð è ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ëèøü ïðè äîñòà�òî÷íî ìàëûõ ý��åêòèâíûõ ìàññàõ ïîêîÿ îáîëî÷åêM1 èM2 (ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé öåíòðàëüíîãî òåëà)âìåñòå ñ óñëîâèåì ìàëîñòè (ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðî�ñòüþ ñâåòà) ñêîðîñòè õîòÿ áû îäíîé èç îáîëî÷åê â ìî�ìåíò ïåðåñå÷åíèÿ. Ïîëó÷åííîå â íàñòîÿùåé ðàáîòåòî÷íîå ðåøåíèå ñ íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíûìè äëÿ âû�ëåòà óñëîâèÿìè ñîîòâåòñòâóåò âàðèàíòó, êîãäà ïåð�âîå ïåðåñå÷åíèå ïðîèñõîäèò âáëèçè òî÷êè ïîâîðîòà(ìèíèìàëüíîãî âîçìîæíîãî ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðàëü�íîãî òåëà) îäíîé èç îáîëî÷åê, ò. å. òàì, ãäå ñêîðîñòüýòîé îáîëî÷êè áëèçêà ê íóëþ. Âåëè÷èíà îáìåíà ýíåð�ãèåé, îòâåòñòâåííàÿ çà âûáðîñ îäíîé èç îáîëî÷åê íàáåñêîíå÷íîñòü, îïðåäåëÿåòñÿ èìåííî ýòèì ïåðâûìïåðåñå÷åíèåì, òàê êàê âòîðîå ïðîèñõîäèò íà äîñòà�òî÷íî áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò öåíòðà, êîãäà ïåðåäà�÷à ýíåðãèè íåçíà÷èòåëüíà. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì, ðå�çóëüòàòû ïðîâåäåííûõ íàìè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñèñïîëüçîâàíèåì óñëîâèé (A.1), (A.2) äëÿ äîñòàòî÷�íî ìàëûõ ìàññ îáîëî÷åê îêàçàëèñü áëèçêèìè ê òåì,êîòîðûå ñäåëàíû íà îñíîâå òî÷íîé òåîðèè ïðè îïè�ñàíèè âàðèàíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàêñèìàëüíûìñêîðîñòÿì âûëåòà îáîëî÷åê.Ïîÿñíèì âêðàòöå âûâîä ïðèáëèæåííîãî óñëîâèÿ(A.1) èç òî÷íîãî ðåøåíèÿ. �àññìîòðèì èçëîæåííûéâ ðàçä. 3 ïðîöåññ ïåðåñå÷åíèÿ îáîëî÷åê äëÿ ñëó÷àÿìàëûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ min
2 ýíåðãèé E1 è E2. Áó�äåì ñ÷èòàòü, êðîìå òîãî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå íå ïðîèñ�õîäèò ñëèøêîì áëèçêî ê ãðàâèòàöèîííîìó ðàäèóñóöåíòðàëüíîãî òåëà, à ñêîðîñòè îáîëî÷åê â ìîìåíòïåðåñå÷åíèÿ, õîòÿ è ìîãóò ñîñòàâëÿòü çíà÷èòåëüíóþ÷àñòü îò ñêîðîñòè ñâåòà, íå ÿâëÿþòñÿ, òåì íå ìåíåå,óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèìè. Ýòî çíà÷èò, ÷òîE1; E2 � min
2; fin(r�) � 1;q1� v21=
2; q1� v22=
2 � 1: (A.4)4) Â äåéñòâèòåëüíîñòè â [9, 10℄ ÷ëåíû E1=2
2 è E01=2
2, ñâÿ�çàííûå ñ ñàìîãðàâèòàöèåé îáîëî÷åê, áðàëèñü áåç ìíîæèòåëÿ1=2. Áîëåå ïðàâèëüíûå âûðàæåíèÿ (A.3) áûëè ïðèíÿòû ïîç�æå.

Çäåñü è äàëåå v1 è v2 � ñêîðîñòè, îïðåäåëÿåìûå ñî�îòíîøåíèÿìè (59)�(61), íî âçÿòûå â òî÷êå r = r�.Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ (A.4) óðàâíå�íèÿ äâèæåíèÿ (30), (31) â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè äàþòE1 =  M1
2pfinp1� v21=
2!r=r� ;E2 =  M2
2pfinp1� v22=
2!r=r� ; (A.5)îòêóäà ñëåäóåò òàêæå, ÷òî óñëîâèÿ (A.4) îçíà÷àþò èóñëîâèÿ M1; M2 � min. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè �îð�ìóëà (85) äëÿ îáìåíà ýíåðãèåé ìîæåò áûòü çàïèñàíàâ âèäå �E = k(1� v1v2=
2)
4r�fin(r�) E1E2: (A.6)Åñëè äîáàâèòü åùå è òðåáîâàíèå, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèåïðîèñõîäèëî âáëèçè òî÷êè ïîâîðîòà îäíîé èç îáîëî�÷åê, ò. å. ïðè v1v2=
2 � 1, òî èç (A.6) ñëåäóåò�E = kE1E2
4r�fin(r�) : (A.7)Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî òî÷íî òàêîå æå âûðàæåíèå äëÿ�E ñëåäóåò è èç óðàâíåíèé (A.1), (A.2), åñëè âûðà�çèòü èç íèõ E1 � E01 = �E êàê �óíêöèþ îò E1, E2è min è âçÿòü ïåðâûé ÷ëåí åå ðàçëîæåíèÿ ïî ìà�ëûì ïàðàìåòðàì E1=min
2 è E2=min
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