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Ê ÒÅÎ�ÈÈ Ï�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÈ Ò�ÅÕÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÛÕÊÎÌÏÎÇÈÖÈÎÍÍÛÕ ÏËÅÍÎÊ Ñ ÄÂÓÕÏÎÄ�ÅØÅÒÎ×ÍÎÉÑÒ�ÓÊÒÓ�ÎÉÁ. ß. Áàëàãóðîâ *Èíñòèòóò áèîõèìè÷åñêîé �èçèêè èì. Í. Ì. Ýìàíóýëÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119991, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 20 ìàðòà 2002 ã.Ïðåäëîæåí îáùèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ î ïðîâîäèìîñòè è äðóãèõ ý��åêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ äâóìåð-íûõ òðåõêîìïîíåíòíûõ äâóõïîäðåøåòî÷íûõ ìîäåëåé ñ âêëþ÷åíèÿìè ïðîèçâîëüíîé �îðìû. Êîìïëåêñíûéïîòåíöèàë âíå âêëþ÷åíèé âûðàæåí ÷åðåç äçåòà-�óíêöèþ Âåéåðøòðàññà è åå ïðîèçâîäíûå. Ýëåêòðè÷å-ñêîå ïîëå, èíäóöèðóåìîå íà îòäåëüíîì âêëþ÷åíèè, îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ìóëüòèïîëüíûõïîëÿðèçóåìîñòåé, äëÿ êîòîðîé óñòàíîâëåíî ñîîòíîøåíèå ñèììåòðèè. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò,â ÷àñòíîñòè, íàõîäèòü òî÷íûå âèðèàëüíûå ðàçëîæåíèÿ äëÿ îñíîâíûõ ýëåêòðî�èçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêïîäîáíûõ ñèñòåì.PACS: 41.20.Cv, 73.50.-h1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ èçó÷åíèè ýëåêòðî�èçè÷åñêèõ ñâîéñòâ áèíàð�íûõ êîìïîçèòîâ äîñòèãíóò îïðåäåëåííûé ïðîãðåññ,îñîáåííî çíà÷èòåëüíûé äëÿ äâóìåðíûõ ñèñòåì.Äëÿ íèõ ïîëó÷åí ðÿä àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòà�òîâ � ïðîâîäèìîñòü [1℄, ãàëüâàíîìàãíèòíûå [2℄è òåðìîýëåêòðè÷åñêèå [3℄ õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àé�íî-íåîäíîðîäíûõ ìîäåëåé ñ êðèòè÷åñêèì ñîñòàâîì.Êàê ïîêàçàíî â [4; 5℄, ðåçóëüòàòû ðàáîò [2; 3℄ ìîãóòáûòü ðàñïðîñòðàíåíû íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõêîíöåíòðàöèé, äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íî çíàòü áåçðàç�ìåðíóþ ý��åêòèâíóþ ïðîâîäèìîñòü f . Îäíàêîäëÿ ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì �óíêöèÿ f âîâñåé îáëàñòè èçìåíåíèÿ àðãóìåíòîâ èçâåñòíà òîëü�êî äëÿ íåóïîðÿäî÷åííûõ ðåøåòîê êàê ðåçóëüòàò÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.Â áîëåå âûãîäíîì ïîëîæåíèè íàõîäÿòñÿ ïåðèîäè�÷åñêèå ìîäåëè, äëÿ ïðîâîäèìîñòè êîòîðûõ ïîëó÷åíðÿä òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ [6; 7℄ â ñëó÷àå äèýëåêòðè�÷åñêèõ èëè èäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ âêëþ÷åíèé. Çà�ìêíóòîå ðåøåíèå çàäà÷è ïðè êîíå÷íîé íåíóëåâîéïðîâîäèìîñòè îáåèõ êîìïîíåíò äàíî äëÿ ìîäåëè ñîñòðóêòóðîé øàõìàòíîé äîñêè [6℄. Ïðîâîäèìîñòü èäðóãèå ý��åêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè áîëåå ðåàëè�*E-mail: balagurov�deom.
hph.ras.ru

ñòè÷åñêîé ìîäåëè �ýëåÿ [8℄ äîñòàòî÷íî ïîëíî ðàñ�ñìîòðåíû â [9℄. Íàêîíåö, â ðàáîòå [10℄ ïðåäëîæåí îá�ùèé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ðàçëè÷íûõ ýëåêòðî�èçè÷å�ñêèõ õàðàêòåðèñòèê äâóìåðíûõ äâóõêîìïîíåíòíûõïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì ñ âêëþ÷åíèÿìè ïðîèçâîëüíîé�îðìû.Òåîðèÿ ãîðàçäî áîëåå ðàçíîîáðàçíûõ ïî ñâî�èì ñâîéñòâàì òðåõêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì ðàçðàáîòà�íà çíà÷èòåëüíî õóæå. Çäåñü ìîæíî îòìåòèòü ðàáî�òû [11; 12℄, ãäå ðàññìîòðåíà äâóìåðíàÿ äâóõïîäðå�øåòî÷íàÿ ñèñòåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ îáîáùåíèåì ìîäåëè�ýëåÿ � èçîòðîïíàÿ ìàòðèöà ñ ðàñïîëîæåííûìè âøàõìàòíîì ïîðÿäêå êðóãîâûìè âêëþ÷åíèÿìè äâóõòèïîâ, èìåþùèìè ðàçíûå ðàäèóñû è ðàçëè÷íûå ïðî�âîäèìîñòè. Â [11℄ ïðåäëîæåí ïðèáëèæåííûé ìåòîäâû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèìîñòè ýòîé ñèñòåìû. �åøåíèåçàäà÷è î ïðîâîäèìîñòè è äðóãèõ ý��åêòèâíûõ õà�ðàêòåðèñòèêàõ äâóõïîäðåøåòî÷íîé ìîäåëè, ñïðàâåä�ëèâîå ïðè ïðîèçâîëüíûõ êîíöåíòðàöèÿõ, äàíî â [12℄.Îòìåòèì, ÷òî ìåòîäû ðàáîò [11; 12℄ ïðèìåíèìû òîëü�êî ê ñèñòåìàì ñ êðóãîâûìè âêëþ÷åíèÿìè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ýëåê�òðî�èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äâóìåðíîé òðåõêîì�ïîíåíòíîé äâóõïîäðåøåòî÷íîé ìîäåëè ñ âêëþ÷åíè�ÿìè ïðîèçâîëüíîé (îäíàêî äîñòàòî÷íî ñèììåòðè÷�íîé � ñì. ðàçä. 2) �îðìû. Îáîáùåíèå ìåòîäà ðà�419 14*



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 2 (8), 2002áîòû [10℄ ïîçâîëèëî äàòü ðåøåíèå çàäà÷ î ïðîâîäè�ìîñòè, òåðìîýäñ, êîý��èöèåíòå Õîëëà è ïàðöèàëü�íûõ ìîìåíòàõ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿâòîðîãî ïîðÿäêà. Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë âíå âêëþ�÷åíèé âûðàæåí ÷åðåç äçåòà-�óíêöèþ Âåéåðøòðàñ�ñà [13℄ è åå ïðîèçâîäíûå. Ñâîéñòâà âêëþ÷åíèé âõî�äÿò â âèäå ìóëüòèïîëüíûõ ïîëÿðèçóåìîñòåé � ñî�îòâåòñòâóþùèõ êîý��èöèåíòîâ â ¾îòêëèêàõ¿ ýòèõâêëþ÷åíèé íà ðàçëè÷íûå âíåøíèå ïîëÿ. Äëÿ ìàò�ðèöû ìóëüòèïîëüíûõ ïîëÿðèçóåìîñòåé óñòàíîâëåíîñîîòíîøåíèå ñèììåòðèè.2. ÌÓËÜÒÈÏÎËÜÍÛÅ ÏÎËß�ÈÇÓÅÌÎÑÒÈÏóñòü â ñðåäå ïðîâîäèìîñòè �1 èìååòñÿ âêëþ÷å�íèå (òåëî), ïðîâîäèìîñòü êîòîðîãî ðàâíà �2. Åñëèïðèëîæåíî îäíîðîäíîå ïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ E0,òî íà áîëüøèõ îò òåëà ðàññòîÿíèÿõ r ýëåêòðè÷åñêèéïîòåíöèàë ' â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè èìååò âèä(äâóìåðíûé ñëó÷àé)'(r) = �E0 � r+ 2p � rr2 + : : : ; r !1: (1)Çäåñü p = �̂E0 (2)� äèïîëüíûé ìîìåíò âêëþ÷åíèÿ, �̂ � òåíçîð äè�ïîëüíîé ïîëÿðèçóåìîñòè. Åñëè ïîëå E0 íàïðàâëåíîâäîëü îäíîé èç ãëàâíûõ îñåé òåíçîðà �̂, êîòîðóþ âû�áåðåì â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíîé îñè x, òî'(x)(r) = �E0�x� 2x�(x)r2 + : : :� ; r !1; (3)ãäå �(x) � ñîîòâåòñòâóþùåå ãëàâíîå çíà÷åíèå òåí�çîðà �̂. Äëÿ óïðîùåíèÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêèõ çà�äà÷, ðàññìîòðåííûõ â ðàçä. 3�7, îãðàíè÷èìñÿ (êàêè â [10℄) ñëó÷àåì äîñòàòî÷íî ñèììåòðè÷íûõ âêëþ÷å�íèé ñ ñèììåòðèåé íå íèæå, ÷åì ó ýëëèïñà.Â äàëüíåéøåì áóäåò óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ êîì�ïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì�(z) = '� iA; z = x+ iy: (4)Çäåñü ' � ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, A � z-ñîñòàâ-ëÿþùàÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, îïðåäåëåííîãî ñî�ãëàñíî E = rotA; A = f0; 0; Ag; (5)òàê ÷òî Ex = �A�y ; Ey = ��A�x ; (6)ãäå Ex è Ey � ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåííîñòè ýëåêò-ðè÷åñêîãî ïîëÿ E âíå âêëþ÷åíèÿ. Ïðîèçâîäíàÿ îò

êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà ñâÿçàíà ñ Ex è Ey ñëåäó�þùèì îáðàçîì: �0(z) = �Ex + iEy: (7)Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë, îòâå÷àþùèé âûðàæåíèþ(3), èìååò âèä�(x)(z) = �E0�z � 2�(x)z + : : :� ; jzj ! 1; (8)ñ âåùåñòâåííîé êîíñòàíòîé �(x).Ïðè ó÷åòå âûñøèõ (ìóëüòèïîëüíûõ) ìîìåíòîââûðàæåíèå äëÿ �(z) ïðè áîëüøèõ jzj ïðèíèìàåò âèä�(x)(z) = z + 1Xm=0 �(x)1;2m+1z2m+1 : (9)Â �îðìóëå (9) îïóùåí îáùèé ìíîæèòåëü; âåëè÷èíû�(x)1;2m+1 âåùåñòâåííû. Ñðàâíåíèå óðàâíåíèÿ (9) ñ (8)ïîêàçûâàåò, ÷òî �(x)11 = �2�(x).Íèæå ïîíàäîáèòñÿ òàêæå è îòêëèê âêëþ÷åíèÿ íàíåîäíîðîäíîå âíåøíåå ïîëå âèäàRe z2n+1 = r2n+1 
os(2n+ 1)#;ãäå # � ïîëÿðíûé óãîë. Â ýòîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íî(9) ïîëó÷àåì�(x)(z) = z2n+1 + 1Xm=0 �(x)2n+1;2m+1z2m+1 (10)ñ âåùåñòâåííûìè êîíñòàíòàìè �(x)2n+1;2m+1, êîòîðûåáóäåì íàçûâàòü ìóëüòèïîëüíûìè ïîëÿðèçóåìîñòÿ�ìè. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ âíåøíåãî ïîëÿ âèäàIm z2n+1 = r2n+1 sin(2n+ 1)#èìååì�(y)(z) = �i(z2n+1 � 1Xm=0 �(y)2n+1;2m+1z2m+1 ) : (11)Êîíñòàíòû �(y)2n+1;2m+1 òàêæå ñ÷èòàåì âåùåñòâåííû�ìè.Ïðåîáðàçîâàíèå Äûõíå [1℄ ïîçâîëÿåò ñâÿçàòüêîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû èñõîäíîé è òàê íàçûâàå�ìîé âçàèìíîé (îòëè÷àþùåéñÿ îò èñõîäíîé çàìåíàìè�1 ! �2, �2 ! �1) ñèñòåì (ñð. ñ [10℄):�(x)(z) = i~�(y)(z): (12)Çíà÷êîì ¾òèëüäà¿ çäåñü è íèæå îòìå÷àþòñÿ âåëè÷è�íû, îòíîñÿùèåñÿ ê âçàèìíîé ñèñòåìå. Ïîäñòàíîâêà(10) è (11) â (12) äàåò ñîîòíîøåíèå [10℄~�(y)2n+1;2m+1 = ��(x)2n+1;2m+1: (13)420



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 2 (8), 2002 Ê òåîðèè ïðîâîäèìîñòè òðåõêîìïîíåíòíûõ êîìïîçèöèîííûõ ïëåíîê : : :Äëÿ ìóëüòèïîëüíûõ ïîëÿðèçóåìîñòåé�(v)2n+1;2m+1 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèåñèììåòðèè (ñì. Ïðèëîæåíèå À):(2m+1)�(v)2n+1;2m+1 = (2n+1)�(v)2m+1;2n+1;v = x; y: (14)Èç (10) è (11) ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè ñëå�äóåò, ÷òî �(v)nm = Rn+m�(v)nm; (15)ãäå R � õàðàêòåðíûé ðàçìåð (â ïëîñêîñòè xy) âêëþ�÷åíèÿ, �(v)nm � áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû, çàâèñÿùèåîò �îðìû âêëþ÷åíèÿ è àðãóìåíòà h = �2=�1.3. ÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎÅ ÏÎËÅ ÂÍÅÂÊËÞ×ÅÍÈÉÈññëåäóåìàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåð�íóþ èçîòðîïíóþ ìàòðèöó ïðîâîäèìîñòè �1 ñ âêëþ�÷åíèÿìè äâóõ òèïîâ, ðàñïîëîæåííûõ â øàõìàòíîìïîðÿäêå. Âêëþ÷åíèÿ ïåðâîãî òèïà (îäèíàêîâûå èîäèíàêîâî îðèåíòèðîâàííûå) èìåþò ïðîâîäèìîñòü�2 è îáðàçóþò êâàäðàòíóþ ðåøåòêó ñ ïåðèîäîì 2a.Âêëþ÷åíèÿ âòîðîãî òèïà (òàêæå îäèíàêîâûå è îäè�íàêîâî îðèåíòèðîâàííûå) èìåþò ïðîâîäèìîñòü �3 èîáðàçóþò òàêóþ æå ðåøåòêó, ñäâèíóòóþ íà ïîëîâè�íó ïåðèîäà ïî îñÿì x è y. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãëàâ�íûå îñè òåíçîðîâ ïîëÿðèçóåìîñòè âêëþ÷åíèé îáîèõòèïîâ ñîâïàäàþò ñ îñÿìè ðåøåòêè è ñ îñÿìè êîîðäè�íàò x è y. Òîãäà, åñëè ñðåäíÿÿ íàïðÿæåííîñòü ýëåê�òðè÷åñêîãî ïîëÿ hEi íàïðàâëåíà âäîëü îñè x èëè îñèy, òî âñå âåëè÷èíû â (10) è (11) âåùåñòâåííû. Çàäà�÷ó î íàõîæäåíèè ïîòåíöèàëà âíå âêëþ÷åíèé ðåøàåìñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ïî �îðìàëüíî ìàëîìó ïàðà�ìåòðó R=a, ãäå â äàííîì ñëó÷àå R � ìàêñèìàëüíûé¾ðàäèóñ¿ âêëþ÷åíèé.Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè êîìïëåêñíûé ïîòåíöè�àë, îòâå÷àþùèé îäíîðîäíîìó âíåøíåìó ïîëþ, ïðè�ëîæåííîìó âäîëü îñè x, èìååò âèä�(0)(z) = �z (16)ñ âåùåñòâåííîé ïîñòîÿííîé �. Îòêëèê âêëþ÷åíèÿïåðâîãî òèïà, ðàñïîëîæåííîãî â íà÷àëå êîîðäèíàò,íà ïîëå (16) äàåòñÿ ñîãëàñíî (9) âûðàæåíèåì�(1)I (z) = � 1Xn=0 �1;2n+1z2n+1 == � 1Xn=0 �1;2n+1(2n)! � d2ndz2n 1z� : (17)

Çäåñü è íèæå èíäåêñ ¾x¿ ó �(x)(z) è �(x)nm îïóñêà�åì. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, äëÿ îòêëèêà âêëþ÷åíèÿâòîðîãî òèïà ñ öåíòðîì â òî÷êå z = z0 íà ïîëå (16)èìååì�(1)II (z) = � 1Xn=0 �1;2n+1(z � z0)2n+1 == � 1Xn=0 �1;2n+1(2n)! � d2ndz2n 1z � z0� ; (18)ãäå z0 = (1 + i)a. Çäåñü òàêæå îïóùåí èíäåêñ x è÷åðåç �nm îáîçíà÷åíà ìàòðèöà ìóëüòèïîëüíûõ ïî�ëÿðèçóåìîñòåé âêëþ÷åíèé âòîðîãî òèïà.Ñóììèðóÿ îòêëèêè òèïà (17) è (18) îò âñåõ âêëþ�÷åíèé, äëÿ ïîïðàâêè ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ê (16)ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:�(1)(z) == � 1Xn=0nB(1)n �(2n)(z) +D(1)n �(2n)(z � z0)o ; (19)B(1)n = 1(2n)!�1;2n+1; D(1)n = 1(2n)!�1;2n+1: (20)Â (19) �(z) � äçåòà-�óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà [13℄,�(2n)(z) � ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà 2n îò �(z). Ôóíê�öèè �(z) è �(z � z0) (ñëàãàåìûå ñ n = 0 â (19)) âîç�íèêàþò â ðåçóëüòàòå ñóììèðîâàíèÿ ïîòåíöèàëîâ äè�ïîëåé, íàâåäåííûõ âíåøíèì ïîëåì. Ïðè ýòîì, êàê èâ [9; 10℄, ïðîâåäåíà ðåãóëÿðèçàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõñóìì, ÷òî îáåñïå÷èâàåò èõ ñõîäèìîñòü. Ñëàãàåìûå ñn � 1 â (19) îòâå÷àþò âûñøèì ìóëüòèïîëÿì.Â ñëåäóþùåì ïðèáëèæåíèè â êà÷åñòâå âíåøíå�ãî ïî îòíîøåíèþ ê âûäåëåííîìó âêëþ÷åíèþ ïåð�âîãî òèïà ïîòåíöèàëà âûñòóïàåò �(1)(z) èç (19) çàâû÷åòîì ñîáñòâåííîãî ïîëÿ �(1)I (z), ò. å. âåëè÷èíà�(1)(z)��(1)I (z). Ïðè îòûñêàíèè îòêëèêà íà ýòî ïîëåèñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ â îêðåñòíîñòèòî÷êè z = 0 [12℄:�(2n)(z) = (2n)!z2n+1 � 1Xk=0 (2n+ 2k)!(2k + 1)! 
n+k+1z2k+1; (21)�(2n)(z � z0) == ��(z0)Æn0 � 1Xk=0 (2n+ 2k)!(2k + 1)! dn+k+1z2k+1; (22)ãäå �(z0) = �(1�i)=4a, Ænm � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Êî�ý��èöèåíòû 
2n èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ [13℄:
2 = g220 ; g2 = 1a4 �K � 1p2 ��4 ;
4 = 13
22; 
6 = 23 � 13
32;
8 = 53 � 13 � 17
42; : : : (23)421



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 2 (8), 2002Çäåñü K(1=p2 ) = 1:85407 : : : � ïîëíûé ýëëèï�òè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà K(k) ñ ìîäóëåìk = 1=p2 . Âåëè÷èíû d2n ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷å�ðåç 
2n [12℄: d2n = [(�4)n � 1℄ 
2n: (24)Êîý��èöèåíòû 
n è dn ñ íå÷åòíûìè èíäåêñàìè âðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå êâàäðàòíîé ðåøåòêè ðàâ�íû íóëþ [13℄.Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ âêëþ÷åíèÿ âòîðîãî òèïà (ñöåíòðîì â òî÷êå z = z0) â êà÷åñòâå âíåøíåãî ïîòåí�öèàëà âûñòóïàåò âåëè÷èíà �(1)(z) � �(1)II (z). Çäåñüïðè îòûñêàíèè îòêëèêà èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèåðàçëîæåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = z0 [12℄:�(2n)(z) = �(z0)Æn0 �� 1Xk=0 (2n+ 2k)!(2k + 1)! dn+k+1(z � z0)2k+1; (25)�(2n)(z � z0) = (2n)!(z � z0)2n+1 �� 1Xk=0 (2n+ 2k)!(2k + 1)! 
n+k+1(z � z0)2k+1 (26)ñ òåìè æå êîý��èöèåíòàìè 
n è dn.Íàõîäÿ ïîïðàâêè âòîðîãî è ïîñëåäóþùèõ ïîðÿä�êîâ (ñð. ñ [10℄), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïîëíûé ïî�òåíöèàë âíå âêëþ÷åíèé èìååò òî÷íî òàêîé æå âèä,êàê è â ñëó÷àå âêëþ÷åíèé êðóãîâîé �îðìû [12℄:�(z) ==�(z+ 1Xn=0Bn�(2n)(z)+ 1Xn=0Dn�(2n)(z�z0)) : (27)Êîý��èöèåíòû Bn è Dn óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìåóðàâíåíèéBn + 1Xm=0(FnmBm +HnmDm) = 1(2n)!�1;2n+1; (28)Dn + 1Xm=0(KnmBm + LnmDm) = 1(2n)!�1;2n+1: (29)ÇäåñüFnm = 1Xk=0 (2k + 2m)!(2k + 1)! 
k+m+1�2k+1;2n+1(2n)! ; (30)Hnm = 1Xk=0 (2k + 2m)!(2k + 1)! dk+m+1�2k+1;2n+1(2n)! ; (31)

Knm = 1Xk=0 (2k + 2m)!(2k + 1)! dk+m+1 �2k+1;2n+1(2n)! ; (32)Lnm = 1Xk=0 (2k + 2m)!(2k + 1)! 
k+m+1 �2k+1;2n+1(2n)! : (33)Åñëè ïîëå hEi íàïðàâëåíî âäîëü îñè y, òî êîì�ïëåêñíûé ïîòåíöèàë âíå âêëþ÷åíèé èìååò âèä (âå�ëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó ñëó÷àþ, îòìå÷àåì ÷åð�òî÷êîé ñâåðõó)�(z) = �i� ��(z� 1Xn=0Bn�(2n)(z)� 1Xn=0Dn�(2n)(z�z0)) : (34)Êîý��èöèåíòû Bn è Dn óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìåóðàâíåíèéBn� 1Xm=0 �FnmBm +HnmDm� = 1(2n)!�1;2n+1; (35)Dn� 1Xm=0 �KnmBm + LnmDm� = 1(2n)!�1;2n+1: (36)Âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèö Fnm, Hnm, Knm è Lnm ñëå�äóþò èç (30)�(33) ïðè çàìåíàõ �nm ! �nm � �(y)nm,�nm ! �nm � �(y)nm. Ôîðìóëû (27)�(36) äàþò ðåøå�íèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.4. ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈßÂâåäåì ¾ïåðåìåííûå¿ xk è yk ñëåäóþùèì îáðà�çîì: Bn = 1(2n)! 1Xk=0�2k+1;2n+1xk;Dn = 1(2n)! 1Xk=0 �2k+1;2n+1yk: (37)Äëÿ xk è yk ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíå�íèé: xk + 1Xl=0(Mklxl + Pklyl) = Æk0; (38)yk + 1Xl=0(Qklxl +Nklyl) = Æk0; (39)ãäå Æk0 � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ìàòðèöû Mkl, Pkl, Qklè Nkl óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿìMkl = 1Xm=0 (2k + 2m)!(2k + 1)! 
k+m+1�2l+1;2m+1(2m)! ; (40)422



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 2 (8), 2002 Ê òåîðèè ïðîâîäèìîñòè òðåõêîìïîíåíòíûõ êîìïîçèöèîííûõ ïëåíîê : : :Pkl = 1Xm=0 (2k + 2m)!(2k + 1)! dk+m+1 �2l+1;2m+1(2m)! ; (41)Qkl = 1Xm=0 (2k + 2m)!(2k + 1)! dk+m+1�2l+1;2m+1(2m)! ; (42)Nkl = 1Xm=0 (2k + 2m)!(2k + 1)! 
k+m+1 �2l+1;2m+1(2m)! : (43)Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèé (37),÷òî èç óðàâíåíèé (38)�(43) ñëåäóåò ñèñòåìà óðàâíå�íèé (28)�(33).Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëàãàÿBn = 1(2n)! 1Xk=0�2k+1;2n+1xk;Dn = 1(2n)! 1Xk=0�2k+1;2n+1yk; (44)èç (35), (36) ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèéxk � 1Xl=0 �Mklxl + P klyl� = Æk0; (45)yk � 1Xl=0 �Qklxl +Nklyl� = Æk0: (46)Âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèö Mkl, P kl, Qkl è Nkl ñëåäó�þò èç óðàâíåíèé (40)�(43) ïðè çàìåíàõ �nm ! �nm,�nm ! �nm.Ââåäåíèå âåëè÷èí xk è yk ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòüðÿä ïîëåçíûõ ñîîòíîøåíèé (òîæäåñòâ). �àññìîòðèìñèñòåìó òîé æå ñòðóêòóðû, ÷òî è èñõîäíàÿ, íî ñ äðó�ãèìè ïðîâîäèìîñòÿìè �1, �2 è �3 (â êà÷åñòâå �i ìî�æåò âûñòóïàòü, íàïðèìåð, òåïëîïðîâîäíîñòü, ñì. íè�æå). Âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîé ñèñòåìå, áóäåìîòìå÷àòü äâîéíîé ÷åðòîé. Óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîåóðàâíåíèþ (38), â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèäxk + 1Xl=0 �Mklxl + P klyl� = Æk0: (47)Óìíîæèì (38) íà (2k+1)!Bk, (47) � íà (2k+1)!Bk,âû÷òåì äðóã èç äðóãà è ïðîñóììèðóåì ïî âñåì k.Â ðåçóëüòàòå ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ (37) è ñîîòíîøå�íèÿ ñèììåòðèè (14) ïîëó÷èìXk Xl (2k+1) h�2l+1;2k+1 � �2l+1;2k+1ixkxl ++Xk Xl (2k + 2l)! hBkDl �BkDli dk+l+1 == B0 �B0: (48)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäèì åùå îäíî ñîîòíî�øåíèå:Xk Xl (2k + 1) h�2l+1;2k+1 � �2l+1;2k+1i ykyl ��Xk Xl (2k + 2l)! hBkDl �BkDli dk+l+1 == D0 �D0: (49)Èç óðàâíåíèé (48) è (49) ñëåäóåò òîæäåñòâîXk Xl (2k + 1) h�2l+1;2k+1 � �2l+1;2k+1ixkxl ++Xk Xl (2k + 1) h�2l+1;2k+1 � �2l+1;2k+1i ykyl == B0 �B0 +D0 �D0: (50)Ñóììèðîâàíèå ïî k è l â óðàâíåíèÿõ (48)�(50) ïðî�âîäèòñÿ îò 0 äî 1.Óìíîæèì òåïåðü (38) íà (2k + 1)!Bk, (45) � íà(2k +1)!Bk, ñëîæèì è çàòåì ïðîñóììèðóåì ïî âñåìk. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èìXk Xl (2k + 1) ��2l+1;2k+1 +�2l+1;2k+1�xkxl ++Xk Xl (2k + 2l)! �BkDl �BkDl� dk+l+1 == B0 +B0: (51)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäèìXk Xl (2k + 1) ��2l+1;2k+1 + �2l+1;2k+1� ykyl ��Xk Xl (2k + 2l)! �BkDl �BkDl� dk+l+1 == D0 +D0: (52)Èç óðàâíåíèé (51) è (52) ñëåäóåò òîæäåñòâîXk Xl (2k + 1) ��2l+1;2k+1 +�2l+1;2k+1�xkxl ++Xk Xl (2k + 1) ��2l+1;2k+1 + �2l+1;2k+1� ykyl == B0 +B0 +D0 +D0: (53)Â óðàâíåíèÿõ (51)�(53) ñóììèðîâàíèå ïî k è l òàêæåïðîâîäèòñÿ îò 0 äî 1.5. ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÀß Ï�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÜÂû÷èñëÿÿ ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà�(z) èç (27) ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ Ux íà ýëåìåíòàð�423



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 2 (8), 2002íîé ÿ÷åéêå è ïîëíûé òîê Ix ÷åðåç íåå â íàïðàâëåíèèîñè x, àíàëîãè÷íî [12℄ ïîëó÷èìUx = �2a� h1 + (B0 +D0) �4a2 i ; (54)Ix = �2�1a� h1� (B0 +D0) �4a2 i : (55)Äëÿ ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè �xe = Ix=Ux â íà�ïðàâëåíèè îñè x (ò. å. äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ãëàâíî�ãî çíà÷åíèÿ �xe ý��åêòèâíîãî òåíçîðà ïðîâîäèìî�ñòè �̂e) íàõîäèì�xe = �1fx; fx = 1� (B0 + D0) �4a21 + (B0 +D0) �4a2 : (56)Â ñëó÷àå, êîãäà ïîëå hEi íàïðàâëåíî âäîëü îñè y,äëÿ ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè �ye àíàëîãè÷íî (56)ïîëó÷èì�ye = �1fy; fy = 1� �B0 +D0� �4a21 + �B0 +D0� �4a2 (57)ñ êîý��èöèåíòàìè B0 è D0 èç (34).�àññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâî�ðÿ, ñòðóêòóðíî àíèçîòðîïíîé. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ñî�îòíîøåíèå âçàèìíîñòè èìååò âèä~fxfy = 1; (58)ãäå çíà÷êîì ¾òèëüäà¿ îòìå÷åíà âçàèìíàÿ ñèñòåìà,îòëè÷àþùàÿñÿ îò èñõîäíîé çàìåíàìè �i=�1 ! �1=�i;i = 2; 3. Ïîäñòàíîâêà ðàâåíñòâ (27) è (34) â ñîîòíî�øåíèå (12), çàïèñàííîå â âèäå ~�(z) = i�(z), äàåò~Bn = �Bn; ~Dn = �Dn: (59)Èç ðàâåíñòâ (56) è (57) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (59) ñëåäó�åò, ÷òî ñîîòíîøåíèå âçàèìíîñòè (58) âûïîëíÿåòñÿ.Ïðè ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ âêëþ÷åíèé èç óðàâíå�íèé (28), (29) àíàëîãè÷íî [10℄ ìîæåò áûòü íàéäåíîâèðèàëüíîå ðàçëîæåíèå äëÿ êîý��èöèåíòîâ B0, D0è òåì ñàìûì äëÿ ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè �xe.Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê âû÷èñëåíèþ äðóãèõ ýëåê�òðî�èçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðàññìàòðèâàåìîé ìî�äåëè, íàéäåì âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöè�àëîâ â îêðåñòíîñòè âêëþ÷åíèé ïåðâîãî (z = 0) è

âòîðîãî (z = z0) òèïîâ. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0ïîäñòàâëÿåì â (27) ðàçëîæåíèÿ (21) è (22):�(z) = �(z +Xn Bn (2n)!z2n+1��Xn "Xm (2n+ 2m)!(2n+ 1)! (Bm
n+m+1 +Dmdn+m+1)#�� z2n+1 �D0�(z0)) : (60)Çäåñü â äâîéíîé ñóììå ïðîâåäåíà çàìåíà n $ m. Âñóììó ïî m èç (60) ïîäñòàâëÿåì âûðàæåíèÿ äëÿ Bmè Dm, çàïèñàííûå ÷åðåç xl è yl (ñì. (37)). Â ðåçóëü�òàòå�(z) = �(z +Xn Bn (2n)!z2n+1��Xn "Xl (Mnlxl+Pnlyl)# z2n+1�D0�(z0)) : (61)Èñêëþ÷àÿ ñóììó ïî l ñ ïîìîùüþ (38), ïîëó÷èì îêîí�÷àòåëüíî�(z) == � 1Xn=0�Bn (2n)!z2n+1 + xnz2n+1�� �D0�(z0): (62)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç (34) ïîñëå ïîäñòàíîâêè(21), (22) íàõîäèì�(z) == i� 1Xn=0�Bn (2n)!z2n+1 � xnz2n+1�� i�D0�(z0): (63)Â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = z0, èñïîëüçóÿ ðàçëîæå�íèÿ (25) è (26), ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî�(z) = � 1Xn=0�Dn (2n)!(z�z0)2n+1+yn(z�z0)2n+1�++ � [z0 +B0�(z0)℄ ; (64)�(z) = i� 1Xn=0�Dn (2n)!(z�z0)2n+1��yn(z�z0)2n+1��� i� �z0 � B0�(z0)� : (65)6. ÒÅ�ÌÎÝÄÑÄëÿ ñòðóêòóðíî àíèçîòðîïíîé ñèñòåìû ý��åê�òèâíûé êîý��èöèåíò òåðìîýäñ çàäàåòñÿ òåíçîðîì424



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 2 (8), 2002 Ê òåîðèè ïðîâîäèìîñòè òðåõêîìïîíåíòíûõ êîìïîçèöèîííûõ ïëåíîê : : :�̂e. Â ñëó÷àå ñëàáîé òåðìîýëåêòðè÷åñêîé ñâÿçè ãëàâ�íûå çíà÷åíèÿ òåíçîðà �̂e äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè [14℄�ve = 1�ve h��E(v)G(v)ihE(v)ihG(v)i ; v = x; y: (66)Çäåñü h: : : i � ñðåäíåå ïî âñåìó îáúåìó (ïëîùàäè âäâóìåðíîì ñëó÷àå) îáðàçöà, G = �rT � ¾íàïðÿ�æåííîñòü¿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ, T � òåìïåðàòóðà;èíäåêñ ¾v¿ ó E(v) èG(v) îçíà÷àåò, ÷òî hE(v)i è hG(v)iíàïðàâëåíû âäîëü îñè v.Äëÿ N -êîìïîíåíòíîé ñèñòåìû èç óðàâíåíèÿ (66)ñëåäóåò, ÷òî �ve = NXi=1 �i	(v)i ; v = x; y; (67)ãäå 	(v)i = �i�ve hE(v)G(v)i(i)hE(v)ihG(v)i : (68)Çäåñü h: : : i(i) � èíòåãðàë ïî îáúåìó (ïëîùàäè â äâó�ìåðíîì ñëó÷àå) i-é êîìïîíåíòû, äåëåííûé íà îáúåì(ïëîùàäü) îáðàçöà.Äëÿ �óíêöèé 	(v)i ñïðàâåäëèâû ¾ïðàâèëà ñóìì¿,àíàëîãè÷íûå èçîòðîïíîìó ñëó÷àþ [12℄:NXi=1 	(v)i = 1; (69)NXi=1 �i�i	(v)i = �ve�ve ; v = x; y: (70)Çäåñü �i � òåïëîïðîâîäíîñòü i-é êîìïîíåíòû, �ve �ãëàâíûå çíà÷åíèÿ ý��åêòèâíîãî òåíçîðà òåïëîïðî�âîäíîñòè �̂e.Äëÿ òðåõêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì èç (67) ïîñëå èñ�êëþ÷åíèÿ 	(v)1 ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (69) íàõîäèì�ve = �1 + (�2 � �1)	(v)2 + (�3 � �1)	(v)3 : (71)Èç óðàâíåíèÿ (70) ïîñëå òàêîé æå ïðîöåäóðû ïîëó�÷àåì ñîîòíîøåíèå��1�1 � �2�2�	(v)2 +��1�1 � �3�3�	(v)3 = �1�1 � �ve�ve ; (72)êîòîðîå ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü èç óðàâíåíèÿ (71)	(v)3èëè 	(v)2 .Çàäà÷è î òåïëîïðîâîäíîñòè è ýëåêòðîïðîâîäíî�ñòè â îòñóòñòâèå òåðìîýëåêòðè÷åñêèõ ý��åêòîâ ïå�ðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè ïåðåñòàíîâêå �$ �. Ïîýòî�ìó ðåçóëüòàòû ðàçä. 2�5 ïåðåíîñÿòñÿ íà çàäà÷ó î òåï�ëîïðîâîäíîñòè ñ ïîìîùüþ çàìåí �i ! �i, �ve ! �ve;

âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó ñëó÷àþ, áóäåì îòìå�÷àòü äâîéíîé ÷åðòîé.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ áèëèíåéíûõ õàðàêòåðèñòèêhE(v)G(v)i(i) (ïðè i = 2; 3) âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé,àíàëîãè÷íîé âûâåäåííîé â [10℄ (ñì. âûðàæåíèå(À.5) èç [10℄):ZSi �E(v)G(v)� dr = 1�i�1 � �i�1 �� 2�Z0 �'(v) �T (v)�r � T (v)�'(v)�r �����r=� � d#: (73)Çäåñü ñëåâà ñòîèò èíòåãðàë ïî ïëîùàäè âêëþ÷åíèÿïåðâîãî (i = 2) èëè âòîðîãî (i = 3) òèïà. Ñïðàâà �èíòåãðàë ïî îêðóæíîñòè, ðàäèóñ � êîòîðîé ïðåâû�øàåò ìàêñèìàëüíûé ¾ðàäèóñ¿ êàæäîãî èç âêëþ÷å�íèé.Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè (73) ñ èñ�ïîëüçîâàíèåì ïîòåíöèàëîâ (62), (64) è ñîîòâåòñòâó�þùèõ ¾òåìïåðàòóðíûõ ïîòåíöèàëîâ¿, íàéäåìhE(x)G(x)i(2) = �2a2 ���2�1 � �2�1 �� 1Xn=0 1Xm=0(2n+ 1) h�2m+1;2n+1 � �2m+1;2n+1i�� xnxm; (74)hE(x)G(x)i(3) = �2a2 ���3�1 � �3�1 �� 1Xn=0 1Xm=0(2n+ 1)�� h�2m+1;2n+1 � �2m+1;2n+1i ynym: (75)Ïîäñòàíîâêà â (68) �îðìóë (74), (75), hE(x)x i = Ux=2añ Ux èç (54) è àíàëîãè÷íîé (ñ çàìåíàìèB0,D0 íàB0,D0 è � íà �) �îðìóëû äëÿ hG(x)x i äàåò èñêîìûå âû�ðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèé 	(x)2 è 	(x)3 . Ýòè âûðàæåíèÿ,êàê íåòðóäíî âèäåòü, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ(72) â ñèëó òîæäåñòâà (50). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîìíàõîäÿòñÿ è �óíêöèè 	(y)2 , 	(y)3 .Ñ òåíçîðîì ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè �̂e íåïî�ñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ïàðöèàëüíûå êâàäðàòè÷íûå õà�ðàêòåðèñòèêè íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ(ñì., íàïðèìåð, [10℄):425



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 2 (8), 2002 (�)i � h(e(�))2i(i) = ���e��i ;e(�)(r) = E(�)(r)jhE(�)ij ; (76)ãäå h: : : i(i) � òî æå, ÷òî è â (68).Äëÿ âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè  (x)2 âîñïîëüçóåìñÿ�îðìóëîé (74). Ïîëîæèâ â (74) �1 = �1, �3 = �3,� = � è ïðîâåäÿ çàòåì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä �2 ! �2,íàéäåì âåëè÷èíó hE2i(2). Â ðåçóëüòàòå ñ ó÷åòîì ðà�âåíñòâà hE(x)x i = Ux=2a ñ Ux èç (54) ïîëó÷èì (x)2 = ��1 �2a2 1�2 �� 1Xn=0 1Xm=0(2n+ 1)��2m+1;2n+1��2 xnxm; (77)� = 1 + (B0 +D0) �4a2 : (78)Èç òîæäåñòâà (50) òàêèì æå ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì(ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ��nm=��2 � 0) íàõîäèì, ÷òî1Xn=0 1Xm=0(2n+ 1)��2m+1;2n+1��2 xnxm == ���2 (B0 +D0); (79)òàê ÷òî  (x)2 = ��1 �2a2 1�2 ���2 (B0 +D0): (80)Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (80)ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé îò �xe èç (56): (x)2 = ��xe��2 : (81)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäÿòñÿ �óíêöèè  (x)3 , àòàêæå  (y)2 è  (y)3 .7. ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒ ÕÎËËÀÝ��åêòèâíûé êîý��èöèåíò Õîëëà Re â ñëàáîììàãíèòíîì ïîëåH âûðàæàåòñÿ ÷åðåç õîëëîâñêóþ ñî�ñòàâëÿþùóþ �ae ý��åêòèâíîãî òåíçîðà ïðîâîäèìî�ñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:Re = 1H �ae�xe�ye : (82)

Äëÿ N -êîìïîíåíòíîé ñèñòåìû â ëèíåéíîì ïî H ïðè�áëèæåíèè èìååì [12℄�ae = NXi=1 �ai'ai; (83)'ai = hE(x)x E(y)y �E(x)y E(y)x i(i)hE(x)x ihE(y)y i ; (84)ãäå h: : : i(i) � òî æå, ÷òî è â (68), (76).Äëÿ �óíêöèé 'ai èìååò ìåñòî ¾ïðàâèëîñóìì¿ [12℄ NXi=1 'ai = 1; (85)ñïðàâåäëèâîå êàê äëÿ äâóìåðíûõ, òàê è äëÿ òðåõ�ìåðíûõ ñðåä. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå èìååòñÿ åùå îäíîñîîòíîøåíèå [12℄:NXi=1 �2i 'ai = �xe�ye; (86)ñâÿçûâàþùåå âåëè÷èíû 'ai ñ ñîñòàâëÿþùèìè ý���åêòèâíîãî òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè (ïðè H = 0).Äëÿ òðåõêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû, èñêëþ÷àÿ 'a1 ñïîìîùüþ (85), èç (83) íàõîäèì�ae = �a1 + (�a2 � �a1)'a2 + (�a3 � �a1)'a3: (87)Èç (86) ïîñëå àíàëîãè÷íîé ïðîöåäóðû ïîëó÷èì ñî�îòíîøåíèå(1� h22)'a2 + (1� h23)'a3 = 1� fxfy; (88)ãäå hi = �i=�1 �àâåíñòâî (88) ïîçâîëÿåò â äâóìåð�íîì ñëó÷àå îãðàíè÷èòüñÿ âû÷èñëåíèåì òîëüêî îäíîéèç �óíêöèé 'ai, íàïðèìåð, 'a2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,ñîîòíîøåíèå (88), êàê è (72), ìîæåò áûòü èñïîëüçî�âàíî äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè âû÷èñëåíèé ñîîò�âåòñòâóþùèõ ý��åêòèâíûõ âåëè÷èí.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âõîäÿùèõ â îïðåäåëåíèå �óíê�öèé 'ai èíòåãðàëîâ âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé, âûâå�äåííîé â [10℄ (ñì. âûðàæåíèå (Á.12) èç [10℄):ZSi hE(x) �E(y)iz dr = 11� h2i �� 2�Z0 �'(x) 1r �'(y)�# +A(x) �'(y)�r �����r=� � d#: (89)Çäåñü ñëåâà ñòîèò èíòåãðàë ïî ïëîùàäè âêëþ÷åíèÿïåðâîãî (i = 2) èëè âòîðîãî (i = 3) òèïà; [: : : ℄z �z-ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ñïðàâà â426



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 2 (8), 2002 Ê òåîðèè ïðîâîäèìîñòè òðåõêîìïîíåíòíûõ êîìïîçèöèîííûõ ïëåíîê : : :(89) � èíòåãðàë ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà �, âíóòðèêîòîðîé íàõîäèòñÿ âêëþ÷åíèå.Ïîäñòàâèì â (89) '(x) = Re�(z), A(x) == � Im�(z), '(y) = Re�(z) ñ �(z), �(z) ñîîò�âåòñòâåííî èç (62), (63) è (64), (65). Âû÷èñëÿÿèíòåãðàëû, äëÿ �óíêöèé 'a2 è 'a3 ïîëó÷èìñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:'a2 = �2a2 1�� 11� h22 �� 1Xn=0 1Xm=0(2n+ 1) ��2m+1;2n+1 +�2m+1;2n+1��� xnxm; (90)'a3 = �2a2 1�� 11� h23 �� 1Xn=0 1Xm=0(2n+ 1) ��2m+1;2n+1 + �2m+1;2n+1��� ynym (91)ñ � èç (78) è � = 1 + �B0 +D0� �4a2 : (92)Âûðàæåíèÿ (90), (91) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ(88) â ñèëó òîæäåñòâà (53).8. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÎòìåòèì, ÷òî äëÿ âêëþ÷åíèé êðóãîâîé �îð�ìû ìàòðèöû ìóëüòèïîëüíûõ ïîëÿðèçóåìîñòåé äèà�ãîíàëüíû:�nm = R2n 1� h21 + h2 Ænm; �nm = �2n 1� h31 + h3 Ænm; (93)ãäå R è � � ðàäèóñû âêëþ÷åíèé. Ââåäåì íîâûå ¾ïå�ðåìåííûå¿ �n è �n ñëåäóþùèì îáðàçîì:�n = p2n+ 1R2nxn; �n = p2n+ 1 �2nyn: (94)Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå (93) è (94)â ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñîîòíîøåíèÿ è�îðìóëû îíè ïåðåõîäÿò â ñîîòâåòñòâóþùèå âûðà�æåíèÿ èç [12℄.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè �(v)nm = 0 (ïðè ýòîìDn = 0, yn = 0) èññëåäîâàííàÿ òðåõêîìïîíåíòíàÿäâóõïîäðåøåòî÷íàÿ ìîäåëü ïðåâðàùàåòñÿ â äâóõ�êîìïîíåíòíóþ, ðàññìîòðåííóþ â [10℄. Ïðè ýòîì ðÿä�îðìóë íàñòîÿùåé ðàáîòû ïåðåõîäèò â ïîëó÷åííûåâ [10℄. �åçóëüòàòû æå, ñâÿçàííûå ñ ¾ïåðåìåííûìè¿xn, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòî�äà, èñïîëüçîâàííîãî â [10℄.

Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ À�àññìîòðèì èíòåãðàëI = Zr�� (En�(r)Em) dr; (À.1)âçÿòûé ïî ïëîùàäè êðóãà ðàäèóñà �, âíóòðè êî�òîðîãî íàõîäèòñÿ íåêîòîðîå âêëþ÷åíèå. ÇäåñüEn = �r'n è Em = �r'm, ãäå 'n(r) = Re�n(z) è'm(r) = Re�m(z). Êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû �n(z)è �m(z) èìåþò ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè:�n(z) = zn + 1Xk=1 �nkzk ; n � 1; (À.2)�m(z) = zm + 1Xl=1 �mlzl ; m � 1: (À.3)Ñ îäíîé ñòîðîíû, èíòåãðàë (À.1) ìîæíî çàïèñàòüâ âèäå I = Zr�� (jn �Em) dr; (À.4)ãäå jn = �(r)En (À.5)� ïëîòíîñòü òîêà. Â ñèëó óðàâíåíèÿ div jn = 0 èí�òåãðàë (À.4) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí ñëåäóþùèìîáðàçîì:I = � Zr�� (jnr'm) dr = � Zr�� r(jn'm) dr == ��1 2�Z0 �'m �'n�r �����r=� � d#: (À.6)Ñ äðóãîé ñòîðîíû,I = Zr�� (En � jm) dr = : : : == ��1 2�Z0 �'n �'m�r �����r=� � d#: (À.7)Âû÷òåì (À.7) èç (À.6) è ïîëó÷èì2�Z0 �'n �'m�r � 'm �'n�r �����r=� � d# = 0: (À.8)Òîæäåñòâî (À.8) ñïðàâåäëèâî ïðè ïðîèçâîëüíûõ� (� > R, ãäå R � ìàêñèìàëüíûé ¾ðàäèóñ¿ âêëþ÷å�íèÿ), â òîì ÷èñëå è ïðè �!1. Èñïîëüçóÿ àñèìïòî�òè÷åñêèå âûðàæåíèÿ (À.2) è (À.3), èç (À.8) ïîëó÷à�åì m�nm = n�mn: (À.9)427



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 2 (8), 2002Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìàòðèöà ìóëüòèïîëüíûõïîëÿðèçóåìîñòåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ ýëëèïòè÷åñêîé�îðìû (ñì. [10℄) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (À.9).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ Á�àññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàëZS (En �Gm) dr; (Á.1)âçÿòûé ïî ïëîùàäè âêëþ÷åíèÿ S. Çäåñü En � òî æå,÷òî è â (À.1), Gm = �rTm, ãäå Tm(r) = Re�m(z)è �m(z) èìååò àñèìïòîòèêó, àíàëîãè÷íóþ (À.3) (ñçàìåíîé �ml íà �ml). Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë (Á.1) ñ ïî�ìîùüþ �îðìóëû (73), ïîëó÷èìZS (En �Gm) dr = 2�m��nm � �nm��2�1 � �2�1 : (Á.2)Ïðè âûâîäå �îðìóëû (Á.2) èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøå�íèå ñèììåòðèè (À.9). Ïåðåõîäÿ â (Á.2) ê ïðåäåëó�2=�1 ! �2=�1, íàéäåìZS (En � Em) dr = �2�m��nm�h ; h = �2�1 : (Á.3)Ïðè îïðåäåëåíèè ìóëüòèïîëüíûõ ïîëÿðèçóåìîñòåé�nm ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ñîîòíîøåíèå (Á.3) ïîç�âîëÿåò íàõîäèòü ïðîèçâîäíûå ��nm=�h áåç çàòðóä�íèòåëüíîãî ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ.
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