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in, 70500, PolandÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 29 äåêàáðÿ 2001 ã.�àññìîòðåíà çàäà÷à î ïåðåõîäå çàøóìëåííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÷åðåç çîíó õàîñà â ðåæèì ïåðèîäè-÷åñêèõ êîëåáàíèé. Íà ïðèìåðå çàøóìëåííîãî ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ íàéäåíû îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿýíåðãåòè÷åñêè ðàâíîïðàâíûõ ðåæèìîâ ïåðèîäà òðè ïðè ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòÿõ ïåðåõîäà è ðàçëè÷íûõ óðîâ-íÿõ øóìà. Âûÿâëåíà òîíêàÿ ñòðóêòóðà îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ ïðè áûñòðûõ ïåðåõîäàõ. Îáíàðóæåíî, ÷òîâðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ óñòîé÷èâîãî öèêëà ïåðèîäà òðè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ò. å. îòñòðóêòóðû îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ. Îöåíåíà êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ïåðåõîäà, îòäåëÿþùàÿ îáëàñòü âåðîÿò-íîñòíîé ñèììåòðèè êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé îò îáëàñòè äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé.PACS: 05.40.-a, 05.45.Gg, 05.45.Pq1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÄèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, êîòîðûå ìîãóò íàõîäèòü�ñÿ â îäíîì èç íåñêîëüêèõ ýíåðãåòè÷åñêè ðàâíîïðàâ�íûõ óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé èëè ðåæèìîâ, çàíèìàþòâûäåëåííîå ìåñòî ñðåäè âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ íåëè�íåéíûõ ñèñòåì. Ê ýòîìó êëàññó ïðèíàäëåæàò ñè�ñòåìû, èñïûòûâàþùèå áè�óðêàöèè ñïîíòàííîãî íà�ðóøåíèÿ ñèììåòðèè [1℄, ñèñòåìû, äîïóñêàþùèå áè��óðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà [2℄, à òàêæå âûðîæäåí�íûå ïàðàìåòðè÷åñêèå ñèñòåìû [3℄. Óñòîé÷èâûå êî�ëåáàíèÿ â òàêèõ ñèñòåìàõ ðàçëè÷àþòñÿ �àçîâûìñäâèãîì �' = 2�=M , ãäå M � êðàòíîñòü âûðî�*E-mail: olegb�vpti.vladimir.ru**E-mail: kravtsov�asp.iki.rssi.ru***E-mail: selena�iki.rssi.ru

æäåíèÿ. Ñõîäíûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò ïîëÿðè�çàöèîííî-âûðîæäåííûå ëàçåðíûå ñèñòåìû [4℄. Àíà�ëîãàìè ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ýíåðãåòè÷åñêè ðàâíî�ïðàâíûìè ñîñòîÿíèÿìè â õèìèè ÿâëÿþòñÿ ìîëåêó�ëû-èçîìåðû [5; 6℄.Îñîáåííîñòüþ áè�óðêàöèîííûõ ïåðåõîäîâ â ïå�ðå÷èñëåííûõ âûøå ñèñòåìàõ ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñò�íàÿ ñèììåòðèÿ êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé. Òàêàÿ ðàâíîâå�ðîÿòíîñòü íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ âîçäåéñòâèåìøóìîâ íà ñèñòåìó â ìîìåíò áè�óðêàöèîííîãî ïåðå�õîäà. Ïðè íàëè÷èè M ðàâíîïðàâíûõ ðåæèìîâ âå�ðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ ëþáîãî èç íèõ ñîñòàâëÿåò1=M . Ïðè M = 2 êàæäîå èç äâóõ óñòîé÷èâûõ ñîñòî�ÿíèé ðåàëèçóåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2.Ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìîé ðàâíîâåðîÿòíî�ñòè ýíåðãåòè÷åñêè ðàâíîïðàâíûõ ðåæèìîâ ïðîòèâî�198



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 1 (7), 2002 Íàðóøåíèå âåðîÿòíîñòíîé ñèììåòðèè : : :ñòîèò èçâåñòíîå ñâîéñòâî èç òåîðèè äèíàìè÷åñêèõñèñòåì: â ñîãëàñèè ñ òåîðåìîé Êîøè òðàåêòîðèÿ ñèñ-òåìû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâè�ÿìè [7; 8℄. Ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó ðàâíîâåðîÿòíîñòüþêîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé â çàøóìëåííûõ áè�óðêàöèîí�íûõ ñèñòåìàõ è èõ íåðàâíîïðàâíîñòüþ â îòñóòñòâèåøóìîâ ïîëó÷èëî íàçâàíèå áè�óðêàöèîííîãî ïàðà�äîêñà [9℄. �àçðåøåíèå áè�óðêàöèîííîãî ïàðàäîêñàäëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ áè�óðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèî�äà â îäíîìåðíîì îòîáðàæåíèè áûëî äàíî â ðàáîòàõ[10; 11℄, â êîòîðûõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî, ìåíÿÿ ñîîò�íîøåíèå ìåæäó óðîâíåì øóìîâ �2� â ñèñòåìå è ñêî�ðîñòüþ s = dr=dt èçìåíåíèÿ áè�óðêàöèîííîãî ïàðà�ìåòðà r, ìîæíî ïðîñëåäèòü íåïðåðûâíûé ïåðåõîä îòñëó÷àÿ âåðîÿòíîñòíîé ñèììåòðèè, õàðàêòåðíîé äëÿìåäëåííûõ ïåðåõîäîâ â çàøóìëåííûõ ñèñòåìàõ, êñëó÷àþ ñèëüíî íàðóøåííîé âåðîÿòíîñòíîé ñèììåò�ðèè, íàáëþäàåìîé ïðè áûñòðûõ ïåðåõîäàõ èëè ïðèñëàáîé çàøóìëåííîñòè.Â ðàáîòàõ [10, 11℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êðèòè÷å�ñêèé óðîâåíü øóìà (�2�)
, ðàçäåëÿþùèé ïëîñêîñòü¾óðîâåíü øóìà �2� � ñêîðîñòü ïåðåõîäà s¿ íà îáëà�ñòè âåðîÿòíîñòíîé ñèììåòðèè è âåðîÿòíîñòíîé àñèì�ìåòðèè äèíàìè÷åñêè ïðåäñêàçóåìûõ êîíå÷íûõ ñî�ñòîÿíèé, ïîä÷èíÿåòñÿ ñòåïåííîìó çàêîíó:(�2�)
 / s�; (1)ãäå � ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò åäèíèöû äî ïÿòè â çà�âèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. �åçóëüòàòû, ïîëó�÷åííûå â [10; 11℄ äëÿ óìåðåííûõ çíà÷åíèé �2� è s,âïîñëåäñòâèè áûëè ðàñøèðåíû â ðàáîòå [12℄ íà ñëó�÷àé ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé ýòèõ âåëè÷èí. ßâëåíèåíàðóøåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ñèììåòðèè ïîçäíåå áûëîèññëåäîâàíî ýêñïåðèìåíòàëüíî íà ïðèìåðå êîíêðåò�íîé ðàäèî�èçè÷åñêîé ñèñòåìû [13℄.Äëÿ èíûõ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè äëÿõèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, ïðèâîäÿùèõ ê ïîÿâëåíèþ ïðà�âûõ è ëåâûõ èçîìåðîâ, áè�óðêàöèîííûé ïàðàäîêñïîêà åùå íå ïîëó÷èë ñêîëüêî-íèáóäü óäîâëåòâîðè�òåëüíîãî îáúÿñíåíèÿ [5; 6℄.Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì óñëîâèÿ íàðóøå�íèÿ âåðîÿòíîñòíîé ñèììåòðèè â äèíàìè÷åñêîé ñèñ-òåìå, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç çîíó õàîñà è ïîïàäàåòâ ðåæèì ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Â êà÷åñòâå îáú�åêòà èññëåäîâàíèÿ ìû âîçüìåì ëîãèñòè÷åñêîå îòîá�ðàæåíèå, äîïóñêàþùåå ïåðåõîä ÷åðåç õàîñ â êîëåáà�òåëüíûé ðåæèì ïåðèîäà òðè. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïðîõîæäåíèè òðàåêòîðèè ÷åðåç çîíó õàîñà èçëîæå�íà â ðàçä. 2. Áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ êîíå÷íûõ ïåðèî-äè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé â îòñóòñòâèå øóìîâ íàéäåíû âðàçä. 3, à ïðè íàëè÷èè øóìîâ � â ðàçä. 4. Èíòåðïðå�òàöèÿ ðåçóëüòàòîâ íà îñíîâå ëèíåéíîé òåîðèè âîçìó�

ùåíèé äàíà â ðàçä. 5, ãäå ïîñòðîåíà ïðèáëèæåííàÿãðàíèöà, ðàçäåëÿþùàÿ îáëàñòè íàðóøåííîé è íåíà�ðóøåííîé âåðîÿòíîñòíîé ñèììåòðèè. Â ñèëó ýêñïî�íåíöèàëüíîãî ðîñòà �ëóêòóàöèé â õàîòè÷åñêîì ðå�æèìå ýòà ãðàíèöà îêàçûâàåòñÿ ñìåùåííîé â ñòîðîíóìåíüøèõ óðîâíåé øóìà �2� ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòåïåí�íîé çàâèñèìîñòüþ (1).2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×ÈÂ êà÷åñòâå ïðîñòåéøåé ìîäåëè äèíàìè÷åñêîé ñè�ñòåìû, äîïóñêàþùåé ïåðåõîä ÷åðåç õàîñ ê çàìêíó�òûì ïåðèîäè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì, ðàññìîòðèì ëîãè�ñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèåxn+1 = F (xn) + �n = rnxn(1� xn) + �n; (2)ãäå �n � �ëóêòóàöèîííîå âîçäåéñòâèå, à rn � óïðàâ�ëÿþùèé ïàðàìåòð, çàâèñÿùèé îò äèñêðåòíîãî âðå�ìåíè n. Â îòëè÷èå îò ðàáîò [9�13℄, ãäå àíàëèçó ïîä�âåðãàëèñü ïðîöåññû òîëüêî â îêðåñòíîñòè ïåðâîé áè��óðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà (r � r
1 = 3), çäåñü ìûñóùåñòâåííî ðàñøèðèì äèàïàçîí äîïóñòèìûõ èçìå�íåíèé ïàðàìåòðà r, à èìåííî, ïðèìåì, ÷òî r ëèíåé�íî èçìåíÿåòñÿ îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ r0 = 2:84(r0 < r
1) äî êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ rf , ïîïàäàþùåãîâ çîíó �1 = 3:829 < rf < �2 = 3:845 ïåðèîäè÷å�ñêèõ êîëåáàíèé (¾îêíî ïðîçðà÷íîñòè¿) ïåðèîäà òðè(ðèñ. 1). Ñòàðòóÿ îò çíà÷åíèÿ r0, ñèñòåìà ïðîõîäèòñíà÷àëà ÷åðåç êàñêàä áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèî�äà r
1; r
2; : : : , êîòîðûé ïðîñòèðàåòñÿ äî êðèòè÷åñêî�ãî çíà÷åíèÿ r1 = 3:659, çàòåì ïåðåñåêàåò çîíó õàî�ñà è, íàêîíåö, ïîïàäàåò â îêíî ïåðèîäè÷íîñòè (�1,�2). Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè âîçüìåì çíà÷å�íèÿ r0 = 2:84 è rf = 3:84. Ïîñëå äîñòèæåíèÿ óïðàâ�ëÿþùèì ïàðàìåòðîì êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ r = rf çàN øàãîâ ñèñòåìà ñîâåðøàåò åùå äîñòàòî÷íîå êîëè�÷åñòâî äîïîëíèòåëüíûõ øàãîâ, äëÿ òîãî ÷òîáû çà�âåðøèëñÿ ïåðåõîäíûé ïðîöåññ âõîæäåíèÿ â îäèí èçòðåõ âîçìîæíûõ óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ êîëåáàíèé ïå�ðèîäà òðè.Ñêîðîñòü ïåðåõîäà èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿr = r0 â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå r = rf ìîæíî õàðàêòå�ðèçîâàòü êàê ïðîèçâîäíîés = drdn � �r�n = rf � r0N ; (3)òàê è íåïîñðåäñòâåííî ÷èñëîì øàãîâ �n = N , íåîá�õîäèìûõ äëÿ ïðåîäîëåíèÿ èíòåðâàëà �r = rf � r0.Ñîãëàñíî (3), ÷èñëî øàãîâ N ñâÿçàíî ñ s ñîîòíîøå�íèåì N = (rf � r0)=s.199
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�èñ. 1. Ïðèíÿòàÿ ïðè ðàñ÷åòàõ ëèíåéíàÿ ìîäåëüóâåëè÷åíèÿ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà rn îò íà÷àëü-íîãî çíà÷åíèÿ r0 äî êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ rf çà Nèòåðàöèé. Ñïðàâà ïîêàçàíà áè�óðêàöèîííàÿ äèà-ãðàììà, íà êîòîðîé âèäíî îêíî ïðîçðà÷íîñòè âîêðåñòíîñòè rf (I � êàñêàä áè�óðêàöèé óäâîåíèÿïåðèîäà, II � çîíà õàîñà, III � çîíà óñòîé÷èâûõ êî-ëåáàíèé ïåðèîäà)
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�èñ. 2. Çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ ïåðèîäà 3 ïðè çíà÷å-íèè óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà rf = 3:84, ëåæàùåãîâ èíòåðâàëå îò r = 3:829 äî r = 3:845. Çàìêíó-òîé òðàåêòîðèè îòâå÷àþò òðè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-íèÿ, ðàçëè÷àþùèåñÿ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè X1,X2 èëè X3

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèíèìàåì, ÷òî ñèñòåìà íà�÷èíàåò äâèæåíèå ñ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x0, ëåæà�ùåãî â èíòåðâàëå (0,1), è ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåçêàñêàä áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà è ÷åðåç çîíóõàîñà îêàçûâàåòñÿ â çîíå ïðèòÿæåíèÿ îäíîãî èç òðåõïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ ïåðèîäà òðè, êîòîðûå îòâå�÷àþò çàìêíóòîé òðàåêòîðèè, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 2.Óñëîâèìñÿ ðåæèìàìè (ñîñòîÿíèÿìè) 1, 2, 3 íàçû�âàòü ñîîòâåòñòâåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñòèx(1)n = fX1X2X3X1X2X3 : : : g ;x(2)n = fX2X3X1X2X3X1 : : : g ;x(3)n = fX3X1X2X3X1X2 : : : g ; (4)êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà÷àëüíîé ¾�à�çîé¿, ò. å. íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì (X1, X2 èëè X3) íàçàìêíóòîé òðàåêòîðèè.3. ÁÀÑÑÅÉÍÛ Ï�ÈÒßÆÅÍÈßÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ �ÅÆÈÌÎÂ ÂÎÒÑÓÒÑÒÂÈÅ ØÓÌÎÂÎïðåäåëåíèå áàññåéíîâ ïðèòÿæåíèÿ êîíå÷íûõðåæèìîâ x(1)n , x(2)n , x(3)n ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìíî�æåñòâà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé x(i)0 , i = 1; 2; 3, ïðèâîäÿ�ùèõ â êîíå÷íîì ñ÷åòå ê ðåæèìàì 1, 2 è 3. Çàäà÷àîïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ x(i)0 íå èìååò àíàëèòè÷åñêîãîðåøåíèÿ, è ïîýòîìó ìû âûíóæäåíû áûëè ïðèáåã�íóòü ê ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ, ðåçóëüòàòû êî�òîðîãî â îòñóòñòâèå øóìîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3,ãäå ïîêàçàíà âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â êàæäûé èçòðåõ ðåæèìîâ â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.Ïåðåõîä îò r0 äî rf îñóùåñòâëÿëñÿ çà 20 øàãîâ, ïî�ñëå ÷åãî ñèñòåìå ïðåäîñòàâëÿëàñü âîçìîæíîñòü çà�âåðøèòü ïåðåõîäíûé ïðîöåññ, êîòîðûé çàíèìàë åùåäî 1000 äîïîëíèòåëüíûõ èòåðàöèé. Âû÷èñëåíèÿ ïðî�âîäèëèñü ñ ñåòêîé �x0 = 10�6.Âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â ðåæèìû 1, 2, 3 ïðåä�ñòàâëåíû íà ðèñ. 3. Êàê ïîêàçàëè âû÷èñëåíèÿ, íàîñè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ñóùåñòâóþò ïðîòÿæåííûåóñòîé÷èâûå îáëàñòè, ïîêèäàÿ êîòîðûå ñèñòåìà ñî100-ïðîöåíòíîé âåðîÿòíîñòüþ ïîïàäàåò â îäèí èç ðå�æèìîâ 1, 2 èëè 3. Ïðîòÿæåííûå óñòîé÷èâûå îáëàñòèïðèòÿæåíèÿ ïåðåìåæàþòñÿ ðÿäîì êîðîòêèõ èíòåð�âàëîâ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé äëèíîé 10�6 è ìåíåå, âêîòîðûõ âåñüìà ìàëûå ïåðåìåùåíèÿ ïî îñè x0 ïðè�âîäÿò ê èçìåíåíèþ êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ. Òàêèå ðÿ�äû êîðîòêèõ èíòåðâàëîâ áóäåì íàçûâàòü çîíàìè ââèäå ðåøåòà (riddle basins). Ñòîëü âûñîêàÿ ÷óâñòâè�òåëüíîñòü ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì â ïðåäåëàõ ýòèõçîí â èçâåñòíîé íàì ëèòåðàòóðå ïî äèíàìè÷åñêèìáè�óðêàöèÿì ðàíåå íå îòìå÷àëàñü. Ñ óâåëè÷åíèåì200
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòè âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â ðå-æèìû 1, 2 è 3 (ñîîòâåòñòâåííî à, á è â) ïðè N = 20è ÷èñëà øàãîâ ntrans, íåîáõîäèìûõ äëÿ óñòàíîâëå-íèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ (ã), îò íà÷àëüíûõ çíà-÷åíèé x0êîëè÷åñòâà øàãîâ N , ò. å. ñ óìåíüøåíèåì ñêîðîñòè sèçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà r ñòðóêòóðà áàññåéíîâ ïðèòÿ�æåíèÿ ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå òîíêîé.Â èòîãå áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ ïðèîáðåòàþò çíà�÷èòåëüíî áîëåå òîíêóþ ñòðóêòóðó, ÷åì â ñëó÷àå áè��óðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà [10, 11℄.Â õîäå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà áûëî îáíàðó�æåíî, ÷òî âðåìÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà, ò. å. âðå�ìÿ óñòàíîâëåíèÿ óñòîé÷èâîãî öèêëà ïåðèîäà òðè,ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé. Íàðèñ. 3ã ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà èòåðà�öèé ntrans, íåîáõîäèìûõ äëÿ çàâåðøåíèÿ ïåðåõîäíî�ãî ïðîöåññà, îò íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé. Âíóòðè óñòîé�

÷èâûõ ïðîòÿæåííûõ çîí ïðèòÿæåíèÿ äëÿ óñòàíîâëå�íèÿ äîñòàòî÷íî 75�125 èòåðàöèé, ïðè ýòîì ÷åì øèðåçîíà, òåì ìåíüøå âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ ntrans. Íà ãðà�íèöàõ áàññåéíîâ ntrans âîçðàñòàåò äî 225, à â çîíàõâ âèäå ðåøåòà ntrans äîñòèãàåò 325.4. ÁÀÑÑÅÉÍÛ Ï�ÈÒßÆÅÍÈß Ï�ÈÍÀËÈ×ÈÈ ØÓÌÀÓ÷òåì òåïåðü âîçäåéñòâèå �ëóêòóàöèé �n, îòíî�ñèòåëüíî êîòîðûõ ïðèìåì ïðîñòåéøèå äîïóùåíèÿ:ñðåäíåå çíà÷åíèå �n ðàâíî íóëþ, h�ni = 0, à �ëóê-òóàöèè �m è �n â ñîñåäíèå ìîìåíòû âðåìåíè íåçà�âèñèìû: h�n�mi = �2�Æmn, ãäå Æmn � ñèìâîë Êðî�íåêåðà. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ �ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â èíòåðâàëå (�
;+
):w(�n) = ( 0; j�nj > 
;1=2
; j�nj � 
:Âåëè÷èíû �2� è 
 ñâÿçàíû â äàííîì ñëó÷àå ñîîòíî�øåíèåì �2� = 
2=3.Äîáàâëåíèå øóìà ïðèâîäèò ê äâóì îñíîâíûì ý���åêòàì. Âî-ïåðâûõ, ê ðàçìûâàíèþ ãðàíèö îáëàñ-òåé ïðèòÿæåíèÿ, âî-âòîðûõ, ê âûðàâíèâàíèþ âåðî�ÿòíîñòåé äîñòèæåíèÿ êîíå÷íûõ ðåæèìîâ, íà÷èíàÿñ íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ N
. Îáà ýòèõÿâëåíèÿ íàáëþäàëèñü è ïðè áè�óðêàöèè óäâîåíèÿïåðèîäà [9�11℄, íî â äàííîì ñëó÷àå ïðîöåññ âûðàâ�íèâàíèÿ âåðîÿòíîñòåé èäåò ãîðàçäî áûñòðåå â ñèëóýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà �ëóêòóàöèé â çîíå ðàçâè�òîãî õàîñà.Èíòåíñèâíîñòü øóìîâîãî âîçäåéñòâèÿ, íåîáõîäè�ìàÿ äëÿ âûðàâíèâàíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ñóùåñòâåííîçàâèñèò îò íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé. Âíóòðè áàññåéíîâïðèòÿæåíèÿ òðåáóåòñÿ áîëåå ñèëüíîå øóìîâîå âîç�äåéñòâèå äëÿ âûðàâíèâàíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ÷åì íàãðàíèöàõ áàññåéíîâ, à òàêæå â çîíàõ â âèäå ðåøå�òà. Óêàçàííûå òåíäåíöèè îò÷åòëèâî âèäíû íà ðèñ. 4,ãäå ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿâ ðåæèìû 1, 2, 3 îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðè íà�ëè÷èè øóìîâ: ïðè �� = 7:0 � 10�4 � ðèñ. 4à, ïðè�� = 2:0 � 10�3 � ðèñ. 4á, ïðè øóìå �� = 1:1 � 10�2 �ðèñ. 4â. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ý��åêòèâ�íîå âûðàâíèâàíèå âåðîÿòíîñòåé P1 = P2 = P3 ïîâñåìó èíòåðâàëó íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé, òàê ÷òî çíà�÷åíèå �� = 1:1 � 10�2 ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì äëÿ âû�áðàííîãî ÷èñëà øàãîâ N = 20.201
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�èñ. 4. Ïîñòåïåííîå âûðàâíèâàíèå âåðîÿòíîñòåéïîïàäàíèÿ â ñîñòîÿíèÿ x(1)n (�), x(2)n (N) è x(3)n (�)ñ ðîñòîì øóìà ñî ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì çíà÷åíèåì:à � �� = 7:0 � 10�4; á � �� = 2:0 � 10�3; â �(��)
 = 1:1 � 10�2 (N = 20). Íà ðèñ. ã) ïîêàçà-íà çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ øóìà (��)
,ðàññ÷èòàííàÿ ïî �îðìóëå (12), îò íà÷àëüíûõ çíà÷å-íèé x0. �îðèçîíòàëüíûå øòðèõîâûå ëèíèè íà ýòîìãðà�èêå ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì øóìà íà ãðà�è-êàõ à, á è â5. ÈÍÒÅ�Ï�ÅÒÀÖÈß �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÍÀÎÑÍÎÂÅ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÒÅÎ�ÈÈÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉÎñîáåííîñòè çîí ïðèòÿæåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûõíà ðèñ. 4, ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïðîñòûì ðàñ�÷åòîì, îñíîâàííûì íà òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïóñòü âîòñóòñòâèå øóìîâ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ íåâîçìóùåí�

íûì îòîáðàæåíèåìx(0)n+1 = F �x(0)n � : (5)Â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè âîçìóùåíèé ìàëîå îòêëî�íåíèå xn îò íåâîçìóùåííîãî çíà÷åíèÿ x(0)n , ò. å. âåëè�÷èíà �n = xn � x(0)n , áóäåò ïîä÷èíÿòüñÿ óðàâíåíèþ�n+1 = 'n�n + �n; �0 = 0; (6)ãäå 'n = �F (xn)�xn ����xn=x(0)n� ïîêàçàòåëü ðàñòÿæåíèÿ â òî÷êå x(0)n . Óðàâíåíèå(6), ïðèìåíåííîå N ðàç, äàåò�N+1 = 'N'N�1 : : : '1�0 ++ 'N'N�1 : : : '2�1 + : : :+ 'N�N�1 + �N : (7)Íà ýòàïå ïðîõîæäåíèÿ êàñêàäà áè�óðêàöèé óäâîå�íèÿ ïåðèîäà âñå �àêòîðû 'k ïî ìîäóëþ íå ïðåâû�øàþò åäèíèöó, ïðè ýòîì è ñðåäíåå çíà÷åíèå hj'kji,êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç �, òîæå ìåíüøå åäèíè�öû: � � hj'k ji � 1: (8)Â çîíå õàîñà (ò. å. â çîíå, ãäå r > r1 = 3:659 : : : )ñðåäíåå çíà÷åíèå �àêòîðà ðàñòÿæåíèÿ � � hj'kji,ñâÿçàííîãî ñ ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì � ýêñïîíåí�öèàëüíîé çàâèñèìîñòüþ, � � hj'k ji � e�, ïðåâûøà�åò åäèíèöó. Åñëè ñîõðàíèòü â (7) òîëüêî äîìèíèðó�þùåå ïåðâîå ñëàãàåìîå, òî äëÿ ñðåäíåãî êâàäðàòàâîçìóùåíèÿ �2N+1 � h�2N+1i ïîëó÷èì îöåíêó�2N+1 � �2Ne�2(N�Ne)�2� : (9)Çäåñü N � îáùåå ÷èñëî øàãîâ, Ne � ý��åêòèâíîå÷èñëî øàãîâ â çîíå õàîñà è N �Ne � ý��åêòèâíîå÷èñëî øàãîâ â ïðåäåëàõ êàñêàäà áè�óðêàöèé óäâîå�íèÿ ïåðèîäà. Ìíîæèòåëü �2(N�Ne) â (8) îïèñûâàåòóìåíüøåíèå �ëóêòóàöèé âíóòðè êàñêàäà óäâîåíèéïåðèîäà, òîãäà êàê ìíîæèòåëü �2Ne îòâåòñòâåí çàðîñò �ëóêòóàöèé â çîíå õàîñà.Ý��åêòèâíûé ïðîöåññ âûðàâíèâàíèÿ âåðîÿòíî�ñòåé ðåæèìîâ 1, 2 è 3 íà÷èíàåòñÿ â óñëîâèÿõ, êîãäàñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå �N+1 ñðàâíèâàåòñÿñ õàðàêòåðíûì èíòåðâàëîì �X � jXi � Xj j ìåæ�äó ïîñëåäîâàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè x íà çàìêíóòîéòðàåêòîðèè ïåðèîäà òðè:�2N+1 � �2Ne�2(N�Ne)�2� � j�X j2: (10)Ýòà ãðóáàÿ îöåíêà âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñû�âàåò êðèòè÷åñêîå ÷èñëî øàãîâN
, ïðèâîäÿùèõ ê âû�ðàâíèâàíèþ âåðîÿòíîñòåé êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé ïðè202



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 1 (7), 2002 Íàðóøåíèå âåðîÿòíîñòíîé ñèììåòðèè : : :çàäàííîì óðîâíå øóìà èëè æå, îáðàòíî, êðèòè÷å�ñêîå çíà÷åíèå óðîâíÿ øóìà (�2�)
 ïðè çàäàííîì N .Âåëè÷èíó Ne ìîæíî îöåíèòü êàê äîëþ îáùåãî÷èñëà øàãîâ N â çîíå õàîòè÷åñêîãî ðåæèìà:Ne = N�; � = rf � r1rf � r0 :Òîãäà èç (10) ñëåäóåò, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîìóðîâíå øóìà ��N
 � ln(j�X j=��)� ln�+ (1� �) ln � ; (11)òîãäà êàê ïðè �èêñèðîâàííîì N(��)
 � �X����(1��)�N : (12)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå � = 1=2 (ñèñòåìà íàõîäèòñÿâ ñîñòîÿíèè õàîñà ïðèìåðíî ïîëîâèíó âðåìåíè) ýòè�îðìóëû ïðèíèìàþò âèäN
 = 2 ln(j�X j=��)ln(��) ; (13)(��)
 = �X(��)N=2 : (14)Ýòà îöåíêà íîñèò ïðåèìóùåñòâåííî êà÷åñòâåííûéõàðàêòåð è, êàê ïîêàçàëè ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, óäîâ-ëåòâîðèòåëüíî ñîãëàñóåòñÿ ñ êîëè÷åñòâåííûìè ðå�çóëüòàòàìè äëÿ N 2 [20; 30℄.Íà ðèñ. 4ã ïðåäñòàâëåí ãðà�èê çàâèñèìîñòè(��)
 îò x0 äëÿ N = 20 (ñì. (12)). Çíà÷åíèÿ� áûëè ðàññ÷èòàíû ïî �îðìóëå (8) äëÿ âñåõ íà�÷àëüíûõ çíà÷åíèé x0 è äëÿ r îò r0 = 2:84 äîr1 < 3:659, à � � àíàëîãè÷íî äëÿ r1 � 3:659,ó÷èòûâàÿ, ÷òî max�X = X3 � X1 = 0:81. Êàêâèäíî èç ãðà�èêà, êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ øóìà ñó�ùåñòâåííî çàâèñÿò îò ñòðóêòóðû îáëàñòåé ïðèòÿ�æåíèÿ. �îðèçîíòàëüíûìè øòðèõîâûìè ëèíèÿìè íàðèñ. 4ã óêàçàíû óðîâíè øóìà, âëèÿíèå êîòîðîãî ïðî�äåìîíñòðèðîâàíî íà ðèñ. 4à, á, â. Óðîâåíü øóìà�� = 7:0 �10�4 (ñëó÷àé à) äîñòàòî÷åí äëÿ âûðàâíèâà�íèÿ âåðîÿòíîñòåé â ñìåøàííûõ îáëàñòÿõ. Óðîâåíüøóìà �� = 2:0 � 10�3 (ñëó÷àé á) ïîíèæàåò âåðîÿò�íîñòü âíóòðè îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ äî 50%, òîãäàêàê óðîâåíü øóìà (��)
 = 1:1 � 10�2 (ñëó÷àé â) âû�ðàâíèâàåò âåðîÿòíîñòè P1, P2 è P3 äî çíà÷åíèé, îò�ëè÷àþùèõñÿ îò 33% íå áîëåå ÷åì íà 5%.�ðà�èê çàâèñèìîñòè N
(��) ïðåäñòàâëåí íàðèñ. 5. Êàæäàÿ òî÷êà íà ãðà�èêå ñîîòâåòñòâóåòìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ øóìà (��)
 äëÿ êàæäîãîN íà âñåé îñè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé, íà ðèñ. 4ã ýòîìó
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�èñ. 5. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ (òî÷êè)ãðàíèöû N
(��), ðàçäåëÿþùåé ïëîñêîñòü (N; ��) íàîáëàñòè, îòâå÷àþùèå ðåæèìó âåðîÿòíîñòíîé ñèì-ìåòðèè (N > N
) è ðåæèìó íàðóøåííîé âåðîÿò-íîñòíîé ñèììåòðèè (N < N
) ïåðèîäè÷åñêèõ êîëå-áàíèé. Øòðèõàìè îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿ N
, ïîëó-÷åííûå ïî �îðìóëå (13)ñîîòâåòñòâóåò øòðèõîâàÿ ëèíèÿ â. Â öåëîì ðèñ. 5îòâå÷àåò ìåíüøèì çíà÷åíèÿì N , ÷åì ñòåïåííûåçàâèñèìîñòè âèäà (1). Ýòà îñîáåííîñòü ÿâëÿåòñÿñëåäñòâèåì ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç õàîñ. Îöåíêè ïîêà�çûâàþò, ÷òî �îðìóëû (11), (12) äîñòàòî÷íî õîðîøîñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâïðè êîëè÷åñòâå øàãîâ N 2 [20; 30℄; ïðè N < 20ðàñ÷åòíûé êðèòè÷åñêèé øóì ïðåâûøàåò ðåàëüíîíåîáõîäèìûé äëÿ âûðàâíèâàíèÿ âåðîÿòíîñòåé óðî�âåíü øóìà, à äëÿ N > 30 ðàñ÷åòíûé óðîâåíü øóìàíèæå ïîëó÷åííîãî ýêñïåðèìåíòàëüíî.6. ØÓÌÎÇÀÂÈÑÈÌÛÉ �ÈÑÒÅ�ÅÇÈÑÊàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [14; 15℄, äèíàìè÷åñêèåáè�óðêàöèè ñîïðîâîæäàþòñÿ ÿâëåíèåì ãèñòåðåçèñà,êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè áè�óðêàöèîí�íûõ ïåðåõîäàõ ñ èçìåíÿþùèìèñÿ ïàðàìåòðàìè ñè�ñòåìà çàäåðæèâàåòñÿ â íåóñòîé÷èâîì ñîñòîÿíèè èëèøü ñïóñòÿ íåêîòîðîå âðåìÿ ïåðåõîäèò â îäíî èçâîçìîæíûõ óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé. Îïèñàííîå ÿâëå�íèå íàáëþäàëîñü è â èññëåäóåìîé ñèñòåìå, ïðîÿâëÿ�ëîñü â çàäåðæêå êàæäîé áè�óðêàöèè óäâîåíèÿ ïå�ðèîäà è â èòîãå ïðèâîäèëî ê çàäåðæêå íàñòóïëåíèÿõàîñà â ñèñòåìå. ×åì âûøå ñêîðîñòü áè�óðêàöèîííî�203



Ñ. �. Áèëü÷èíñêàÿ, Î. ß. Áóòêîâñêèé, Þ. À. Êðàâöîâ è äð. ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 1 (7), 2002ãî ïåðåõîäà, òåì áîëüøå âðåìÿ çàäåðæêè ó êàæäîãîêðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Âñëåäñòâèå ýòîãî ñäâèãàþò�ñÿ è îêíà ïðîçðà÷íîñòè â ñòîðîíó á�îëüøèõ çíà÷åíèéóïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà r, åñëè ñêîðîñòü ïåðåõîäàs ïîëîæèòåëüíàÿ, è, íàîáîðîò, â ñòîðîíó ìåíüøèõçíà÷åíèé r, åñëè ñêîðîñòü ïåðåõîäà s îòðèöàòåëüíàÿ.Íàëè÷èå øóìà â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê ðàçðóøåíèþãèñòåðåçèñà. Êðèòè÷åñêèé óðîâåíü øóìà (ðèñ. 5) ïî�÷òè ïîëíîñòüþ ðàçðóøàåò ãèñòåðåçèñ è âûðàâíèâàåòâåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ñèñòåìû â îäíî èç òðåõ âîç�ìîæíûõ ñîñòîÿíèé.Ïî ñäâèãó îêíà ïðîçðà÷íîñòè ìîæíî ñóäèòü îñêîðîñòè áè�óðêàöèîííîãî ïåðåõîäà, à ïî øèðèíåîêíà ìîæíî ñóäèòü îá óðîâíå øóìà â ñèñòåìå. Ýòîÿâëåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ èçìåðåíèÿøóìà â õàîòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ ïåðåìåííûìè ïàðà�ìåòðàìè. 7. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ äàííîé ðàáîòå íà ïðèìåðå ëîãèñòè÷åñêîãî îòîá�ðàæåíèÿ èññëåäîâàíû ïåðåõîäû çàøóìëåííîé äèíà�ìè÷åñêîé ñèñòåìû ÷åðåç çîíó õàîñà â ðåæèì êîëåáà�íèé ïåðèîäà òðè.Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíè�ÿõ ìåæäó âíåøíèì øóìîì è ñêîðîñòüþ èçìåíå�íèÿ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà äèíàìè÷åñêèé ïåðå�õîä ñêâîçü îáëàñòü õàîñà ìîæåò áûòü ïðåäñêàçóå�ìûì. Óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå îáëàñòåé ïðèòÿæå�íèÿ êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ íà�÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è ñêîðîñòüþ ïåðåõîäà. Âûÿâëå�íî, ÷òî ïðîòÿæåííûå óñòîé÷èâûå îáëàñòè ïðèòÿæå�íèÿ ïåðåìåæàþòñÿ ðÿäîì êîðîòêèõ èíòåðâàëîâ íà�÷àëüíûõ çíà÷åíèé äëèíîé 10�6 è ìåíåå, â êîòîðûõâåñüìà ìàëûå ïåðåìåùåíèÿ ïî îñè x0 ïðèâîäÿò ê èç�ìåíåíèþ êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ.Ïîä âîçäåéñòâèåì øóìà èëè ïðè ìàëûõ ñêîðî�ñòÿõ çîíû ïðèòÿæåíèÿ ðàçìûâàþòñÿ, ÷òî ïðèâî�äèò ê âûðàâíèâàíèþ âåðîÿòíîñòè ïî îñè íà÷àëüíûõóñëîâèé.Íà ïëîñêîñòè ¾êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå øóìà�ñêî-ðîñòü ïåðåõîäà¿ îïðåäåëåíà ãðàíèöà ìåæäó äèíàìè�÷åñêèì è ñòîõàñòè÷åñêèì ñöåíàðèÿìè áè�óðêàöèîí�íîãî ïåðåõîäà. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòà ãðàíèöà ñìåùåíà âñòîðîíó áîëüøèõ øóìîâ, ÷åì â ñëó÷àå áè�óðêàöèèóäâîåíèÿ ïåðèîäà.Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè êðèòè÷åñêîãîçíà÷åíèÿ óðîâíÿ øóìà (�2�)
, ïðè êîòîðîì âåðîÿòíî�ñòè ïîïàäàíèÿ â êàæäîå ñîñòîÿíèå âûðàâíèâàþòñÿäëÿ çàäàííîãî ÷èñëà øàãîâ N , èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,äëÿ ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà.
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