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aI-20126, Milano, ItalyÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 28 ñåíòÿáðÿ 2001 ã.Èçó÷àëèñü äâóìåðíûå ñòðóêòóðû, ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ êîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿ Õàñòèíãñà�Ëåâèòîâà ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì ÷èñëå îòîáðàæåíèé n. Ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü D ñòðóêòóð âû-÷èñëÿëàñü ïî íåäàâíî ïðåäëîæåííîé ñõåìå Äàâèäîâè÷à�Ïðîêà÷÷èà [6℄ êàê �óíêöèÿ n. Ïðè ìàëûõ n < n0(n0 � ÷èñëî ÷àñòèö íà ïåðâîì ñëîå) D ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî óáûâàåò, ÷òî äîëæíî áûëî áû ïîäòâåð-æäàòü âûâîä ðàáîòû [6℄ î âîçìîæíîñòè ñêîëü óãîäíî òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ïðèîòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì ÷èñëå îòîáðàæåíèé n � n0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îêàçàëîñü, ÷òî D íåðåãóëÿðíîîòêëîíÿåòñÿ îò íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ D0, çàâèñÿùåãî îò íà÷àëüíîãî ðàçìåðà âûðîñòà p�0, ÷òî ïðîòèâî-ðå÷èò îñíîâíîìó óòâåðæäåíèþ ðàáîòû [6℄. Îäíàêî íàø àíàëèç íå èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ�ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè äâóìåðíûõ ñòðóêòóð îðèãèíàëüíûì ìåòîäîì Õàñòèíãñà�Ëåâèòîâà.PACS: 05.10.Ln, 05.50.+q, 05.70.Fh, 64.60.Fr, 75.10.Hk1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ïðèðîäå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, ðîñòêîòîðûõ ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå äè��óçèè ÷àñòèö,�îðìèðóþùèõ êëàñòåð (íàïðèìåð, ðîñò êðèñòàëëîâ,îáðàçîâàíèå óçîðîâ íà ñòåêëå, îáðàçîâàíèå âêðàïëå�íèé ìèíåðàëîâ â ãîðíûõ ïîðîäàõ, ðîñò êîëîíèé áàê�òåðèé, �îðìèðîâàíèå ðå÷íûõ ïðîòîêîâ è àíàëîãè÷�íûå ÿâëåíèÿ, íàïðèìåð, ïðîöåññ äèýëåêòðè÷åñêîãîïðîáîÿ).Îïèñàííûå ÿâëåíèÿ â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîãóò ðàñ�ñìàòðèâàòüñÿ êàê äèíàìè÷åñêèå êðèòè÷åñêèå ïðî�öåññû. Íàèáîëåå èíòåðåñíûå õàðàêòåðèñòèêè ýòèõïðîöåññîâ � ýòî �ðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü D ïî�ëó÷àåìûõ îáúåêòîâ è ìóëüòè�ðàêòàëüíûå ñâîéñòâàïîâåðõíîñòè èõ ðîñòà. Ïîñëåäíèå ïðåäñòàâëÿþò ñî�áîé ñâîéñòâà àíñàìáëÿ ïîâåðõíîñòåé îáúåêòîâ, è èõ*E-mail: rostunov�itp.a
.ru

èçó÷åíèå òðåáóåò ðàçðàáîòêè ïîäõîäÿùåãî ñïîñîáàóñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþ [1℄.Íà÷àëî èíòåíñèâíîìó èññëåäîâàíèþ ïðîöåññîâðîñòà áûëî ïîëîæåíî ïðèìåðíî 20 ëåò íàçàä, êî�ãäà Âèòòåí è Ñàíäåðñ â 1981 ã. ïðåäëîæèëè ìîäåëüDLA (Diffusion Limited Aggregation) [2℄, â ðåçóëüòà�òå ïðèìåíåíèÿ êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü äâóìåðíûåñòðóêòóðû, êà÷åñòâåííî ïîõîæèå íà óïîìÿíóòûå âû�øå (ñì., íàïðèìåð, íåäàâíèé îáçîð [3℄).Â ìîäåëè DLA ïðîöåññ íà÷èíàåòñÿ ñ ïîìåùåíèÿçàòðàâî÷íîé ÷àñòèöû â öåíòð êîîðäèíàò è ïîñëåäó�þùåãî ðîñòà êëàñòåðà çà ñ÷åò äè��óçèè ÷àñòèö ñáåñêîíå÷íîñòè (ïðè ìîäåëèðîâàíèè � ñ îêðóæíîñòèñ ðàäèóñîì ìíîãî áîëüøå ðàçìåðà êîíå÷íîãî êëàñòå�ðà). Êîãäà ÷àñòèöà êàñàåòñÿ êëàñòåðà, îíà ê íåìóïðèëèïàåò. Òàê ïðîèñõîäèò ðîñò êëàñòåðà. Ïîñëåïðèëèïàíèÿ èëè óõîäà ÷àñòèöû íà áåñêîíå÷íîñòü(íà ðàññòîÿíèå ìíîãî áîëüøå ðàäèóñà îêðóæíîñòè, ñêîòîðîé âûïóñêàþòñÿ ÷àñòèöû) âûïóñêàåòñÿ ñëåäóþ�164



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 1 (7), 2002 Î ðàííèõ ñòàäèÿõ ãåíåðàöèè äâóìåðíûõ ñòðóêòóð : : :ùàÿ ÷àñòèöà. Ïîëó÷àþùèéñÿ â ðåçóëüòàòå êëàñòåð,ïî-âèäèìîìó, èìååò �ðàêòàëüíóþ ñòðóêòóðó.Çàìåòíûé ïðîãðåññ â èçó÷åíèè DLA-ïîäîáíûõîáúåêòîâ áûë äîñòèãíóò çà ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåòáëàãîäàðÿ ïðèìåíåíèþ ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî ìåòî�äà ìîäåëèðîâàíèÿ ðîñòà ñòðóêòóð, ïðåäëîæåííîãîÕàñòèíãñîì è Ëåâèòîâûì [4℄. Â ýòîé ìîäåëè êëàñ�òåð ãåíåðèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòèîòîáðàæåíèé âíåøíîñòè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè íàâíåøíîñòü ðàñòóùåãî îáúåêòà. Ïðè ýòîì íà êàæäîìøàãó ïðèìåíÿåòñÿ êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå, ïåðå�âîäÿùåå âíåøíîñòü åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè âî âíåø�íîñòü åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ âûðîñòîì â �îðìåïîëóýëëèïñà. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ïðåîáðàçîâà�íèå äîáàâëÿåò íîâóþ ÷àñòèöó ê êëàñòåðó. Ïàðàìåòðïðåîáðàçîâàíèÿ �, îòâå÷àþùèé çà ïëîùàäü âûðîñòà,âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç ìîäåëèðóåìîé çàäà÷è. Íàïðè�ìåð, äëÿ ìîäåëè DLA âåëè÷èíà � âûáèðàåòñÿ òàêèìîáðàçîì, ÷òîáû ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíå�íèÿ ê åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè âñåõ ïðåîáðàçîâàíèéðàçìåðû âñåõ âûðîñòîâ áûëè ðàâíû (ïîäðîáíåå ñì.íèæå â ðàçä. 2).Â 1996 ã. Õàñòèíãñ [5℄, èñïîëüçóÿ ìåòîä êîí��îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèìåíèë ðåíîðìãðóïïî�âîé ïîäõîä ê ïðèáëèæåííîìó àíàëèòè÷åñêîìó íà-õîæäåíèþ �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè â ìîäåëè DLA.Ïîëó÷åííîå èì ðàöèîíàëüíîå çíà÷åíèå D = 17=10äîâîëüíî áëèçêî ê çíà÷åíèþ D = 1:71, îáû÷íî ïîëó�÷àåìîìó â ðåçóëüòàòå ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî�âàíèÿ.Â ìåòîäå Õàñòèíãñà è Ëåâèòîâà �ðàêòàëüíàÿðàçìåðíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïî çàâèñèìîñòè îò êîëè�÷åñòâà ÷àñòèö ïåðâîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ëîðà�íà �óíêöèè ãåíåðàöèè êëàñòåðà [4℄. Ïîçäíåå Äàâèäî�âè÷ è Ïðîêà÷÷èà ïðåäëîæèëè ìîäè�èöèðîâàííûéìåòîä ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ �ðàêòàëüíîé ðàçìåð�íîñòè êëàñòåðà [6℄ (ïîäðîáíåå ñì. íèæå). Èìè áûëîñäåëàíî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî �ðàêòàëüíàÿ ðàç�ìåðíîñòü ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñ âûñîêîé òî÷íî�ñòüþ óæå íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ðîñòà, â òî âðåìÿ êàêîáû÷íî òðåáóåòñÿ àíàëèç êëàñòåðîâ ãèãàíòñêèõ ðàç�ìåðîâ1). Îñíîâíàÿ öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè ñîñòîèò âïðîâåðêå ýòîãî î÷åíü ñèëüíîãî óòâåðæäåíèÿ.Ñòàòüÿ ïîñòðîåíà 
ëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçä. 2îïèñûâàåòñÿ ìîäåëü Õàñòèíãñà�Ëåâèòîâà [4℄. Âðàçä. 3 ïðèâåäåí ïðåäëîæåííûé â [6℄ ìåòîä îïðå�äåëåíèÿ �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè è îïèñàíàåãî ðåàëèçàöèÿ, èñïîëüçîâàííàÿ íàìè. Äåòàëèâû÷èñëåíèé è ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â ðàçä. 4,1) Íàïðèìåð, â ðàáîòå [7℄ èçó÷àëèñü äâóìåðíûå êëàñòåðûèç 108 ÷àñòèö.

ãäå îáñóæäàþòñÿ ñàìîóñðåäíåíèå âû÷èñëÿåìîé ïîìåòîäèêå Äàâèäîâè÷à�Ïðîêà÷÷èà �ðàêòàëüíîéðàçìåðíîñòè íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ðîñòà è èçìåíåíèååå âåëè÷èíû â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ÷àñòèö äëÿíåêîòîðîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Â ðàçä. 5ïðèâåäåíû íåêîòîðûå âûâîäû, ïîëó÷åííûå íàîñíîâàíèè ïðîâåäåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.2. ÌÎÄÅËÜ ÕÀÑÒÈÍ�ÑÀ�ËÅÂÈÒÎÂÀÏóñòü u(z) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íàõîæäå�íèÿ ÷àñòèöû â òî÷êå z. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåìóðàâíåíèÿ Ëàïëàñà �u = 0 (1)ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìèu = 0 (2)íà ïîâåðõíîñòè êëàñòåðà èu = 12� ln(jzj) (3)íà îêðóæíîñòè áîëüøîãî ðàäèóñà (jzj ! 1).Âûðàæåíèå (1) îïèñûâàåò äè��óçèþ áåç èñòî÷�íèêîâ. Óñëîâèå (2) ãîâîðèò î òîì, ÷òî ÷àñòèöà, äî�ñòèãøàÿ ïîâåðõíîñòè, ïðèëèïàåò ê íåé è óæå áî�ëåå íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé (÷òî è îáåñïå÷èâàåò ðîñòêëàñòåðà â ìîäåëè DLA), à óñëîâèå (3) � î òîì, ÷òî÷àñòèöû äè��óíäèðóþò ñ áåñêîíå÷íîñòè ðàâíîâåðî�ÿòíî ñ ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ.Âåðîÿòíîñòü ðîñòà DLA-êëàñòåðà â íåêîòîðîéòî÷êå åãî ãðàíèöû îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü òî�ãî, ÷òî ÷àñòèöà êîñíåòñÿ ýëåìåíòà dl ãðàíèöû, ñîäåð�æàùåãî ýòó òî÷êó:dP (z) / jrujdl(ýòà âåðîÿòíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà ïîòîêó íà ãðàíè�öå).Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòüðîñòà êëàñòåðà êàê dP / jruj�dl (4)ñ ïðîèçâîëüíûì çíà÷åíèåì ñòåïåíè �. Çíà÷åíèå� = 1 ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè DLA, êîòîðàÿ ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ìîäåëè äèýëåêòðè÷å�ñêîãî ïðîáîÿ [8℄ DBM (Diele
tri
 Breakdown Model).Ìîäåëü DBM ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ, âêîòîðîé âåðîÿòíîñòü ðîñòà (ò. å. âåðîÿòíîñòü ïðîáîÿèçîëÿòîðà) ïðîïîðöèîíàëüíà íåêîòîðîé ñòåïåíè �ïîëÿ (ãðàäèåíòà ïîòåíöèàëà) ó ïîâåðõíîñòè.165
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Fn�1 Fn�1��n, �n Fn

zn = Fn�1(f�n, �n (z))
�n

�n
f�n, �nà á

�èñ. 1. Äåéñòâèå îòîáðàæåíèé ��n;�n , f�n;�n ,Fn�1; FnÇàäà÷à (1)�(3) ìîæåò áûòü ñìîäåëèðîâàíà ñ ïî�ìîùüþ ïðîöåññà èòåðàöèè êîí�îðìíûõ îòîáðàæå�íèé âíåøíîñòè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè íà âíåø�íîñòü ðàñòóùåãî êëàñòåðà [4℄. Íà êàæäîì øàãó ïðè�ìåíÿåòñÿ êîìïîçèöèÿ äâóõ îòîáðàæåíèé. Ôóíêöèÿ��;�(z) = ei���(e�i�z) (5)îòîáðàæàåò âíåøíîñòü îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðà�äèóñà âî âíåøíîñòü îêðóæíîñòè ñ Æ-îáðàçíûì âûðî�ñòîì ðàçìåðà 2p�+O(�3=2); �� 1;â òî÷êå z = ei�, ÷òî ìû èçîáðàçèëè ñõåìàòè÷åñêè íàðèñ. 1a. Â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå [4℄ �óíêöèÿ ��(z)áûëà âûáðàíà â âèäå��(z) = 1 + �2z (z + 1)�� z + 1 +rz2 + 1� 2z 1� �1 + � !� 1: (6)Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèåf�;�(z) = z1�a�a�;�(z)îòîáðàæàåò âíåøíîñòü îêðóæíîñòè âî âíåøíîñòüîêðóæíîñòè ñ âûðîñòîì íåêîòîðîé �îðìû. Ôîðìàâûðîñòà âîêðóã òî÷êè îêðóæíîñòè z = ei� îïðåäå�ëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì a. Ïðè a = 2=3 âûðîñò èìååòîäèíàêîâûé ðàçìåð (4=3)p� â ëþáîì íàïðàâëåíèèè åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íàëèïøóþ êðóã�ëóþ ÷àñòèöó. Íà n-ì øàãå èòåðàöèé ðåçóëüòèðóþ�ùàÿ �óíêöèÿ Fn�1(z), ÿâëÿþùàÿñÿ ñóïåðïîçèöèåén � 1 îòîáðàæåíèé f äëÿ ïðåäûäóùèõ øàãîâ, îòîá�ðàæàåò îêðóæíîñòü â êëàñòåð, ñîñòîÿùèé èç n � 1

÷àñòèö, à îêðóæíîñòü ñ âûðîñòîì � â êëàñòåð èç n÷àñòèö (ñì. ðèñ. 1á).Òàêèì îáðàçîì, êëàñòåð èç n ÷àñòèö ïîëó÷àåò�ñÿ èç åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþn îòîáðàæåíèéFn(z) = Fn�1(f�n;�n(z));ãäå íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ F0(z) = z. Ïðè ýòîì �nîïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Fn�1ïëîùàäü n-ãî âûðîñòà ïðîïîðöèîíàëüíà �0jruj��1,à âåðîÿòíîñòü ðîñòà íà ýëåìåíòå ïîâåðõíîñòè êëàñ�òåðà ïðîïîðöèîíàëüíà jruj (ãäå �0 � ïàðàìåòð,îïðåäåëÿþùèé íà÷àëüíûé ðàçìåð ÷àñòèö). Òàê êàêïðè êîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ëèíåéíûå ðàçìå�ðû â òî÷êå z èçìåíÿþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî (F 0(z))�1(øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ), òî�n = �0(F 0n�1(z)jz=Fn�1(ei�n ))1+� : (7)Ïðîïîðöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè ðîñ-òà (4) ó÷èòûâàåòñÿ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùåå èçìåíå�íèå ðàçìåðà ÷àñòèöû (7): åñëè âíà÷àëå ïëîùàäü îáú�åêòà, êîòîðûé ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ âûðîñòîâ, ïðî�ïîðöèîíàëüíà �ndl0, ãäå dl0 � ýëåìåíò äëèíû íà�÷àëüíîãî çàðîäûøà (ò. å. îêðóæíîñòè), òî ïîñëå ïðå�îáðàçîâàíèÿ Fn�1 ïëîùàäü áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíà�n(F 0n�1)2dl0:Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïëîùàäü ïðîïîðöèîíàëüíà ýëå�ìåíòó äëèíû ïîâåðõíîñòè êîíå÷íîãî êëàñòåðà dl èâåðîÿòíîñòè ðîñòà, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîïîð�öèîíàëüíà ñòåïåíè ãðàäèåíòà ïîëÿ íà åãî ïîâåðõíî�ñòè. Ïîýòîìó ïëîùàäü îáúåêòà äîëæíà áûòü�0jruj�dl / �0jF 0n�1j��+1dl0:Ïðèðàâíèâàÿ îáà âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîùàäè, ïîëó÷à�åì (7).Â ðàáîòå [4℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî �n ðàâíîìåðíîðàñïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå [0; 2�℄. Äåéñòâèòåëüíî,äëÿ âåðîÿòíîñòè ðîñòà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî,÷òî ìíîæèòåëü jruj��1 ó÷èòûâàåòñÿ ðàçìåðîì íî�âîé ÷àñòèöû, èìååìdP / jrujdl / jruj dl0jruj / dl0 / d�:Õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ðàçìåð êëàñòåðà îïðå�äåëÿåòñÿ êàê êîý��èöèåíò F (1)n ïðè z â ðàçëîæå�íèè Fn(z). Ïîñêîëüêó u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì166



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 1 (7), 2002 Î ðàííèõ ñòàäèÿõ ãåíåðàöèè äâóìåðíûõ ñòðóêòóð : : :ýëåêòðîñòàòèêè ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì íà êëàñòå�ðå, ìîæíî ââåñòè ý��åêòèâíóþ îêðóæíîñòü, êîòî�ðàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ñ òî÷êè çðåíèÿ ýëåêòðîñòàòè�êè âûãëÿäåëà áû òàê æå, êàê è êëàñòåð. Èñõîäíîïîòåíöèàë èìååò ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó:u / ln jzj:Ôóíêöèÿ f�;� ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ëîðàíàf�;�(z) = (1 + �)az +Xk60 akzkè èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè àñèìïòîòèêóf1(z) = (1 + �)az:Ñòåïåíè, áîëüøèå 1, â ðàçëîæåíèè îòñóòñòâóþò, ïî�ñêîëüêó f�;� èñõîäíî âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî�áû íå çàòðàãèâàòü óäàëåííûõ îáëàñòåé íè÷åì, êðîìåìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Àñèìïòîòèêà êîíå÷íî�ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååò âèäF1(z) = F (1)n z;ãäå F (1)n = nYk=1(1 + �k)a: (8)Ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ïîòåíöèàë íà áåñêîíå÷�íîñòè èìååò âèä u / ln� jzjF (1)n � ;÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîòåíöèàëó îêðóæíîñòè ðàäèóñàF (1)n . Ïîýòîìó çà ëèíåéíûé ðàçìåð êëàñòåðà ñ ÷èñ�ëîì ÷àñòèö n ïðèíèìàåòñÿ âåëè÷èíà F (1)n .Èç èçëîæåííîãî âûøå ìîæíî ñäåëàòü âûâîäî ÷àñòè÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìîäåëåé DLA è Õà�ñòèíãñà�Ëåâèòîâà ïðè � = 1. Êðîìå òîãî, â ðàáî�òå [4℄ ïðèâåäåíû êëàñòåðû, ïîñòðîåííûå äëÿ ðàçëè÷�íûõ çíà÷åíèé �, âèä êîòîðûõ (äëÿ � = 1) èìååò ñõîä�ñòâî ñ âèäîì êëàñòåðîâ DLA. Òåì íå ìåíåå ñòðîãîåäîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ äâóõ ìîäåëåéïîêà îòñóòñòâóåò.3. ÌÅÒÎÄ ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß Ô�ÀÊÒÀËÜÍÎÉ�ÀÇÌÅ�ÍÎÑÒÈ, Ï�ÅÄËÎÆÅÍÍÛÉÄÀÂÈÄÎÂÈ×ÅÌ È Ï�ÎÊÀ××ÈÀÎäíîé èç îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê �ðàêòàëü�íûõ îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ èõ �ðàêòàëüíàÿ ðàçìåð�íîñòü. Ìîäåëü Õàñòèíãñà�Ëåâèòîâà ïðåäîñòàâëÿåò

óíèêàëüíóþ âîçìîæíîñòü èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõñòðóêòóð è íàõîæäåíèÿ èõ ðàçìåðíîñòåé, â ÷àñòíî�ñòè äëÿ ìîäåëåé DLA è DBM, â ðàìêàõ åäèíîîáðàç�íîãî ïîäõîäà.Ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü ìîæíî íàéòè [5℄ ïîàñèìïòîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ çàâèñèìîñòè ëèíåéíî�ãî ðàçìåðà êëàñòåðà F (1)n (�0) îò ÷èñëà ÷àñòèö nïðè �èêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ �0; � è a. Ïðè áîëü�øèõ n ëèíåéíûé ðàçìåð èíòåðïîëèðóåòñÿ ñòåïåííîé�óíêöèåé n1=D, îòêóäà è íàõîäèòñÿ �ðàêòàëüíàÿðàçìåðíîñòü D.Çíà÷åíèå �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè DLA-ñòðóê-òóð äî ñèõ ïîð íå óäàëîñü ïîëó÷èòü íèêàêèìèìåòîäàìè ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ ëó÷øå, ÷åì� 0:01. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì êîëè�÷åñòâà ÷àñòèö âåëè÷èíà D ñõîäèòñÿ î÷åíü ìåäëåí�íî ïðè ïðèìåíåíèè ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ âû÷èñëå�íèÿ �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè (ñì., íàïðèìåð, ñáîð�íèê [9℄).Â ðàáîòå [6℄ àâòîðû óòâåðæäàþò, ÷òî èì óäàëîñüíàéòè ïðîöåäóðó îïðåäåëåíèÿ D, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿäîñòàòî÷íî áûñòðî, è ÷òî ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî ïî�ëó÷èòü ãîðàçäî áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû. À èìåííî,çàâèñèìîñòü F (1)n (�0) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âè�äå óíèâåðñàëüíîé �óíêöèè F (1)� (x) óæå äëÿ ìàëûõx� 1, ãäå x =p�0n1=D; (9)ïðè÷åì F (1)n (�0) ñõîäèòñÿ ê F (1)� (x) óæå ïðè n � n0,çäåñü n0 = 32 �p�0 (10)îïðåäåëÿåò äëÿ äàííîãî �0 ÷èñëî ÷àñòèö, ñ ïîìîùüþêîòîðîãî ìîæíî ïîêðûòü çàðîäûø îäíèì ñëîåì. Òî�ãäà, íàõîäÿ çíà÷åíèÿ n, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó èòîìó æå çíà÷åíèþ ëèíåéíîãî ðàçìåðà êëàñòåðà F (1)(ò. å. îäíîìó è òîìó æå x) äëÿ ðàçëè÷íûõ �0,F (1)n (�0) = F (1)n0 (s�0);ïîëó÷àåì �ðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòüD(n;�0) = 2(lnn� lnn0)ln s ; (11)ãäå n � íîìåð øàãà èòåðàöèè (÷èñëî ÷àñòèö êëàñòå�ðà), ñîîòâåòñòâóþùèé ïàðàìåòðó ðàçìåðà ÷àñòèö �0,à n0 � íîìåð øàãà èòåðàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèé äðó�ãîìó ïàðàìåòðó ðàçìåðà ÷àñòèö s�0, ïðè êîòîðûõäîñòèãàåòñÿ îäíî è òî æå çíà÷åíèå ëèíåéíîãî ðàçìå�ðà êëàñòåðà. Ïîñêîëüêó n è n0 ìîãóò áûòü äîñòàòî÷�íî ìàëû, â ñëó÷àå âåðíîñòè ýòîãî ìåòîäà ïîÿâëÿåòñÿ167



Ò. À. �îñòóíîâ, Ë. Í. Ùóð ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 1 (7), 2002âîçìîæíîñòü ëåãêî íàáèðàòü ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷è�ìîå êîëè÷åñòâî ðåàëèçàöèé è, óñðåäíÿÿ D(n;�0) ïîáîëüøîìó ÷èñëó ðåàëèçàöèé, ïîëó÷àòü ðåçóëüòàòûñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè�0. Ïðè ýòîì, ïî óòâåðæäåíèþ àâòîðîâ ðàáîòû [6℄,ïðè óìåíüøåíèè �0 îæèäàåòñÿ áûñòðàÿ ñõîäèìîñòüçíà÷åíèÿ �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè óæå ïðè ìàëîì÷èñëå îòîáðàæåíèé n � n0.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èññëåäóåì èìåííî ýòóñõåìó âû÷èñëåíèÿ �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè.4. �ÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈß4.1. Ïðîöåññ ìîäåëèðîâàíèÿ�îñò êëàñòåðîâ ìîäåëèðîâàëñÿ ñëåäóþùèì îáðà�çîì.1. Âûáèðàëèñü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïëîùàäè ÷àñ�òèö �0, ïàðàìåòðà �îðìû ÷àñòèö a = 2=3, ñîîòâåò�ñòâóþùèå êðóãëîé ÷àñòèöå, è ñòåïåíè ãðàäèåíòà ïî�òåíöèàëà � = 1 äëÿ ìîäåëè DLA è � = 2:5 äëÿ ìî�äåëè DBM.2. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çàðîäûøà íà êîìïëåêñ�íîé ïëîñêîñòè âûáèðàëàñü îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãîðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.3. Íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ îòîáðàæåíèÿ âûáèðàëàñüâ âèäå, ïåðåâîäÿùåì íà÷àëüíóþ îêðóæíîñòü ñàìóâ ñåáÿ: F0(z) = z. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ëèíåéíîãîêîý��èöèåíòà ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ëîðàíà �óíêöèèF0(z) ïîëàãàëîñü ðàâíûì F (1)0 = 1. Íà÷àëüíûé íî�ìåð øàãà n = 1.4. Íà n-ì øàãå áåðåòñÿ ïñåâäîñëó÷àéíîå ÷èñëî�n èç ïðîìåæóòêà [0; 2�℄, îïðåäåëÿþùåå ïîëîæåíèåíîâîé ÷àñòèöû, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà íà ïî�âåðõíîñòè êëàñòåðà zn = Fn�1(ei�n) (ñì. ðèñ. 1á).5. Â ýòîé òî÷êå âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðå�îáðàçîâàíèÿ F 0n�1(z)jz=zn , îïðåäåëÿþùàÿ ëèíåéíîåðàñòÿæåíèå îêðåñòíîñòè òî÷êè îòíîñèòåëüíî ååîêðåñòíîñòè íà íà÷àëüíîì çàðîäûøå.6. Ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé íàõîäèòñÿ ñîîòâåò�ñòâóþùåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà �n, îïðåäåëÿåìîãî�îðìóëîé (7), õàðàêòåðèçóþùåå ðàçìåð n-é ÷àñòè�öû.7. Ïî çíà÷åíèþ �n íàõîäèì íîâóþ �óíêöèþ îòîá�ðàæåíèÿ Fn(z) = Fn�1(f�n;�n(z)) åäèíè÷íîé îêðóæ�íîñòè íà êëàñòåð èç n ÷àñòèö (ñì. ðèñ. 1á), à òàêæåñîîòâåòñòâóþùåå íîâîå çíà÷åíèå ðàçìåðà êëàñòåðàF (1)n = F (1)n�1(1 + �n)a.Äàëåå ìîäåëèðîâàíèå ñâîäèòñÿ ê ïîâòîðåíèþïóíêòîâ 4�7 ñ óâåëè÷åíèåì n íà 1. Òàêèì îáðàçîì,ìû íàõîäèì çàâèñèìîñòü ëèíåéíîãî êîý��èöèåíòàðàçëîæåíèÿ F (1)n (�0) îò n. Îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ

−6

−4

−2

0.30.20 0.1 n/n0

ln(D(n) − D0)

D0 = 1.75
D0 = 1.76
D0 = 1.77

�èñ. 2. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ðåëàêñàöèÿ D(n; �0) ïðèìàëûõ n � 0:35n0 ; �0 = 10�5ìû íàçûâàåì îäíîé ðåàëèçàöèåé. Ïðè îäèíàêîâûõíà÷àëüíûõ ïàðàìåòðàõ èç ï. 1 ðåàëèçàöèè îòëè÷à�þòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî ðàçëè÷íûìè íàáîðàìèñëó÷àéíûõ ÷èñåë �n. Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è èõ äèñïåð�ñèè âû÷èñëÿþòñÿ ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé.4.2. Ïîâåäåíèå D ïðè ìàëûõ n < n0Ïîäõîä Äàâèäîâè÷à�Ïðîêà÷÷èà [6℄ îñíîâàííà óòâåðæäåíèè, ÷òî �ðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòüD(n;�0) áûñòðî óáûâàåò êàê �óíêöèÿ íîìåðàèòåðàöèè n, ñõîäÿñü ê íåêîòîðîìó ñòàöèîíàðíîìóçíà÷åíèþ D0, êîòîðîå ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿïðè n & n0. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû â ïåðâóþî÷åðåäü èññëåäîâàëè ïîâåäåíèå �ðàêòàëüíîé ðàç�ìåðíîñòè D(n;�0) íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ðîñòà (n < n0).Áûëî ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå ïðè � = 1 (ìîäåëüDLA) ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ a = 2=3, �0 = 10�5äëÿ 9000 ðåàëèçàöèé â èíòåðâàëå n 2 [0;n0=3℄.Äëÿ êàæäîé èç îñíîâíûõ ðåàëèçàöèé ðîñòà êëàñ�òåðà ìîäåëèðîâàëàñü äîïîëíèòåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ñâäâîå áîëüøèì (s = 2 â âûðàæåíèè (11)) íà÷àëü�íûì çíà÷åíèåì �0 = 2 � 10�5 è ïî íåé îïðåäåëÿëñÿñîîòâåòñòâóþùèé íîìåð èòåðàöèè n0, ïðè êîòîðîìçíà÷åíèÿ �óíêöèé F (1)n (�0) è F (1)n0 (2�0) ñîâïàäàëè.Ïóòåì óñðåäíåíèÿ ïî ýòèì ðåàëèçàöèÿì ïîëó÷åíûçíà÷åíèÿ D êàê �óíêöèè n â óêàçàííîì âûøå èí�òåðâàëå: äëÿ êàæäîé ïàðû ðåàëèçàöèé ïî �îðìó�ëå (11) âû÷èñëÿëàñü çàâèñèìîñòü D(n;�0), êîòîðàÿïîñëå ýòîãî óñðåäíÿëàñü ïî ðåàëèçàöèÿì.Íà ðèñ. 2 ïîñòðîåíû çàâèñèìîñòèln(D(n;�0) � D0) îò áåçðàçìåðíîãî îòíîøåíèÿn=n0 äëÿ òðåõ çíà÷åíèé D0 = 1:75, 1:76 è 1:77 �168



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 1 (7), 2002 Î ðàííèõ ñòàäèÿõ ãåíåðàöèè äâóìåðíûõ ñòðóêòóð : : :âîçìîæíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ çíà÷åíèé D(n;�0)ïðè áîëüøèõ n. ×åì áëèæå D0 ê àñèìïòîòè÷åñêîìóçíà÷åíèþ, òåì ìåíüøå çàâèñèìîñòü ln(D(n;�0)�D0)îòëè÷àåòñÿ îò ëèíåéíîé. Âèäíî, ÷òî ïðè çíà÷åíèÿõD0 = 1:75 è 1:77 êðèâûå îòêëîíÿþòñÿ îò ïðÿìîëè�íåéíîé çàâèñèìîñòè ñîîòâåòñòâåííî ââåðõ è âíèç,ïîýòîìó ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå D0 = 1:76 ìîæíîïðèíÿòü êàê çíà÷åíèå �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòèÄàâèäîâè÷à�Ïðîêà÷÷èà ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà�0 = 10�5.4.3. �àñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé DÄëÿ êîððåêòíîãî óñðåäíåíèÿ ïîëó÷åííûõ çíà÷å�íèé D íåîáõîäèìî çíàòü èõ ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðå�äåëåíèå.Âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèéDïðîâîäèëèñü äëÿ � = 1 è 2:5. Ïðè âñåõ ðåàëèçàöè�ÿõ áûëî âûáðàíî �0 = 10�5. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ� ïðîâîäèëîñü 10 ñåðèé ðåàëèçàöèé, ïîñëå ÷åãî ðå�çóëüòàòû óñðåäíÿëèñü ïî ýòèì ñåðèÿì ñ âû÷èñëåíè�åì ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ.Êàæäàÿ ñåðèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñòðîåíèåãèñòîãðàììû ïî 11700 òî÷êàì, ïîëó÷åííûì èç 900ðåàëèçàöèé (èç êàæäîé ðåàëèçàöèè áðàëîñü 13 çíà�÷åíèé D íà ðàçíûõ ñòàäèÿõ ðîñòà êëàñòåðà ïðè íåêî�òîðûõ n èç èíòåðâàëà [n0; 4n0℄). Øàã ãèñòîãðàììûÆD = 0:05 äëÿ � = 1:0 è ÆD = 0:1 äëÿ � = 2:5.�åçóëüòàòû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3à, á. Âèäíî, ÷òî ðàñ�ïðåäåëåíèÿ áëèçêè ê ãàóññîâó.Îáîçíà÷èìD óñðåäíåííîå çíà÷åíèå âñåõD(n;�0)äëÿ n > n0 ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ � è �0.Äëÿ � = 1 çíà÷åíèå D = 1:76, à äëÿ � = 2:5D = 1:55. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñîâïà�äàþò ñ ïîëîæåíèåì ìàêñèìóìà ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðå�äåëàõ ïîãðåøíîñòè, ÷òî ãîâîðèò î ñèììåòðèè ðàñ�ïðåäåëåíèÿ. Òàê, äëÿ � = 1 ïîëîæåíèå ìàêñèìó�ìà ðàñïðåäåëåíèÿ Dmax = 1:761 � 0:001, à ñðåäíååçíà÷åíèå D = 1:762 � 0:004. Äëÿ � = 2:5 ñîîòâåò�ñòâóþùèå âåëè÷èíû ðàâíû Dmax = 1:538 � 0:002 èD = 1:538 � 0:008. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå � = 1(ò. å. â ñëó÷àå DLA-êëàñòåðà) ïîëó÷åííîå íàìè ïîìåòîäó Äàâèäîâè÷à�Ïðîêà÷÷èà çíà÷åíèå D = 1:76íå ñîâïàäàåò ñ ¾êëàññè÷åñêèì¿ çíà÷åíèåì D = 1:71(ïîäðîáíåå ýòî îáñóæäàåòñÿ â ðàçä. 4.5).4.4. Ñàìîóñðåäíåíèå DÂ ñèñòåìàõ ñ �àçîâûì ïåðåõîäîì âòîðîãî ðîäàâ îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè êîððåëÿöèîííàÿäëèíà ìîæåò ñòàíîâèòüñÿ î÷åíü áîëüøîé è ïðåâîñõî�äèòü êîíå÷íûé ðàçìåð ñèñòåìû ïðè ïðèáëèæåíèè ê
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D�èñ. 3. �àñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé �ðàêòàëüíîé ðàç-ìåðíîñòè D äëÿ � = 1 (à) è 2:5 (á). Ñïëîøíûåêðèâûå ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâûìè èíòåðïîëÿöèÿìè ðàñ-ïðåäåëåíèéêðèòè÷åñêîé òî÷êå. Ïðè ýòîì ïðè íàëè÷èè áåñïîðÿä�êà â ñèñòåìå äëÿ ðÿäà âåëè÷èí ìîæåò íàáëþäàòüñÿîòñóòñòâèå ñàìîóñðåäíåíèÿ. Òàêîå ïîâåäåíèå ìîæíîîæèäàòü, íàïðèìåð, äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèèâ ñïèíîâûõ ðåøåòî÷íûõ ìîäåëÿõ ñ âìîðîæåííûìèïðèìåñÿìè [10℄.Ñàìîóñðåäíåíèå âåëè÷èíû � îïðåäåëÿåòñÿ ïîâå�äåíèåì åå îòíîñèòåëüíîé �ëóêòóàöèèR� = h�2i � h�i2h�i2â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðíîãî ëèíåéíîãî ðàçìåðàñèñòåìû L.Â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå L ! 1 ýòà âåëè�÷èíà îáû÷íî óáûâàåò îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî îáú�åìó ñèñòåìû: R� / 1=Ld;169



Ò. À. �îñòóíîâ, Ë. Í. Ùóð ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 1 (7), 2002ãäå d � ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû. Åñëè æå óáûâàíèåR�ïðîèñõîäèò ìåäëåííåå, ò. å.R� / 1=L
 ; 
 < d;òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà � ðàññìàòðèâàåìîé ñèñ-òåìû óñðåäíÿåòñÿ ñëàáî. Â ñëó÷àå, åñëè ñ óâåëè÷å�íèåì îáúåìà ñèñòåìû Ld çíà÷åíèå R� ñòðåìèòñÿ êîòëè÷íîé îò íóëÿ êîíñòàíòå, ãîâîðÿò îá îòñóòñòâèèóñðåäíåíèÿ âåëè÷èíû � â ñèñòåìå.Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êëàñòåðîâ â ìîäåëè DLA ÿâëÿ�åòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì, õîòÿ ïîëíóþ àíàëîãèþ ñ âìîðî�æåííûìè ïðèìåñÿìè â òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìåïðîâåñòè íåâîçìîæíî. Òåì íå ìåíåå ìîæíî îæèäàòü,÷òî ïîëíîå ñàìîóñðåäíåíèå â ìîäåëè DLA áóäåò îò�ñóòñòâîâàòü.Â íàøåé ñèñòåìå ëèíåéíûé ðàçìåð çàäàåòñÿ ðà�äèóñîì êëàñòåðà F (1). Âìåñòî íåãî ìîæíî ìåíÿòüðàçìåð ÷àñòèö �0, îñòàâëÿÿ ïðè ýòîì F (1) ïîñòîÿí�íûì, ò. å. îïðåäåëèòü ñòåïåíü 
 â âûðàæåíèè äëÿçàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé �ëóêòóàöèè ðàçìåðíî�ñòè D: RD / �
=20 / n�
=D: (12)Òàêèì îáðàçîì, â ìîäåëè Õàñòèíãñà�Ëåâèòîâà çà�âèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé �ëóêòóàöèè �ðàêòàëüíîéðàçìåðíîñòè îò íà÷àëüíîãî ðàçìåðà âûðîñòà ñîäåð�æèò èí�îðìàöèþ î ñòåïåíè åå ñàìîóñðåäíåíèÿ.Äëÿ èçó÷åíèÿ ñàìîóñðåäíåíèÿ âåëè÷èíû D â íà�øåé ñèñòåìå ïðîâîäèëèñü ñåðèè ìîäåëèðîâàíèé ïðèçíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà�0 = (0:5; 1:0; 1:5; 2:0; 3:0; 5:0; 8:0) � 10�5äëÿ � = 1 è�0 = (0:3; 0:5; 1:0; 1:5; 3:0; 4:0; 5:0) � 10�5äëÿ � = 2:5. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ �0 ïðîâîäèëîñüäåâÿòü ñåðèé ïî 100 ðåàëèçàöèé. Èç êàæäîé ðåàëè�çàöèè áðàëîñü 14 òî÷åê äëÿ îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèéF (1) âïëîòü äî çíà÷åíèÿ F (1) = 1:1. Ïîëó÷åííûå çíà�÷åíèÿ RD çàòåì óñðåäíÿëèñü ïî äåâÿòè ñåðèÿì.Çàâèñèìîñòè RD(�) è èõ àïïðîêñèìàöèè ïðèâå�äåíû íà ðèñ. 4à, á â äâàæäû ëîãàðè�ìè÷åñêîì ìàñ�øòàáå. Ïóòåì èõ ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ìîæíîïîëó÷èòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ 
 â âûðàæåíèè (12):
 = 1:268� 0:034 äëÿ � = 1 è 
 = 0:510� 0:036 äëÿ� = 2:5.Äëÿ îáåèõ ìîäåëåé âåëè÷èíà D ñëàáî ñàìîóñðåä�íÿåòñÿ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè
=D â âûðàæåíèè (12) äëÿ ïðèâåäåííûõ âûøå çíà�÷åíèé 
 (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî D = 1:71 ïðè � = 1, à
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ïðè � = 2:5 çíà÷åíèå D çàìåòíî áîëüøå åäèíèöû),îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå åäèíèöû. Òàê, äëÿ 
 = 1 ïîêàçà�òåëü ýêñïîíåíòû 
=D = 0:74. Ñëåäîâàòåëüíî, RD ñðîñòîì n óáûâàåò ìåäëåííåå, ÷åì îáðàòíûé ¾îáúåìêëàñòåðà¿ 1=n (òîãäà êàê â ñèñòåìàõ ñ íîðìàëüíûìñàìîóñðåäíåíèåì ýòè âåëè÷èíû óáûâàëè áû îäèíà�êîâî).Åñëè ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïîâåäåíèå�ëóêòóàöèé �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè, âû÷èñ�ëÿåìîé òðàäèöèîííûì ñïîñîáîì [4, 7, 13℄ (ò. å.âû÷èñëÿåìûå ïî çàâèñèìîñòè F (1) / n1=D), àíà�ëîãè÷íî ïîâåäåíèþ �ëóêòóàöèé �ðàêòàëüíîéðàçìåðíîñòè Äàâèäîâè÷à�Ïðîêà÷÷èà (11), òî íàøðåçóëüòàò òàêæå îáúÿñíÿåò ìåäëåííóþ ñõîäèìîñòü�ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðàñèñòåìû.170
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0 1 2 n/n0�èñ. 5. Çàâèñèìîñòü D(n; �0) äëÿ n . 3n0 äëÿ ìî-äåëåé ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè �0: 4 � 10�5 (1 ),10�5 (2 ), 2:5�10�6 (3 ), 10�6 (4 ), 10�7 (5 ), 10�8 (6 ),10�9 (7 )4.5. Ïîâåäåíèå D ïðè áîëüøîì ÷èñëåîòîáðàæåíèéÑîãëàñíî ìåòîäó, ïðåäëîæåííîìó Äàâèäîâè÷åìè Ïðîêà÷÷èà [6℄, ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà îòîá�ðàæåíèé n íàéäåííûå çíà÷åíèÿ �ðàêòàëüíîé ðàç�ìåðíîñòè D(n;�0) íå çàâèñÿò íè îò n, íè îò �0, ÷òîïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ñóùåñòâîâàíèè åäèíîé �óíê�öèè F (1)� (x). Íà ýòîì ïðåäïîëîæåíèè îñíîâàí èõ ìå�òîä íàõîæäåíèÿ �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè.Äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ýòîãî ïðåäïîëîæå�íèÿ ìû ïðîâåëè ïðÿìîå ÷èñëåííîå îïðåäåëåíèå çà�âèñèìîñòè �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè D êàê �óíê�öèè ÷èñëà îòîáðàæåíèé n è ðàçìåðà âûðîñòà �0 ïðèn > n0.Çàâèñèìîñòü D(n;�0) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé�0 èññëåäîâàëàñü â ñëó÷àå ìîäåëè DLA (� = 1) ïðèn . 3n0. Ìû èñïîëüçîâàëè ìåòîäèêó, îïèñàííóþ âðàçä. 4.2. Çàâèñèìîñòè óñðåäíåííîé ïî ðåàëèçàöèÿì�ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè D(n;�0) äëÿ ðàçëè÷íûõçíà÷åíèé �0 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5. Ïîãðåøíîñòè âåç�äå (êðîìå îêðåñòíîñòåé òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ)ìíîãî ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êðèâûìè.Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî, âî-ïåðâûõ, çíà÷åíèÿD(n;�0) íå ñòðåìÿòñÿ ê ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå ïî ìå�ðå óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà îòîáðàæåíèé n è, âî-âòîðûõ,èìååòñÿ ñèëüíàÿ çàâèñèìîñòü �ðàêòàëüíîé ðàçìåð�íîñòè D(n;�0) îò �0 ïðè áîëüøèõ n. Çíà÷åíèÿ �0,ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ n0, êîëè÷åñòâî ðåàëèçà�öèé N è ìàêñèìàëüíûå ÷èñëà nmax îòîáðàæåíèé,äî êîòîðûõ ïðîâîäèëèñü âû÷èñëåíèÿ, ïðèâåäåíûâ òàáëèöå. Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå òàáëèöû ïðèâåäå�

Çíà÷åíèÿ n0, nmax, N , D äëÿ ðàçëè÷íûõ �0�0 n0 nmax=n0 N D4 � 10�5 745 2:62 3200 1:76910�5 1490 1:95 3600 1:7652:5 � 10�6 2980 1:98 560 1:76610�6 4712 2:68 210 1:75410�7 14901 2:10 64 1:72410�8 47123 2:55 20 1:70410�9 149018 2:69 7 1:723íû çíà÷åíèÿ �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè D, ïîëó÷åí�íûå óñðåäíåíèåì D(n;�0) ïî èíòåðâàëó çíà÷åíèén 2 [1:0 : 2:5℄. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííûåçíà÷åíèÿ D èçìåíÿþòñÿ îò 1.77 ïðè � = 10�5 äî1.70 ïðè � = 10�8, ò. å. ðàçëè÷àþòñÿ óæå âî âòîðîìçíàêå ïîñëå çàïÿòîé.Ïîâåäåíèå D(n;�0) ïðè �0 = 10�9 îòëè÷àåòñÿîò ïîâåäåíèÿ �óíêöèè äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé �0.Ýòîò �àêò ìîæíî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè êîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿâ âûðàæåíèè (6) ñèëüíî íåîäíîðîäíà íà ðàçìåðàõïîðÿäêà p�0, ïîýòîìó ïðè ðîñòå ÷àñòèöû âáëèçèóæå ñóùåñòâóþùåé ÷àñòèöû ïîñëåäíÿÿ áóäåò ñóùå�ñòâåííî èñêàæàòü ðàçìåð è �îðìó ïðèñîåäèíÿåìîé÷àñòèöû. Ýòà ïðîáëåìà è âîçìîæíîñòè åå ïðåîäî�ëåíèÿ ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ â ðàáîòå Ñòåïàíîâàè Ëåâèòîâà [13℄. Ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå ÷àñòèöýòîò ý��åêò áóäåò äîñòàòî÷íî çàìåòíûì, ïîñêîëü�êó ïðè óìåíüøåíèè �0 (è óâåëè÷åíèè n) óâåëè÷èâà�åòñÿ âåðîÿòíîñòü îáðàçîâàíèÿ â îäíîì ìåñòå áîëü�øîãî êîëè÷åñòâà ÷àñòèö. Ýòà æå îñîáåííîñòü ñòàâèòïîä âîïðîñ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ðåçóëü�òàòîâ áåç äîïîëíèòåëüíîãî êîíòðîëÿ çà ðîñòîì ÷àñ�òèö, à òàêæå òî÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìîäåëåé DLA èÕàñòèíãñà�Ëåâèòîâà (ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ñì. âðàáîòå [13℄).Ïðè íåáîëüøîé òîëùèíå ñëîÿ íàëèïøèõ ÷àñòèöè ìàëîì ïî ñðàâíåíèþ ñ íà÷àëüíûì ðàäèóñîì ðàç�ìåðå ÷àñòèö p�0 íàøà çàäà÷à áëèçêà ê çàäà÷å ðîñòàïëîñêîãî ñëîÿ [12℄. Òîãäà ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ðàçìå�ðà ÷àñòèö ìîæíî îæèäàòü, ÷òî çíà÷åíèå �ðàêòàëü�íîé ðàçìåðíîñòè, ïîëó÷åííîå ïî ìåòîäó Äàâèäîâè�÷à�Ïðîêà÷÷èà, áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê èçâåñòíîìó çíà�÷åíèþ ðàçìåðíîñòè ñòðóêòóðû ïðè ðîñòå ïëîñêîãîñëîÿ, ïðèìåðíî ðàâíîìó 1.66�1.68 (ñì. ðàáîòó [12℄ èññûëêè â íåé). Åñëè îòëîæèòü çíà÷åíèÿ D èç òàáëè�öû â çàâèñèìîñòè îò (�1= ln�0), òî ÷åòûðå èç íèõ(ïðè �0 = 2:5 � 10�6, 10�6, 10�7 è 10�8) ëîæàòñÿ171
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ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 1 (7), 2002 Î ðàííèõ ñòàäèÿõ ãåíåðàöèè äâóìåðíûõ ñòðóêòóð : : :íà ïðÿìóþ è ëèíåéíàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ äàåò çíà÷å�íèå D = 1:6(1). Êîíå÷íî, ýòà ýêñòðàïîëÿöèÿ âåñüìàïðèáëèçèòåëüíà, òåì íå ìåíåå îíà ÿâëÿåòñÿ àðãóìåí�òîì â ïîëüçó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ñ ïîìîùüþìåòîäà Äàâèäîâè÷à�Ïðîêà÷÷èà ìîæíî ãðóáî âû÷èñ�ëèòü �ðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü äðóãîé çàäà÷è � çà�äà÷è ðîñòà ïëîñêîãî ñëîÿ.Äëÿ äàëüíåéøåé ïðîâåðêè óòâåðæäåíèé Äàâèäî�âè÷à è Ïðîêà÷÷èà, ìû ïîñòðîèëè àíàëîãè ïîëó÷åí�íûõ â [6℄ çàâèñèìîñòåé �óíêöèè F (1)(x;�)�1 îò ¾èí�âàðèàíòíîé¿ ïåðåìåííîé x = p�0n1=D. Ñîâïàäåíèåýòèõ êðèâûõ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ �0 ñâèäåòåëü�ñòâîâàëî áû î ñóùåñòâîâàíèè óíèâåðñàëüíîé �óíê�öèè F (1)� (x).Ýòè çàâèñèìîñòè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6à, á äëÿ ðàç�ëè÷íûõ �0 è äëÿ äâóõ çíà÷åíèé �ðàêòàëüíîé ðàç�ìåðíîñòè D = 1:70 è 1.752). Íàìè áûëè âûáðàíûèìåííî òàêèå çíà÷åíèÿ �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè,ïîñêîëüêó âåëè÷èíà D = 1:70, áëèçêàÿ ê îáùåïðè�íÿòîìó çíà÷åíèþ ðàçìåðíîñòè â ìîäåëè DLA, áûëàâûáðàíà àâòîðàìè [6℄ ïðè ïîñòðîåíèè àíàëîãè÷íûõðèñóíêîâ, à äëÿ âåëè÷èíû D = 1:75 ïîëó÷àåòñÿ íàè�áîëåå ïëîòíîå ðàñïîëîæåíèå êðèâûõ, ñîîòâåòñòâóþ�ùèõ ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì �0.Àíàëèçèðóÿ ðèñóíêè, ìîæíî îòìåòèòü ñëåäóþ�ùåå.1. Ïîñêîëüêó ïðè D = 1:75 êðèâûå, ñîîòâåòñòâó�þùèå ðàçëè÷íûì �0, ðàñïîëàãàþòñÿ ïëîòíåå, ÷åì âñëó÷àå D = 1:70 (ðàññìàòðèâàåìîì â ðàáîòå [6℄), áî�ëåå ñïðàâåäëèâûì áûëî áû óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâî�âàíèè åäèíîé �óíêöèè F (1)� (x) ïðè D = 1:75.2. Ïðè íåäîñòàòî÷íî êðóïíîì ìàñøòàáå (òàêîì,êàêîé áûë âûáðàí íà ðèñ. 3�5 â [6℄) ìîæåò ïîêà�çàòüñÿ, ÷òî âñå F (1)(x;�) ñëèâàþòñÿ â îäíó �óíêöèþF (1)� (x), êàê ïðè D = 1:75, òàê è ïðè D = 1:70.3. Äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé �0 �óíêöèèF (1)(x;�) áëèçêè, íî âñå æå îíè íå ñëèâàþòñÿ.Êðîìå òîãî, õàðàêòåð èõ ïîâåäåíèÿ òàêîâ, ÷òîîíè íå áóäóò ñëèâàòüñÿ íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè D.(Ïðè D = 1:75 ñóùåñòâóþò êàê ó÷àñòêè ãðà�èêà,íà êîòîðûõ êðèâûå ñëèâàþòñÿ, òàê è ó÷àñòêè, íàêîòîðûõ îíè íå ñëèâàþòñÿ. Åñëè æå âçÿòü äðóãîåçíà÷åíèå D, òî íà ñëèâàþùèõñÿ ïðè D = 1:75 ó÷àñò�êàõ êðèâûå ðàçîéäóòñÿ.) Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíîé�óíêöèè F (1)� (x), ñêîðåå âñåãî, íå ñóùåñòâóåò.Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âû�âîä: ïðåäëîæåííûé â [6℄ ïîäõîä íå èìååò, ïî âñåé âè�äèìîñòè, äîñòàòî÷íîãî îáîñíîâàíèÿ è âðÿä ëè ìîæåò2) Ýòè çàâèñèìîñòè àíàëîãè÷íû ðèñ. 3�5 èç [6℄, îòëè÷èåñîñòîèò òîëüêî â òîì, ÷òî íàìè èñïîëüçîâàí áîëåå êðóïíûéìàñøòàá ðèñóíêîâ.

ñëóæèòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ âûñîêîé òî÷íî�ñòè. 5. ÂÛÂÎÄÛÒàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííîå â ðàáîòå ìîäåëèðî�âàíèå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.1. �àñïðåäåëåíèå D ïî ðàçëè÷íûì ðåàëèçàöèÿìêëàñòåðîâ áëèçêî ê ãàóññîâó. Âåëè÷èíà D óñðåäíÿ�åòñÿ ñëàáî, ÷òî ìîæåò îáúÿñíÿòü ìåäëåííóþ ñõîäè�ìîñòü ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèÿ �ðàêòàëüíîé ðàçìåð�íîñòè òðàäèöèîííûì ñïîñîáîì.2. D(n;�0) äåéñòâèòåëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî áû�ñòðî ðåëàêñèðóåò ê íåêîòîðîìó çíà÷åíèþ (ðåëàêñà�öèÿ ïðîèñõîäèò íà ðàçìåðàõ ïîðÿäêà n0=2), ïîýòîìóêëàñòåð, ðàññìàòðèâàåìûé íà ðàçìåðàõ ïîðÿäêà n0,ìîæíî ñ÷èòàòü ñòàöèîíàðíûì.3. Èññëåäîâàííîå íàìè ïîâåäåíèå �óíêöèèD(n;�0) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà,ïðåäëîæåííîãî â [6℄, íåëüçÿ ïîëó÷èòü ñêîëü óãîäíîòî÷íûõ çíà÷åíèé �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ïðè�0 ! 0. Ïî-âèäèìîìó, â ýòîì ïðåäåëå ðàçìåðíîñòüñòðåìèòñÿ ê ðàçìåðíîñòè çàäà÷è ðîñòà ïëîñêîãîñëîÿ. Òàêèì îáðàçîì, ýòî ñîâñåì èíàÿ çàäà÷à,êîòîðàÿ òðåáóåò îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.Àâòîðû áëàãîäàðíû Ë. Ñ. Ëåâèòîâó è Ì. �. Ñòå�ïàíîâó çà êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ. �àáîòà ÷àñòè÷íîïîääåðæàíà ãðàíòîì �ÔÔÈ 99-02-18412. Ë. Í. Ù.áëàãîäàðèò çà ïîääåðæêó òàêæå �îíä Êàðèïëîè Centro-Volta�Landau Network (Èòàëèÿ) è ïðî�ãðàììó ñîòðóäíè÷åñòâà Ýêîëü Íîðìàëü Ñóïåðèîð(Ïàðèæ) è Èíñòèòóòà òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè èì.Ë. Ä. Ëàíäàó. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. T. C. Halsey, B. Duplantier, and K. Honda, Phys. Rev.Lett. 78, 1719 (1997).2. T. A. Witten and L. M. Sanders, Phys. Rev. Lett. 47,1400 (1981).3. T. C. Halsey, Physi
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