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Ê �ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈÊÅ ÄÂÓÌÅ�ÍÎÉ ÒÓ�ÁÓËÅÍÒÍÎÑÒÈ:ÑÂßÇÜ ÀÂÒÎÌÎÄÅËÜÍÛÕ ÈÍÒÅ�ÂÀËÎÂ ÑÏÅÊÒ�ÀÑ ÀÍÎÌÀËÈÅÉ Ò�ÅÒÜÈÕ ÌÎÌÅÍÒÎÂÀ. Ë. Öåñêèñ *Èíñòèòóò âûñîêèõ òåìïåðàòóð �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê127412, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 16 ìàÿ 2001 ã.Îáñóæäàþòñÿ àâòîìîäåëüíûå ñïåêòðû äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè è èõ ñâÿçü ñ çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ è�îðìîé �óíêöèè, õàðàêòåðèçóþùåé ïåðåíîñ ýíåðãèè â ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ âåêòîðîâ. Ïîêàçàíî, êàêâèä ýòîé �óíêöèè âëèÿåò íà íàïðàâëåíèå ïîòîêîâ ýíåðãèè è ýíñòðî�èè â k-ïðîñòðàíñòâå. Ïðåäïîëîæåíèÿî ñâÿçè ýòèõ ïîòîêîâ ñ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè (�àêòè÷åñêè àíàëîãè÷íûåãèïîòåçàì Êîëìîãîðîâà äëÿ òðåõìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ, äåìîíñòðè-ðóþùèå àíîìàëüíîå ïîâåäåíèå òðåòüèõ ìîìåíòîâ äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè, îáíàðóæåííîå â íåäàâíèõýêñïåðèìåíòàõ.PACS: 47.27.Ak, 47.27.Gs1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÄâóìåðíàÿ òóðáóëåíòíîñòü ïðåäñòàâëÿåò îäèí èçíåìíîãî÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ �èçè÷åñêèõ çàäà÷, ðå�øåíèå êîòîðûõ íå óïðîùàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì ðàç�ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Íàëè÷èå ¾ëèøíèõ¿ (ïî îò�íîøåíèþ ê òðåõìåðíîìó ñëó÷àþ) çàêîíîâ ñîõðàíå�íèÿ ïîçâîëÿåò äîêàçàòü â äâóìåðíîé ãèäðîäèíàìèêåíåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåí�íîñòü ðåøåíèé êàê äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, òàê è äëÿóðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà [1�3℄, íî íå äàåò âîçìîæíî�ñòè ñêîíñòðóèðîâàòü ðåøåíèå, ïðèãîäíîå äëÿ îïè�ñàíèÿ òóðáóëåíòíîñòè. Ïîýòîìó äëÿ òàêîãî îïèñà�íèÿ, àíàëîãè÷íî òðåõìåðíîé ñèòóàöèè, ïðèõîäèòñÿîáðàùàòüñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ñîîòíîøåíèÿì ñòà�òèñòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè � óðàâíåíèþ Êàðìà�íà�Õîâàðòà (è åãî ñïåêòðàëüíîìó àíàëîãó). Ïîñëåä�íèå, îäíàêî, èìåþò îäèí è òîò æå âèä äëÿ äâóìåðíî�ãî è òðåõìåðíîãî ñëó÷àåâ, ðàçëè÷àÿñü ñîîòâåòñòâåí�íî ëèøü çíà÷åíèåì îäíîãî âõîäÿùåãî â íèõ öåëî÷èñ�ëåííîãî ïàðàìåòðà (ñì. [4℄), è ñîäåðæàò îäèíàêîâîå÷èñëî íåèçâåñòíûõ �óíêöèé. Îäèíàêîâûìè â óêà�çàííîì ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ è ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîì�ïîíåíòàìè êîððåëÿöèîííûõ òåíçîðîâ â äâóìåðíîì èòðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ � è, ñëåäîâàòåëüíî, äâóìåðíàÿ*E-mail: tseskis�yandex.ru

çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòîé, ÷åì òðåõìåðíàÿ.Áîëåå òîãî, íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíîãî êâàäðàòè÷íî�ãî èíòåãðàëà äâèæåíèÿ çàòðóäíÿåò ïðÿìîå ïðèìå�íåíèå èçâåñòíûõ ãèïîòåç óíèâåðñàëüíîñòè, âûïîëíÿ�þùèõñÿ â òðåõìåðíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìè�êå, â ñèëó ÷åãî íåî÷åâèäíûì îêàçûâàåòñÿ, íàïðèìåð,óñòàíîâëåíèå ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ êîððåëÿ�öèîííûõ è ñòðóêòóðíûõ �óíêöèé, àíàëîãè÷íûõ èìå�þùèì ìåñòî â òðåõìåðíîé ñèòóàöèè [5; 6℄.×òî êàñàåòñÿ âîçìîæíîñòåé ýêñïåðèìåíòàëüíî�ãî èçó÷åíèÿ äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè, òî îíè òî�æå ÿâëÿþòñÿ âåñüìà îãðàíè÷åííûìè, ÷òî îáóñëîâëå�íî íåîáõîäèìîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ âíåøíèõ âîçäåé�ñòâèé ñ öåëüþ îáåñïå÷èòü äâóìåðíóþ ñòðóêòóðó òóð�áóëåíòíîãî äâèæåíèÿ. Ê òàêîâûì îòíîñÿòñÿ âíåø�íåå îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå (ïðè ýòîì æèäêîñòüäîëæíà áûòü ïðîâîäÿùåé) èëè âðàùåíèå ñèñòåìûêàê öåëîãî ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ (ñì. îá�ñóæäåíèå ýòèõ âîïðîñîâ â [7℄). Ïðè ýòîì îêàçûâàåò�ñÿ âåñüìà çàòðóäíèòåëüíûì äîñòèãíóòü òàêèõ çíà÷å�íèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ (íàïðèìåð, ìàã�íèòíîãî ïîëÿ), êîòîðûå îáåñïå÷èâàëè áû ñ äîñòà�òî÷íîé òî÷íîñòüþ äâóìåðíîñòü äâèæåíèÿ ïðè áîëü�øèõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà. Íîâûå âîçìîæíîñòè ýêñïå�ðèìåíòàëüíîãî íàáëþäåíèÿ äâóìåðíîé òóðáóëåíòíî�ñòè áûëè óêàçàíû â ðàáîòå [8℄ � îíè ñâÿçàíû ñ ãå�4 ÆÝÒÔ, âûï. 1 (7) 49



À. Ë. Öåñêèñ ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 1 (7), 2002íåðàöèåé òóðáóëåíòíîñòè â òîíêîé ïëåíêå ìûëüíî�ãî ðàñòâîðà ïóòåì åå ïðîïóñêàíèÿ ÷åðåç (äâóìåð�íóþ) ðåøåòêó; ïðè ýòîì äâóìåðíîñòü äâèæåíèÿ îáåñ�ïå÷èâàåòñÿ ìàëîñòüþ îòíîøåíèÿ òîëùèíû ïëåíêèê õàðàêòåðíûì ìàñøòàáàì òóðáóëåíòíîñòè. Îäíà�êî è â òàêîãî ðîäà ýêñïåðèìåíòàõ â ñèëó òåõíè÷å�ñêèõ ïðè÷èí ïîêà íå óäàåòñÿ äîñòèãíóòü áîëüøèõçíà÷åíèé ÷èñëà �åéíîëüäñà. Íàêîíåö, îñîáåííî â ïî�ñëåäíåå âðåìÿ, ìíîæåñòâî ðàáîò ïîñâÿùàåòñÿ ïðÿ�ìîìó ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ äâóìåðíîé òóðáó�ëåíòíîñòè. Â ýòèõ ðàáîòàõ â ñèëó îãðàíè÷åííûõ âîç�ìîæíîñòåé âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ òàêæå íå óäà�åòñÿ âûéòè çà ïðåäåëû ÷èñåë �åéíîëüäñà ïîðÿäêà103 [9; 10℄.Íåñìîòðÿ íà óêàçàííûå òðóäíîñòè, ê íàñòîÿùå�ìó âðåìåíè óäàëîñü óñòàíîâèòü îñíîâíûå êà÷åñòâåí�íûå îòëè÷èÿ äâóìåðíîãî òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿîò òðåõìåðíîãî è ïîíÿòü èõ ïðè÷èíó. Â ïåðâóþ î÷å�ðåäü ýòè îòëè÷èÿ ñâîäÿòñÿ ê òîìó, ÷òî ïðè äâóìåð�íîì òóðáóëåíòíîì äâèæåíèè âîçìîæíîé îêàçûâàåò�ñÿ ïåðåäà÷à ýíåðãèè îò êîìïîíåíò ñ áîëüøèìè âîë�íîâûìè ÷èñëàìè ê êîìïîíåíòàì ñ ìåíüøèìè âîëíî�âûìè ÷èñëàìè, ò. å. ïåðåíîñ ýíåðãèè îò ìåëêîìàñ�øòàáíûõ ê êðóïíîìàñøòàáíûì äâèæåíèÿì. Òàêàÿâîçìîæíîñòü áûëà âïåðâûå óêàçàíà â ðàáîòå Îíñà�ãåðà [11℄ è òàì æå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî �èíàëüíàÿñòàäèÿ âûðîæäåíèÿ äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè ìî�æåò ñâîäèòüñÿ ê îáðàçîâàíèþ êîãåðåíòíîé âèõðåâîéñòðóêòóðû. Çàìåòèì, ÷òî â [11℄ òóðáóëåíòíîå äâèæå�íèå ðàññìàòðèâàëîñü êàê äâèæåíèå ñîâîêóïíîñòè òî�÷å÷íûõ âèõðåé (ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ïî�ëÿ âèõðÿ â âèäå íàáîðà äèñêðåòíûõ ñîñòàâëÿþùèõïîçâîëÿåò ïðèäàòü óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ ãàìèëüòî�íîâó �îðìó è äàëåå èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ñòàòèñòè�÷åñêîé ìåõàíèêè); ïîëó÷åííûå òàêèì ñïîñîáîì ðå�çóëüòàòû îòíîñÿòñÿ òàêæå è ê òàê íàçûâàåìîé ïëàç�ìå âåäóùåãî öåíòðà [12℄ è äâóìåðíûì çàäà÷àì, ñâÿ�çàííûì ñ äâèæåíèåì ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè [13℄.Âïîñëåäñòâèè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòûìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è ÷èñòî ãèäðîäèíàìè÷åñêèìïóòåì [4; 14℄, â ÷àñòíîñòè, îêàçàëîñü, ÷òî ñïåêòðäâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè, ñâîäÿùèéñÿ íà çàêëþ�÷èòåëüíîé ñòàäèè âûðîæäåíèÿ ê Æ-�óíêöèè, âûòå�êàåò íåïîñðåäñòâåííî èç íåêîòîðîãî àâòîìîäåëüíîãîðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êàðìàíà�Õîâàðòà (ñîîòâåòñòâó�þùèå ñâîéñòâà êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé äîïîëíè�òåëüíî îáñóæäàëèñü â [15℄). Îáðàçîâàíèå êîãåðåíò�íîé ñèñòåìû âèõðåé íà çàêëþ÷èòåëüíîé ñòàäèè âû�ðîæäåíèÿ äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè áûëî ïðîäå�ìîíñòðèðîâàíî òàêæå ýêñïåðèìåíòàëüíî [8℄ è ïóòåìïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [9℄.×òî êàñàåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ñòàäèé âûðîæäå�

íèÿ äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè, òî ïðèíÿòî ñ÷èòàòü,÷òî íàðÿäó ñ êîëìîãîðîâñêèì ñïåêòðîì (ïëîòíî�ñòüþ ýíåðãèè â ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ ÷èñåë k),E(k) / k�5=3, â äâóìåðíîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî òàê�æå ñïåêòð E / k�3, îáÿçàííûé ñâîèì ïðîèñõîæäå�íèåì ïîòîêó ñðåäíåãî êâàäðàòà âèõðÿ (ýíñòðî�èè) âk-ïðîñòðàíñòâå (íîâåéøèé ïîäðîáíûé îáçîð îòíîñÿ�ùèõñÿ ñþäà ðàáîò ñì. â [6℄). Èíîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿòàêæå è òàê íàçûâàåìûé êàíîíè÷åñêèé ñïåêòð (a èb � ïîñòîÿííûå): E(k) / ka+ bk2 ;êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîëó÷åí, íàïðèìåð, ïðåäñòàâ�ëåíèåì òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ â âèäå ñèñòåìû ãèä�ðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà [16℄ (äëÿ òàêèõ ñèñòåì ñïðà�âåäëèâà òåîðåìà Ëèóâèëëÿ) ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìå�íåíèåì ìåòîäîâ ñòàòèñòèêè. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òîòàêèå ñèñòåìû íå ìîãóò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàññìàòðè�âàòüñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîä�ñèñòåì, òàê ÷òî èíòåãðàëû äâèæåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿàääèòèâíûìè è ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ê íèì ìåòî�äîâ ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè íå âïîëíå êîððåêòíî,à â îòíîøåíèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòèîíî ïðèâîäèò ÷àñòî ê àáñóðäíûì ðåçóëüòàòàì [17℄.Áîëåå òîãî, ïî-âèäèìîìó, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òîâñÿêîå ìîäåëèðîâàíèå òóðáóëåíòíîñòè (ñâîäÿùååñÿ,êîíå÷íî, ê ìîäåëèðîâàíèþ ïåðåíîñà ýíåðãèè, ò. å.�àêòè÷åñêè íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ â óðàâíåíèÿõ ãèä�ðîäèíàìèêè) â äâóìåðíîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ åùå ìå�íåå îïðàâäàííûì, ÷åì â òðåõìåðíîì. Äåéñòâèòåëü�íî, â ñèëó îòñóòñòâèÿ ñãëàæèâàþùåãî âëèÿíèÿ âÿç�êîñòè ïðè äâóìåðíîì òóðáóëåíòíîì äâèæåíèè (ñì.äàëåå) íåëèíåéíûå ý��åêòû äîìèíèðóþò ïðè åãîýâîëþöèè � è ëþáîå èñêàæåíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõóðàâíåíèé â êîíöå êîíöîâ ñóùåñòâåííî ñêàçûâàåò�ñÿ íà ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòàõ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðàóïîìÿíåì èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [18℄, â êî�òîðîé ðåàëèçàöèÿ ãèïîòåçû Ìèëëèîíùèêîâà ïðèâå�ëà ê îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿì ïëîòíîñòè ýíåðãèèâ íåêîòîðîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå âîëíîâûõ ÷èñåë.�àçóìååòñÿ, òàêîãî ðîäà �èçè÷åñêè áåññìûñëåííûåðåçóëüòàòû ïðèõîäèòñÿ óñòðàíÿòü äîáàâëåíèåì ê ñî�îòâåòñòâóþùèì ìîäåëÿì íîâûõ ýìïèðè÷åñêèõ êîí�ñòàíò è �óíêöèé, ÷òî âûâîäèò èõ äàëåêî çà ïðå�äåëû èñõîäíûõ òî÷íûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïûò èçó÷åíèÿ îáû÷íîé (òðåõ�ìåðíîé) òóðáóëåíòíîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå îòíî�ñÿùèåñÿ ê íåé ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ÷èñòîãèäðîäèíàìè÷åñêèì ïóòåì ïðè äîïîëíèòåëüíîì èñ�ïîëüçîâàíèè ëèøü ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè è ïî�äîáèÿ, ÷òî, êîíå÷íî, ïîòðåáîâàëî ïîäðîáíîãî ýêñïå�50



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 1 (7), 2002 Ê ãèäðîäèíàìèêå äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè : : :ðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ òóðáóëåíòíîãî äâèæå�íèÿ. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíîé ðå�àëèçàöèÿ ïîäîáíîãî ïîäõîäà è â äâóìåðíîì ñëó÷àå,õîòÿ êàêèå-ëèáî ïîäðîáíûå îïûòíûå äàííûå (ñîïî�ñòàâèìûå ñ òàêîâûìè äëÿ òðåõìåðíîé òóðáóëåíòíî�ñòè) ïîêà îòñóòñòâóþò. Äàëåå â ýòîé ðàáîòå îáñóæäà�åòñÿ âîïðîñ î òîì, êàêèì îáðàçîì àâòîìîäåëüíûåñïåêòðû äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè ñâÿçàíû ñ çàêî�íàìè ñîõðàíåíèÿ, ïðèâîäÿòñÿ ñîîáðàæåíèÿ îòíîñè�òåëüíî íàïðàâëåíèÿ ïîòîêîâ ýíåðãèè è ýíñòðî�èèâ k-ïðîñòðàíñòâå. Âûïèñûâàþòñÿ òî÷íûå ñîîòíîøå�íèÿ äëÿ òðåòüèõ ìîìåíòîâ è óêàçûâàåòñÿ ñâÿçü ìåæ�äó íèìè è ïàðàìåòðàìè, îòíîñÿùèìèñÿ ê èíòåðâà�ëàì àâòîìîäåëüíîñòè. �åçóëüòàòû ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñïîëó÷åííûìè â ïîñëåäíåå âðåìÿ ýêñïåðèìåíòàëüíû�ìè äàííûìè.2. ÀÂÒÎÌÎÄÅËÜÍÛÅ ÑÏÅÊÒ�ÛÄÂÓÌÅ�ÍÎÉ ÒÓ�ÁÓËÅÍÒÍÎÑÒÈÎñíîâîé îïèñàíèÿ èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòèÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Êàðìàíà�Õîâàðòà � òî÷íîåñëåäñòâèå óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà � èëè ýêâèâà�ëåíòíîå åìó óðàâíåíèå äëÿ ñïåêòðà ýíåðãèè�E(k; t)�t = T (k; t)� 2�k2E(k; t); (1)ãäå E � ñïåêòð ýíåðãèè, R E(k; t)dk = hv2i=2 (ïëîò�íîñòü æèäêîñòè ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé åäèíèöå, óãëî�âûå ñêîáêè îòâå÷àþò ñòàòèñòè÷åñêîìó óñðåäíåíèþ),T (k; t) � �óíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ïîòîê ýíåðãèèâ k-ïðîñòðàíñòâå è ñâÿçàííàÿ ñ íåëèíåéíûìè ÷ëåíà�ìè â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ, � � âÿçêîñòü. Óðàâíå�íèå (1) ñïðàâåäëèâî êàê â òðåõìåðíîì, òàê è äâó�ìåðíîì ñëó÷àÿõ, à âñå ðàçëè÷èå ìåæäó äâóõ- è òðåõ�ìåðíîé çàäà÷åé â óêàçàííîé �îðìóëèðîâêå ñâîäèòñÿê òîìó, ÷òî â äîáàâëåíèå ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåð�ãèè, âûðàæàåìîìó â âèäå1Z0 T (k; t)dk = 0; (2)â äâóìåðíîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî (ïðè ðàâíîé íó�ëþ âÿçêîñòè) çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíñòðî�èè (ñðåäíåãîêâàäðàòà âèõðÿ): 1Z0 k2T (k; t)dk = 0 (3)(ìû çäåñü èñïîëüçóåì îáùåïðèíÿòóþ òåðìèíîëî�ãèþ, íà ñàìîì æå äåëå ñîîòíîøåíèÿ (2) è (3) (â

äâóìåðíîì ñëó÷àå) èìåþò ìåñòî íåçàâèñèìî îò âå�ëè÷èíû âÿçêîñòè; ïðè � = 0 îíè âûðàæàþò ñîîòâåò�ñòâóþùèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ). Èç (2) î÷åâèäíî, ÷òîT (k; t) êàê �óíêöèÿ îò k íå ìîæåò èìåòü îäèí è òîòæå çíàê ïðè âñåõ k; â òðåõìåðíîì ñëó÷àå îíà óñòðî�åíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: èìååòñÿ íåêîòîðîå �, òàêîå÷òî T (k; t) � 0 ïðè k � � è T (k) > 0 ïðè k > �, ïðèýòîì î÷åâèäíî, ÷òî 1Z0 k2T dk > 0: (4)Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íûìïðåäñòàâëåíèÿì î ïåðåäà÷å ýíåðãèè îò êðóïíî�ìàñøòàáíûõ ê ìåëêîìàñøòàáíûì êîìïîíåíòàì,õîòÿ åãî äîêàçàòåëüñòâî èëè ñòðîãîå îïðåäåëåíèåóñëîâèé, ïðè êîòîðûõ îíî âûïîëíÿåòñÿ, äî ñèõ ïîðíåèçâåñòíî è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòîëü æå ñëîæíóþçàäà÷ó, êàê è èíòåãðèðîâàíèå èñõîäíûõ óðàâíåíèéãèäðîäèíàìèêè (ðàññóæäåíèÿ íà ýòó òåìó, îñíî�âàííûå íà ïðåäñòàâëåíèÿõ î ðàñòÿæåíèè âèõðåâûõòðóáîê [19℄, ðàçóìååòñÿ, íå ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè).Èìåííî òàêàÿ �îðìà T (k) ïîäòâåðæäàåòñÿ âñåìèèçâåñòíûìè îïûòíûìè äàííûìè, êàñàþùèìèñÿ êàêëàáîðàòîðíîé òóðáóëåíòíîñòè (òå÷åíèÿ â òðóáàõ èêàíàëàõ, âûðîæäåíèå òóðáóëåíòíîñòè çà ðåøåòêîéè ò. ä.), òàê è òóðáóëåíòíûõ äâèæåíèé â àòìîñ�åðåè îêåàíå.Ïåðåõîäÿ òåïåðü ê äâóìåðíîìó ñëó÷àþ, ëåãêîâèäåòü, ÷òî óñëîâèå (3) èñêëþ÷àåò ïîäîáíóþ �îð�ìó ñïåêòðà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òîT (k) ìåíÿåò çíàê â íåêîòîðîé òî÷êå �, òî â ñèëó òå�îðåìû î ñðåäíåì èìååì�Z0 T dk + 1Z� T dk = 0;p2 �Z0 T dk + q2 1Z� T dk = 0; (5)ãäå p < � è q > �. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (5) ïðè îò�ëè÷íûõ îò íóëÿ çíà÷åíèÿõ èíòåãðàëîâ íåñîâìåñòíà,òàêàÿ �îðìà ñïåêòðà íåâîçìîæíà è �óíêöèÿ T (k)ìåíÿåò çíàê áîëåå ÷åì îäèí ðàç. Òàêèì îáðàçîì, âýòîì ñëó÷àå ïðîñòåéøèé âûáîð ñîîòâåòñòâóåò äâó�êðàòíîìó èçìåíåíèþ çíàêà �óíêöèè T (k); ñõåìàòè�÷åñêèé âèä åå ïðèâåäåí íà ðèñóíêå. Ëåãêî âèäåòü,÷òî óñëîâèÿì (2) è (3) óäîâëåòâîðÿåò òàêæå �óíê�öèÿ, ñèììåòðè÷íàÿ èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå îòíî�ñèòåëüíî îñè k, ò. å. �T (k). Êàê è â òðåõìåðíîì ñëó�÷àå, òåîðåòè÷åñêèé âûáîð ìåæäó T (k) è �T (k) íå51 4*
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kÑõåìàòè÷åñêèé âèä �óíêöèè T (k)ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì � îí ìîæåò áûòü ðåàëè�çîâàí òîëüêî ïðè àíàëèçå îïûòíûõ äàííûõ.Äàëåå, ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ ãèäðîäè�íàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ � ! 0 ïåðåõîäÿò â ðåøåíèÿñ � = 0 [2℄, ìîæíî äëÿ ïðîñòîòû îïóñòèòü ïîñëåäíèé÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (1). Èíòåãðàëû"(z) = zZ0 T dk; "!(z) = zZ0 k2T dk; (6)êàê ëåãêî âèäåòü, äàþò èçìåíåíèå ñîîòâåòñòâåííîýíåðãèè è ýíñòðî�èè â åäèíèöó âðåìåíè â èíòåð�âàëå [0; z℄ â k-ïðîñòðàíñòâå. Â îáëàñòÿõ I è II, âû�äåëåííûõ íà ðèñóíêå, ýòè èíòåãðàëû íå çàâèñÿò îòz, è, òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷àñòêîâñïåêòðà E(k) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ãèïîòåçà àâ�òîìîäåëüíîñòè (çàìåòèì, ÷òî íàëè÷èå òàêèõ ãîðè�çîíòàëüíûõ ó÷àñòêîâ, âäîëü êîòîðûõ T (k) = 0, âî�îáùå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì êîëìîãîðîâ�ñêîé àâòîìîäåëüíîñòè [6℄). Ñîãëàñíî ýòîé ãèïîòåçåñïåêòð E(k) îïðåäåëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé îäíîé èç âå�ëè÷èí (6) è âîëíîâîãî ÷èñëà k, èìåþùåé íóæíóþðàçìåðíîñòü, ïðè÷åì âûáîð " èëè "! çàâèñèò îò òî�ãî, êàêàÿ èç ýòèõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùåé.Â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ïîäõîäà [20℄, ïðè êîòîðîì äå�ëàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîòîãî, íà êàêîì êîíöå èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà ñóùå�ñòâåí òîò èëè äðóãîé ïàðàìåòð, çäåñü òàêîé âûáîðáóäåò îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî. Âåëè÷èíû " è "!, èìå�þùèå ðàçíûå ðàçìåðíîñòè, íåëüçÿ, ðàçóìååòñÿ, ñðàâ�íèâàòü íåïîñðåäñòâåííî. �àññìîòðèì ïîýòîìó áåç�ðàçìåðíîå îòíîøåíèå' = j"!j�2=j"j; (7)ãäå � � ìàñøòàá òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ (îïðå�äåëÿåìûé ïîâåäåíèåì êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé íàìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ):

�2 = 1Z0 E dk1Z0 k2E dk ;ïðè÷åì èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1) ñ � = 0 è ñîîò�íîøåíèé (2), (3) âèäíî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà íå çàâèñèòîò âðåìåíè. Òåïåðü èç (7) î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ' � 1äîìèíèðóþùåå âëèÿíèå íà ñïåêòð îêàçûâàåò âåëè�÷èíà ", à ïðè '� 1 � âåëè÷èíà "!. Èç ñàìîãî âèäà�óíêöèè T (k) ñëåäóåò, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî (çà ñ÷åòíàëè÷èÿ ìíîæèòåëÿ k2 â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæå�íèè äëÿ "!) '� 1 â îáëàñòè I;'� 1 â îáëàñòè II:Ñîñòàâëÿÿ, êàê è îáû÷íî, áåçðàçìåðíûå êîìáèíà�öèè, ñîäåðæàùèå k è, ñîîòâåòñòâåííî, " è "!, èìååìE(k) / j"j2=3k�5=3 â îáëàñòè I;E(k) / j"!j2=3k�3 â îáëàñòè II: (8)Ïðè ýòîì ïîòîêè ýíåðãèè è ýíñòðî�èè èìåþò îäèíà�êîâîå íàïðàâëåíèå: äëÿ âûáðàííîãî íàìè âèäà T (k)îíè îáà ïîëîæèòåëüíû â îáëàñòè I (ýíåðãèÿ è ýíñòðî��èÿ ïåðåäàþòñÿ îò áîëüøèõ ìàñøòàáîâ ê ìàëûì) èîòðèöàòåëüíû â îáëàñòè II; ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêàÿêàðòèíà ñîîòâåòñòâóåò êîíöåíòðàöèè ýíåðãèè òóðáó�ëåíòíîãî äâèæåíèÿ â èíòåðâàëå, ëåæàùåì ìåæäó Iè II, è ðîñòó ïèêà E(k) â ýòîì èíòåðâàëå. �àçóìååò�ñÿ, èçìåíåíèå çíàêà T (k) ïðèâåëî áû ê ïðîòèâîïî�ëîæíîìó ðåçóëüòàòó � óâåëè÷èâàëàñü áû ýíåðãèÿ âîáëàñòÿõ ñëåâà îò I è ñïðàâà îò II. Â ñèëó òîãî, ÷òîïåðâàÿ èç íèõ îãðàíè÷åíà ñëåâà òî÷êîé k = 0, ýòîìîæåò ïðèâîäèòü ê îáðàçîâàíèþ ïèêà E(k) óæå âîêðåñòíîñòè k = 0, òàê ÷òî âûâîä îá îáðàçîâàíèè óç�êîãî ïèêà íà êðèâîé E(k), âîîáùå ãîâîðÿ, íå çàâèñèòîò òîãî, âîçüìåì ëè ìû �óíêöèþ T (k), èçîáðàæåí�íóþ íà ðèñóíêå, èëè ñèììåòðè÷íóþ åé îòíîñèòåëüíîîñè k.Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðåíåáðåæåíèå âÿç�êèì çàòóõàíèåì �àêòè÷åñêè äîëæíî âûðàæàòüñÿíåðàâåíñòâàìè2� Z k2E dk � j"j; 2� Z k4E dk � j"!j;êîòîðûå â ñèëó óêàçàííûõ âûøå ïðè÷èí ìîãóò âû�ïîëíÿòüñÿ â äâóìåðíîì ñëó÷àå, íî íèêîãäà íå âû�52



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 1 (7), 2002 Ê ãèäðîäèíàìèêå äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè : : :ïîëíÿþòñÿ â òðåõìåðíîì èç-çà òàê íàçûâàåìîé êàòà�ñòðî�û ýíñòðî�èè,lim�!0 � 1Z0 k2E dk 6= 0;ïîñëåäíåå äåëàåò äèññèïàöèþ ýíåðãèè åäèíñòâåííîéâåëè÷èíîé, îïðåäåëÿþùåé àâòîìîäåëüíîñòü èíåðöè�îííîãî ó÷àñòêà ñïåêòðà òðåõìåðíîé òóðáóëåíòíî�ñòè.Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà óêàæåì, ÷òî ïîëíîåýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ âäâóìåðíîì ñëó÷àå ñïåêòðîâ k�3 è k�5=3 îòñóòñòâó�åò. Óêàçàíèå íà âîçìîæíóþ èõ ðåàëèçàöèþ ìîæíîíàéòè â [21℄, ãäå èññëåäîâàëîñü äâóìåðíîå äâèæåíèå,èíèöèèðîâàííîå ìàãíèòíûì ïîëåì. Ïðÿìîå ÷èñëåí�íîå ìîäåëèðîâàíèå äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè, îñíî�âàííîå íà òî÷íûõ óðàâíåíèÿõ ãèäðîäèíàìèêè, òàê�æå íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ýòè ñïåêòðû, âî âñÿêîìñëó÷àå, îäíîâðåìåííî; ïî-âèäèìîìó, ïðè÷èíîé ýòî�ìó ÿâëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íîñòü çíà÷åíèé ÷èñåë �åé�íîëüäñà, ïðè êîòîðûõ âû÷èñëåíèÿ ìîãóò áûòü ðåàëè�çîâàíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óêàçàííûå ñïåêòðû ÷àñòîðåàëèçóþòñÿ (îäíîâðåìåííî) â ðàçëè÷íûõ ìîäåëü�íûõ âû÷èñëåíèÿõ, ïðè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå÷èñëà �åéíîëüäñà èìåþò ïîðÿäîê 107 è áîëåå (ñì.îáçîð ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàáîò â [6℄). Ìîæíî óòâåð�æäàòü, òàêèì îáðàçîì, ÷òî íàëè÷èå ó äâóìåðíîéòóðáóëåíòíîñòè îáñóæäàåìûõ àâòîìîäåëüíûõ ñïåê�òðîâ íóæäàåòñÿ åùå â ñåðüåçíîì ýêñïåðèìåíòàëüíîìïîäòâåðæäåíèè.3. ÀÍÎÌÀËÈÈ Ò�ÅÒÜÈÕ ÌÎÌÅÍÒÎÂÄÂÓÌÅ�ÍÎÉ ÒÓ�ÁÓËÅÍÒÍÎÑÒÈÊàê èçâåñòíî, äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå êîëìîãî�ðîâñêèõ ãèïîòåç î ëîêàëüíîé ñòðóêòóðå ïîçâîëÿåòâ òðåõìåðíîì ñëó÷àå ïîëó÷èòü, ïîìèìî ñïåêòðà, íåòîëüêî êà÷åñòâåííûå, íî è êîëè÷åñòâåííûå õàðàê�òåðèñòèêè âòîðûõ è òðåòüèõ ìîìåíòîâ ïîëÿ ñêîðî�ñòè [5; 6℄, âåñüìà óäîâëåòâîðèòåëüíî ñîãëàñóþùèåñÿñ îïûòíûìè äàííûìè. Ýòà âîçìîæíîñòü ñâÿçàíà ññóùåñòâîâàíèåì âåëè÷èíû (ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ äèñ�ñèïàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òóðáóëåíòíîãî äâè�æåíèÿ), îïðåäåëÿþùåé äèíàìèêó âûðîæäåíèÿ â öå�ëîì. Ôîðìàëüíî ýòî âûðàæàåòñÿ òåì îáñòîÿòåëü�ñòâîì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äëÿ ñòðóêòóð�íîé �óíêöèè ïîëÿ ñêîðîñòè DLL (äàëåå èñïîëüçîâà�íû îáû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ: êîððåëÿöèîííûå �óíêöèèBLL(r) = huL(x)uL(x+ r)i;BLL;L(r) = huL(x)uL(x)uL(x+ r)i;

uL � êîìïîíåíòà ñêîðîñòè âäîëü ïðÿìîé, ñîåäè�íÿþùåé òî÷êè x è x + r; ñòðóêòóðíûå �óíêöèèDLL(r) = 2[BLL(0)�BLL(r)℄, DLLL(r) = 6BLL;L(r))�èãóðèðóåò ðàçíîñòü âåëè÷èí �BLL=�t è(1=2)�DLL=�t, ïðè÷åì, ñîãëàñíî ãèïîòåçå Êîë�ìîãîðîâà, âòîðàÿ èç íèõ â èíåðöèîííîì èíòåðâàëåðàâíà íóëþ. Áîëåå òî÷íî, ñëåäóåò óòâåðæäàòü [5℄,÷òî 12 �����DLL(r; t)�t ����� �����BLL(0; t)�t ���� = 23 j"j: (9)Â äâóìåðíîì æå ñëó÷àå â ñèëó óêàçàííûõ âûøå ïðè�÷èí âåëè÷èíà äèññèïàöèè íå ìîæåò îïðåäåëÿòü äè�íàìèêó âûðîæäåíèÿ, è âîçìîæíîñòü ïðåíåáðå÷ü åþ(âìåñòå ñ âÿçêîñòüþ) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â ëåâîé÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ âñå ðàâíî îñòà�åòñÿ ïðîèçâîäíàÿ DLL ïî âðåìåíè. Â ýòîé ñèòóàöèè,ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñðàçó ðàññìàòðèâàòü óðàâíå�íèå äëÿ BLL, êîòîðîå èìååò âèä [7℄�BLL�t = � ��r + 3r�BLL;L: (10)Êàæäûé èç äâóõ ó÷àñòêîâ èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà(ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïåêòðàì k�5=3 è k�3) õàðàêòåðè�çóåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåëè÷èíàìè " è "!; êîìáèíè�ðóÿ èõ ñ ñàìîé âåëè÷èíîé r ñ öåëüþ ïîëó÷èòü òóæå ðàçìåðíîñòü, ÷òî è �BLL=�t, ïåðåõîäèì îò (10)ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì (C1, C2 � ïîëîæèòåëüíûåáåçðàçìåðíûå ïîñòîÿííûå):C1" = � ��r + 3r�BLL;L â îáëàñòè I;C2"!r2 = � ��r + 3r�BLL;L â îáëàñòè II: (11)Óìíîæàÿ (11) íà r3 è èíòåãðèðóÿ ñ ó÷åòîì óñëîâèÿBLL;L(0; t) = 0, ïîëó÷èìBLL;L = C14 "r â îáëàñòè I;BLL;L = C26 "!r3 â îáëàñòè II: (12)Òàêèì îáðàçîì, çàâèñèìîñòü BLL;L îò r (à ñ íåéè DLLL(r)) â îáëàñòè, îïðåäåëÿåìîé ïîòîêîì ýíåð�ãèè, ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîé, êàê ýòî èìååò ìåñòî èâ òðåõìåðíîì ñëó÷àå. Â èíòåðâàëå îáðàòíîãî ïîòî�êà ýíñòðî�èè ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàâèñèìîñòü îêàçû�âàåòñÿ êóáè÷åñêîé � ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â [22℄äðóãèì ìåòîäîì. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò òðåõìåðíîãîñëó÷àÿ, èç (12) ñëåäóåò, ÷òî èíòåðâàëàì I è II 
îîò�âåòñòâóþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè òðåòüåãî ìîìåí�òà (íàïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíû " è "! èìåþò ðàçíûå53



À. Ë. Öåñêèñ ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 1 (7), 2002çíàêè, êàê ñëåäóåò èç (2), (3)). Â ÷àñòíîñòè, ñîîò�íîøåíèÿ (12) ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ïðèíÿòîé íàìè�îðìû T (k) ïîëó÷àåòñÿ BLL;L < 0 â îáëàñòè I èBLL;L > 0 â îáëàñòè II. Ïîñêîëüêó áîëüøèì çíà÷åíè�ÿì âîëíîâîãî âåêòîðà ñîîòâåòñòâóþò ìåíüøèå çíà÷å�íèÿ r, �óíêöèÿ BLL;L äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîéâ íåêîòîðîì èíòåðâàëå è ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîéñïðàâà îò ýòîãî èíòåðâàëà, ïðè÷åì ïîëîæèòåëüíûåçíà÷åíèÿ BLL;L ñîîòâåòñòâóþò ñïåêòðó k�3, à îòðè�öàòåëüíûå � ñïåêòðó k�5=3. Òàêàÿ êàðòèíà ðåçêî îò�ëè÷àåòñÿ îò ïîâåäåíèÿ òðåòüåãî ìîìåíòà â òðåõìåð�íîì ñëó÷àå, ãäå îí ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì âî âñåìèíåðöèîííîì èíòåðâàëå.Îïèñàííàÿ âûøå àíîìàëèÿ äåéñòâèòåëüíî íà�áëþäàëàñü â íåäàâíèõ ýêñïåðèìåíòàõ [23℄ ñ òîíêîéæèäêîé ïëåíêîé, ïðîïóùåííîé ÷åðåç äâóìåðíóþ ðå�øåòêó. Ïðè ýòîì áîëüøèì ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíè�ÿì òðåòüåãî ìîìåíòà ñîîòâåòñòâóåò ñïåêòð, áëèçêèéê k�3. Îäíàêî â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ íå íàáëþäàë�ñÿ ó÷àñòîê ñïåêòðà k�5=3, ÷òî ñâÿçàíî, ïî-âèäèìîìó,êàê ñ íåäîñòàòî÷íîñòüþ çíà÷åíèé ÷èñëà �åéíîëüäñà(ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ñîòåí), òàê è ñ òåì, ÷òî íàè�áîëüøèå ìàñøòàáû äëèíû â èíòåðâàëå k�3 óæå áû�ëè ïîðÿäêà âíåøíåãî ìàñøòàáà òóðáóëåíòíîñòè.Ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû òåñíî ñâÿçàíû ñïðèíÿòûì ïðåäïîëîæåíèåì î õàðàêòåðå èçìåíåíèÿçíàêà �óíêöèè T (k). Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ñòîé æå öåëüþ �óíêöèþ � T (k), òàêæå óäîâëåòâîðÿ�þùóþ çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ (2), (3), ìû ïîëó÷èëè áû,âî âñÿêîì ñëó÷àå,BLL;L < 0 â èíòåðâàëå ñî ñïåêòðîìk�3. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñäåëàííûéâûáîð (à òàêæå èñïîëüçîâàííûå ñîîáðàæåíèÿ ïîäî�áèÿ) ñîîòâåòñòâóþò ðåàëüíîé ñèòóàöèè. Ïîñêîëüêóâ [23℄ ïîëó÷åíû äàííûå äëÿ òðåòüåãî ìîìåíòà òàê�æå ïðè ñàìûõ ìàëûõ r, ëåæàùèõ âíå èíåðöèîííîãîèíòåðâàëà, ìîæíî ñðàâíèòü ñ íèìè DLLL (èëè, ÷òîòî æå, BLL;L), ñâÿçàííóþ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ rñ T (k) íåêîòîðûì òî÷íûì ñîîòíîøåíèåì. Ïåðåõîäÿê åãî âûâîäó, çàìåòèì ïðåäâàðèòåëüíî, ÷òî ïðè âû�áðàííîì íàìè ÷åðåäîâàíèè çíàêîâ �óíêöèè T (k) âñèëó (2), (3) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî1Z0 k4T dk < 0;êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ íèæå. Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâàðàññìîòðèì �óíêöèþS(z) = RZ0 T dk;

äëÿ êîòîðîé èç åå îïðåäåëåíèÿ è ñîîòíîøåíèé (2),(3) ñëåäóþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:S(0) = S(1) = 0; 1Z0 kS dk = 0;1Z0 k4T dk = �4 1Z0 k3S dk:Ïîñêîëüêó S, êàê ëåãêî âèäåòü, ìåíÿåò ñâîé çíàêòîëüêî îäèí ðàç, ïðè÷åì ñ îòðèöàòåëüíîãî íà ïîëî�æèòåëüíûé, ïî òåîðåìå î ñðåäíåì ïîñëåäíèé èíòå�ãðàë ïîëîæèòåëåí, òàê ÷òî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäå�íèå âûòåêàåò èç ïîñëåäíåãî èç óêàçàííûõ ðàâåíñòâ.Äàëåå, äëÿ âûâîäà èñêîìîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäó�åò ñâÿçàòü êîððåëÿöèîííûé òåíçîð Blm;n(r) ñ åãî �ó�ðüå-îáðàçîì, âûðàæåííûì ÷åðåç åäèíñòâåííóþ ñêà�ëÿðíóþ �óíêöèþ F3(k) [6℄:Blm;n = i Z eik�rF3�Æmnklk +Ælnkmk �2klkmknk3 � dk:Èñïîëüçóÿ òåïåðü òîæäåñòâîZ eik�rklF (k)dk = � i��rl Z eik�rF (k)dk;âûðàæàÿ òåíçîð Blm;n ÷åðåç êîìïîíåíòó BLL;L (ñî�îòâåòñòâóþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿèìååòñÿ â [4℄) è èíòåãðèðóÿ ïî óãëîâîé ïåðåìåííîéñ ó÷åòîì òîæäåñòâà�Z0 eikr 
os �d� = �J0(kr);ïîñëå ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ, íî ãðîìîçäêèõ âû÷èñ�ëåíèé, ïîëó÷èìBLL;L = 12 1Z0 �J 000kr � J 00(kr)2 � T (k)k dk (13)(â äâóìåðíîì ñëó÷àå T (k) = 4�k2F3), ãäå øòðèõ îò�âå÷àåò ïðîèçâîäíîé �óíêöèè Áåññåëÿ J0 ïî åå àðãó�ìåíòó. �àçëàãàÿ J0 â ðÿä ïî ñòåïåíÿì kr, ïîëó÷èìèç (13)BLL;L = 12 1Z0 �kr8 � (kr)396 + 3(kr)516(4!)2 � : : :� T (k)k dk;÷òî èç-çà íàëè÷èÿ äâóõ (à íå îäíîãî, êàê â òðåõìåð�íîé ãèäðîäèíàìèêå) çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (2) è (3)ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïåðâûé íåèñ÷åçàþùèé ÷ëåí54



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 1 (7), 2002 Ê ãèäðîäèíàìèêå äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè : : :ðàçëîæåíèÿ BLL;L (èìåþùèé çäåñü ïÿòûé ïîðÿäîêïî r) ïðèíèìàåò âèäBLL;L = r53 � 211 1Z0 k4T dk: (14)Ïîñêîëüêó èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (14) îòðèöàòå�ëåí, îòðèöàòåëüíîé äîëæíà áûòü ïðè ìàëûõ r è�óíêöèÿ BLL;L(r). Ïîñëåäíåå, äåéñòâèòåëüíî, èìå�åò ìåñòî íà îïûòå [23℄. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûåâûøå ðåçóëüòàòû íå òîëüêî ñîîòâåòñòâóþò èçâåñò�íûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, íî è ïîçâîëÿþò ñïîìîùüþ ïîñëåäíèõ óñòàíîâèòü âîçìîæíóþ �îðìó�óíêöèè T (k), õàðàêòåðèçóþùåé âàæíåéøåå ñâîé�ñòâî òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ � ïåðåíîñ ýíåðãèè âïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ ÷èñåë.4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÏåðå÷èñëåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò,÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ î ëîêàëüíîé ñòðóêòóðå ïîëÿ ñêî�ðîñòè äâóìåðíîãî òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ, îñíî�âàííûå íà ãèïîòåçàõ Êîëìîãîðîâà, ïîëíîñòüþ ñîîò�âåòñòâóþò ïîëó÷åííûì ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ýêñ�ïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. Ïðè ýòîì, îäíàêî, íåïî�ñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ýòèõ ãèïîòåç ñîïðîâîæäà�åòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ ñäåëàòü îïðåäåëåííîå ïðåäïî�ëîæåíèå îòíîñèòåëüíî ÷åðåäîâàíèÿ çíàêîâ �óíêöèèT (k) (ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî èìååòìåñòî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå). Â ñâÿçè ñ ýòèì íåîá�õîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ðåàëèçîâàííîå âûøå ðåøåíèåýòîé ïðîáëåìû (îáû÷íî íå îáñóæäàåìîé â ëèòåðà�òóðå) îòíþäü íå ïðåäñòàâëÿëîñü î÷åâèäíûì. Â ÷àñò�íîñòè, â ðàáîòå [24℄, ãäå áûëî îñóùåñòâëåíî ïîäðîá�íîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äâóìåðíîé òóðáóëåíò�íîñòè, �óíêöèÿ T (k), êàê ìîäåëüíàÿ, òàê è ïîëó÷åí�íàÿ ïðÿìûì ÷èñëåííûì ðåøåíèåì ãèäðîäèíàìè÷å�ñêèõ óðàâíåíèé, èìåëà êàê ðàç òàêîé âèä, ÷òî ïåð�âûé åå ýêñòðåìóì áûë ïîëîæèòåëüíûì. Èíòåðâàëûàâòîìîäåëüíîñòè ñïåêòðà îáíàðóæåíû íå áûëè (íèk�5=3, íè k�3), à îáðàòíûé ïîòîê ýíåðãèè èìåë ìå�ñòî, ðàçóìååòñÿ, â îêðåñòíîñòè k = 0. Âûøå ìû óáå�äèëèñü, îäíàêî, ÷òî òàêàÿ êàðòèíà íè â êàêîé ñòå�ïåíè íå ñîîòâåòñòâóåò ïîëó÷åííûì â ïîñëåäíåå âðå�ìÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, â÷àñòíîñòè, íåÿñíûì, ïî÷åìó ê òàêîìó âèäó T (k) ïðè�âîäèò ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé ãèäðî�äèíàìèêè � èç-çà íåòî÷íîñòè âû÷èñëåíèé èëè èñ�ïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé(ïåðèîäè÷åñêèõ), êîòîðûå íå ðåàëèçóþòñÿ íà îïû�òàõ. Îòêðûòûì ïîýòîìó îñòàåòñÿ âîïðîñ î òîì, ìîæ�

íî ëè â äâóìåðíîì ñëó÷àå íàáëþäàòü ñëåäñòâèÿ (íà�ïðèìåð, îòðèöàòåëüíîñòü òðåòüåãî ìîìåíòà) òàêîãîâèäà �óíêöèè T (k). Óæå ñàìà ïîñòàíîâêà òàêîãî ðî�äà êàñàþùèõñÿ äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè âîïðîñîâ(íà êîòîðûå â òðåõìåðíîì ñëó÷àå èìåþòñÿ âïîëíåîïðåäåëåííûå îòâåòû) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî îòíîñÿ�ùèåñÿ ê íåé ðåçóëüòàòû, â òîì ÷èñëå è ïîëó÷åííûåçäåñü, ïîêà íå ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ èñ÷åðïûâàþùèìè.Îíè ìîãóò ñòàòü òàêîâûìè ïðè ñîïîñòàâëåíèè ñ äàí�íûìè îïûòîâ, â êîòîðûõ, âîçìîæíî, áóäóò äîñòèãíó�òû ãîðàçäî áîëåå âûñîêèå çíà÷åíèÿ ÷èñåë �åéíîëüä�ñà, ÷åì ýòî èìååò ìåñòî â íàñòîÿùåå âðåìÿ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Î. À. Ëàäûæåíñêàÿ, Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû äè�íàìèêè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, Íàóêà,Ìîñêâà (1961).2. Ä. Ýáèí, Äæ. Ìàðñäåí, �ðóïïû äè��åîìîð�èçìîâè äâèæåíèå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, â ñá. Ìàòå�ìàòèêà, �5�6, Ìèð, Ìîñêâà (1973).3. Â. È. Àðíîëüä,Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷å�ñêîé ìåõàíèêè, Íàóêà, Ìîñêâà (1974).4. À. Ë. Öåñêèñ, Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà �5, 19(1987).5. Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëè�øèö, �èäðîäèíàìèêà, Íàó�êà, Ìîñêâà (1986).6. À. Ñ. Ìîíèí, À. Ì. ßãëîì, Ñòàòèñòè÷åñêàÿãèäðîìåõàíèêà, �èäðîìåòåîèçäàò, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã(1996).7. Â. À. Áèòþðèí, À. Ë. Öåñêèñ, ÆÝÒÔ 111, 528(1997).8. Y. Couder, J. de Phys. Lett. 45, 353 (1984).9. P. Dmitruk, D. Gomes et al., Phys. Rev. E 54, 2555(1996).10. H. Brands, S. R. Maassen, and H. J. H. Cler
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