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ÌÀ�ÍÈÒÍÀß ÂÎÑÏ�ÈÈÌ×ÈÂÎÑÒÜ ÄÂÓÌÅ�ÍÎÉ ÌÎÄÅËÈÈÇÈÍ�À ÍÀ �ÅØÅÒÊÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ �ÀÇÌÅ�ÎÂA. È. Áóãðèé *, Î. Î. ËèñîâîéÈíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè èì. Í. Í. Áîãîëþáîâà Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû03143, Êèåâ, ÓêðàèíàÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 13 äåêàáðÿ 2001 ã.Äàíî îáîáùåíèå �îðì�àêòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãàíà öèëèíäðå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êîððåëèðóþùèõ ñïèíîâ. Âû÷èñëåíà ìàãíèòíàÿ âîñ-ïðèèì÷èâîñòü íà ðåøåòêå ñ îäíèì êîíå÷íûì ðàçìåðîì N êàê â �åððî-, òàê è â ïàðàìàãíèòíîé îáëàñòÿõïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Îáñóæäàåòñÿ ñòðóêòóðà ñèíãóëÿðíîñòåé âîñïðèèì÷èâîñòè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòèòåìïåðàòóðû ïðè êîíå÷íûõ N è ïåðåõîä ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëó N !1.PACS: 05.50.+q, 11.10.-z1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÌîäåëü Èçèíãà óæå ìíîãèå ãîäû ïðèâëåêàåò êñåáå âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé. Âû÷èñëåíèå ñâîáîä�íîé ýíåðãèè [1℄, ñïîíòàííîé íàìàãíè÷åííîñòè [2℄,ïðåäñòàâëåíèå êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé â âèäå ðÿ�äîâ [3, 4℄, à òàêæå âûâîä è ðåøåíèå íåëèíåéíûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [5, 6℄ äëÿ êîððåëÿ�öèîííûõ �óíêöèé ÿâëÿþòñÿ âàæíåéøèìè äîñòèæå-íèÿìè ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Çàäà�÷à î âû÷èñëåíèè ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû â äâóìåð�íîé ìîäåëè Èçèíãà ñ âçàèìîäåéñòâèåì áëèæàéøèõñîñåäåé â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ ðåøàåòñÿ òî÷�íî [7℄ íå òîëüêî â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå, íî èíà ðåøåòêå ñ êîíå÷íûìè ðàçìåðàìè ïðè ó÷åòå ðàç�ëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ñîîòâåòñòâóþùèå âû-ðàæåíèÿ èìåþò êðàñèâûé è äîñòàòî÷íî ïðîñòîé âèä,÷òî äàåò âîçìîæíîñòü äåòàëüíî èçó÷èòü îñîáåííîñòèïåðåõîäà ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëó, ïîëó÷èòüïðåäñòàâëåíèå î ìåõàíèçìå âîçíèêíîâåíèÿ êðèòè÷å�ñêèõ ñèíãóëÿðíîñòåé â òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷è�íàõ êàê ñ �èçè÷åñêîé, òàê è ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷åêçðåíèÿ.Àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ òåðìîäèíàìè÷å�ñêèõ âåëè÷èí, ñîäåðæàùèå çàâèñèìîñòü îò ðàçìå�ðîâ ðåøåòêè, ïîëåçíû è ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ.Îíè ìîãóò äàâàòü îðèåíòèðû â çàäà÷àõ êîìïüþòåð�íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ è êâàíòî-*E-mail: abugrij�bitp.kiev.ua

âîïîëåâûõ ñèñòåì äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ÷èñ�ëà ñòåïåíåé ñâîáîäû, ïðè êîòîðîì äèñêðåòíóþ ÷èñ�ëåííóþ ìîäåëü ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê àäåêâàò�íóþ èñõîäíîé íåïðåðûâíîé è áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå.Ïîëåçíû ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû è â êà÷åñòâå îòïðàâ-íîé òî÷êè äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà ïðîáëåì â ñî�âðåìåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ è òåõíîëîãèÿõ, ãäå òåïåðüóæå èìåþò äåëî ñ ÿâíî íå áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ÷àñ�òèö.Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû òî÷íûå âûðàæå�íèÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè è âîñïðèèì�÷èâîñòè â ìîäåëè Èçèíãà íà ðåøåòêå ñ îäíèì êîíå÷�íûì, N = onst, à äðóãèì áåñêîíå÷íûì, M ! 1,ðàçìåðîì â âèäå, àíàëîãè÷íîì �îðì�àêòîðíîìóðàçëîæåíèþ [8; 9℄. Ìû èññëåäóåì ñòðóêòóðó ñèí�ãóëÿðíîñòåé âîñïðèèì÷èâîñòè ïðè êîíå÷íûõ N èîáñóäèì ïåðåõîä ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëóN !1.2. ÊÎ��ÅËßÖÈÎÍÍÀß ÔÓÍÊÖÈßh�(0;0)�(x;0)iÌîäåëü Èçèíãà íà ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêå ñ ðàç�ìåðàìè M � N (ñì. ðèñ. 1) îïðåäåëÿåòñÿ ãàìèëüòî�íèàíîì H [�℄H [�℄ = �JXr �(r)(rx +ry)�(r);ãäå äâóìåðíûé âåêòîð r = (x; y) íóìåðóåò óçëû ðå�øåòêè: x = 1; 2; : : : ;M , y = 1; 2; : : : ; N ; èçèíãîâñêèé1328



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 6, 2002 Ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà : : :
�(r1) �(r2)�(r02)�(r01) àá x

yN � 1N
2 x1 x2 M

y2 � � � � � �1
...... � � � � � ��èñ. 1. Íóìåðàöèÿ óçëîâ ðåøåòêè è âàðèàíòû ðàñ-ïîëîæåíèÿ êîððåëèðóþùèõ ñïèíîâ: à � ñïèíû ðàç-ìåùåíû íà ëèíèè, ïàðàëëåëüíîé îñè öèëèíäðà, á �ïðîèçâîëüíîå ðàñïîëîæåíèå ñïèíîâ íà ðåøåòêåñïèí �(r) â êàæäîì óçëå ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ �1;ïàðàìåòðîì J > 0 îïðåäåëÿåòñÿ ýíåðãèÿ ñâÿçè ïàðûñîñåäíèõ ñïèíîâ. Îïåðàòîðû ñäâèãà rx, ry äåéñòâó�þò ñëåäóþùèì îáðàçîì:rx�(x; y) = �(x+ 1; y); ry�(x; y) = �(x; y + 1):Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ïðè çàäàííîé òåìïåðàòó�ðå ��1 Z =X[�℄ e��H[�℄ (2.1)è ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿh�(r1)�(r2)i = Z�1X[�℄ e��H[�℄�(r1)�(r2) (2.2)äàþòñÿ ñóììàìè ïî âñåì âîçìîæíûì êîí�èãóðàöè�ÿì ñïèíîâ. Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû, ñ êîòîðûìèáóäåì èìåòü äåëî, ñëåäóþùèåK = �J; t = thK; s = sh2K: (2.3)Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èçèíãîâñêóþ ðåøåòêó ñ ïå�ðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âäîëü îáåèõîñåé. Äëÿ îïåðàòîðîâ ñäâèãà ýòè óñëîâèÿ ïðèâîäÿòê ðàâåíñòâàì (rx)M = 1; (ry)N = 1:Ïðè òàêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóì�ìó (2.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ÷åòûðåõñëàãàåìûõ [7℄:Z = (2 h2K)MN 12(Qf;f+Qf;b+Qb;f�Qb;b); (2.4)

êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ï�à��èàíîì îïåðàòî�ðà bD (ðåøåòî÷íûé àíàëîã îïåðàòîðà Äèðàêà)Q = Pf bD; (2.5)ãäåbD == 0BBBB� 0 1 1+trx 1�1 0 1 1+try�1�tr�x �1 0 1�1 �1�tr�y �1 0 1CCCCA : (2.6)Âåðõíèå èíäåêñû (f; b) ó âåëè÷èí Q â (2.4) óêà�çûâàþò íà òèï ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñîîòâåòñòâåííîäëÿ îïåðàòîðîâ (rx;ry), êîòîðûå âõîäÿò â ìàòðè�öó (2.6):(rbx)M = (rby)N = 1; (rfx)M = (rfy )N = �1: (2.7)Åñëè îäèí èç ðàçìåðîâ ðåøåòêè çíà÷èòåëüíî ïðåâû�øàåò äðóãîé, íàïðèìåð, M � N , ò. å. òîð âûðîæäà�åòñÿ â öèëèíäð, òîãäà â ïðàâîé ÷àñòè (2.4) âûæèâàåòòîëüêî ¾àíòèïåðèîäè÷åñêèé¿ âêëàä1)Z = (2 h2K)MNQf;f : (2.8)Îïåðàòîð bD ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíò-íûì, äèàãîíàëèçóåòñÿ �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèåì, èï�à��èàí (2.5) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ. Â ðåçóëüòàòåäëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû (2.8) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäó�þùåå �àêòîðèçîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå:Z = 2MNYq f;f (s2 + 1� s os qx � s os qy)1=2: (2.9)Âåðõíèé èíäåêñ f ó çíàêà îïåðàöèé ïðîèçâåäåíèÿ(èëè ñóììèðîâàíèÿ â äàëüíåéøåì) óêàçûâàåò íà òî,÷òî êîìïîíåíòû êâàçèèìïóëüñà qx è qy ïðîáåãàþò âçîíå Áðèëëþýíà ïîëóöåëûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåí�íî â åäèíèöàõ 2�=M è 2�=N , à èíäåêñ b � öåëûåçíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð,Yqy fF(qy) = NYl=1F�2�N �l + 12��;1) Ïîä ýòèì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî Z = (2 h2K)MN �� Qf;f (1 + �(M;N; s)), ïðè÷åì �óíêöèÿ �(M;N; s) èìå�åò ïðè s > 0, N � 1 õîðîøî îïðåäåëåííûé ïðåäåëlimM!1 �(M;N; s) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî �(M;N; 0) = 0, ïî�ñêîëüêó âñå ï�à��èàíû â (2.4) Q�;� = 1. Â êà÷åñòâåèëëþñòðàöèè ïðèâåäåì òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå�(M;N; 1) ïðè M � N � 1: �(M;N; 1) � exp[�(�M)=(4N)℄.8 ÆÝÒÔ, âûï. 6 1329



A. È. Áóãðèé, Î. Î. Ëèñîâîé ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 6, 2002Yqy bF(qy) = NYl=1F�2�N l�:Ïðîèçâåäåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (2.9) ïî îäíîé èç êîì�ïîíåíò èìïóëüñà ìîæåò áûòü âûïîëíåíî â ÿâíîì âè�äå, è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèéâèä:Z = (2s)MN=2Yq feM(q)=2�1 + e�M(q)�; (2.10)ãäå �óíêöèÿ (q) îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì êîð�íåì óðàâíåíèÿsh2 (q)2 = sh2 �2 + sin2 q2 ; (2.11)sh �2 = 1p2�ps� 1=ps �: (2.12)Åñëè q 6= 0, òî (q) îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîéâî âñåé äîïóñòèìîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà0 < s <1. Íî (0) êàê �óíêöèÿ s ìåíÿåò çíàê ïðèïåðåõîäå ÷åðåç êðèòè÷åñêóþ òî÷êó s = 1. Ïîñêîëüêóïðîèçâåäåíèå â (2.10) âûïîëíÿåòñÿ ïî �åðìèîííîìóñïåêòðó, ãäå òî÷êà q = 0 èñêëþ÷åíà, òî ïðîáëåìû,ñâÿçàííûå ñî çíàêîïåðåìåííîñòüþ (0), íå âîçíèêà�þò. Îäíàêî, çàáåãàÿ íåìíîãî âïåðåä, îòìåòèì, ÷òîíåîäíîçíà÷íîñòü â îïðåäåëåíèè (0) = �� ïðèâîäèòê äâóì ðàçëè÷íûì ïðåäñòàâëåíèÿì äëÿ êîððåëÿöè-îííîé �óíêöèè.Ñóììà ïî ñïèíîâûì êîí�èãóðàöèÿì â ïðà�âîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (2.2) äëÿ êîððåëÿöèîííîé�óíêöèè òîæå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäåêîìáèíàöèè ï�à��èàíîâ îò íåêîòîðûõ îïåðàòî�ðîâ [10℄. Íî ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû íå ÿâëÿþò�ñÿ òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòíûìè, ÷òî ðàäèêàëüíîóñëîæíÿåò ðàñ÷åòû ïî ñðàâíåíèþ ñ âû÷èñëåíèåì ñòà�òèñòè÷åñêîé ñóììû. Òåì íå ìåíåå îòíîøåíèå ï�à���èàíîâ, ÷åðåç êîòîðîå âûðàæàåòñÿ â êîíå÷íîì ñ÷å�òå êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ, ìîæåò áûòü ñâåäåíîê äåòåðìèíàíòó îò ìàòðèöû çíà÷èòåëüíî ìåíüøåéðàçìåðíîñòè h�(0)�(r)i = detA(dim); (2.13)

ãäå ðàçìåðíîñòü dim = dim(r) îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòî�ÿíèåì ìåæäó êîððåëèðóþùèìè ñïèíàìè. Äàëåå ðà�áîòà (è îòíþäü íå ïðîñòàÿ) çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñ�ëåíèè îïðåäåëèòåëÿ, à òî÷íåå, â òîì, ÷òîáû ïðåîá�ðàçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå (2.13) ê òàêîìó, â êîòîðîìçàâèñèìîñòü îò ðàññòîÿíèÿ ñîäåðæàëàñü áû â àíà�ëèòè÷åñêîì âèäå. Ñòàòüè íà ýòó òåìó ïîÿâëÿþòñÿ âïå÷àòè äî ñèõ ïîð, õîòÿ ïðîøëî óæå ñîðîê ëåò ïî�ñëå ïèîíåðñêîé ðàáîòû [3℄, ÷òî ãîâîðèò î ñëîæíîñòèçàäà÷è.Íàèáîëåå ïðèåìëåìûì ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðå�íèÿ ÿâëÿåòñÿ, íà íàø âçãëÿä, òàê íàçûâàåìîå�îðì�àêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîé�óíêöèè ìîäåëè Èçèíãà, êîòîðîå áûëî ïîëó÷åíîâïåðâûå [8℄ äëÿ áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè â �åððîìàã�íèòíîé îáëàñòè (K > K, s > 1) è ïîçæå îáîáùå�íî [9℄ íà ïàðàìàãíèòíûé ñëó÷àé (K < K, s < 1). Îò�ìåòèì, ÷òî íåñêîëüêî ðàíüøå ïîäîáíîå ïðåäñòàâëå�íèå äëÿ äâóõòî÷å÷íîé �óíêöèè �ðèíà áûëî âûâåäå�íî [11℄ â ðàìêàõ S-ìàòðè÷íîãî ïîäõîäà [12℄ äëÿ êâàí�òîâîïîëåâîé ìîäåëè ñ �àêòîðèçóåìîé S-ìàòðèöåé(S2 = �1), êîòîðóþ ïðèíÿòî àññîöèèðîâàòü ñîñêåéëèíãîâûì ïðåäåëîì ìîäåëè Èçèíãà. Îòêðûòèå�îðì�àêòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîñëóæèëî òîë÷�êîì ê ðàçâèòèþ öåëîãî íàïðàâëåíèÿ [13℄ â òî÷íî èí�òåãðèðóåìûõ ìîäåëÿõ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.�àçóìååòñÿ, äëÿ êîíå÷íîé ðåøåòêè çàäà÷à âû�ãëÿäèò ãîðàçäî ñëîæíåå, îäíàêî îòâåò [14℄ â îïðåäå�ëåííîì ñìûñëå îêàçûâàåòñÿ äàæå ïðîùå. Â ÷àñòíîìñëó÷àå, êîãäà ñïèíû ðàñïîëîæåíû âäîëü êàêîé-ëèáîèç ãëàâíûõ îñåé ðåøåòêè, ìàòðèöà â ïðàâîé ÷àñòè(2.13) ïðèíèìàåò òåïëèöåâñêèé âèä è çàäà÷à óïðî�ùàåòñÿ. Ïóñòü óçëû, â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ êîððåëè�ðóþùèå ñïèíû, ðàñïîëîæåíû íà ëèíèè, ïàðàëëåëü�íîé ãîðèçîíòàëüíîé îñè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1, ëè�íèÿ à. Òîãäàh�(r1)�(r2)i = detA(jxj); r2 � r1 = (x; 0); (2.14)ãäå ìàòðèöà A(jxj)k;k0 ðàçìåðíîñòè jxj�jxj èìååò âèä [14℄Ajxjk;k0 = 1MNXp f;f eipx(k�k0)[2t(1 + t2)� (1� t2)(eipx + t2e�ipx)℄(1 + t2)2 � 2t(1� t2)(os px + os py) ; k; k0 = 0; 1; : : : ; jxj � 1; (2.15)à åå ýëåìåíòû íà äèàãîíàëÿõ, ïàðàëëåëüíûõ ãëàâíîé(k � k0 = onst), îäèíàêîâû.Êàê ïîêàçàíî â [14℄, ñ ïîìîùüþ òåõíèêè èíòå�ãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âèíåðà�Õîï�à [7℄, äîëæíûì îáðàçîì àäàïòèðîâàííîé ê ñëó÷àþ ðåøåòêè êîíå÷�íîãî ðàçìåðà, òåïëèöåâñêèé îïðåäåëèòåëü (2.14) ìî�æåò áûòü âû÷èñëåí àíàëèòè÷åñêè, è êîððåëÿöèîí�íûå �óíêöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:1330



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 6, 2002 Ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà : : :
h�(r1)�(r2)i = (��T )e�jxj=� [N=2℄Xl=0 g2l(x)ïðè (0) = �; (2.16)h�(r1)�(r2)i = (��T )e�jxj=� [(N�1)=2℄Xl=0 g2l+1(x)ïðè (0) = ��; (2.17)gn(x) = e�n=�n!NnX[q℄ b� nYi=1 e�jxji��ish i �F 2n [q℄;g0 = 1; (2.18)Fn[q℄ = nYi<j sin((qi � qj)=2)sh((i + j)=2) ; F1 = 1; (2.19)ãäå i = (qi), �i = �(qi). Âûðàæåíèÿ (2.16), (2.17)ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè êîíå÷íîãî ÷èñëà âêëàäîâ gn,îäíàêî âåðõíèå ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ �îðìàëüíîìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü äî áåñêîíå÷íîñòè, ïîñêîëü�êó �îðì�àêòîðû Fn[q℄, êàê ýòî âèäíî èç îïðåäå�ëåíèÿ (2.19), îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè n > N . Îò�ìåòèì âàæíóþ äåòàëü: ñóììèðîâàíèå ïî �àçîâî�ìó îáúåìó â (2.18) âåäåòñÿ ïî áîçîííîìó ñïåêòðóêâàçèèìïóëüñîâ, â îòëè÷èå îò èñõîäíîãî �åðìèîí-íîãî ñïåêòðà, êîòîðûì îïðåäåëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè,è ìàòðèöà (2.15). Îñòàëüíûå âåëè÷èíû, âõîäÿùèåâ (2.16)�(2.19), äàþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè:� = j1� s�4j1=4; (2.20)ln �T = N22�2 �Z0 dp dq 0(p)0(q)sh(N(p)) sh(N(q)) �� ln���� sin((p+ q)=2)sin((p� q)=2) ����; (2.21)��1 = 1� �Z0 dp ln th�N(p)2 � ; (2.22)�(q) = 1� �Z0 dp(os p� e�(q))h (q)� os p �� ln th�N(p)2 � : (2.23)

Êàê âèäíî èç (2.21)�(2.23), âåëè÷èíû �T , ��1,�(q), êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü ¾öèëèíäðè÷åñêè-ìè ïàðàìåòðàìè¿, ÿâíûì îáðàçîì çàâèñÿò îò ÷èñ�ëà óçëîâ N íà îêðóæíîñòè öèëèíäðà. Èõ àñèìïòî�òè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðè áîëüøèõ N , à òî÷íåå, ïðèN j�j � 1, ñëåäóþùåå:ln �T � 1� e�2Nj�j; (2.24)��1 � e�Nj�jr2 sh j�j�N ; (2.25)�(q) � 4e�Nj�j(e(q) � 1)r sh j�j2�N : (2.26)Âíå êðèòè÷åñêîé òî÷êè ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà Nöèëèíäðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ��1, ln �T è �(q) ýêñïî�íåíöèàëüíî áûñòðî óáûâàþò è íà áåñêîíå÷íîé ðå�øåòêå îáðàùàþòñÿ â íóëü. Êîíå÷íûå ñóììû (2.16),(2.17) ïðåâðàùàþòñÿ â ðÿäû, ñóììèðîâàíèå ïî �à�çîâîìó îáúåìó â (2.18) çàìåíÿåòñÿ íà èíòåãðèðîâà�íèå, è â ðåçóëüòàòå �îðì�àêòîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿíà öèëèíäðå ïåðåõîäÿò â �îðì�àêòîðíûå ïðåäñòàâ-ëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîé ðåøåòêå [8; 9℄. Ïðè ëþáûõ êî-íå÷íûõ N îáà ðàçëîæåíèÿ � ïî ÷åòíûì n (2.16) èïî íå÷åòíûì n (2.17) � ñïðàâåäëèâû êàê â �åððî�ìàãíèòíîé îáëàñòè (s > 1), òàê è â ïàðàìàãíèòíîé(s < 1). Îäíàêî ïðèN !1 ðÿä ïî ÷åòíûì n ÿâëÿåò�ñÿ õîðîøî îïðåäåëåííûì è ñõîäÿùèìñÿ â �åððîìàã�íèòíîé îáëàñòè, à ðÿä ïî íå÷åòíûì n � â ïàðàìàã�íèòíîé îáëàñòè. Íàïîìíèì, ÷òî èñõîäíîé âåëè÷èíîéÿâëÿëñÿ îïðåäåëèòåëü (2.14) ìàòðèöû ñ ðàçìåðíî�ñòüþ jxj � jxj, ÷èñëî ñëàãàåìûõ â �îðìàëüíîì îïðå�äåëåíèè êîòîðîãî î÷åíü áûñòðî âîçðàñòàåò ñ óâåëè�÷åíèåì ðàçìåðíîñòè. Îäíàêî �îðì�àêòîðíûå ïðåä�ñòàâëåíèÿ (2.16)�(2.19) ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé÷ëåíîâ ïðè �èêñèðîâàííîì N , ïðè÷åì ÷èñëî ýòèõ÷ëåíîâ îäèíàêîâî ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè jxj.Ýòî äàåò óíèêàëüíóþ âîçìîæíîñòü ïðîâåðèòü âûðà�æåíèÿ (2.16)�(2.19), ñðàâíèâàÿ èõ ñ ðåçóëüòàòàìè,íàïðèìåð, ðàñ÷åòîâ ñ ïîìîùüþ òðàíñ�åð-ìàòðèöûäëÿ N -ðÿäíûõ èçèíãîâñêèõ öåïî÷åê, ÷åì ìû è âîñ�ïîëüçîâàëèñü. Ïðè çàäàííîì N ðàçìåðíîñòü òðàíñ��åð-ìàòðèöû äëÿ N -ðÿäíîé öåïî÷êè èçèíãîâñêèõñïèíîâ ðàâíà 2N � 2N . Ïîýòîìó äëÿ íåáîëüøèõ çíà�÷åíèé N ìîæíî â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ðåøèòü ñî�îòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé è ïîëó÷èòü âñåñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Íàìóäàëîñü ïðîâåñòè ïîäîáíûå ïðîâåðêè àíàëèòè÷åñêèäëÿN = 2; 3; 4 è ÷èñëåííî � äëÿN = 5; 6. �åçóëüòàò,ðàçóìååòñÿ, ïîëîæèòåëüíûé.1331 8*



A. È. Áóãðèé, Î. Î. Ëèñîâîé ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 6, 20023. ÊÎ��ÅËßÖÈÎÍÍÀß ÔÓÍÊÖÈßh�(0;0)�(x; y)iÍàïîìíèì, ÷òî ñòðîãèé âûâîä �îðì�àêòîðíîãîïðåäñòàâëåíèÿ íà öèëèíäðå áûë äàí â [14℄ òîëüêîäëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà êîððåëèðóþùèå ñïèíûðàñïîëîæåíû âäîëü îñè öèëèíäðà. Îáîáùèòü ìåòîäíà ñëó÷àé, êîãäà êîððåëèðóþùèå ñïèíû ðàñïîëîæå�íû íà îêðóæíîñòè öèëèíäðà è òåì áîëåå äëÿ ïðî�èçâîëüíîé èõ êîí�èãóðàöèè (ðèñ. 1, ëèíèÿ á), íàìïîêà íå óäàëîñü. Ìåæäó òåì, äëÿ òîãî ÷òîáû ïî�ëó÷èòü èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êîððåëÿöèîí�íîé �óíêöèèeG(p) =Xr eip�rh�(0)�(r)i; (3.1)èëè ìàãíèòíóþ âîñïðèèì÷èâîñòü, ñâÿçàííóþ ñî çíà�÷åíèåì eG(p = 0), íåîáõîäèìî èìåòü ÿâíóþ çàâèñè�ìîñòü êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè îò îáåèõ êîìïîíåíòðàäèóñà-âåêòîðà r. Îáñóæäàåìîå �îðì�àêòîðíîåïðåäñòàâëåíèå (2.16)�(2.19) èìååò î÷åíü ïðîçðà÷íóþñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñòðóêòóðó. Ýòî ïîçâîëÿ�åò âûäâèãàòü ðàçóìíûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëü�íî ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåíèé, à îòìå÷åííàÿ âû�øå âîçìîæíîñòü íåçàâèñèìîé ïðîâåðêè ïîçâîëÿåòèñêëþ÷èòü íåâåðíûå ãèïîòåçû è ñäåëàòü ïðàâèëü-íûé âûáîð. Â ïðèíöèïå, ïðè íåíóëåâîì çíà÷åíèèy-êîìïîíåíòû âåêòîðà r ìîäè�èêàöèè ìîãóò ïîä�âåðãíóòüñÿ âñå âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â (2.16)�(2.19).Íî èçìåíåíèå, êîòîðîå îïðåäåëåííî íàïðàøèâàåòñÿ,íàïðèìåð, èç ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé äëÿ êîð�ðåëÿöèîííîé �óíêöèè â ñèñòåìå ñâîáîäíûõ áîçîíîâèëè �åðìèîíîâ íà ðåøåòêå, � ýòî, â ïåðâóþ î÷åðåäü,çàìåíà e�jxj(q) ! e�jxj(q)�iyq:Óäèâèòåëüíî, ÷òî ýòîãî îêàçûâàåòñÿ è äîñòàòî÷íî.Åñëè âìåñòî gn(x) (2.18) èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèågn(r) = e�n=�n!Nn ��X[q℄ b nYj=1�e�jxjj�iyqj��jsh j �F 2n [q℄; g0 = 1; (3.2)òî êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè (2.16) è (2.17) òî÷�íî (â àíàëèòè÷åñêîì âèäå) ñîâïàäàþò ñ ðàñ÷åòàìèñ ïîìîùüþ òðàíñ�åð-ìàòðèöû äëÿ N = 2; 3; 4 âîâñåé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ x, y, K. Ïóòåì ÷èñëåí�íûõ ðàñ÷åòîâ ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ è äëÿ á�îëüøèõçíà÷åíèé N = 5; 6. Äëÿ N > 6 ðàçìåðíîñòü òðàíñ��åð-ìàòðèöû ñëèøêîì âåëèêà è äëÿ ÷èñëåííûõ êîì�ïüþòåðíûõ ðàñ÷åòîâ. Ìû íå ñîìíåâàåìñÿ, ÷òî îáîá�ùåíèå (3.2) ÿâëÿåòñÿ âåðíûì. Ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî

çíàíèå ïðàâèëüíîãî îòâåòà îáëåã÷èò è çàäà÷ó åãîñòðîãîãî âûâîäà.Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå N = 3.�àçëîæåíèÿ (2.16), (2.17) ñ ó÷åòîì (3.2) ïî ñâîåéñòðóêòóðå âåñüìà ïîõîæè íà ïðåäñòàâëåíèå êîððå�ëÿöèîííîé �óíêöèè â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿìñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé òðàíñ�åð-ìàòðèöû:h�(0)�(r)i == a1(y)(�1=�0)jxj + a2(y)(�2=�0)jxj + : : : ; (3.3)ãäå �0 � ñòàðøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, à êîý��è�öèåíòû aj(y) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áèëèíåéíûå êîìáè�íàöèè êîìïîíåíò ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. ×òîáû ïðè�âåñòè, íàïðèìåð, (2.17) ê âèäó (3.3), âîñïîëüçóåìñÿñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ïà�ðàìåòðîâ �T , ��1, à òàêæå �(q):��1 = 12�Xq f(q)�Xq b(q)�; (3.4)
exp ����1 � �(qi)� = Qq b sh�(q) + (qi)2 �Qq f sh�(q) + (qi)2 � ; (3.5)
�4T =  Yq bYp f sh2 �(q) + (p)2 �!�� "Yq bYp b sh�(q) + (p)2 � ��Yq fYp f sh�(q) + (p)2 �#�1 : (3.6)Ýòè âûðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç (2.21)�(2.23), åñëè ïå�ðåéòè ê êîíòóðíûì èíòåãðàëàì ïî z = eiq . Ïîñëåñòÿãèâàíèÿ êîíòóðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþ�ùèå èíòåãðàëû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñóììû âû÷åòîâ âïîëþñàõ, ðåçóëüòàòîì ÷åãî è ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâëå-íèÿ (3.4)�(3.6).Äëÿ N = 3 èìååì èç (3.4)�(3.6) è (2.20)��1 = 12 �(�) + 2 ��3�� (0)� 2�2�3 �� ; (3.7)
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ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 6, 2002 Ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà : : :
��T = sh (0) + (�=3)2 sh (�) + (2�=3)2 sh2 (2�=3) + (�=3)2sh (0) + (2�=3)2 sh (�) + (�=3)2 sh (�=3) sh (2�=3) ; (3.8)

exp ����1 � �(q)� = sh (0) + (q)2 sh2 (2�=3) + (q)2sh (�) + (q)2 sh2 (�=3) + (q)2 : (3.9)Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ln �0�1 = ��1 + (0); (3.10)ln �0�2 = ��1 +  �2�3 � ; (3.11)ln �0�3 = ��1 + (0) + 2�2�3 � ; (3.12)a1(y) = 13 sh (0) + (2�=3)2 sh (�) + (2�=3)2 sh2 (2�=3) + (�=3)2sh (0) + (�=3)2 sh (�) + (�=3)2 sh (�=3) sh (2�=3) ; (3.13)
a2(y) = 23 sh (0) + (�=3)2 sh (0) + (�)2sh (�=3) sh (�=3) + (�)2 os�2�y3 � ; (3.14)a3(y) = 164 �sh (0) + (�=3)2 sh (�) + (�=3)2 sh (0) + (2�=3)2 sh (�) + (2�=3)2 �� sh  ��3 � sh �2�3 � sh2 (�=3) + (2�=3)2 ��1 : (3.15)Äëÿ òðàíñ�åð-ìàòðèöû 23 � 23 èìååòñÿ 8 ñîá�ñòâåííûõ çíà÷åíèé, íî íåêîòîðûå èç íèõ îäèíàêîâû.Êðîìå òîãî, îáðàùàþòñÿ â íóëü íåêîòîðûå êîìïî�íåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ïî�ýòîìó â âûðàæåíèè äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè(3.3) îñòàåòñÿ òîëüêî òðè (à íå ñåìü) íåçàâèñèìûõâêëàäà. Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ (2.11), (2.12) �óíê-öèè (q) äëÿ ÷àñòíûõ çíà÷åíèé èìïóëüñà q = 0,�=3, 2�=3, � ýòè âêëàäû òî÷íî ñîîòâåòñòâóþò(3.10)�(3.15).

4. ÈÌÏÓËÜÑÍÎÅ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅÊÎ��ÅËßÖÈÎÍÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈÈìåÿ âûðàæåíèå (3.2) äëÿ gn(r), ñîäåðæàùåå âÿâíîì âèäå çàâèñèìîñòü îò ïðîåêöèé r, ïðîâåäåì �ó�ðüå-ïðåîáðàçîâàíèå. Çàïèøåì èìïóëüñíîå ïðåäñòàâ�ëåíèå (3.1) â âèäå ñóììû ïàðöèàëüíûõ âêëàäîâ àíà�ëîãè÷íî (2.16), (2.17):eG(p) = ��T Xn egn(p); (4.1)1333



A. È. Áóãðèé, Î. Î. Ëèñîâîé ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 6, 2002egn(p) =Xr e�jxj=�gn(r)eipr; (4.2)ãäå Xr = 1Xx=�1 NXy=1 : (4.3)Âûïîëíÿÿ ñóììèðîâàíèå â (4.2), ïîëó÷èìegn(p) = e�n=�n!Nn�1X[q℄ b0� nYj=1 e��jsh j1A�� sh0���1 + nXj=1 j1AF 2n [q℄h0���1+ nXj=1 j1A� os px Æ0�py � nXj=1 qj1A : (4.4)Êîìïîíåíòà px êâàçèèìïóëüñà èìååò íåïðåðûâíûéñïåêòð â çîíå [��; �℄, à py äèñêðåòíà:py = 2�lN ; l = 1; 2; : : : ; N:Ñîîòâåòñòâåííî, Æ-�óíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè (4.4) èìå�åò ñìûñë ñèìâîëà ÊðîíåêêåðàÆ�py � nXj=1 qj� = Æ�l � nXj=1 lj�������modN :Ôóíêöèÿ egn(p) ïåðèîäè÷íà ïî px, py ñ ïåðèîäîì 2�.Âñòàâëÿÿ ïîä çíàê ñóììèðîâàíèÿ â (4.4) åäèíèöó,1 = ��1+n(�)Z��1+n(0) d! Æ���1 + nXj=1 j � !�;(çäåñü ïîä èíòåãðàëîì Æ-�óíêöèÿ Äèðàêà) è ìåíÿÿïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷èìegn(p) = ��1+n(�)Z��1+n(0) d! sh!h! � os px �n(!; py); (4.5)�n(!; py) = e�n=�n!Nn�1X[q℄ b� nYj=1 e��jsh j��� F 2n [q℄Æ���1 + nXj=1 j � !�Æ�py � nXj=1 qj�: (4.6)Íà áåñêîíå÷íîé ðåøåòêå â ñêåéëèíãîâîì ïðåäåëåâîññòàíàâëèâàåòñÿ ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî âðàùå�íèé è â ðåçóëüòàòå (4.5), (4.6) ïåðåõîäèò â êëàññè÷å�ñêîå ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Ëåìàíà â êâàíòî�âîé òåîðèè ïîëÿ.

5. ÌÀ�ÍÈÒÍÀß ÂÎÑÏ�ÈÈÌ×ÈÂÎÑÒÜÅñëè ïðÿìîóãîëüíàÿ ðåøåòêà èìååò ðàçìåðûM � N è îäèíàêîâûå ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿâåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ ñâÿçåé, òî ñòàòèñòè�÷åñêàÿ ñóììà Z ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ÷åòûðåõ ïåðå�ìåííûõ:Z = Z(K;h;N;M) =X[�℄ e��H[�℄+hPr �(r); (5.1)ãäå áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð h = �H, H � ìàãíèò�íîå ïîëå. Óäåëüíàÿ íàìàãíè÷åííîñòüM è ìàãíèòíàÿâîñïðèèì÷èâîñòü � âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûåïî ïîëþ îò ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû:M(K;h;N;M) = 1MN � lnZ�h = h�i; (5.2)��1�(K;h;N;M) = �M�h ==Xr �h�(0)�(r)i � h�i2� : (5.3)Íàìàãíè÷åííîñòü âñëåäñòâèå Z2-ñèììåòðèè ìîäåëèÈçèíãà îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè h = 0 ïðè ëþáûõ êî�íå÷íûõ ðàçìåðàõM , N è äàæå, åñëè õîòÿ áû îäèí èçíèõ óäåðæèâàåòñÿ êîíå÷íûì. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå,êîãäà, íàïðèìåð, M ! 1, N = onst, äâóìåðíàÿìîäåëü Èçèíãà âûðîæäàåòñÿ â N -ðÿäíóþ öåïî÷êóèçèíãîâñêèõ ñïèíîâ, ÿâëÿþùóþñÿ ñ òåðìîäèíàìè-÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îäíîìåðíîé ñèñòåìîé, â êîòî�ðîé ñïîíòàííîå íàðóøåíèå ñèììåòðèè íåâîçìîæíî.Ïðåäñòàâëÿÿ âîñïðèèì÷èâîñòü â âèäå ñóììû ïàðöè�àëüíûõ âêëàäîâ, ïîëó÷èì èç (4.1)�(4.4):� = �0 + [N=2℄Xl=1 �2l ïðè (0) = �; (5.4)��1�0 = ��TN th(1=2�); (5.5)� = [(N�1)=2℄Xl=0 �2l+1 ïðè (0) = ��; (5.6)��1�n = e�n=�n!Nn�1X[q℄ b� nYi=1 e��ish i��� F 2n [q℄ th�12���1 + nXi=1 i��Æ� nXi=1 qi�: (5.7)Â ïàðàìàãíèòíîé îáëàñòè (s < 1) âûðàæåíèå (5.6)äîïóñêàåò ïðåäåë N ! 1 è ïåðåõîäèò â âîñïðèèì�÷èâîñòü íà áåñêîíå÷íîé ðåøåòêå, áëàãîäàðÿ îòñóò�ñòâèþ ñïîíòàííîé íàìàãíè÷åííîñòè â ïàðàìàãíèò�íîé �àçå. Â �åððîìàãíèòíîé îáëàñòè (s > 1) ìîæíî1334



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 6, 2002 Ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà : : :ïåðåéòè ê ïðåäåëó N !1 òîëüêî äëÿ âåëè÷èíû �F :�F = �� �0 = 1Xl=1 �2l; (5.8)êîòîðàÿ è âîñïðîèçâîäèò òî, ÷òî ïðèíÿòî ñ÷èòàòüìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòüþ ìîäåëè Èçèíãà ïðèh = 0 â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå. Ïðè áîëüøèõ,íî êîíå÷íûõ N ãëàâíûé âêëàä â âîñïðèèì÷èâîñòüäàåò ñëàãàåìîå �0, êàê ýòî âèäíî èç (5.5):��1�0 � 2�N� � p��N3=2psh j�j eNj�j; (5.9)êîòîðûé ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíè�åì îêðóæíîñòè öèëèíäðà. Èç (5.9) ñëåäóåò, ÷òî÷åì áîëüøå N , òåì ìåíüøåå âîçìóùàþùåå ïîëåÆh � e�Nj�j íóæíî äëÿ òîãî, ÷òîáû óïîðÿäî÷èòü âñåñïèíû íà ðåøåòêå.Õîòÿ äâóìåðíàÿ ìîäåëü Èçèíãà è ñîïðîâîæäàåò�ñÿ, êàê ïðàâèëî, ýïèòåòîì òî÷íîðåøàåìàÿ, òî÷íîåðåøåíèå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ïðè íàëè÷èèâíåøíåãî ïîëÿ äî ñèõ ïîð íå íàéäåíî íè â òåðìîäè�íàìè÷åñêîì ïðåäåëå, íè òåì áîëåå äëÿ ðåøåòêè ñ êî�íå÷íûìè ðàçìåðàìè. Îäíàêî ñàì �àêò âîçíèêíîâå�íèÿ ñïîíòàííîé íàìàãíè÷åííîñòè äëÿ ðåøåòêè ñ áåñ-êîíå÷íûìè ðàçìåðàìè ìîæíî óñòàíîâèòü èç àíàëè�çà âûñîêî- è íèçêîòåìïåðàòóðíûõ ðàçëîæåíèé äëÿñâîáîäíîé ýíåðãèè â ìîäåëè Èçèíãà, íå àïåëëèðóÿê òî÷íîìó ðåøåíèþ. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ñïîíòàí�íîé íàìàãíè÷åííîñòè äàåòñÿ ñëåäóþùèì ïîðÿäêîìïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíöåïöèåéêâàçèñðåäíèõ Áîãîëþáîâà:M0(K) = limh!0� limM;N!1M(K;h;N;M)�: (5.10)Îäíàêî â ïðåäïîëîæåíèÿõ î ïåðåñòàâèìîñòè ñîîò�âåòñòâóþùèõ ïðåäåëîâ è îá îñëàáëåíèè êîððåëÿöèéíà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íîåâûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà ñïîíòàííîé íàìàãíè÷åííî�ñòè, ñâÿçûâàÿ åãî ñî çíà÷åíèåì (2.20) ïàðíîé êîð-ðåëÿöèîííîé �óíêöèè äëÿ ìîäåëè Èçèíãà íà áåñêî�íå÷íîé ðåøåòêå ïðè íóëåâîì ìàãíèòíîì ïîëå:M20(K) = limjrj!1h�(0)�(r)i = h�(0)ih�(1)i == h�i2 = �: (5.11)Ìåæäó òåì, â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå ñóììàïî ðåøåòêå êàæäîãî èç äâóõ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé÷àñòè (5.3) ïî îòäåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùåéñÿ.Ïîýòîìó çàìåíàM2(K; 0;1;1) íà ïîñëåäíåì ýòàïåïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ h ! 0, M;N ! 1 íà ïðå�äåëüíîå çíà÷åíèå êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè (ðàâíîå

�) ïîä çíàêîì (áåñêîíå÷íîé) ñóììû ïðåäïîëàãàåòíå òîëüêî ðàâåíñòâî (5.11), íî òàêæå ñóùåñòâîâàíèåïðåäåëàlimh!0� limM;N!1MN�M2(K;h;M;N)� ��	 == f(K); (5.12)è, áîëåå òîãî, f(K) = 0: (5.13)ßâíûé âèä çàâèñèìîñòè êîððåëÿöèîííîé �óíêöèèîò ðàçìåðà N , à èìåííî, ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðîåñòðåìëåíèå öèëèíäðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê ñâîèìïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì (2.24)�(2.26), ìîæåò ñëó�æèòü êîñâåííûì ïîäòâåðæäåíèåì òîìó, ÷òî ðàâåí-ñòâà (5.12), (5.13) ñïðàâåäëèâû.Êàê âèäíî èç (2.18), (3.2), ãëàâíûé âêëàä â ïîâå�äåíèå êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè íà áîëüøèõ ðàññòî�ÿíèÿõ â �åððîìàãíèòíîé îáëàñòè äàåò ïåðâûé ÷ëåíâ ðàçëîæåíèè (2.16), êîòîðûé, çàìåòèì, íå çàâèñèòîò ïðîåêöèè y G0(jrj) = ��T e�jxj=�: (5.14)Îòñþäà âèäíî, ÷òî ðàññòîÿíèå ïîðÿäêà �, â ïðåäå�ëàõ êîòîðîãî ñïèíû æåñòêî êîððåëèðîâàíû, î÷åíüáûñòðî óâåëè÷èâàåòñÿ (ñì. (2.25)) ñ óâåëè÷åíèåìðàçìåðàN . Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â �åððîìàã�íèòíîé îáëàñòè òåìïåðàòóð öèëèíäð ðàçáèâàåòñÿ íàâåñüìà ïðîòÿæåííûå ó÷àñòêè (äîìåíû) ñ îòëè÷íîéîò íóëÿ íàìàãíè÷åííîñòüþ, â òî âðåìÿ êàê ñðåäíÿÿíàìàãíè÷åííîñòü âñåãî áåñêîíå÷íî äëèííîãî öèëèí�äðà ñîõðàíÿåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Ïîíÿòíî, ÷òî â êà÷å�ñòâå (êâàäðàòà) ñïîíòàííîé íàìàãíè÷åííîñòè â òà�êîé êàðòèíå ðàçóìíî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü çíà÷å�íèå êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè íå â ïðåäåëå jrj ! 1,à íà ðàññòîÿíèÿõ jrj = R(N), äîñòàòî÷íî áîëüøèõ,íî íå ïðåâûøàþùèõ ðàçìåð äîìåíà:N � R(N)� �:Êàê âèäíî èç (2.25), ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N òà�êèå íåðàâåíñòâà âïîëíå ìîãóò áûòü óäîâëåòâîðåíû.Ñîãëàñíî ýòîìó, â îïðåäåëåíèè òåðìîäèíàìè÷åñêî�ãî ïðåäåëà âîñïðèèì÷èâîñòè (5.3) ñóììèðîâàíèå âáåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ ïî êîîðäèíàòå x ñëåäóåò çà�ìåíèòü íà ñóììèðîâàíèå â ïðåäåëàõ, íå ïðåâûøà�þùèõ õàðàêòåðíûé ðàçìåð äîìåíà. Â ýòîì ñëó÷àå�îðìàëüíûì îáîñíîâàíèåì îïðåäåëåíèÿ (5.8) äëÿâîñïðèèì÷èâîñòè â �åððîìàãíèòíîé �àçå ÿâëÿåòñÿóñëîâèå îáðàùåíèÿ â íóëü ïðè N !1 âåëè÷èíû1335



A. È. Áóãðèé, Î. Î. Ëèñîâîé ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 6, 2002RXx=�R NXy=1[G0(jrj) �G0(R)℄ � �NR2=� ����!N!1 0;îòêóäà ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ ¾ïàðàìåòðà òåð�ìîäèíàìè÷åñêîãî îáðåçàíèÿ¿ R(N)R(N)�p�=N� � eNj�j=2[�=(2N sh j�j)℄1=4:Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ýòè îöåíêè ïðîÿñíÿþò â îïðåäå�ëåííîé ìåðå �èçè÷åñêîå ñîäåðæàíèå �îðìàëüíîéïðîöåäóðû òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà.6. ÑÒ�ÓÊÒÓ�À ÑÈÍ�ÓËß�ÍÎÑÒÅÉÈñõîäíîå âûðàæåíèå (2.1) äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîéñóììû â ìîäåëè Èçèíãà ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ïî s,à ðåøåíèå (2.9) � çàïèñüþ ýòîãî ïîëèíîìà â �àê�òîðèçîâàííîì âèäå. Îíî äàåò íàãëÿäíûé ïðèìåðìåõàíèçìà ¾íóëåé¿ Ëè è ßíãà [15℄, îáóñëîâëèâàþ�ùåãî âîçíèêíîâåíèå êðèòè÷åñêèõ ñèíãóëÿðíîñòåé âòåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå. Êîðíè ïîëèíîìà (2.9)ðàñïîëîæåíû íà îêðóæíîñòè jsj = 1 â êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè s. Ïðè ëþáûõ êîíå÷íûõ M è N íóëü íàâåùåñòâåííîé îñè s = 1 íå ïîÿâëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó â�åðìèîííîì ñïåêòðå îòñóòñòâóåò çíà÷åíèå êâàçèèì-ïóëüñà qx = qy = 0. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç ðàçìåðîâíåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, òî íóëè íà îêðóæíîñòèjsj = 1 ñãóùàþòñÿ, îáðàçóÿ ïëîòíîå ìíîæåñòâî. Âïðåäåëå M ! 1, N = onst îíè ïðåâðàùàþòñÿ âêîíå÷íîå ÷èñëî (ðàâíîå N) òî÷åê âåòâëåíèÿ êîðíå�âîãî òèïà íà îêðóæíîñòè jsj = 1, ÷òî äåìîíñòðèðóåòïðåäñòàâëåíèå (2.10) è óðàâíåíèÿ (2.11), (2.12), îïðå�äåëÿþùèå (q) êàê �óíêöèþ îò s. Â ñâîþ î÷åðåäü,ýòè òî÷êè âåòâëåíèÿ ñãóùàþòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè N ,îáðàçóÿ ïëîòíîå ìíîæåñòâî, íî â ïðåäåëå N ! 1

ïðåâðàùàþòñÿ â ÷åòûðå èçîëèðîâàííûå òî÷êè âåòâ�ëåíèÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîãî òèïà ïðè s = �1; �i. Êàêðåçóëüòàò ïîäîáíûõ ìåòàìîð�îç òåïëîåìêîñòü â òåð�ìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå ïðèîáðåòàåò ðàñõîäèìîñòüâ êðèòè÷åñêîé òî÷êå ln j1� sj, íî ïðè ýòîì âûðàæà�åòñÿ â âèäå îäíîé è òîé æå �óíêöèè êàê âûøå, òàêè íèæå òåìïåðàòóðû �àçîâîãî ïåðåõîäà.Êàçàëîñü áû, äëÿ ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòèêàê �óíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé s êàðòèíà íåäîëæíà âûãëÿäåòü ñëîæíåå. Â ñàìîì äåëå, èñõîä�íîå âûðàæåíèå (2.2) äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèèïðè êîíå÷íûõ M è N ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïîëè�íîìîâ îò s. Â çíàìåíàòåëå � ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóì�ìà, �îðìèðîâàíèå ñòðóêòóðû ñèíãóëÿðíîñòåé êî�òîðîé ìû òîëüêî ÷òî âêðàòöå îïèñàëè. Ê ñîæàëå�íèþ, ïîëèíîì â ÷èñëèòåëå íå óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòüâ ñòîëü æå ïðîñòîì �àêòîðèçîâàííîì âèäå. Òåì íåìåíåå �îðì�àêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðè M ! 1è êîíå÷íîì N , ïîëó÷åííîå â äàííîé ðàáîòå, ïîêà�çûâàåò, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ èìååò êîíå÷�íîå ÷èñëî êîðíåâûõ òî÷åê âåòâëåíèÿ íà îêðóæíî�ñòè jsj = 1. Èõ êîëè÷åñòâî óäâîåíî ïî ñðàâíåíèþñî ñëó÷àåì ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû, ïîñêîëüêó â âû�ðàæåíèÿõ (2.16)�(2.19), (3.2) ïðèñóòñòâóþò �óíê�öèè (q) (2.11), ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì êâàçè�èìïóëüñà êàê èç �åðìèîííîãî, òàê è áîçîííîãî ñïåê�òðîâ. Âîñïðèèì÷èâîñòü íà öèëèíäðå äàåòñÿ áåñêî�íå÷íîé ñóììîé êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé, ÷òî, âïðèíöèïå, ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíè-òåëüíûõ ñèíãóëÿðíîñòåé. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, îäíàêî,÷òî òàêèå ñèíãóëÿðíîñòè íå ïîÿâëÿþòñÿ íà ïåðâîìëèñòå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.Âûïèøåì â ÿâíîì âèäå â êà÷åñòâå ïðèìåðà âûðà�æåíèå � (5.4) äëÿ N = 3 ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâ�ëåíèé (3.7)�(3.9) äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ,à òàêæå âûðàæåíèé (3.13)�(3.15):��1� = sh (0) + (2�=3)2 sh (�) + (2�=3)2 sh2 (2�=3) + (�=3)2sh (0) + (�=3)2 sh (�) + (�=3)2 sh (�=3) sh (2�=3) th���1 + (0)2 �++ 164 1sh (0) + (�=3)2 sh (�) + (�=3)2 sh (0) + (2�=3)2 sh (�) + (2�=3)2 �� 1sh (�=3) sh (2�=3) sh2 (�=3) + (2�=3)2 th���1 + (0) + 2(2�=3)2 � : (6.1)
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i

−i

s

−1 0 1

�èñ. 2. Ïîëîæåíèå ñèíãóëÿðíîñòåé â êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè äëÿ ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè � êàê�óíêöèè îò s = sh 2�J ïðè ÷àñòíîì çíà÷åíèèN = 3Ñèíãóëÿðíîñòè ïî s ìîãëè áû ïîÿâèòüñÿ çà ñ÷åò îá�ðàùåíèÿ â íóëü çíàìåíàòåëÿ â âûðàæåíèè (6.1). Ëåã�êî âèäåòü, îäíàêî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæèòåëèsh (q) + (q0)2 = (os q0 � os q)= sh (q)� (q0)2âñåãäà îòëè÷íû îò íóëÿ, åñëè q 6= q0. Ìîæíî òàêæåïîêàçàòü, ÷òî íà ïåðâîì ëèñòå ðèìàíîâîé ïîâåðõíî�ñòè, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ïîëîæèòåëüíî�ñòè (q) êàê �óíêöèè îò s ïðè âåùåñòâåííûõ s > 0,íå îáðàùàþòñÿ â íóëü è àðãóìåíòû êîòàíãåíñîâ, âõî�äÿùèõ â (6.1): ýòè ìíîæèòåëè åñòü ðåçóëüòàò áåñ�êîíå÷íîãî ñóììèðîâàíèÿ ïî êîîðäèíàòå x. Ïîýòîìóïîëíûé íàáîð ñèíãóëÿðíîñòåé âîñïðèèì÷èâîñòè èñ-÷åðïûâàåòñÿ òåìè òî÷êàìè âåòâëåíèÿ, êîòîðûå ñî�äåðæàòñÿ â �óíêöèÿõe(q) = "r12(s+ s�1) + sin2 q2++ r12(s+ s�1)� os2 q2 #2 : (6.2)Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ êâàçèèìïóëüñàq 6= 0; � �óíêöèÿ (6.2) èìååò ÷åòûðå òî÷êèâåòâëåíèÿ. Åñëè îáîçíà÷èòü èõ ÷åðåç s = jsje�i' ,òî jsj = 1; os' = ( os2 q=2;� sin2 q=2: (6.3)Èç (6.2) âèäíî, ÷òî ïðè q = 0; � èìåþòñÿ òîëüêîäâå òî÷êè âåòâëåíèÿ s = �i. Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü,÷òî ïðè çàäàííîì N ïîëíîå ÷èñëî ñèíãóëÿðíîñòåé

ðàâíî 4N � 2, è âñå îíè ëåæàò íà îêðóæíîñòèjsj = 1. Äëÿ N = 3 ñîîòâåòñòâóþùàÿ êàðòèíêà ïðåä�ñòàâëåíà íà ðèñ. 2. Îòìåòèì, ÷òî íà äðóãèõ ëèñòàõðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ïîÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíîñòè,ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàùåíèþ â íóëü àðãóìåíòîâãèïåðáîëè÷åñêèõ êîòàíãåíñîâ â (6.1), ïðè÷åì ýòèòî÷êè íå ëåæàò íà îêðóæíîñòè jsj = 1. Î òîì, ÷òîïðîèñõîäèò â ïðåäåëå N !1, êîãäà ñèíãóëÿðíîñòèïðè jsj = 1 ñãóùàþòñÿ, îáðàçóÿ ïëîòíîå ìíîæåñòâî,ìû ïîêà íå ìîæåì ñêàçàòü íè÷åãî îïðåäåëåííî�ãî. Ñîøëåìñÿ íà ðàáîòû [16; 17℄, â êîòîðûõ ýòàïðîáëåìà ïîäâåðãëàñü âåñüìà ñåðüåçíîìó àíàëèçó.Àâòîðû ýòèõ ðàáîò ñêëîíÿþòñÿ ê âûâîäó î òîì,÷òî ðåçóëüòàòîì ñãóùåíèÿ îñîáûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿâîçíèêíîâåíèå â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè s ñèíãó�ëÿðíîñòè òèïà åñòåñòâåííîé ãðàíèöû.Ìû ïðèçíàòåëüíû Â. Í. Øàäóðå çà ïîìîùü â ðà�áîòå è îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå áëàãîäàðíûÁ. Ì. Ìàêêîþ (Â. Ì. ÌñÑîó) çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿîòíîñèòåëüíî �îðì�àêòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîð�ðåëÿöèîííîé �óíêöèè íà öèëèíäðå è çà òî, ÷òî îíóêàçàë íàì íà âàæíîñòü ïðîáëåìû ñèíãóëÿðíîñòåéâ ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêåïðîãðàììû INTAS (ãðàíò �00-00055) è �ÔÔÈÓêðàèíû (ïðîåêò 02.07/00152).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. L. Onsager, Phys. Rev. 65, 117 (1944).2. C. N. Yang, Phys. Rev. 85, 808 (1952).3. E. W. Montroll, R. B. Potts, and J. C. Ward, J. Math.Phys. 4, 308 (1963).4. T. T. Wu, B. M. MCoy, C. A. Tray, and E. Barouh,Phys. Rev. B 13, 316 (1976).5. B. M. MCoy, E. Barouh, and T. T. Wu, Phys. Rev.Lett. 31, 1409 (1973).6. M. Jimbo and T. Miwa, Pro. Jap. Aad. A 56, 405(1980).7. B. M. MCoy and T. T. Wu, The Two-DimensionalIsing Model, Harvard University Press, Cambridge(1973).8. J. Palmer and C. A. Tray, Adv. in Appl. Math. 2,329 (1981).9. K. Yamada, Prog. Theor. Phys. 71, 1416 (1984).10. À. È. Áóãðèé, Â. Í. Øàäóðà, ÆÝÒÔ 109, 1024(1996).1337
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