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ÊÎÍÄÅÍÑÀÖÈß ÁÎÇÅ�ÝÉÍØÒÅÉÍÀ Â ÊÎÍÅ×ÍÎÉÎÄÍÎÌÅ�ÍÎÉ ÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅÍÅÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÓÞÙÈÕ ÁÎÇÎÍÎÂÂ. À. Àëåêñååâ *Ôèçè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ï. Í. Ëåáåäåâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119991, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 1 îêòÿáðÿ 2001 ã.Èññëåäîâàí ïðîöåññ êîíäåíñàöèè èäåàëüíîãî áîçå-ãàçà, îáúåì êîòîðîãî îãðàíè÷åí ñòåíêàìè ñîñóäà, èìå-þùåãî �îðìó ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ êâàäðàòíûì îñíîâàíèåì (ñòîðîíà êâàäðàòà l) è âûñî-òîé L ïðè óñëîâèè L � l. Ïîêàçàíî, ÷òî êàê â ðàìêàõ ñòàòèñòèêè Áîçå�Ýéíøòåéíà (áîëüøîé êàíîíè-÷åñêèé àíñàìáëü), òàê è â ðàìêàõ ñòàòèñòèêè êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ áîçîíîâ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿN(l=L)4 � 1, ãäå N � ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö ãàçà, çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåíñàòå îòòåìïåðàòóðû T ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ïàðàìåòðà t = T=T1, ãäå T1 � íåêîòîðàÿ õàðàêòåðíàÿ äëÿ ñèñòå-ìû òåìïåðàòóðà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ïðîäîëüíîãî ðàçìåðà îáúåìà L, ò. å. ïðîöåññ êîíäåíñàöèè íîñèòîäíîìåðíûé õàðàêòåð. Â îäíîìåðíîì ðåæèìå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ÷èñåë ÷àñòèö â êîíäåíñàòàõ áîëüøîãîêàíîíè÷åñêîãî è êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëåé ñîâïàäàþò òîëüêî â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ t! 0 è t!1. Ôóíê-öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåíñàòå êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ïðè t � 1 èìååò âèä ðåçîíàíñà,ò. å. êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ðàñïðåäåëåíèÿ Áîçå�Ýéíøòåéíà. Â îáëàñòè t � 1 ýòî ðàñïðåäåëåíèåïåðåñòðàèâàåòñÿ, è ïðè t� 1 îíî ïðèíèìàåò âèä ðàñïðåäåëåíèÿ Áîçå�Ýéíøòåéíà. Ïåðåñòðîéêà ïðîèñõî-äèò ïëàâíî, ò. å. îäíîìåðíàÿ êîíäåíñàöèÿ òåðÿåò ÷åðòû �àçîâîãî ïåðåõîäà, õàðàêòåðíûå äëÿ òðåõìåðíîéñèñòåìû. Ïðè N(l=L)4 � 1 â ñìûñëå ñðåäíèõ çíà÷åíèé ÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåíñàòå ïðîöåññ ñòàíîâèòñÿòðåõìåðíûì, îäíàêî â ñòàòèñòèêå êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ áîçîíîâ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèöâ êîíäåíñàòå ïðè âñåõ N ñîõðàíÿåò ñïåöè�èêó îäíîìåðíîé ñèñòåìû.PACS: 03.75.Fi, 05.30.Jp1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÁûñòðî ðàçâèâàþùèåñÿ ìåòîäû óäåðæàíèÿ èîõëàæäåíèÿ àòîìíûõ ãàçîâ îòêðûâàþò âñå íîâûåâîçìîæíîñòè äëÿ èññëåäîâàíèÿ áîçå-êîíäåíñàòîâðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîí�èãóðàöèé. Âñêî�ðå ïîñëå ïåðâîãî òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ âîç�ìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ îäíîìåðíîãî êîíäåíñàòà â ïà�ðàáîëè÷åñêîé ëîâóøêå [1℄ ýòî ñîñòîÿíèå áûëî äîñòèã�íóòî â ãàçå, óäåðæèâàåìîì ïîòåíöèàëîì îïòè÷åñêîéðåøåòêè [2℄, è, ïî÷òè îäíîâðåìåííî, â ìàãíèòíîé èîïòè÷åñêîé ëîâóøêàõ [3℄, ïðè÷åì â ïîñëåäíåì ñëó�÷àå ñ èçìåíåíèåì ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëîâ ëîâóøåêíàáëþäàëñÿ ïåðåõîä îò òðåõìåðíîé ñèñòåìû ê îäíî�ìåðíîé.Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî îäíîìåðíàÿ*E-mail: valeks�s
i.lebedev.ru

êîíäåíñàöèÿ ìîæåò ïðîèñõîäèòü è â îäíîðîäíîìèäåàëüíîì áîçå-ãàçå, ò. å. â ñèñòåìå, îáúåì êîòî�ðîé îãðàíè÷åí ñòåíêàìè ñîñóäà (¾æåñòêèìè ãðàíè�öàìè¿). Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàíèìàåìûé ãàçîìîáúåì èìååò �îðìó ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïè�ïåäà ñ ðàçìåðàìè Lx = Ly = l, Lz = L, ïðè÷åìL=l � 1. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåíñàòå îò òåìïåðàòóðû èìååòêà÷åñòâåííî ðàçíûé âèä ïðè ðàçíûõ ñîîòíîøåíèÿõìåæäó ïîëíûì ÷èñëîì ÷àñòèö ãàçà N è ïàðàìåòðîìl=L. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ N(l=L)4 � 1 ìàñøòàáóáûâàíèÿ çàñåëåííîñòè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ãàçà ñðîñòîì òåìïåðàòóðû T âî âñåé îáëàñòè ñóùåñòâîâà�íèÿ êîíäåíñàòà îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðíîé òåìïåðà�òóðîé T1, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ïðîäîëüíîãî ðàçìåðàîáúåìà L, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî êîíäåíñàöèÿ â ýòîìñëó÷àå ïðîèñõîäèò â îäíîìåðíîì ðåæèìå, à òåìïå�ðàòóðó T1 ìîæíî íàçâàòü òåìïåðàòóðîé îäíîìåðíîé1273



Â. À. Àëåêñååâ ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 6, 2002êîíäåíñàöèè. Ïðè î÷åíü áîëüøèõ N , êîãäà íà÷èíà�åò âûïîëíÿòüñÿ îáðàòíîå íåðàâåíñòâî N(l=L)4 � 1,ðåæèì îäíîìåðíîé êîíäåíñàöèè (â ñìûñëå çàñåëåí�íîñòè, ò. å. ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â êîí�äåíñàòå) ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî ïðè î÷åíü íèçêèõ òåì�ïåðàòóðàõ T � T� = (T1=N)(L=l)4 (ñì. (25)), ïîñëå÷åãî â îáëàñòè òåìïåðàòóð T� � T � T3, ãäå T3 �òåìïåðàòóðà òðåõìåðíîé êîíäåíñàöèè [4; 5℄, ÿâëåíèåñòàíîâèòñÿ òðåõìåðíûì.�àññìîòðåíû äâà ñëó÷àÿ: ñëó÷àé áîëüøîãî êàíî�íè÷åñêîãî àíñàìáëÿ, ò. å. ñòàòèñòèêè Áîçå�Ýéíøòåé-íà, êîãäà ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèöãàçà, è ãîðàçäî áîëåå àäåêâàòíûé ñèòóàöèè (ãàç âñîñóäå!) ñëó÷àé êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ áîçîíîâ, âêîòîðîì òî÷íî �èêñèðóåòñÿ ÷èñëî ÷àñòèö ãàçà N .Ñòàòèñòèêà êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ òðåõìåðíîãî ãà�çà áûëà ðàçâèòà â ðàáîòàõ [6�8℄. Èç ðåçóëüòàòîâýòèõ ðàáîò ñëåäóåò, ÷òî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ïðè ðà�äèêàëüíîì ðàçëè÷èè �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà÷àñòèö â êîíäåíñàòå ñðåäíèå ÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåí�ñàòå â ýòèõ äâóõ ñòàòèñòèêàõ ñîâïàäàþò. Â íàñòîÿ�ùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â îäíîìåðíîì ðåæèìå êîí�äåíñàöèè ðàçëè÷àþòñÿ íå òîëüêî �óíêöèè ðàñïðåäå�ëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö, íî è ñðåäíèå ÷èñëà ÷àñòèö âîñíîâíîì ñîñòîÿíèè (êîíäåíñàòå).Îòìåòèì äâå âàæíûå îñîáåííîñòè ÿâëåíèÿ îäíî�ìåðíîé êîíäåíñàöèè îäíîðîäíîãî èäåàëüíîãî ãàçà,êà÷åñòâåííî îòëè÷àþùèå åãî îò òðåõìåðíîé. Êàê èç�âåñòíî [4; 5℄, òåìïåðàòóðà òðåõìåðíîé êîíäåíñàöèèïðîïîðöèîíàëüíà ïëîòíîñòè ãàçà, T3 / N=V , è îñòà�åòñÿ ïîñòîÿííîé ïðè ïåðåõîäå ê òåðìîäèíàìè÷åñêî�ìó ïðåäåëó N ! 1, V ! 1, N=V ! 
onst. Â îòëè�÷èå îò ýòîãî, òåìïåðàòóðà îäíîìåðíîé êîíäåíñàöèèT1 / N=L2 (ñì. (5)) ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó N !1,L ! 1, N=L ! 
onst, ïðè êîòîðîì ñîõðàíÿåòñÿïëîòíîñòü ãàçà, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïðè äðóãîì ïðå�äåëüíîì ïåðåõîäå, N ! 1, L ! 1, N=L2 ! 
onstòåìïåðàòóðà êîíäåíñàöèè îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, îä�íàêî ðàñòåò ïëîòíîñòü ãàçà, ò. å. íà÷èíàÿ ñ íåêîòî�ðûõ çíà÷åíèé N ãàç çàâåäîìî íåëüçÿ ñ÷èòàòü èäå�àëüíûì (ñèòóàöèÿ â ýòîì ñëó÷àå âïîëíå àíàëîãè÷íàâîçíèêàþùåé ïðè òðåõìåðíîé êîíäåíñàöèè â ïàðà�áîëè÷åñêîé ëîâóøêå, êîãäà (ñì., íàïðèìåð, [1℄)T3 � ~!N1=3 / (N=V 2)1=3;ãäå V = R3 � ¾îáúåì îñöèëëÿòîðà¿, R = p~=m!,! � ÷àñòîòà ëîâóøêè, m � ìàññà ÷àñòèö). Ýòî îçíà�÷àåò, ÷òî ÿâëåíèå îäíîìåðíîé êîíäåíñàöèè îäíî�ðîäíîãî èäåàëüíîãî áîçå-ãàçà â òåðìîäèíàìè÷åñêîìïðåäåëå, êàê íåîäíîêðàòíî ïîä÷åðêèâàëîñü, èñ÷åçà�åò [9�12℄, ò. å. îíî ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî òîëüêîïðè îãðàíè÷åííîì ïîëíîì ÷èñëå ÷àñòèö. Íåòðóäíî

îöåíèòü, îäíàêî, ÷òî ýòî ÷èñëî ÷àñòèö ìîæåò áûòüâåñüìà áîëüøèì. Íàïðèìåð, ïðè ðàçìåðàõ îáúåìàl = 10�3 ñì, L = 1 ñì (ðîëü ãðàíèö òàêîãî îáúåìàìîãóò èãðàòü ëàçåðíûå ïîëÿ, îòòàëêèâàþùèå ÷àñòè�öû ñòðèêöèîííûìè ñèëàìè) è N = 1011 (ïðè ýòîìN(l=L)4 = 0:1, ò. å. êîíäåíñàöèÿ ïðîèñõîäèò â îä�íîìåðíîì ðåæèìå), ãàçîâûé ïàðàìåòð a3N=l2L ïðèòèïè÷íîé äëÿ ùåëî÷íûõ ìåòàëëîâ äëèíå ðàññåÿíèÿa � 5 � 10�7 ñì åùå î÷åíü ìàë, òàê ÷òî ãàç áëèçîê êèäåàëüíîìó.Äðóãèì õàðàêòåðíûì îòëè÷èåì îäíîìåðíîé êîí�äåíñàöèè îò òðåõìåðíîé ÿâëÿåòñÿ ïëàâíîñòü óáû�âàíèÿ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðûîòíîøåíèÿ hn0i=N , ãäå hn0i � ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñ�òèö â êîíäåíñàòå. Â [7; 8℄ îòìå÷àëîñü, ÷òî è â òðåõ�ìåðíîì ñëó÷àå êîíå÷íîñòü ÷èñëà ÷àñòèö N ïðèâî�äèò ê ðàçìûâàíèþ îáëàñòè òåìïåðàòóðû, ïðè êîòî�ðîé îòíîøåíèå hn0i=N îáðàùàåòñÿ â íóëü, è òîëü�êî ïðè N ! 1 ýòî îòíîøåíèå îáðàùàåòñÿ â íóëüïðè T = T3 ñ îòëè÷íîé îò íóëÿ ïðîèçâîäíîé. Âîäíîìåðíîì ñëó÷àå ïëàâíîñòü óìåíüøåíèÿ îòíîøå�íèÿ hn0i=N ñîõðàíÿåòñÿ è â ïðåäåëå N ! 1, è âýòîì ñìûñëå òåìïåðàòóðà îäíîìåðíîé êîíäåíñàöèèT1 â åùå áîëüøåé ñòåïåíè òåðÿåò ñìûñë, îáû÷íî ïðè�ïèñûâàåìûé òåìïåðàòóðå êîíäåíñàöèè êàê òåìïåðà�òóðå, ïðè êîòîðîé îòíîøåíèå hn0i=N îáðàùàåòñÿ âíóëü, è ÿâëÿåòñÿ �àêòè÷åñêè ëèøü õàðàêòåðíûì ïà�ðàìåòðîì çàäà÷è.2. ÎÄÍÎÌÅ�ÍÀß ÊÎÍÄÅÍÑÀÖÈß ÂÑÒÀÒÈÑÒÈÊÅ ÁÎÇÅ�ÝÉÍØÒÅÉÍÀ(ÁÎËÜØÎÉ ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÉÀÍÑÀÌÁËÜ)Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿW (n0; n1; : : : ) ÷èñåë ÷àñòèö nk, íàõîäÿùèõñÿ â ñî�ñòîÿíèÿõ ñ ýíåðãèåé Ek, áûëà íàéäåíà Ýéíøòåéíîìâ 1924 ã. [13℄ è èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõðàñïðåäåëåíèé:W (n0; n1; : : : ) =Yk wk(nk);wk(nk) = [1� exp(�� "k)℄ exp [(�� "k)nk℄ ; (1)ãäå "k = Ek=T , T � òåìïåðàòóðà â ýíåðãåòè÷åñêèõåäèíèöàõ, � � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë â åäèíèöàõòåìïåðàòóðû. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèþ (1)ñðåäíèå çíà÷åíèÿhnki = 1Xnk=0nkwk(nk) = ~nkðàâíû ~nk = [exp("k � �)� 1℄�1 ; (2)1274



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 6, 2002 Êîíäåíñàöèÿ Áîçå�Ýéíøòåéíà â êîíå÷íîé îäíîìåðíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìå : : :à õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë � îïðåäåëÿåòñÿ òðåáîâàíè�åì, ÷òîáû ñóììà ñðåäíèõ çíà÷åíèé ~nk áûëà ðàâíàïîëíîìó ÷èñëó ÷àñòèö ãàçà:Xk ~nk = N: (3)Â ñëó÷àå ñèñòåìû ñâîáîäíûõ áîçîíîâ ýíåðãåòè÷å�ñêèé ñïåêòð ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ òðåáîâàíèåì ïå-ðèîäè÷íîñòè âîëíîâîé �óíêöèè:"k = �xk2x + �yk2y + �zk2z ;�x;y = �0 = (2�~)22mTl2 ; �z = � = (2�~)22mTL2 ;ki = 0;�1; : : : ; �� �0; (4)ãäå m � ìàññà ÷àñòèöû. Ïàðàìåòð � óäîáíî ïåðåïè�ñàòü â åäèíèöàõ õàðàêòåðèçóþùåé ñèñòåìó òåìïåðà�òóðû îäíîìåðíîé êîíäåíñàöèè:T1 = (2�~)24�(2)mL2N = 6~2mL2N;� = 2�(2)Nt = �23Nt; t = TT1 ; (5)ãäå �(x) � äçåòà-�óíêöèÿ �èìàíà.Óñëîâèå (3) ñ ó÷åòîì (2) è (4) ïðèíèìàåò âèäXk ~nk ==Xk �exp ��0(k2x+k2y)+�k2z����1	�1 = N: (6)Ïðè î÷åíü íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, êîãäà âûïîëíÿåò�ñÿ óñëîâèå � � 1, ýêâèâàëåíòíîå óñëîâèþ t � 1=N ,â ñóììå (6) îòëè÷åí îò íóëÿ ëèøü îäèí ÷ëåí,~n0 = (e�� � 1)�1, îòêóäà ñëåäóåò~n0 = N; � = � ln�1 + 1~n0� � � 1N ;è �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (1) ÷èñåë ÷àñòèö nk â ñî�ñòîÿíèÿõ k ïðèíèìàþò âèäw0(n0) = 1N e�n0=N ;wk6=0(nk) = Ænk;0 ; t� 1N : (7)Â ñîîòâåòñòâèè ñ (7) ïðè ïîëíîì îòñóòñòâèè ÷àñ�òèö â âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèÿõ èìååòñÿ êîíå÷íàÿâåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ëþáîå êîëè÷åñòâî ÷àñòèöâ îñíîâíîì ñîñòîÿíèè. Ýòî, åñòåñòâåííî, ïðîòèâî�ðå÷èò çäðàâîìó ñìûñëó è ïîä÷åðêèâàåò íåñîñòîÿ�òåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ (1) ïî êðàéíåé ìåðå ïðè

T ! 0, ÷òî õàðàêòåðíî íå òîëüêî äëÿ ðàññìàòðè�âàåìîãî çäåñü ñëó÷àÿ îäíîðîäíîãî áîçå-ãàçà, à äëÿñòàòèñòèêè Áîçå�Ýéíøòåéíà â öåëîì. Óñòðàíÿåòñÿýòî ïðîòèâîðå÷èå â ñòàòèñòèêå êàíîíè÷åñêîãî àí�ñàìáëÿ ÷àñòèö [6�8℄. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òîâ òðåõìåðíîì ñëó÷àå ïðè ðàäèêàëüíîì ðàçëè÷èè�óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåíñàòåñðåäíèå çíà÷åíèÿ çàñåëåííîñòåé â ýòèõ äâóõ ñòàòè�ñòèêàõ ñîâïàäàþò, à â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, êàê áó�äåò âèäíî íèæå, ðàçëè÷àþòñÿ äîâîëüíî ñëàáî. Èìåÿâ âèäó, ÷òî ïî÷òè âñå èçâåñòíûå íà ñåãîäíÿøíèéäåíü âûâîäû îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ êîíäåíñàòà ñäå�ëàíû â ðàìêàõ ñòàòèñòèêè Áîçå�Ýéíøòåéíà, à òàê�æå íåîáõîäèìîñòü ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àþ�ùèåñÿ â ýòèõ äâóõ ïîäõîäàõ, ìû ïðîäîëæèì èññëåäî�âàíèå îäíîìåðíîé êîíäåíñàöèè â ðàìêàõ ñòàòèñòèêèÁîçå�Ýéíøòåéíà, íåñìîòðÿ íà ÿâíóþ ïðîòèâîðå÷è�âîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ (7).Ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû íà÷èíàåò âûïîëíÿòüñÿóñëîâèå � � 1 (t � 1=N), òîãäà êàê ñòåïåíè ñâî�áîäû x è y âñå åùå ¾çàìîðîæåíû¿, ò. å. �0 � 1. Âýòîé îáëàñòè òåìïåðàòóð (1=N � t � N�1L2=l2)ñèñòåìà �àêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíîé. Ñ äàëü�íåéøèì ðîñòîì òåìïåðàòóðû íà÷èíàåò âûïîëíÿòü�ñÿ óñëîâèå �0 � 1 è â èãðó âñòóïàþò ïîïåðå÷íûåñòåïåíè ñâîáîäû x è y, ò. å. ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ òðåõ�ìåðíîé. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîñëåäèòü ýòîò ïåðåõîä èòî÷íåå îáîçíà÷èòü ãðàíèöû ¾îäíîìåðíîé êîíäåíñà�öèè¿, ìû ñîõðàíèì â ñóììå (6) âñå ñòåïåíè ñâîáîäûè ïåðåïèøåì åå â âèäåN = 1Xkz=�1 �exp(�k2z � �)� 1��1 ++ 1Xkz=�1 Xk? 6=0 �exp(�k2z + �0k2? � �)� 1��1 ;k? = (kx; ky): (8)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî � � 1 è j�j � 1=~n0 � 1, ìîæíî ðàç�ëîæèòü ýêñïîíåíòó â ïåðâîé ñóììå, ïîñëå ÷åãî ñ ïî�ìîùüþ �îðìóëû Ïóàññîíà (ñì., íàïðèìåð, [14℄)1Xn=�1�(n) = 1Xs=�1 1Z�1 �(x)e2i�sxdx (9)îíà âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íî:1Xkz=�1 ��k2z + j�j��1 == �p�j�j 1 + exp��2�pj�j=��1� exp��2�pj�j=�� : (10)1275



Â. À. Àëåêñååâ ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 6, 2002Ïðåîáðàçóÿ âòîðóþ ñóììó â (8), èñïîëüçóåì ðàâåí�ñòâî �exp(z2 � �)� 1��1 = 1Xp=1 exp �(�z2 + �)p�è ââîäèì îáîçíà÷åíèå (z) = 1Xn=�1 exp(�zn2); (11)ïîñëå ÷åãî íàõîäèì1Xkz=�1 Xk? 6=0 �exp(�k2z + �0k2? � �)� 1��1 == 1Xp=1 � �23Ntp��� � 2� �23Nt L2l2 p�� 1� exp (�j�jp) : (12)Ó÷èòûâàÿ (11) è (12), ïîëàãàÿ j�j = 1=~n0 è îáîçíà�÷àÿ ~n0=N = x, èç (8) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå1 = p3tx 
th �p3t=x�+ �;� = 1N 1Xp=1 � �23Ntp�� (13)� � 2� �23Nt L2l2 p�� 1� exp�� pNx� ;îïðåäåëÿþùåå îòíîñèòåëüíóþ çàñåëåííîñòü x îñíîâ�íîãî ñîñòîÿíèÿ.Êàê âèäíî èç (11), ïðè áîëüøèõ è ìàëûõ z �óíê�öèÿ  (z) ñòðåìèòñÿ ê äâóì ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì: (z) = ( p�=z ; z � 1;1 + 2e�z; z � 1: (14)Ïîýòîìó âõîäÿùàÿ â (13) ñóììà èìååò êà÷åñòâåííîðàçíûé âèä â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäóäâóìÿ áîëüøèìè ïàðàìåòðàìè, N è L2=l2.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ1N � t� 1N L2l2 ; (15)êîòîðîå â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ÷àñòèö N îòíîñèòåëü�íî ìàëî, 1� N � L2=l2; (16)âêëþ÷àåò çíà÷åíèÿ t � 1, âõîäÿùàÿ â (13) ñóì�ìà ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà è åå ìîæíî îòáðîñèòü.
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t�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö âîäíîìåðíîì êîíäåíñàòå îò òåìïåðàòóðû. Êðèâàÿ1 ñîîòâåòñòâóåò êàíîíè÷åñêîìó àíñàìáëþ áîçîíîâ(ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ(51)), 2 � áîëüøîìó êàíîíè÷åñêîìó àíñàìáëþ (÷èñ-ëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17))Â ðåçóëüòàòå çàñåëåííîñòü îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿx = ~n0=N îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåìp3tx = th�p3t=x� : (17)Ïðè íèçêîé òåìïåðàòóðå èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñ òî÷�íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà t2 ïîëó÷àåì~n0N = 1� t+ 15 t2; 1N � t� 1: (18)Ïðè áîëüøèõ t ñ òî÷íîñòüþ äî ýêñïîíåíöèàëüíî ìà�ëîé ïîïðàâêè èç (17) íàõîäèì~n0N = 13t � 12te�6t; 1� t� 1N L2l2 : (19)Â îáëàñòè (19) îòíîñèòåëüíàÿ çàñåëåííîñòü îñíîâíî�ãî ñîñòîÿíèÿ óæå î÷åíü ìàëà, òàê ÷òî ïðè âûïîëíå�íèè óñëîâèÿ (16) (äàëåå áóäåò âèäíî, ÷òî ýòî óñëîâèåÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì è ãîðàçäî áîëåå ñèëüíûì, ÷åìíåîáõîäèìîå (28)) óðàâíåíèå (17) îïèñûâàåò ïðàê�òè÷åñêè âñþ îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ êîíäåíñàòà, êî�òîðûé â ýòîì ñëó÷àå ïðè âñåõ t ÿâëÿåòñÿ îäíîìåð�íûì. ×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17) ïîêàçàíîíà ðèñ. 1.Ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû óñëîâèå (15) ïåðåñòàåò âû�ïîëíÿòüñÿ, ïðè÷åì ïðè áîëüøèõ N � L2=l2 îíî íà�ðóøàåòñÿ óæå ïðè ìàëûõ t � 1. Ïðè t � N�1L2=l2ñóììà � â ïðàâîé ÷àñòè (13) íå ïîääàåòñÿ àíàëèòè�÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ. Îäíàêî ïðè t � N�1L2=l2ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì çíà÷åíè�1276



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 6, 2002 Êîíäåíñàöèÿ Áîçå�Ýéíøòåéíà â êîíå÷íîé îäíîìåðíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìå : : :åì (14) �óíêöèè  (z) ïðè z � 1 è íàïèñàòü ñóììóâ âèäå � = pAt3 �1� 2p��(3=2) 1pNx � ; (20)ãäå A = � 3��3 �2�32�N l4L4 :Âòîðîé ÷ëåí â ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè (20) ó÷èòû�âàåò âëèÿíèå ýêñïîíåíòû ïîä çíàêîì ñóììû â (13)è èñ÷åçàåò ïðè N ! 1, îäíàêî îáåñïå÷èâàåò ïëàâ�íîñòü ñòðåìëåíèÿ çàñåëåííîñòè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿx ê íóëþ (áåç ñêà÷êà ïðîèçâîäíîé) â óçêîé îêðåñò�íîñòè jT=T3 � 1j � 1=N1=3 òåìïåðàòóðû òðåõìåðíîéêîíäåíñàöèè T3 ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî ïðîèñõîäèòâ ñëó÷àå ãàçà, çàõâà÷åííîãî â ïàðàáîëè÷åñêóþ ëî�âóøêó [15℄. Äàëåå ìû íå áóäåì óñëîæíÿòü èçëîæå�íèå ðàññìîòðåíèåì ýòîãî ý��åêòà è, ñîîòâåòñòâåí�íî, âòîðûì ÷ëåíîì â ñêîáêàõ â (20) ïðåíåáðåæåì.Óðàâíåíèå (13) ïðèíèìàåò âèä1�pAt3 = p3tx 
th�p3t=x� : (21)Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè ýòî�ãî óðàâíåíèÿ, ðàâíà îòíîñèòåëüíîé çàñåëåííîñòèîñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè òðåõìåðíîé êîíäåíñàöèèãàçà.Âòîðîé ÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (21) çàìåò�íî âëèÿåò íà åãî ðåøåíèå ïðè çíà÷åíèÿõ t � A�1=3 �� (N�1L4=l4)1=3. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè âû�ïîëíåíèè íåðàâåíñòâàN � L=l (22)ýòè çíà÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ t� N�1L2=l2,ïðè êîòîðîì áûëà âû÷èñëåíà ñóììà ðÿäà (20). Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (22) óðàâíå�íèå (21) ïðèìåíèìî äëÿ ëþáûõ t. Áóäåì íà äàííîìýòàïå ñ÷èòàòü óñëîâèå (22) âûïîëíåííûì.Èç (21) ñëåäóåò, ÷òî çàñåëåííîñòü îñíîâíî�ãî ñîñòîÿíèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè çíà÷åíèèt = t3 = A�1=3, ñîîòâåòñòâóþùåì â ðàçìåðíûõåäèíèöàõ òåìïåðàòóðå T3 îáû÷íîé òðåõìåðíîéêîíäåíñàöèè áîçå-ãàçà [4; 5℄:T3 = A�1=3T1 = 2���2=3�32� ~2m � Nl2L�2=3 : (23)Îäíàêî çàâèñèìîñòü x(t) èìååò êà÷åñòâåííî ðàçíûéâèä ïðè áîëüøèõ è ìàëûõ (ýòî äîïóñêàåòñÿ óñëîâèåì(22)) çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà A.Ïðè áîëüøèõ A � 1 âïëîòü äî òåìïåðàòóðî÷åíü áëèçêèõ ê t3, ÷òî îõâàòûâàåò ïðàêòè÷åñêè âñþ

îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ êîíäåíñàòà (â ýòîì ñëó÷àåt3 � 1), èç (21) ñëåäóåò~n0N = 1� t�pAt3 ; t3 � t� A�2=3: (24)Äàëåå â óçêîé îêðåñòíîñòè òåìïåðàòóðû òðåõìåðíîéêîíäåíñàöèè, t3� t � A�2=3, çàñåëåííîñòü îñíîâíîãîñîñòîÿíèÿ ïëàâíî óáûâàåò äî íóëÿ. Óðàâíåíèå (21),îäíàêî, íå ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà ïðàâèëüíîå îïè�ñàíèå ýòîé îáëàñòè, ïîñêîëüêó çäåñü ñòàíîâèòñÿ ñó�ùåñòâåííûì îòáðîøåííûé âòîðîé ÷ëåí â ñêîáêàõ â�îðìóëå (20).Âòîðîå ñëàãàåìîå â (24) èãðàåò çàìåòíóþ ðîëüòîëüêî â îáëàñòè ìàëûõ t:1N � t � 1A = ��3 �3 ��2 �32� 1N L4l4 ; (25)è èìåííî â ýòîé îáëàñòè êîíäåíñàò ÿâëÿåòñÿ îäíî�ìåðíûì (íàïîìíèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óñëîâèÿ îáåñ�ïå÷èâàåò ïðèìåíèìîñòü âñåãî ïîäõîäà â öåëîì). Ñðîñòîì N îáëàñòü (25) ñóæàåòñÿ è ïðè N ! 1èñ÷åçàåò (ïîä÷åðêíåì, ÷òî èìåííî ìàëîñòü îòíîøå�íèÿ l=L îáåñïå÷èâàåò íàëè÷èå ýòîé îáëàñòè). Ïðèt > A�1 � t3 òðåòèé ÷ëåí â (24) ïðåâûøàåò âòî�ðîé è ïðîöåññ êîíäåíñàöèè ñòàíîâèòñÿ òðåõìåðíûì.Ïåðåïèñàâ (24) â åäèíèöàõ T3,~n0N = 1� �3 ��2=3 �32�� 1N L4l4 �1=3 TT3 �� TT3�3=2 ;âèäèì, ÷òî îòëè÷íûé îò íóëÿ óãîë íàêëîíà ýòîé çà�âèñèìîñòè â îáëàñòè ìàëûõ T , õàðàêòåðíûé äëÿ îä�íîìåðíîé êîíäåíñàöèè, ñ ðîñòîì N óáûâàåò. ÏðèNl4=L4 ! 1 îí ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, è ïðîöåññ êîí�äåíñàöèè ñòàíîâèòñÿ òðåõìåðíûì ïðè âñåõ t.Ïðè A � 1 âèä çàâèñèìîñòè ~n0=N îò òåìïåðà�òóðû êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå t3 � 1,è òîëüêî âáëèçè t3 ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì íàëè�÷èå âòîðîãî ÷ëåíà â ëåâîé ÷àñòè (21). Ïðè ìàëûõ èáîëüøèõ t èç (21) ïîëó÷àåì~n0N = 8><>: 1� t+ t2=5; t� 1;13t �1�pAt3 �2 ; 1� t � t3: (26)Âïëîòü äî î÷åíü áîëüøèõ t, êîãäà êîíäåíñàò óæåïðàêòè÷åñêè èñ÷åçàåò, âûðàæåíèÿ (26) ñîâïàäàþò ñ(18) è (19). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëî�âèÿ L=l� N � L4=l4; (27)ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì (22), à ïðà�âàÿ ÷àñòü ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ A � 1, ñðåäíåå1277



Â. À. Àëåêñååâ ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 6, 2002÷èñëî ÷àñòèö â êîíäåíñàòå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì(17) è ïðîöåññ êîíäåíñàöèè ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì.Âåðíåìñÿ òåïåðü ê óñëîâèþ (22), êîòîðîå íàðóøà�åòñÿ ïðè N � L=l. Ýòè çíà÷åíèÿ N óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèþ (16), êîãäà êîíäåíñàöèÿ çàâåäîìî îïèñûâà�åòñÿ óðàâíåíèåì (17). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèåN � L4=l4 (28)ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì êðèòåðèåìòîãî, ÷òî ïðîöåññ êîíäåíñàöèè ÿâëÿåòñÿ îäíîìåð�íûì è ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â êîíäåíñàòå îïèñûâàåò�ñÿ óðàâíåíèåì (17). Ïðè ýòîì âïëîòü äî òåìïåðàòóðî÷åíü áëèçêèõ ê òåìïåðàòóðå òðåõìåðíîé êîíäåíñà�öèè T3 ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â êîíäåíñàòå âåëèêî,~n0 � 1, ïîýòîìó � = �1=~n0 è �óíêöèÿ ðàñïðåäåëå�íèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåíñàòå èìååò âèäw0(n0) = 1~n0 exp��n0~n0� ; t < t3: (29)3. ÎÄÍÎÌÅ�ÍÀß ÊÎÍÄÅÍÑÀÖÈßÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÎ�Î ÀÍÑÀÌÁËßÁÎÇÎÍÎÂ3.1. Ñóììèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ �èááñàÏðè êîíäåíñàöèè ãàçà, îáúåì êîòîðîãî îãðàíè÷åíñòåíêàìè ñîñóäà, äîëæíî �èêñèðîâàòüñÿ ïîëíîå ÷èñ�ëî ÷àñòèö ãàçà Xk nk = N; (30)à íå ñóììà ñðåäíèõ (3). Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ ðàñ�ïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåíñàòå íàõîäèòñÿñóììèðîâàíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ �èááñà ïî âñåì âîç�ìîæíûì çíà÷åíèÿì ÷èñåë ÷àñòèö â âîçáóæäåííûõñîñòîÿíèÿõ (n1; n2; : : : ) ñ òî÷íûì ñîáëþäåíèåì óñëî�âèÿ (30):w0(n0) = 1S Xn1+n2+:::==N�n0 exp(�"0n0� "1n1� : : : ); (31)ãäå S � íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü. Â [6�8℄ áûëî ïî�êàçàíî, ÷òî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ñîáëþäåíèå óñëî�âèÿ (30) ïðèâîäèò ê �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñ�ëà ÷àñòèö â êîíäåíñàòå, ðàäèêàëüíî îòëè÷àþùåéñÿîò âèäà (7) è (29), êîòîðûé îíà èìååò â ñòàòèñòèêåÁîçå�Ýéíøòåéíà, è óñòðàíÿåò ïðîòèâîðå÷èå, ñâÿçàí�íîå ñ (7) è (29). Íèæå áóäåò âèäíî, ÷òî àíàëîãè÷íîåêà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå âîçíèêàåò è â ñëó÷àå îäíî�ìåðíîé êîíäåíñàöèè.

Èñïîëüçîâàííàÿ â [6�8℄ òî÷íàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ñóììó (31) â âèäåw0(n0) = 1S 12�i I z�N+n0�1 exp [G(z)℄ dz;exp [G(z)℄ = Yk 6=0 [1� z exp(�"k)℄�1 ;G(z) = �Xk 6=0 ln [1� z exp(�"k)℄ ==Xk 6=0 1Xp=1 1pzp exp(�p"k): (32)
Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â (32) èìååò âèä îêðóæíî�ñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå z = 0 è ðàäèóñîì jzj = e� < 1,÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ � < 0. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî(32) àâòîìàòè÷åñêè ñîäåðæèò â ñåáå õàðàêòåðíîåäëÿ êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ óñëîâèå (30) è ñâîáîäíîîò êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé.Ïðè î÷åíü íèçêîé òåìïåðàòóðå, êîãäà âûïîëíÿ�åòñÿ óñëîâèå � � 1, ÷òî ýêâèâàëåíòíî t � 1=N ,ðàññìîòðåíèå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ïðîâåäåííîìóâ [6�8℄ äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ñóùåñòâåííû òîëü�êî äâà çíà÷åíèÿ:w0(n0 = N) = 1� 2e��; w0(n0 = N � 1) = 2e��;îòêóäà âèäíî, ÷òî ïðè T ! 0 ðàñïðåäåëåíèå ïðè�íèìàåò âèä w0(n0) = Æn0;N . Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñî�îòâåòñòâóåò î÷åâèäíîìó �àêòó, ÷òî ïðè T = 0 âñå÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ â êîíäåíñàòå, è ðàäèêàëüíî îòëè�÷àåòñÿ îò ðàñïðåäåëåíèÿ Áîçå�Ýéíøòåéíà (29) è (7).Ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû ïîñëå î÷åíü óçêîé ïåðå�õîäíîé îáëàñòè t � 1=N íà÷èíàåò âûïîëíÿòüñÿ óñëî�âèå � � 1, ýêâèâàëåíòíîå óñëîâèþ t � 1=N , êî�ãäà �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ (32) ñíîâà ìîæíî èñ�ñëåäîâàòü àíàëèòè÷åñêè. Âûïîëíèâ â (32) çàìåíóz = exp(�+ ix), íàõîäèìw0(n0) = exp(�n0)S �� �Z�� exp [�i(N � n0)x+ F (x; �)℄ dx;F (x; �) = 1Xp=1 exp [(�+ ix)p℄p ��Xk6=0 exp ��(�k2z + �0k2?)p� : (33)
Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ïàðàìåòð � áûë îãðàíè÷åíóñëîâèåì � < 0, à â îñòàëüíîì îñòàâàëñÿ ïðîèçâîëü�íûì. Ïîýòîìó ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî âõîäÿùàÿâ îïðåäåëåíèå �óíêöèè F (x; �) ñóììà ïî k 6= 01278



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 6, 2002 Êîíäåíñàöèÿ Áîçå�Ýéíøòåéíà â êîíå÷íîé îäíîìåðíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìå : : :ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ïðè áîëüøèõ p, îáåñïå÷è�âàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà ïî p è, ñîîòâåòñòâåííî, íåïðå�ðûâíîñòü �óíêöèè F (x; �) ïðè � = 0. Íåïðåðûâ�íîñòü �óíêöèè F (x; �) ïðè � = 0 ïîçâîëÿåò âû�÷èñëÿòü w0(n0), ïîëîæèâ â (33) � = 0 è îáîçíà÷èâF (x) = F (x; � = 0).Ôóíêöèþ F (x) óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììûäâóõ ñëàãàåìûõ:F (x) = F1(x) + F3(x);F1(x) = 1Xp=1 exp(ipx)p Xk 6=0 exp(��pk2);F3(x) = 1Xp=1 exp(ipx)p 1Xk=�1 exp(��pk2)�� Xk? 6=0 exp(��0pk2?): (34)
Âàæíî èçó÷èòü ïîâåäåíèå ýòèõ �óíêöèé ïðè ìàëûõjxj � 1, � � 1 è �0 � 1. Íà÷íåì ñ èññëåäîâàíèÿ�óíêöèè F1(x). Äè��åðåíöèðóÿ åå ïî x, ïîëó÷àåìdF1dx = i 1Xp=1 exp(ipx)Xk 6=0 exp(��pk2) == i 1Xp=1 exp(ipx) [ (�p)� 1℄ :Ïðè ìàëûõ x è � îò ñóììèðîâàíèÿ ïî p â ýòîì ñî�îòíîøåíèè ìîæíî ïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ â ïðå�äåëàõ (0;+1), ïîñêîëüêó ïîëó÷àþùèéñÿ èíòåãðàë,êàê âèäíî èç (14), ñõîäèòñÿ:dF1dx = iXk 6=0 1Z0 exp(ixp� �k2p)dp = i�Xk 6=0 1k2 � ix=�:Èíòåãðèðóåì ýòî ñîîòíîøåíèå ïî x â ïðåäåëàõ (0; x)è, çàìå÷àÿ, ÷òî ïðè ìàëûõ �F1(0) = 1Xp=1  (�p) � 1p �r�� � �32� ;ïîëó÷àåì F1(x) = F1(0) + g �x�� ;g(u) = �Xk 6=0 ln�1� i uk2� : (35)Ôóíêöèÿ F3(x) â îáëàñòè òåìïåðàòóð (15) ýêñ�ïîíåíöèàëüíî ìàëà. Â îáëàñòè t � N�1L2=l2 îíà

íå ïîääàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ. Îäíà�êî, êàê áóäåò âèäíî íèæå, â ýòîé îáëàñòè îíà íåèãðàåò ñóùåñòâåííîé ðîëè è, êàê è â ñëó÷àå ñòàòè�ñòèêè Áîçå�Ýéíøòåéíà, íà÷èíàåò âëèÿòü íà ïðîöåññêîíäåíñàöèè ëèøü ïðè òåìïåðàòóðàõ t � N�1L4=l4.Ïðè ýòèõ òåìïåðàòóðàõ óæå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå�0 � 1, ïðè êîòîðîì �óíêöèþ F3(x) ìîæíî èññëåäî�âàòü àíàëèòè÷åñêè. Äè��åðåíöèðóÿ F3(x) äâà ðàçàïî x, ïîëó÷àåìd2F3dx2 = � 1Xp=1 p exp(ixp) 1Xk=�1 exp(��pk2)�� Xk? 6=0 exp(��0pk2?):Ïðè âû÷èñëåíèè ñóììû ïî p ïðè ìàëûõ x, � è �0ìîæíî ïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ, âûïîëíèâ êîòî�ðîå, íàõîäèìd2F3dx2 = � 1Xk=�1 Xk? 6=0 1(�k2 + �0k2? � ix)2 :Èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî äâà ðàçà ïî x ñ ó÷åòîìñîîòíîøåíèéF3(0) = �3=2� �52� 1p��0 ;�dF3dx �x=0 = i�3=2� �32� 1p��0 = ipAt3N;ïîëó÷àåìF3(x) = F3(0) + ipAt3Nx+ g3(x=�); (36)g3(u) == � 1Xk=�1 Xk? 6=0264ln0B�1� iuk2+L2l2 k2?1CA+ iuk2+L2l2 k2?375 :Âïëîòü äî áîëüøèõ çíà÷åíèé u < L2=l2 ïðè âû÷èñëå�íèè �óíêöèè g3(u) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèåïî u. Ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ äàåò (ñóììèðîâàíèåïî k ìîæíî çàìåíèòü èíòåãðèðîâàíèåì)g3(u) � ��4 � lL�3 u2 Xk? 6=0 1jk?j3 ; juj � L2l2 ;ïðè÷åì ó ïîñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ñòåïåíüìàëîãî ïàðàìåòðà l=L íàðàñòàåò. Ïðè î÷åíü áîëü�øèõ u ïðè âû÷èñëåíèè �óíêöèè g3(u) ñóììèðîâàíèåìîæíî çàìåíèòü èíòåãðèðîâàíèåì, ÷òî äàåòg3(u) = �43�2 exp��i4 �� lL�2 u3=2; juj � L2l2 :1279



Â. À. Àëåêñååâ ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 6, 2002Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé âèäíî, ÷òî âïëîòü äî î÷åíüáîëüøèõ çíà÷åíèé 1 � u < L2=l2 âûïîëíÿåò�ñÿ íåðàâåíñòâî jg(u)j � jg3(u)j è âëèÿíèåì �óíê�öèè g3(u) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Îòñþäà ñðàçó ñëåäó�åò, ÷òî �îðìà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñ�òèö â êîíäåíñàòå â ñëó÷àå îäíîìåðíîé ñèñòåìû(l=L � 1) âñåãäà (ïðè ëþáûõ N) îïðåäåëÿåòñÿ ¾îä�íîìåðíîé¿ �óíêöèåé g(u) è ïîòîìó êà÷åñòâåííî îò�ëè÷àåòñÿ îò �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ òðåõìåðíîé ñè�ñòåìû (l=L � 1) [8℄.Ñîáèðàÿ ñëàãàåìûå èç (35) è (36) è îòáðàñûâàÿg3, ïîëó÷àåìF (x) = F (0) + ipAt3Nx+ g �x�� :Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòîé �óíêöèè â èíòåãðàë â (33)(íàïîìíèì, ÷òî � = 0) çíà÷åíèå F (0) ìîæíî îò�áðîñèòü, ïîñêîëüêó îíî âëèÿåò òîëüêî íà íîðìèðóþ�ùèé ìíîæèòåëü, îïðåäåëÿåìûé ñàìèì ñîîòíîøåíè�åì (33). Ïîñëå çàìåíû x=� = u çàìå÷àåì, ÷òî óñëî�âèå �=�� 1 ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü èíòåãðàë â áåñêî�íå÷íûõ ïðåäåëàõ, è íàõîäèìw0(n0) = S�1'��23t �n0N � 1 +pAt3 �� ;'(y) = 12 1Z�1 exp [iyu+ g(u)℄ du: (37)Èç (37) âèäíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèe ÷èñëà ÷àñòèö âêîíäåíñàòå îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè �óíêöèè '(y),êîòîðóþ óäàåòñÿ âû÷èñëèòü òî÷íî.3.2. Ôóíêöèÿ '(y)Íà÷íåì ñ âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè g(u), çàäàííîé ðÿ�äîì (35). Äëÿ ýòîãî äè��åðåíöèðóåì g(u):dgdu = iXk 6=0 1k2 � iu = i"� 1�iu+ 1Xk=�1 1k2�iu# ; (38)è èñïîëüçóåì �îðìóëó Ïóàññîíà (9), êîòîðàÿ ïðèâî�äèò ê ðåçóëüòàòó1Xk=�1 1k2�iu = 2�i2piu +2 2�i 1Xs=1 exp �2�ipiu s�2piu ! == �e�i=4pu + 2�e�i=4pu e�
pu1� e�
pu ;
 = 2�e��i=4; ��2 < argu < 3�2 :

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå ñóììû â (38), çàìå÷àÿ, ÷òîg(0) = 0, è èíòåãðèðóÿ (38) â ïðåäåëàõ (0; u), íàõî�äèìg(u) = �
pu+ uZ0  1x � 1px 
e�
px1� e�
px ! dx:Èíòåãðàë ïî x â ýòîì âûðàæåíèè ïîñëå çàìåíûx = z2 âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íî, è ìû ïîëó÷àåìg(u) = �
pu� 2 ln 1� e�
pu
pu ! :Äàëåå èç îïðåäåëåíèÿ (37) �óíêöèè '(y) ñëåäóåò'(y) = 12 1Z�1 eiyu [K(u)℄2 du;K(u) = 
pue
pu=2 � e�
pu=2 : (39)Ôóíêöèÿ K(u) íå èìååò îñîáåííîñòåé â âåðõ�íåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïîýòîìó ïðè y > 0 ïóòü èí�òåãðèðîâàíèÿ â (39) ìîæíî äå�îðìèðîâàòü â ïîëó�îêðóæíîñòü, ðàñïîëîæåííóþ â âåðõíåé ïîëóïëîñêî�ñòè, óñòðåìèâ åå ðàäèóñ R â áåñêîíå÷íîñòü. Ïîñêîëü�êó íà ýòîé ïîëóîêðóæíîñòè �óíêöèÿK(u) ýêñïîíåí�öèàëüíî ìàëà ñ îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì ýêñïî�íåíòû ïðîïîðöèîíàëüíûì pR, ïðèõîäèì ê âûâîäó,÷òî '(y) = 0 ïðè y > 0.Ïðè ïîäõîäå ñëåâà è ñïðàâà ê îòðèöàòåëüíîé÷àñòè ìíèìîé ïîëóîñè �óíêöèÿ K(u) ïðèíèìàåòîäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êèu = �in2, ãäå n ïðîáåãàåò âñå öåëûå çíà÷åíèÿ îò åäè�íèöû äî áåñêîíå÷íîñòè, ÿâëÿþòñÿ åå ïîëþñàìè. Ïî�ýòîìó ïðè y < 0 çàìûêàåì êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â(39) ïî ïîëóîêðóæíîñòè, ðàñïîëîæåííîé â íèæíåéïîëóïëîñêîñòè ñ ðàäèóñîì R ! 1, îäíàêî R 6= n2.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî èíòåãðàë ïî ïîëóîêðóæíî�ñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè R!1, ïîñêîëüêó ïîäûí�òåãðàëüíîå âûðàæåíèå ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëî. Ïî�ýòîìó �óíêöèÿ '(y) ðàâíà ñóììå âû÷åòîâ â ïîëþñàõâòîðîãî ïîðÿäêà (u = �in2, n = 1; 2; : : : ) �óíêöèèK2(u). Âû÷èñëÿÿ âû÷åòû, íàõîäèì'(y) = 4� 1Xn=1 exp ��jyjn2��jyjn2 � 32�n2; y < 0;'(y) = 0; y > 0: (40)Ïðè áîëüøèõ jyj � 1 â (40) ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿëèøü îäíèì ÷ëåíîì ñóììû:'(y) = 4� (jyj � 3=2) e�jyj; y < 0; jyj � 1: (41)1280
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�èñ. 2. Ôóíêöèÿ '(y). Êðèâûå 1 � ðåçóëüòàò òî÷-íîãî âû÷èñëåíèÿ ïî �îðìóëàì (39) èëè (40), 2 �àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå (43), 3 � àñèìïòîòè÷å-ñêîå çíà÷åíèå (41)Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ '(y) ïðè jyj � 1 çà�ìå÷àåì, ÷òî ýòà �óíêöèÿ ñâÿçàíà ñ �óíêöèåé  (y),îïðåäåëåííîé ðÿäîì (11), î÷åâèäíûì ñîîòíîøåíèåì'(y) = 2� �jyj d2 djyj2 + 32 d djyj � : (42)Èñïîëüçîâàíèå �îðìóëû Ïóàññîíà (9) ïðèâîäèò êñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ äëÿ �óíêöèè  (jyj) [14℄: (jyj) =r �jyj  ��2jyj � :Ïðè jyj ! 0 îòñþäà ñ òî÷íîñòüþ äî ýêñïîíåíöèàëüíîìàëûõ ñëàãàåìûõ ïîëó÷àåì (jyj) =r �jyj �1 + 2 exp���2jyj�� ; jyj � 1:Äè��åðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå è ïîäñòàâëÿÿ â(42), íàõîäèì'(y) = 4�5p� �1� 32 jyj�2� exp ���2=jyj�jyj7=2 ;y < 0; jyj � 1: (43)Ôóíêöèÿ '(y), âû÷èñëåííàÿ ïî òî÷íîé �îðìóëå(39) (èëè (40)), è åå àñèìïòîòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ (41)è (43) ïîêàçàíû íà ðèñ. 2. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè�4 < y < �3 çíà÷åíèÿ '(y), âû÷èñëåííûå ïî �îð�ìóëàì (41) è (43), ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ ñîâïàäàþò.Ïîýòîìó ïðè y < �3:5 ìîæíî �àêòè÷åñêè ïîëüçî�âàòüñÿ �îðìóëîé (41), à ïðè �3:5 < y � 0 � �îð�ìóëîé (43). Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàêñè�ìóì �óíêöèè '(y) îïðåäåëÿåòñÿ àñèìïòîòèêîé (43)è äîñòèãàåòñÿ ïðè çíà÷åíèè ymax � �2:41.

Ñóùåñòâóþò è ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèâñå ìîìåíòû �óíêöèè '(y). Îíè îïðåäåëÿþòñÿ êî�ý��èöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè g(u):g(u) = 1Xn=1 
n(iu)n; 
n = 2n�(2n); juj < 1;è ðàâíûhymi = 1Z�1 ym'(y)dy = �� dmdum eg(iu)�u=0 ;g(iu) = 1Xn=1(�1)n
nun: (44)Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîé �îðìóëû ïîëó÷àåìhy0i = 1Z�1 '(y)dy = �;hyi = ��
1 = �� � 2�(2) = ��3=3;hy2i = � �2�(4) + 4�2(2)� = 2�5=15: (45)3.3. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö âêîíäåíñàòåÏîñêîëüêó �óíêöèÿ '(y) = 0 ïðè y > 0, èç (37)ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 1�pAt3 < 0,ò. å. êîãäà òåìïåðàòóðà ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêóþ òåì�ïåðàòóðó òðåõìåðíîé êîíäåíñàöèè t > A�1=3 = t3,âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü â êîíäåíñàòå îòëè÷íîå îòíóëÿ ÷èñëî ÷àñòèö ðàâíà íóëþ. Ïðè òåìïåðàòóðåìåíüøåé êðèòè÷åñêîé, t < t3, ÷èñëî ÷àñòèö, êîòî�ðîå ìîæíî îáíàðóæèòü â êîíäåíñàòå ñ îòëè÷íîé îòíóëÿ âåðîÿòíîñòüþ, îãðàíè÷åíî óñëîâèåìn0 < (n0)lim = N �1�pAt3 � = N h1�p(T=T3)3 i ;à �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ w0(n0) èìååò êà÷åñòâåííîðàçíûé âèä ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ òåìïåðàòóðû t èïàðàìåòðà A.Íà âåðõíåé ãðàíèöå ðàñïðåäåëåíèÿ, êîãäàn0 ! (n0)lim, �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ w0(n0), êàêâèäíî èç (37) è (43), ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà. Ïðèáîëüøèõ A� 1 â øèðîêîì äèàïàçîíå òåìïåðàòóðt3 � t� 23t23 = 23A�2=3; A� 1; (46)êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1�pAt3 )=t� 1, �óíê�öèÿ w0(n0) â ñîîòâåòñòâèè ñ (41) ýêñïîíåíöèàëüíî5 ÆÝÒÔ, âûï. 6 1281



Â. À. Àëåêñååâ ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 6, 2002ìàëà òàêæå è íà íèæíåé ãðàíèöå n0 = 0. Â ðåçóëü�òàòå �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåí�ñàòå w0(n0) â îáëàñòè òåìïåðàòóð (46) èìååò âèä ðå�çîíàíñà, ìàêñèìóì êîòîðîãî äîñòèãàåòñÿ ïðè çíà÷å�íèè(n0)maxN = 3t�2 ymax+1�pAt3; ymax � �2:41; (47)à øèðèíà ïîðÿäêà �n0=N � 0:9t: (48)Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè t ! 0 ðàñïðåäåëåíèå ïðè�íèìàåò âèä Æ-�óíêöèè, w0(n0) ! Æ(n0 �N), ò. å. êà�÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò âèäà àíàëîãè÷íîãî ðàñïðå�äåëåíèÿ (29) â ñòàòèñòèêå Áîçå�Ýéíøòåéíà.Íåñìîòðÿ íà ñòîëü ðåçêîå ðàçëè÷èå â �óíêöè�ÿõ ðàñïðåäåëåíèÿ, ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ÷èñåë ÷àñòèöâ êîíäåíñàòå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (46) â ñòà�òèñòèêå êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ è â ñòàòèñòèêå Áî�çå�Ýéíøòåéíà ñîâïàäàþò. Ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíåãîçíà÷åíèÿ â ñòàòèñòèêå êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ,hn0i = NXn0=0n0w(n0);îò ñóììèðîâàíèÿ ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ (37)ìîæíî ïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ, è ïîñëå çàìåíû�23t �n0N � 1 +pAt3 � = yïîëó÷àåìhn0iN = 3t�2 0Z�(t) y'(y)dy0B� 0Z�(t) '(y)dy1CA�1 + 1�pAt3;�(t) = ��23 1�pAt3t :Â îáëàñòè òåìïåðàòóð (46) íèæíèé ïðåäåë èíòåãðè�ðîâàíèÿ â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ìîæíî óñòðåìèòü âáåñêîíå÷íîñòü, � = �1. Ïîñëå ýòîãî, ó÷èòûâàÿ (45),íàõîäèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèþ (37)ñðåäíåå hn0i â îáëàñòè òåìïåðàòóð (46) ñîâïàäàåò ñîñðåäíèì çíà÷åíèåì (24), hn0i = ~n0, âû÷èñëåííûì âýòîé îáëàñòè â ðàìêàõ ñòàòèñòèêè Áîçå�Ýéíøòåéíà.Òàêæå ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ(37) (ò. å. êàíîíè÷åñêîìó àíñàìáëþ) ñðåäíåêâàäðà�òè÷íàÿ �ëóêòóàöèÿ, êîòîðàÿ â îáëàñòè (46) ðàâíàD(n0 � hn0i)2E
a = 15N2t2: (49)

Ýòà âåëè÷èíà óáûâàåò ñ óìåíüøåíèåì òåìïåðàòóðûè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t ! 0, ðàäèêàëüíî îòëè�÷àÿñü îò àíàëîãè÷íîé âåëè÷èíû, ñîîòâåòñòâóþùåéðàñïðåäåëåíèþ Áîçå�Ýéíøòåéíà (29), â ðàìêàõ êî�òîðîãî, êàê èçâåñòíî [5℄, ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ �ëóê�òóàöèÿ D(n0 � ~n0)2EBE = ~n20 + ~n0ñ óìåíüøåíèåì òåìïåðàòóðû ðàñòåò è ñòðåìèòñÿ êN2 +N ïðè t! 0.Ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû ïåðåñòàåò âûïîëíÿòüñÿïåðâîå èç óñëîâèé (46) è �îðìà ðàñïðåäåëåíèÿ êà�÷åñòâåííî ïåðåñòðàèâàåòñÿ. Â îáëàñòè òåìïåðàòóðt3 � t � 23 t23 = 23A�2=3; A� 1; (50)ðàñïðåäåëåíèå (37) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäåw0(n0) = S�1' � �23t3 �n0N � 32 t3 � tt3 �� :Ýòà �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèíèìàåò êîíå÷íîåçíà÷åíèå ïðè n0 = 0. Âïëîòü äî çíà÷åíèét � t3 + (2=�2)ymaxt23 � t3 � 0:5t23ó íåå ñîõðàíÿåòñÿ ìàêñèìóì, êîòîðûé äîñòèãàåòñÿïðè çíà÷åíèÿõn0N = 32 t3 � tt3 + 3�2 ymaxt3:Ñ äàëüíåéøèì ðîñòîì òåìïåðàòóðû ìàêñèìóì èñ÷å�çàåò è ðàñïðåäåëåíèå ñòàíîâèòñÿ ìîíîòîííî óáûâà�þùåé �óíêöèåé ÷èñëà ÷àñòèö n0 (ðèñ. 3).Ïðè ìàëûõ A � 1 òåìïåðàòóðà òðåõìåðíîé êîí�äåíñàöèè t3 � 1 è â àðãóìåíòå �óíêöèè ðàñïðåäåëå�íèÿ (37) âïëîòü äî áîëüøèõ t� 1 ìîæíî ïðåíåáðå÷üñëàãàåìûì pAt3:w0(n0) = S�1'��23t �n0N � 1�� ; A� 1: (51)Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ìàëûõ è áîëüøèõ t èçýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóåòhn0iN = 8>><>>: 1� t+ 4�23t exp���23t� ; t� 1;13t � 118t2 ; t� 1: (52)Ñðàâíåíèå âûðàæåíèÿ (52) ñ (18) è (19) ïîêàçûâà�åò, ÷òî ïðè A � 1 ñðåäíèå çíà÷åíèÿ â ñòàòèñòèêàõÁîçå�Ýéíøòåéíà è êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ñîâïà�äàþò ëèøü â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ t! 0 è t!1 è êýòèì ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â1282



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 6, 2002 Êîíäåíñàöèÿ Áîçå�Ýéíøòåéíà â êîíå÷íîé îäíîìåðíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìå : : :
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�èñ. 3. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â êîí-äåíñàòå êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ïðè A = 1 è ðàç-íûõ òåìïåðàòóðàõ. Êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò òåìïå-ðàòóðå t = T=T1 = 0:1, êðèâàÿ 2 � òåìïåðàòóðåt = 0:5, êðèâàÿ 3 � òåìïåðàòóðå t = 0:8êîíäåíñàòå ïðè t! 0 â ñòàòèñòèêå Áîçå�Ýéíøòåéíàñòðåìèòñÿ ìåäëåííåå, ÷åì â ñòàòèñòèêå êàíîíè÷åñêî�ãî àíñàìáëÿ, à ïðè t!1 � áûñòðåå. Èç ýòîãî ñëåäó�åò ÷òî ïîëíîãî ñîâïàäåíèÿ ñðåäíèõ íåò. ×èñëåííîåèññëåäîâàíèå ýòî ïîäòâåðæäàåò (ñì. ðèñ. 1.), îäíà�êî ïîêàçûâàåò, ÷òî è â ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè îíèðàçëè÷àþòñÿ äîâîëüíî ñëàáî.Ïðè ìàëûõ t � 1 �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (51)èìååò âèä ðåçîíàíñà, ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà êîòîðî�ãî îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (47), øèðèíà � (48), àñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ �ëóêòóàöèÿ � (49). Ñ ðîñòîìòåìïåðàòóðû ìàêñèìóì èñ÷åçàåò. Ïðè t � 1 ìîæíîâîñïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì âûðàæåíèåì (43)è ðàñïðåäåëåíèå (51) ïðèíèìàåò âèäw0(n0) = S�1 �1� n0N ��7=2 exp�� 3t1� n0=N� ;t� 1:Ïðè âû÷èñëåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîìó ðàñïðåäå�ëåíèþ íîðìèðîâêè è ñðåäíèõ çíà÷åíèé ìîæíî îãðà�íè÷èòüñÿ ÷ëåíàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ïàðàìåòðó1=3t. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèåw0(n0) = 3tN exp��3tN n0� ; hn0i = N3t ; t� 1;êîòîðîå, êàê âèäíî èç (19), ñîâïàäàåò ñ (29).Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (28) (ýê�âèâàëåíòíîãî óñëîâèþ A� 1) ÿâëåíèå êîíäåíñàöèèâ êàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå áîçîíîâ â ñìûñëå ñðåäíåãîçíà÷åíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåíñàòå, êàê è â ñëó÷àå

ñòàòèñòèêè Áîçå�Ýéíøòåéíà, íîñèò îäíîìåðíûé õà�ðàêòåð, ïðè÷åì ñðåäíèå ÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåíñàòàõýòèõ àíñàìáëåé ðàçëè÷àþòñÿ äîâîëüíî ñëàáî è òî÷�íî ñîâïàäàþò â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ, t ! 0 èt!1. Â îòëè÷èå îò ýòîãî ïðè îòíîñèòåëüíî íèçêèõòåìïåðàòóðàõ t � 1 (êîãäà ÷èñëî ÷àñòèö â êîíäåíñà�òå ñðàâíèìî ñ ïîëíûì ÷èñëîì ÷àñòèö ãàçà N) �óíê�öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåíñàòàõ ýòèõàíñàìáëåé êà÷åñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ, ÷òî ïðèâîäèòê ðàäèêàëüíîìó ðàçëè÷èþ êàê ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ�ëóêòóàöèé, òàê è âñåõ îñòàëüíûõ áîëåå âûñîêèõ ìî�ìåíòîâ. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (28) âûïîëíÿåòñÿòàêæå óñëîâèå T1 � T3, â ðåçóëüòàòå ÷åãî èìååòñÿ îá�ëàñòü òåìïåðàòóð 1� t� t3, ïðè êîòîðûõ �óíêöèÿðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â îäíîìåðíîì êîíäåíñà�òå êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ïðèíèìàåò âèä ðàñïðåäå�ëåíèÿ Áîçå�Ýéíøòåéíà. Â îòëè÷èå îò òðåõìåðíîãîñëó÷àÿ [6�8℄ òàêàÿ ïåðåñòðîéêà �óíêöèè ðàñïðåäåëå�íèÿ îò ñóæàþùåãîñÿ ïðè t! 0 ðåçîíàíñà ê âèäó (29)ïðè t� 1 ïðîèñõîäèò ïëàâíî, òåìï åå èçìåíåíèÿ íåçàâèñèò îò ÷èñëà ÷àñòèö ãàçà N è, òàêèì îáðàçîì,îäíîìåðíàÿ êîíäåíñàöèÿ òåðÿåò ÷åðòû �àçîâîãî ïå�ðåõîäà, õàðàêòåðíûå äëÿ ÿâëåíèÿ òðåõìåðíîé êîí�äåíñàöèè, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðåñòðîéêà ïðèN !1 ïðîèñõîäèò ñêà÷êîì.3.4. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö ââîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèÿõÍà ïåðâîì ýòàïå íàõîäèì ñîâìåñòíîå ðàñïðåäå�ëåíèå w0;i6=0(n0; ni). Ïðîöåäóðà, àíàëîãè÷íàÿ âûïîë�íåííûì â [6�8℄, ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòów0;i6=0(n0; ni) = S�1 exp(�"ini)���' ��23t �n0 + niN � 1 +pAt3�� �� exp(�"i)' ��23t �n0 + ni + 1N � 1 +pAt3 ��� :Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â âîçáóæäåí�íûõ ñîñòîÿíèÿõ íàõîäèòñÿ ñóììèðîâàíèåì (èíòåãðè�ðîâàíèåì) ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî âñåì âîçìîæíûìçíà÷åíèÿì n0:wi6=0(ni) = NXn0=0w0;i6=0(n0; ni):Â îáëàñòè òåìïåðàòóð (46) ïðè èíòåãðèðîâàíèè ìîæ�íî ïðåíåáðå÷ü åäèíèöåé ïî ñðàâíåíèþ ñ n0 âî âòî�ðîì ñëàãàåìîì, è ìû ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèåwi6=0(ni) = [1� exp(�"i)℄ exp(�"ini);ñîâïàäàþùåå ñ ðàñïðåäåëåíèåì Áîçå�Ýéíøòåéíà (1)ïðè � = 0.1283 5*



Â. À. Àëåêñååâ ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 6, 2002Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ è ïðè A� 1â îáëàñòè ìàëûõ t � 1. Â îáëàñòè 1 � t < t3ïðè A � 1 ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòè÷å�ñêîé �îðìóëîé (43), è ìû ñíîâà ïîëó÷àåì (1) ñ� = �3t=N , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò (19).4. ÂÛÂÎÄÛ1. Ñóììèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ �èááñà ïî äèñ�êðåòíûì óðîâíÿì ýíåðãèè èäåàëüíîãî áîçå�ãàçà, íà�õîäÿùåãîñÿ â ñîñóäå, ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû êîòîðî�ãî ìíîãî ìåíüøå ïðîäîëüíîãî, l=L� 1, ïîêàçûâàåò,÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ N(l=L)4 � 1 ñðåäíåå÷èñëî ÷àñòèö â êîíäåíñàòå êàê â ðàìêàõ ñòàòèñòèêèÁîçå�Ýéíøòåéíà, òàê è â ðàìêàõ ñòàòèñòèêè êàíîíè�÷åñêîãî àíñàìáëÿ áîçîíîâ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ïàðà�ìåòðà t = T=T1, ãäå T1 � õàðàêòåðèçóþùàÿ ñèñòåìóòåìïåðàòóðà (5), çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ïðîäîëüíîãîðàçìåðà ñèñòåìû L, ò. å. ïðîöåññ êîíäåíñàöèè íîñèòîäíîìåðíûé õàðàêòåð. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëü�íîì ñëó÷àå, N(l=L)4 � 1, ñèòóàöèÿ èçìåíÿåòñÿ èïðîöåññ â ñìûñëå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö âêîíäåíñàòå ñòàíîâèòñÿ òðåõìåðíûì.2. Àíàëîãè÷íî òðåõìåðíîìó ñëó÷àþ [8℄ �óíêöèÿðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â îäíîìåðíîì êîíäåí�ñàòå êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ êà÷åñòâåííî îòëè÷àåò�ñÿ îò àíàëîãè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ñòàòèñòèêå Áî�çå�Ýéíøòåéíà (áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ).Â ñòàòèñòèêå Áîçå�Ýéíøòåéíà ðàñïðåäåëåíèå ïðèâñåõ òåìïåðàòóðàõ èìååò âèä (29), ñîîòâåòñòâóþùèéïëàâíîìó óìåíüøåíèþ âåðîÿòíîñòè w0(n0) îáíàðó�æèòü â êîíäåíñàòå n0 ÷àñòèö îò ìàêñèìàëüíîãî çíà�÷åíèÿ, êîòîðîå îíà ïðèíèìàåò ïðè n0 = 0, äî íó�ëÿ ïðè n0 ! 1. Ñ óìåíüøåíèåì òåìïåðàòóðû øè�ðèíà ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàñòåò, ÷òî ïðèâîäèò êðîñòó �ëóêòóàöèé (�ëóêòóàöèîííîé êàòàñòðî�å). Âñòàòèñòèêå êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ïðè íèçêîé òåì�ïåðàòóðå (t � 1) àíàëîãè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå èìååòâèä ðåçîíàíñà, øèðèíà êîòîðîãî (48) ñ óìåíüøåíèåìòåìïåðàòóðû ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåòïîäàâëåíèþ �ëóêòóàöèé. Ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû ýòîðàñïðåäåëåíèå ïåðåñòðàèâàåòñÿ, è ïðè t� 1 îíî ïðè�íèìàåò âèä ðàñïðåäåëåíèÿ Áîçå�Ýéíøòåéíà. Â îòëè�÷èå îò òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ ïåðåñòðîéêà ïðîèñõîäèòïëàâíî, òåìï èçìåíåíèÿ �îðìû ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ðîñ�òîì òåìïåðàòóðû íå çàâèñèò îò ÷èñëà ÷àñòèö ãàçà.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îäíîìåðíàÿ êîíäåíñàöèÿ òåðÿåò÷åðòû �àçîâîãî ïåðåõîäà, õàðàêòåðíûå äëÿ ÿâëåíèÿòðåõìåðíîé êîíäåíñàöèè â êàíîíè÷åñêîì àíñàìáëåáîçîíîâ, êîãäà òàêàÿ ïåðåñòðîéêà ïðè N ! 1 ïðî�èñõîäèò ñêà÷êîì.3. Íåñìîòðÿ íà ðàäèêàëüíîå ðàçëè÷èå �óíêöèé

ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåíñàòàõ áîëüøî�ãî êàíîíè÷åñêîãî è êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëåé, ñðåä�íèå çíà÷åíèÿ ÷èñåë ÷àñòèö â îäíîìåðíûõ êîíäåíñà�òàõ ýòèõ àíñàìáëåé ðàçëè÷àþòñÿ äîâîëüíî ñëàáî (íà�ïîìíèì, ÷òî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå îíè òî÷íî ñîâïà�äàþò [8℄) è ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ â ïðå�äåëüíûõ ñëó÷àÿõ t! 0 è t!1.4. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ l=L � 1 �óíêöèÿðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåíñàòå êàíîíè÷å�ñêîãî àíñàìáëÿ ïðè âñåõ N ñîõðàíÿåò âèä, ñïåöè�è�÷åñêèé äëÿ îäíîìåðíîé ñèñòåìû.5. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â âîç�áóæäåííûõ ñîñòîÿíèÿõ â áîëüøîì êàíîíè÷åñêîì èêàíîíè÷åñêîì àíñàìáëÿõ ñîâïàäàþò è èìåþò âèäðàñïðåäåëåíèÿ Áîçå�Ýéíøòåéíà.�àáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà �îñóäàðñòâåííîéíàó÷íî-òåõíè÷åñêîé ïðîãðàììîé ¾Ìåòðîëîãèÿ¿ è�ÔÔÈ (ïðîåêòû N01-02-17354 è 00-15-96789).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. W. Ketterle and N. J. van Druten, Phys. Rev. A 54,656 (1996).2. C. Orzel, A. K. Tu
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