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ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÉ Ï�ÅÄÅË Â �ÅØÅÍÈÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÎ�ÎÓ�ÀÂÍÅÍÈß Ø�ÅÄÈÍ�Å�À Ï�È ÄÅÒÅ�ÌÈÍÈ�ÎÂÀÍÍÛÕÍÀ×ÀËÜÍÛÕ ÓÑËÎÂÈßÕÍ. �. Ìàçóð a, Â. Â. �åîãäæàåâ b, À. Â. �óðåâè÷ 
*, Ê. Ï. Çûáèí 
**a Èíñòèòóò �èçèêè Çåìëè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê123995, Ìîñêâà, �îññèÿb Èíñòèòóò îêåàíîëîãèè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê117851, Ìîñêâà, �îññèÿ
 Ôèçè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ï. Í. Ëåáåäåâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119991, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 25 èþëÿ 2001 ã.Èññëåäóåòñÿ êâàçèêëàññè÷åñêèé ïðåäåë äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â ñëó÷àå äå�îêóñèðóþ-ùåé ñðåäû ïðè îñöèëëèðóþùèõ íåïåðèîäè÷åñêèõ çàäàííûõ íà âñåé îñè x íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Ñ�îðìó-ëèðîâàíà ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà óñðåäíåííûõ ïî ïðîñòðàíñòâóïëîòíîñòåé, êîòîðûå ðàññ÷èòûâàþòñÿ ÿâíî ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Èññëåäîâàíà ïðÿìàÿ çàäà÷à ðàññåÿ-íèÿ è ïîêàçàíî, ÷òî �àçà ðàññåÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ýâîëþ-öèÿ òàêîé ñèñòåìû ïðèâîäèò ê ðàçâèòèþ íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé, ïðèîáðåòàþùèõ íà áîëüøèõ âðåìåíàõñòàòèñòè÷åñêèé õàðàêòåð. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîñòðîåíî ìåòîäîì ìîäè�èöèðîâàííîé îáðàòíîéçàäà÷è ðàññåÿíèÿ, îñíîâàííûì íà êîíñòðóêöèè ìàêñèìèçàòîðà N -ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ â êîíòèíóàëüíîìïðåäåëå ïðèN !1. Ñ ïîìîùüþ ìàêñèìèçàòîðà íàéäåí áåñêîíå÷íûé íàáîð 
îõðàíÿþùèõñÿ óñðåäíåííûõïëîòíîñòåé â ñòàòèñòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè. Ýòî ïîçâîëèëî ñâÿçàòü íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñ óñòàíîâèâøèìñÿïðè t ! 1 ïðåäåëüíûì ñòàòèñòè÷åñêèì è òåì ñàìûì îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ñïåêòð óðîâíåé â ñòàòè-ñòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè.PACS: 05.10.-a, 05.45.Yv1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîå óðàâíåíèåØðåäèíãåðà äëÿ ñëó÷àÿ äå�îêóñèðîâêè:iut + uxx � 2juj2u = 0: (1)Ýòî óðàâíåíèå, êàê èçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþèíòåãðèðóåìûì. Åãî ðåøåíèå äëÿ êëàññè÷åñêîé çà�äà÷è ñ áûñòðî óáûâàþùèì íà÷àëüíûì ïîòåíöèàëîìu(x; 0): +1Z�1 ju(x; 0)j dx <1; (2)*E-mail: alex�lpi.ru**E-mail: zybin�lpi.ru

áûëî âïåðâûå ïîëó÷åíî Çàõàðîâûì è Øàáàòîì [1℄.Óñëîâèå âèäà (2), íàêëàäûâàåìîå íà íà÷àëüíóþ�óíêöèþ u(x; 0), èìååò �óíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèåâ òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷èðàññåÿíèÿ [2℄. Îíî îáåñïå÷èâàåò àíàëèòè÷íîñòü íà�÷àëüíîãî ïîòåíöèàëà u(x; 0) ïðè jxj ! 1. Áëàãîäàðÿýòîìó îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïîëó÷èòü ïîëíîå ðå�øåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ, ò. å. òî÷íî îïðåäåëèòü ñèñ-òåìó íà÷àëüíûõ �àç. Ñìåùåíèå �àç âî âðåìåíè îïè�ñûâàåòñÿ ïðîñòûì îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëü�íûì óðàâíåíèåì, à ïðåîáðàçîâàíèå ê u(x; t) � ëè�íåéíîé îáðàòíîé çàäà÷åé ðàññåÿíèÿ. (ñì. [2, ñ. 36℄).Óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà è ñîñòàâëÿåò îñíîâó êëàññè÷å�ñêîãî ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ, ïîçâîëÿþ�ùåãî ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíå�íèÿ (íàïðèìåð, íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãå�ðà), ò. å. îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü äëÿ çàäàííîé u(x; 0)971



Í. �. Ìàçóð, Â. Â. �åîãäæàåâ, À. Â. �óðåâè÷, Ê. Ï. Çûáèí ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002ñòðîãî äåòåðìèíèðîâàííîå çíà÷åíèå u(x) â ëþáîéìîìåíò âðåìåíè t.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèíöè�ïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîé. Â íåé ðàññìàò�ðèâàåòñÿ íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿu(x; 0) = u0(x); (3)ãäå u0(x) � çàäàííàÿ íà âñåé îñè x îñöèëëèðóþ�ùàÿ, íåïåðèîäè÷åñêàÿ, êðóïíîìàñøòàáíàÿ, îãðàíè�÷åííàÿ �óíêöèÿ. Ïîäðîáíåå ñâîéñòâà ýòîé �óíêöèèáóäóò îáñóæäåíû íèæå â ðàçä. 2. Çäåñü æå äëÿ íàñâàæíî, ÷òî îíà íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2). Â ðå�çóëüòàòå �óíêöèÿ u0(x) òåðÿåò àíàëèòè÷íîñòü ïðèjxj ! 1. Áîëåå òîãî, îíà èìååò çäåñü ñóùåñòâåííîîñîáóþ òî÷êó: çíà÷åíèå �óíêöèè u0(x) îêàçûâàåò�ñÿ íåîïðåäåëåííûì, èçâåñòíî ëèøü, ÷òî îíî ìåíÿ�åòñÿ â çàäàííûõ ïðåäåëàõ (âñëåäñòâèå îãðàíè÷åííî�ñòè u0(x)). Áëàãîäàðÿ ýòîìó è ðåøåíèå çàäà÷è ðàñ-ñåÿíèÿ ïðèîáðåòàåò ïðèíöèïèàëüíî íîâûé õàðàêòåð:îíî ïðèâîäèò ê ñëó÷àéíûì çíà÷åíèÿì �àç ðàññå�ÿíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ÷èñòî äèíàìè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ�óíêöèè u(x; t) ïðè îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîì äåòåð�ìèíèðîâàííîì íà÷àëüíîì ïîòåíöèàëå (3) â àñèìïòî�òèêå t ! 1 òåðÿåò ñâîè äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà èñòðåìèòñÿ ê ñòàòèñòè÷åñêîìó ïðåäåëó. Èíà÷å ãîâî�ðÿ, ðåøåíèå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðèîáðåòàåò õàðàê�òåð íåëèíåéíûõ îñöèëëÿöèé ñî ñëó÷àéíûìè �àçàìè.Òàêàÿ ñèñòåìà íîñèò ñòàòèñòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìî�æåò áûòü îïèñàíà â òåðìèíàõ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àé�íîãî ïðîöåññà. À èìåííî, â àñèìïòîòèêå t!1 ñòðî�ãî äåòåðìèíèðîâàííîå çíà÷åíèå u(x; t) òåðÿåò ñìûñëè ìîæíî ãîâîðèòü ëèøü î �óíêöèè f(u; x; t) � ïëîò�íîñòè âåðîÿòíîñòè íàéòè äàííîå çíà÷åíèå u â òî÷êå(x; t), èëè î êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèÿõ. Çàäà÷à ñî�ñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü êîíêðåòíûé âèä ýòèõ�óíêöèé è èõ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíîãî ïîòåíöèà�ëà u0(x).Äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ äå��îêóñèðîâêîé òàêàÿ çàäà÷à ñòàâèòñÿ âïåðâûå. Äëÿóðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà äå Âðèçà ïîäîáíàÿ ïðîáëåìàðàññìàòðèâàëàñü àâòîðàìè ðàíåå â ðàáîòàõ [3; 4℄.Â [3℄ íà îñíîâå ìåòîäà ìíîãîçîííûõ óðàâíåíèé Óè�çåìà ïîêàçàíî ðàçâèòèå âî âðåìåíè ñòàòèñòè÷åñêîéñòðóêòóðû ðåøåíèÿ, êîòîðîå â àñèìïòîòèêå t ! 1ïîëíîñòüþ ïðèîáðåòàåò ñòàòèñòè÷åñêèé õàðàêòåð.Â [4℄ äëÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà äå Âðèçà ðàçðàáî�òàí ìåòîä ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è, íàçâàííûé ìî�äè�èöèðîâàííûì ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿ�íèÿ. Íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ u0(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðèýòîì ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîé (ýðãîäè÷åñêîé). Âýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè f çàâèñèò òîëüêîîò ñêîðîñòè u: f = f(u), à ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîððå�

ëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ K = K(x; x0) çàâèñèò ëèøü îòðàçíîñòè jx�x0j. Â [3; 4℄ îïðåäåëåí âèä ýòèõ �óíêöèéäëÿ êîíêðåòíîãî íà÷àëüíîãî ïîòåíöèàëà u0(x).Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ìîäè�è�öèðîâàííîãî ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿíåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ äå�îêóñèðîâ�êîé. Îòìåòèì, ÷òî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèí�ãåðà îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõâîëí â íåëèíåéíûõ ñðåäàõ, íàïðèìåð, â èîíîñ�åðåÇåìëè [5℄ èëè â ñâåòîâîäàõ [6℄. Àíàëîãè÷íûé âèäèìååò è óðàâíåíèå �ðîññà�Ïèòàåâñêîãî, îïèñûâàþ�ùåå ïîâåäåíèå âîçáóæäåíèé â ãàçå, íàõîäÿùåìñÿ âñîñòîÿíèè êîíäåíñàòà Áîçå�Ýéíøòåéíà [7℄.�àáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Âî âòîðîìðàçäåëå êðàòêî óêàçàíû îñíîâíûå îñîáåííîñòè íåëè�íåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà è ñ�îðìóëèðîâàíàîáùàÿ ïîñòàíîâêà íà÷àëüíîé çàäà÷è. Òðåòèé ðàçäåëïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Êàêèçâåñòíî, íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà èìååòáåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî äè��åðåíöèàëüíûõ çàêîíîâñîõðàíåíèÿ. Â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è îíèìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â èíòåãðàëüíîé �îðìå êàêíåçàâèñèìîñòü îò âðåìåíè èíòåãðàëîâJn = 1Z�1 Rn dx; n = 1; 2; : : : ;ãäå Rn � ïîëèíîìû îò �óíêöèè u(x) è åå ïðîèçâîä�íûõ [2℄. Îäíàêî ïðè óñëîâèè (3) íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿu0(x) íå ÿâëÿåòñÿ áûñòðîóáûâàþùåé ïðè jxj ! 1 èèíòåãðàëû Jn ðàñõîäÿòñÿ. Â òðåòüåì ðàçäåëå ââåäå�íû â óñðåäíåííîé �îðìå èíòåãðàëüíûå çàêîíû ñî�õðàíåíèÿ, èíà÷å ãîâîðÿ, çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, ïðåä�ñòàâëåííûå â âèäå èíâàðèàíòíûõ ïëîòíîñòåé hRni,êîòîðûå äëÿ êàæäîãî n ïðèíèìàþò �èêñèðîâàííûåêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ, îïðåäåëåííûå ýðãîäè÷åñêîé íà�÷àëüíîé �óíêöèåé u0(x). Ïðè èõ âûâîäå, â îòëè÷èåîò [4℄, èñïîëüçîâàíà ìíîãîâðåìåííàÿ òåõíèêà è ãà�ìèëüòîíîâ �îðìàëèçì. Ïîêàçàíî, ÷òî çíà÷åíèÿ hRniñîõðàíÿþòñÿ â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ ðåøåíèÿ âî âðåìå�íè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â íåëèíåéíîì óðàâíåíèè Øðå�äèíãåðà îòñóòñòâóåò îäíîçíà÷íàÿ ñâÿçü èíâàðèàíò�íûõ ïëîòíîñòåé ñî ñïåêòðàëüíîé �óíêöèåé, ÷òî ÿâ�ëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì îò óðàâíåíèÿ Êîð�òåâåãà äå Âðèçà.×åòâåðòûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ðåøåíèþ çàäà÷èðàññåÿíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íà�÷àëüíîãî ïîòåíöèàëà u0(x) �àçû ðàññåÿíèÿ ðàñïðå�äåëåíû ñëó÷àéíî è ðàâíîìåðíî. Ýòî, ñ îäíîé ñòî�ðîíû, èñêëþ÷àåò ïðÿìîå ïðèìåíåíèå êëàññè÷åñêî�ãî ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ, íî, ñ äðóãîéñòîðîíû, ñëóæèò îñíîâîé äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà972



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002 Ñòàòèñòè÷åñêèé ïðåäåë â ðåøåíèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà : : :ìîäè�èöèðîâàííîé îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿîïðåäåëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿïðè t ! 1. Äëÿ ýòîãî â ïÿòîì ðàçäåëå íà îñíîâåN -ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ ïîñòðîåí ìàêñèìèçàòîð äëÿñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñîëèòîíîâ, çàäàííûõíà ïðîñòðàíñòâåííîì ìàñøòàáå L è îáëàäàþùèõ ðàâ�íîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè �àçàìè. Ïî�êàçàíî, ÷òî ïðè N ! 1, L ! 1 ñóùåñòâóåò êîíòè�íóàëüíûé ïðåäåë óñðåäíåííîãî ïî �àçàì ìàêñèìè�çàòîðà, îïèñûâàåìûé ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâ�íåíèåì. Âàæíî, ÷òî â ýòî óðàâíåíèå âõîäèò ñïåêòðóðîâíåé â ïðîñòðàíñòâå �àç �s(�). Çäåñü âíîâü ñòàíî�âèòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ðàñ�ñìàòðèâàåìîé íàìè çàäà÷è îò êëàññè÷åñêîé. Â êëàñ�ñè÷åñêîé çàäà÷å â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäåëå t ! 1ñîëèòîíû óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü è ñòàíîâÿòñÿ ñâî�áîäíûìè. À äëÿ ñâîáîäíûõ ñîëèòîíîâ ñïåêòð óðîâ�íåé â ïðîñòðàíñòâå �àç òîæäåñòâåí ñïåêòðó óðîâíåéâ îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå �(�). Îò âðåìåíè t ñïåêòðíå çàâèñèò, ïîýòîìó â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà�÷è âñåãäà âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå�s(�) � �(�): (4)Â íàøåé çàäà÷å ñîëèòîíû íèêîãäà íå ñòàíîâÿò�ñÿ ñâîáîäíûìè: îíè îñòàþòñÿ âçàèìîäåéñòâóþùèìèïðè ëþáîì t, äàæå ïðè t!1. Çäåñü îïÿòü ïðîÿâëÿ�åòñÿ íàëè÷èå ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êè íà áåñêîíå÷�íîñòè. Ñïåêòð �s(�) � ñïåêòð óðîâíåé â ïðîñòðàí�ñòâå �àç � â ýòîì ñëó÷àå íå ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîìóðîâíåé â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå, ò. å. ñîîòíîøåíèåñâÿçè (4) â íàøåì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò. Äëÿ îïðåäå�ëåíèÿ �s(�) â øåñòîì ðàçäåëå èñïîëüçóåòñÿ ìîäè�è�öèðîâàííûé ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Îíñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñ ïîìîùüþ ìàêñèìèçàòîðà,âû÷èñëåííîãî â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå, îïðåäåëÿ�þòñÿ óñðåäíåííûå èíâàðèàíòíûå ïëîòíîñòè â ñòàòè�ñòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè hRnis. Èñïîëüçóÿ ìíîãîâðåìåí�íóþ èåðàðõèþ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà,óäàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìèçàòîð îïðåäåëÿåò âñåáåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî èíâàðèàíòíûõ ïëîòíîñòåé.Ïîñêîëüêó èíâàðèàíòíûå ïëîòíîñòè íå ìåíÿþòñÿ ñîâðåìåíåì, îíè ñîâïàäàþò ñ hRni, îïðåäåëåííûìè íà�÷àëüíûì óñëîâèåì hRnis = hRni: (5)Òàêèì îáðàçîì, îäíîçíà÷íàÿ ñâÿçü ñòàòèñòè÷å�ñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñ äåòåðìèíèðîâàííûì íà÷àëüíûìñîñòîÿíèåì óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ áåñêîíå÷íî�ãî ìíîæåñòâà çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (5). Èç ñîîòíîøå�íèé (5) îïðåäåëÿåòñÿ è âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ ñâÿçüñïåêòðîâ �s(�) è �(�). Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ óñòàíî�âèâøåãîñÿ ñïåêòðà �s(�) ñ ïîìîùüþ ìàêñèìèçàòîðà

íàõîäÿòñÿ âñå íåîáõîäèìûå õàðàêòåðèñòèêè â ñòàòè�ñòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè.Â îòëè÷èå îò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà äåÂðèçà â ðàáîòå [4℄, ãäå ðàññìàòðèâàëèñü ëèøü äâà çà�êîíà ñîõðàíåíèÿ, â íàñòîÿùåé ðàáîòå áëàãîäàðÿ èñ�ïîëüçîâàíèþ ìíîãîâðåìåííîé èåðàðõèè óäàëîñü äî�êàçàòü âûïîëíåíèå âñåõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ïðè ïå�ðåõîäå â ñòàòèñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå.2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×ÈÍåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â ñëó÷àå äå��îêóñèðîâêè èìååò âèä (1). Ñ ïîìîùüþ çàìåíûu = �1=2 exp(i�); v = �x; � = 2tóðàâíåíèå (1) ïðåâðàùàåòñÿ â ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòå�ìó óðàâíåíèé äèñïåðñèîííîé ãèäðîäèíàìèêè�� + (�v)x = 0;v� + vvx = ��x + 12 � (p�)xxp� �x :Ìû èçó÷àåì ñëó÷àé, êîãäà ãèäðîäèíàìè÷åñêèåïåðåìåííûå ìåíÿþòñÿ ïëàâíî: � = �("x; "�),v = v("x; "�), " � 1. Òîãäà, ïðîâîäÿ ðàñòÿæåíèåìàñøòàáà x ! x=", t ! t=", ìîæíî âûäåëèòü â ãèä�ðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ â ÿâíîé �îðìå ìàëûéïàðàìåòð ïðè äèñïåðñèîííîì ÷ëåíå, ñîäåðæàùåìñòàðøèå ïðîèçâîäíûå:�� + (�v)x = 0;v� + vvx = ��x + 12"2 � (p�)xxp� �x : (6)Ñèñòåìà óðàâíåíèé (6) îïèñûâàåò, â ÷àñòíîñòè,ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â íåëèíåé�íîé äå�îêóñèðóþùåé ñðåäå è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé,â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà äå Âðèçà, ïîë�íîå âîëíîâîå óðàâíåíèå. Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøå�íèå äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé îòíîñèòåëüíî ñòàöèîíàð�íîãî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òå÷åíèÿ � = �0; v = U0ñèñòåìû (6) èìååò âèä! � kU0 = �k�1=20 �1 + k24�0�1=2 :Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðå�äèíãåðà îïèñûâàåò äâå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿâ ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ñîîòâåòñòâåííî,èìåþòñÿ è äâå äâèæóùèåñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íà�ïðàâëåíèÿõ ñèñòåìû ñòàöèîíàðíûõ âîëí, â ÷àñòíî�ñòè, ñîëèòîíîâu = �0 + (vs=2� ik)2 exp(2kX)�1=20 (1 + exp(2kX)) ; X = x� vst" : (7)973



Í. �. Ìàçóð, Â. Â. �åîãäæàåâ, À. Â. �óðåâè÷, Ê. Ï. Çûáèí ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002Ïîä÷åðêíåì, ÷òî, êàê ñëåäóåò èç (7), ñîëèòîí äå�î�êóñèðóþùåãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðàïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾ÿìó¿ â �îíîâîé ïëîòíîñòè �0:� = �0 � k2
h2(kX) ; vs = 2(�0 � k2)1=2:Ïðè jxj ! 1 ïëîòíîñòü � ! �0. Â ñëó÷àå �0 = 0óðàâíåíèå (1) ñîëèòîíîâ íå èìååò. Îòìåòèì, ÷òî ñêî�ðîñòü ñîëèòîíîâ óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ãëóáè�íû ÿìû ïðîïîðöèîíàëüíî (�0 � k2)1=2. Ïðè k2 = �0ñîëèòîí îñòàíàâëèâàåòñÿ � åãî ñêîðîñòü â ýòîì ñëó�÷àå ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿU0. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äèñïåðñèÿ â íåëèíåéíîìóðàâíåíèè Øðåäèíãåðà ïîëîæèòåëüíà, ò. å. è �àçî�âàÿ, è ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòè âîëí â ñðåäå óâåëè÷èâà�þòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì âîëíîâîãî ÷èñëà k.Îáñóäèì òåïåðü ïîñòàíîâêó íà÷àëüíîé çàäà÷è.Ìû èçó÷àåì ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (1) âêâàçèêëàññè÷åñêîì ïðåäåëå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàñ�ñìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû (6) ïðè " ! 0,ïðè÷åì íà÷àëüíûå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ�(x; 0) è v(x; 0) íå ñîäåðæàò ìàñøòàáà " è îãðàíè�÷åíû íà âñåé îñè x âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè.Êðîìå òîãî, íà÷àëüíûå �óíêöèè �(x; 0) � 0 è v(x; 0)ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïåðèîäè÷åñêèìè, îñöèëëèðóþùè�ìè îêîëî íåêîòîðûõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé.Îãðàíè÷èìñÿ àíàëèçîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé âèäà�(x; 0) = �0 � 1Xm=�1 fm�x� xm�m � ;v(x; 0) = 1Xm=�1 vm�x� xm�m � ; (8)ãäå �0 > 0, fm(�) è vm(�) � êîíå÷íûå �óíêöèè, ðàâ�íûå íóëþ âíå èíòåðâàëà �m < � < �m (�m < 0,�m > 0, �m � �m = 1). Ïðè ýòîì âíóòðè èíòåð�âàëà fm(�) ïîëîæèòåëüíà è èìååò îäèí ìàêñèìóìïðè � = 0, íå ïðåâûøàþùèé �0. Ïîñëåäíåå óñëîâèåîáåñïå÷èâàåò íåîòðèöàòåëüíîñòü �(x; 0). Èíòåðâàëû(xm+�m�m; xm+�m�m) íà îñè x, â êîòîðûõ îòëè÷íûîò íóëÿ ðàçëè÷íûå ñëàãàåìûå â (8), íå ïåðåñåêàþòñÿ.Îòäåëüíîå ñëàãàåìîå�fm; vm, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ëîêàëèçîâàííîå âîçìóùåíèå îäíîðîäíîãî �î�íà � = �0; U0 = 0, áóäåì äëÿ êðàòêîñòè èìåíîâàòü¾ÿìîé¿. �àññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû êîíêðåòíûå íà�÷àëüíûå óñëîâèÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿì îä�íîé è òîé æå �îðìû è ãëóáèíû�(x; 0) = �0 � 1Xm=�1 f �x� xm�m � ;v(x; 0) = 1Xm=�1 g�x� xm�m � : (9)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ áóäóò íåïåðèîäè÷åñêèìè, åñëè,íàïðèìåð, â (9) ðàçíîñòü xm+1 � xm = l ïîñòîÿííà,à øèðèíà ÿìû ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó�m = �[1 + q sin(�m)℄; (10)ãäå �=� � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî è q < 1.Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå íàìè íà÷àëüíûåóñëîâèÿ (10) ÿâëÿþòñÿ ýðãîäè÷åñêèìè, ò. å. îïèñûâà�þòñÿ îäíîðîäíûìè â ïðîñòðàíñòâå �óíêöèÿìè, íà�ïðèìåð, êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè èëè ïî÷òè ïåðèîäè÷å�ñêèìè (òî÷íîå îïðåäåëåíèå ýðãîäè÷åñêèõ �óíêöèéñì., íàïðèìåð, â [8℄).Êðîìå âèäà �óíêöèé f(x) è g(x) è âåëè÷èíû �î�íîâîãî çíà÷åíèÿ �0, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (9) ìîæíîîõàðàêòåðèçîâàòü ñðåäíèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó ÿìà�ìè �l è ñðåäíèì çíà÷åíèåì øèðèíû ÿìû ��. Îòíîøå�íèå 
 = ��=�l (11)õàðàêòåðèçóåò ïëîòíîñòü óïàêîâêè "ÿì", ò. å. ñðåä�íþþ âåëè÷èíó ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ îä�íîðîäíîãî �îíà.3. ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÀß ÔÎ�ÌÀ ÇÀÊÎÍÎÂÑÎÕ�ÀÍÅÍÈßÍåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ÿâëÿåòñÿ èí�òåãðèðóåìûì [2, 9℄. Ïðè òî÷íîì èíòåãðèðîâàíèèíåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (1) èëè ýêâèâàëåíòíîé åìóãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (6) âñïîìîãàòåëüíîéëèíåéíîé çàäà÷åé ñëóæèò çàäà÷à ðàññåÿíèÿ äëÿ ñè�ñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà [9℄:" (1)x = � i2� (1) + u (2);" (2)x = i2� (2) + u (1): (12)Çäåñü �� ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð çàäà÷è, u��óíê�öèÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííàÿ u.3.1. Äè��åðåíöèàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿÊàê èçâåñòíî, âñëåäñòâèå ïîëíîé èíòåãðèðóåìî�ñòè íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà îáëàäàåòáåñêîíå÷íûì íàáîðîì íåçàâèñèìûõ äè��åðåíöèàëü�íûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ�tPn + �xWn = 0: (13)Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé íà÷àëüíîé çàäà÷è, êàê è ïðèðåøåíèè óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà äå Âðèçà [4℄, çàêîíû974



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002 Ñòàòèñòè÷åñêèé ïðåäåë â ðåøåíèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà : : :ñîõðàíåíèÿ íåîáõîäèìî ïåðåïèñàòü â óñðåäíåííîé�îðìå. Ýòî áóäåò ñäåëàíî â íàñòîÿùåì ðàçäåëå. Äëÿâûâîäà óñðåäíåííûõ èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíå�íèÿ áóäóò èñïîëüçîâàíû (â îòëè÷èå îò [4℄) ãàìèëü�òîíîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå è ìíîãîâðåìåííàÿ òåõíèêàt! tm, m = 1; 2; : : :Ïëîòíîñòè ñîõðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èí Pn â (13)ìîæíî îïðåäåëèòü, èñïîëüçóÿ ïðè � ! 1 ðàçëîæå�íèå ïî ñòåïåíÿì 1=� ëîãàðè�ìà êîý��èöèåíòà ïðî�õîæäåíèÿ äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (12). Ýòî ïîçâîëÿ�åò íàéòè ðåêóððåíòíóþ �îðìóëó äëÿ Pn. Äåéñòâè�òåëüíî, ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ  (2) è ïîäñòàíîâêè (1) = exp �i"�1���2x+ Z P dx��ñèñòåìà (12) ïðåîáðàçóåòñÿ â óðàâíåíèå �èêêàòè�P = juj2 + P 2 � i"�u�x�P�u� :Äëÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ýòîãîóðàâíåíèÿ ïðè �!1P = 1Xn=1Pn��n (14)ïîëó÷àåòñÿ ðåêóððåíòíàÿ ñèñòåìà ([9, ñ. 37, 39℄)Pn+1 = �i"�u�x�Pn�u �+ n�1Xm=1PmPn�m;n = 1; 2; : : : ; (15)ïðè÷åì íà÷àëüíîå óñëîâèå ðåêóðñèè èìååò âèäP1 = juj2. Èç ñèñòåìû (15) ïîñëåäîâàòåëüíî îïðå�äåëÿþòñÿ ïëîòíîñòè â äè��åðåíöèàëüíûõ çàêîíàõñîõðàíåíèÿ (13):P2 = �i"�uux; P3 = �"2�uuxx + juj4;P4 = i �"3�uuxxx � "juj2(4�uux + u�ux)� ; : : :Îíè ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè îò �óíêöèé u(x); �u(x) èèõ ïðîèçâîäíûõ.�åêóðñèÿ (15) äàåò âïîëíå îïðåäåëåííûé íàáîðïîëèíîìèàëüíûõ ïëîòíîñòåé Pn, íî, âîîáùå ãîâîðÿ,ýòè ïëîòíîñòè îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî. Î÷åâèäíî,÷òî èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü ëþáóþ ëèíåéíóþ êîìáè�íàöèþ èëè äîáàâèòü ïðîèçâîëüíóþ êîíñòàíòó. Êðî�ìå òîãî, äîáàâëåíèå ê Pn ïîëíîé ïðîèçâîäíîé îò ïî�ëèíîìà îò u(x); �u(x) è èõ ïðîèçâîäíûõ ñíîâà ïðèâå�äåò ê ïëîòíîñòè ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíû.

3.2. Èíòåãðàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èãàìèëüòîíîâà �îðìàÅñëè �óíêöèÿ u(x) è âñå åå ïðîèçâîäíûå äîñòà�òî÷íî áûñòðî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè jxj ! 1, òàê÷òî ñóùåñòâóþò èíòåãðàëûIn = 1Z�1 Pn(x) dx; (16)òî èç ñîîòíîøåíèé (13) âûòåêàåò íåçàâèñèìîñòü ýòèõèíòåãðàëîâ îò âðåìåíè.Ñ ïîìîùüþ (16) óðàâíåíèå (1) ìîæåò áûòü ïðåä�ñòàâëåíî â ãàìèëüòîíîâîé �îðìå [9℄. Åñëè â êà÷åñòâåãàìèëüòîíèàíîâ âçÿòü �óíêöèîíàëû îò u(x), îïðåäå�ëÿåìûå èíòåãðàëàìè (16) ñ n = 3; 4; : : : , òî ïîëó÷èò�ñÿ èåðàðõèÿ óðàâíåíèé�u�t = �i ÆInÆ�u : (17)Ïðè n = 3 èìååì óðàâíåíèå (1), ïðè n > 3 � òàê íà�çûâàåìûå âûñøèå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ Øðåäèí�ãåðà.�àññìàòðèâàåìîå íàìè íà÷àëüíîå óñëîâèå (8)èëè (9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëå�äîâàòåëüíîñòü îòäåëüíûõ ëîêàëèçîâàííûõ âîçìóùå�íèé � ÿì. Ïîýòîìó â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðåäåëåïîëíûé ñïåêòð çàäà÷è (12) ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòûì íà�ëîæåíèåì ñïåêòðîâ îòäåëüíûõ ÿì. Â ñîîòâåòñòâèè ñýòèì ïðè èçó÷åíèè âêëàäà êàæäîé ÿìû ìû èñïîëü�çóåì òåîðèþ, ðàçâèòóþ â [9℄ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðèóñëîâèè êîíå÷íîé ïëîòíîñòè: ïðè x! �1ju(x; t)j2 ! �0 6= 0: (18)Çàòåì ýòè âêëàäû îáúåäèíÿþòñÿ, îá ýòîì ïîäðîáíîèçëîæåíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Ïðè óñëîâèè (18)óðàâíåíèå (1) óäîáíî ïðåîáðàçîâàòü (äîáàâëÿÿ �à�çîâûé ìíîæèòåëü u! u exp(�2i�0t)) ê âèäó [9℄iut + uxx � 2 �juj2 � �0�u = 0: (19)�èäðîäèíàìè÷åñêàÿ �îðìà (6) ïðè ýòîì îñòàåòñÿ áåçèçìåíåíèÿ.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ãàìèëüòîíîâà �îðìà (17)èìååò ìåñòî òîëüêî â ñëó÷àå áûñòðîãî óáûâàíèÿ�óíêöèè u(x) âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè, òàê êàê òîëü�êî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíû �óíêöèîíàëû In, èèõ âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå áûñòðî óáûâàþò ïðèjxj ! 1. Â ñëó÷àå êîíå÷íîé ïëîòíîñòè äëÿ îáåñïå�÷åíèÿ ñõîäèìîñòè ñîõðàíÿþùèõñÿ èíòåãðàëîâ äîñòà�òî÷íî âû÷åñòü èç ïëîòíîñòåé Pn(x) êîíñòàíòû ([9,ñ. 72℄)P12k�1 = 12(�1)k+1!2kb+k ; P12k = 0; k = 1; 2; : : : ;975



Í. �. Ìàçóð, Â. Â. �åîãäæàåâ, À. Â. �óðåâè÷, Ê. Ï. Çûáèí ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002ãäå ! = 2p�0 è b+k � êîý��èöèåíòû, îïðåäåëÿåìûåðàçëîæåíèåì (1 + x)1=2 = 1Xk=0 b+k xk :Îäíàêî, êðîìå ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèîíàëîâ � èí�òåãðàëîâ â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ îòQn(x) = Pn(x)� P1n ;äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ óðàâíåíèÿ (19) è ñîîòâåòñòâó�þùèõ âûñøèõ óðàâíåíèé â ãàìèëüòîíîâîé �îðìåíåîáõîäèìî òàêæå îáåñïå÷èòü áûñòðîå óáûâàíèå ïðèjxj ! 1 èõ âàðèàöèîííûõ ïðîèçâîäíûõ. Êàê ïîêà�çàíî â [9, ñ. 73, 193℄, âìåñòî ðàçëîæåíèÿ (14) äëÿýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåííûå ëèíåéíûåêîìáèíàöèè Rn(x) ïëîòíîñòåé Qn(x), ñâÿçàííûå ñàñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì ëîãàðè�ìà êîý��è�öèåíòà ïðîõîæäåíèÿ ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì ïå�ðåìåííîé p�2 � !2.Îáîçíà÷àÿ��1 = �; (�2 � !2)�1=2 = �;èìååì �(�) = �(1 + !2�2)�1=2:Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ (14), ò. å.P (�) = 1Xn=1Pn�n;ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèïëîòíîñòåé Pn; àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿQ(�) = 1Xn=1Qn�n:Ïëîòíîñòè Rn, ñîãëàñíî [9℄, çàäàþòñÿ ïðîèçâîäÿùåé�óíêöèåé 1Xn=1Rn�n = R(�) = Q(�(�)): (20)×òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó Rn è Qn, âûòåêà�þùóþ èç (20), èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå�n = �n 1Xp=0 �np(!)�p; (21)ãäå êîý��èöèåíòû �np èçâåñòíû � îíè âûðàæàþòñÿ÷åðåç áèíîìèàëüíûå êîý��èöèåíòû è ÷åòíûå ñòåïå�íè !, íåêîòîðûå èç íèõ ðàâíû íóëþ. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèåRn = n�1Xp=0 �n�p;p(!)Qn�p: (22)

Ïîäñòàâëÿÿ â íåãîQj = Pj � P1j ;ïðèõîäèì ê �îðìóëå, âûðàæàþùåé Rn ÷åðåç Pn .Ó÷èòûâàÿ ÿâíûé âèä êîý��èöèåíòîâ �np(!) è êîí�ñòàíò P1n , åå óäîáíåå çàïèñàòü îòäåëüíî äëÿ íå÷åò�íûõ è ÷åòíûõ íîìåðîâ:R2k+1(x) = (2k�1)!!�� " kXm=0 (�1)m!2m2mm!(2k�1�2m)!! �� P2k+1�2m(x) + (�1)k+1!2k+22k+2(k + 1)! # ;R2k+2(x) = k! kXm=0 (�1)m!2mm!(k �m)!P2k+2�2m(x): (23)
Î÷åâèäíî, äëÿ íîâûõ êîìáèíàöèé Rn èìåþò ìåñòîäè��åðåíöèàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ�tRn + �xW (R)n = 0; (24)âûòåêàþùèå èç (13).Åñëè òåïåðü âçÿòü â êà÷åñòâå ãàìèëüòîíèàíîâ èí�òåãðàëû Jn = 1Z�1 Rn(x) dx; (25)òî ïîëó÷àåòñÿ èåðàðõèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèéØðåäèíãåðà äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íîé ïëîòíîñòè:�u�t = �i ÆJnÆ�u ; n = 3; 4; : : : (26)Îíà íà÷èíàåòñÿ ñ óðàâíåíèÿ (19).Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïåðâûõ ïëîòíîñòåé Rn, âû�÷èñëÿåìûõ ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîé �îðìóëû (15)è ñîîòíîøåíèé (23):R1 = juj2 � �0; R2 = �i"�uux;R3 = �"2�uuxx + (juj2 � �0)2;R4 = i �"3�uuxxx�4"(juj2��0)�uux�"juj2u�ux� : (27)Âûðàæåíèÿ ýòèõ æå âåëè÷èí ÷åðåç ãèäðîäèíàìè÷å�ñêèå ïåðåìåííûå � è v èìåþò âèäR1 = �� �0; R2 = �v � 12 i"�x;R3 = �v2+(�0��)2�i"(�v)x�"2�1=2(�1=2)xx;R4 = �v3 + (3�� 4�0)�v �� i"�32�v2 + 32�2 � 2�0��x +O("2): (28)
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ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002 Ñòàòèñòè÷åñêèé ïðåäåë â ðåøåíèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà : : :Îòìåòèì �èçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïëîòíîñòåéñîõðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èíp = "(ux�u� u�ux)2i = �v = ReR2;h = "2juxj2 + ��0 � juj2�2 == �v2 + (�0 � �)2 + 14"2�2x��1 == ReR3 + 12"2�xx (29)êàê, ñîîòâåòñòâåííî, ïëîòíîñòè èìïóëüñà è ïëîòíî�ñòè ýíåðãèè. Êàê âèäíî èç (29) è (27), ðàçíîñòè p�R2è h�R3 ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ïðîèçâîäíûìè.3.3. Ìíîãîâðåìåííîé �îðìàëèçìÎòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî èåðàðõèè íåëèíåéíûõóðàâíåíèé Øðåäèíãåðà: ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî óðàâ�íåíèé (26) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðåîïðåäåëåí�íóþ ñèñòåìó�u�tm = �i ÆJm+2Æ�u ; m = 1; 2; : : : (30)äëÿ �óíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõu = u(x; t1; t2; : : : ): (31)Íåòðèâèàëüíîå ñâîéñòâî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà, îáóñëîâëåííîå åãî ïîëíîé èíòå�ãðèðóåìîñòüþ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîòîêè (30)êîììóòèðóþò: �2u�tm�tn = �2u�tn�tm ;ò. å. ñèñòåìà (30) ñîâìåñòíà è äåéñòâèòåëüíî îïðå�äåëÿåò �óíêöèþ ìíîãèõ ¾âðåìåí¿ (31). Êàæäûé èç�óíêöèîíàëîâ Jn ñ n � 3 ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîìäëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî âðåìåíè tn�2.Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (24) ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ è íàâñå âûñøèå âðåìåíà:�Rn�tm + �W (R)nm�x = 0: (32)Îñîáåííî âàæíû äëÿ íàñ ñîîòíîøåíèÿ (32) ïðèn = 1, òàê êàê îíè áóäóò èñïîëüçîâàíû â ðàçä. 6.Ïîòîêè â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäåW (R)1m = m+1Xk=1 k�k+1;m+1�kQk + �x(: : : ); (33)ãäå êîý��èöèåíòû �np îïðåäåëåíû â (21) è �x(: : : )îáîçíà÷àåò ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ

�îðìóëû (33) íàéäåì �R1=�tm ïî îáùåìó ïðàâèëóãàìèëüòîíîâîé äèíàìèêè ñ ïîìîùüþ ñêîáîê Ïóàññî�íà [9℄:�R1�tm = fJm+2 ; R1g = i�uÆJm+2Æu � �uÆJm+2Æ�u � :Ñîîòíîøåíèÿ (22) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü îòñþäà âû�ðàæåíèå�R1�tm == im+1Xp=0 �m+2�p;p uÆ ~Im+2�pÆu ��uÆ ~Im+2�pÆ�u ! ; (34)ãäå ~In = 1R�1 Qn dx � �óíêöèîíàëû, îïðåäåëåííûåäëÿ �óíêöèé u(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ êî�íå÷íîé ïëîòíîñòè. Ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü Qn ëèøüíà êîíñòàíòó P1n îòëè÷àåòñÿ îò ïëîòíîñòè Pn , èìå�åì Æ ~InÆu = ÆInÆu ; Æ ~InÆ�u = ÆInÆ�u ;÷òî ïîçâîëÿåò âûðàçèòü êîìáèíàöèþ âàðèàöèîííûõïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùóþ â (34), ÷åðåç ïëîòíîñòè Pn:uÆ ~InÆu � �uÆ ~InÆ�u = i�x [(n� 1)Pn�1 + �x(: : : )℄ :Çàìåíÿÿ çäåñü ïîä çíàêîì ïðîèçâîäíîé Pn�1 íàQn�1 è èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå â (34),ïðèäåì ê âûðàæåíèþ (33).3.4. Óñðåäíåííûå èíòåãðàëüíûå çàêîíûñîõðàíåíèÿÄëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñ îãðàíè÷åííû�ìè ýðãîäè÷åñêèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (9) åñòå�ñòâåííî, êàê è â [4℄, ïåðåéòè ê èíòåãðàëüíîé �îðìåçàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â òåðìèíàõ óñðåäíåííûõ ïëîò�íîñòåé ñîõðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èí. �àññìîòðèì ñðåä�íèå âåëè÷èíûhRni = limL!1 1L L=2Z�L=2 Rn(x) dx: (35)Èç-çà îãðàíè÷åííîñòè �óíêöèé Rn(x) ïðåäåëû (35)ñóùåñòâóþò. Â ñèëó ëîêàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíå�íèÿ (24)dhRnidt = limL!1 1L L=2Z�L=2 �tRn dx == � limL!1 1LW (R)n (x)����L=2�L=2 ;13 ÆÝÒÔ, âûï. 4 977



Í. �. Ìàçóð, Â. Â. �åîãäæàåâ, À. Â. �óðåâè÷, Ê. Ï. Çûáèí ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002à ïîòîêè W (R)n (�L=2) ÷åðåç êîíöû îòðåçêà îãðàíè�÷åíû, ïîýòîìó dhRni=dt = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåä�íèå (35) íå çàâèñÿò îò âðåìåíè è ÿâëÿþòñÿ ñîõðà�íÿþùèìèñÿ âåëè÷èíàìè. Ýòî è åñòü ïîëíàÿ ñèñòåìàóñðåäíåííûõ èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿðàññìàòðèâàåìîé íàìè íà÷àëüíîé çàäà÷è.Èíâàðèàíòíûå ïëîòíîñòè hRni ëåãêî íàéòè â íà�÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïî çàäàííûì �óíê�öèÿì f(x); g(x) è ïàðàìåòðó 
 = ��=�l, ïîëüçóÿñü êâà�çèêëàññè÷íîñòüþ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (9). Èñïîëüçóÿâûðàæåíèÿ (28) è (29), ïîëó÷èìhR1i = �
 1Z�1 f(x) dx;hR2i = hpi = 
 1Z�1 (�0 � f(x))g(x) dx;hR3i = hhi == 
 1Z�1 �(�0 � f(x))g2(x) + f2(x)� dx+O("2):Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, âûðàæàÿ (23) ÷åðåç ãèäðîäè�íàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå � è v, ìîæíî íàéòè hRni âíà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè äëÿ ëþáîãî n. Íèæå ìû óâè�äèì, ÷òî èíâàðèàíòû hRni, êàê è â ñëó÷àå óðàâíå�íèÿ Êîðòåâåãà äå Âðèçà [4℄, îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû ñïëîòíîñòüþ óðîâíåé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Îíè èãðàþòâàæíóþ ðîëü ïðè îïðåäåëåíèè ñïåêòðà â ñòaòèñòè�÷åñêîì ñîñòîÿíèè.4. Ï�ßÌÀß ÇÀÄÀ×À �ÀÑÑÅßÍÈß ÂÊÂÀÇÈÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÌ Ï�ÅÄÅËÅÈçó÷èì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ ëèíåéíîé ñè�ñòåìû (12) â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðåäåëå, ïðè "! 0.Âíà÷àëå ðàññìîòðèì îäíî ëîêàëèçîâàííîå íà÷àëü�íîå âîçìóùåíèå �(x); v(x), êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåòu = p� exp0�i"�1 xZ v dx1A ;à çàòåì èññëåäóåì áîëåå îáùåå íà÷àëüíîå óñëî�âèå (9), ñîñòàâëåííîå èç áîëüøîãî (â ïðåäåëå �íåîãðàíè÷åííîãî) ÷èñëà òàêèõ ëîêàëèçîâàííûõ âîç�ìóùåíèé ñ íåïåðåêðûâàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè.Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé íàìè ¾ãèäðîäèíàìè�÷åñêîé¿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (9) oò ñèñòåìû (12)óäîáíî ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà, ÷òî
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�èñ. 1. a � Îáëàñòè ïîñòîÿííîãî çíàêà �óíêöèèr(x; �); á � èíòåãðàë Áîðà�Çîììåð�åëüäà S(�)ïîçâîëèò èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå �îðìóëû ïðè�áëèæåíèÿ Âåíòöåëÿ�Êðàìåðñà�Áðèëëþýíà (ÂÊÁ).Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ  (1) è ïîñëåäóþùåé çàìåíû (2) =  pu äëÿ óñòðàíåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîéïîëó÷èì óðàâíåíèå"2 xx + ~r(x; �; ") = 0;ãäå~r = 14�2�juj2+12 i"�(lnu)x+"2 �12(lnu)xx � 14(lnu)2x� :Ïðåäñòàâëåíèå ~r ÷åðåç ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïåðåìåí�íûå � è v ïîìîãàåò âûÿñíèòü ðåàëüíûå ïîðÿäêè ÷ëå�íîâ ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ", åñëè ó÷åñòü, ÷òî(lnu)x = 12(ln �)x + i"v:Ïðåíåáðåãàÿ â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïðèáëèæåíèÿ ÂÊÁìàëûìè ÷ëåíàìè O(") è O("2) â êîý��èöèåíòå~r(x; �; "), ïðèäåì ê áîëåå ïðîñòîìó óðàâíåíèþ"2 xx + r(x; �) = 0; (36)ãäå r(x; �) = 14 [�� v(x)℄2 � �(x): (37)Óäîáíî â ÿâíîì âèäå âûäåëèòü â (37) òðèâèàëüíóþçàâèñèìîñòü (9) îò øèðèíû ÿìû � (ðàññìàòðèâàÿ îä�íó ÿìó, îïóñêàåì èíäåêñ m). Ó÷èòûâàÿ (9), èìååìr(x; �; �) = r1 �x� ; �� ;r1(x; �) = 14 [�� g(x)℄2 � �0 + f(x): (38)978



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002 Ñòàòèñòè÷åñêèé ïðåäåë â ðåøåíèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà : : :Îïèøåì ñïåêòð çàäà÷è (36) â êâàçèêëàññè÷åñêîìïðåäåëå " ! 0. Îáîçíà÷èì ! = 2p�0. Ïóñòü âîçìó�ùåíèå ñêîðîñòè äîñòàòî÷íî ìàëî, òàê ÷òî îáùèé õà�ðàêòåð èçìåíåíèÿ �óíêöèè r(x; �) òàêîé æå, êàê èïðè v(x) � 0. À èìåííî, ïðè j�j > ! �óíêöèÿ r(x; �)ïîëîæèòåëüíà, à ïðè j�j < ! îíà ñ ðîñòîì x ëèáîìåíÿåò çíàê ïî ñõåìå �, +, �, ëèáî îñòàåòñÿ âñåâðåìÿ îòðèöàòåëüíîé (ðèñ. 1a). Òîãäà çàäà÷à (36)èìååò ïðè j�j > ! íåïðåðûâíûé ñïåêòð ñ êîý��è�öèåíòîì îòðàæåíèÿ, ðàâíûì íóëþ (â ðàññìàòðèâàå�ìîì êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè), à â îáëàñòèj�j < ! � äèñêðåòíûé ñïåêòð ñ ÷àñòî ðàñïîëîæåííû�ìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè (j�n+1 � �nj � "). Ñîá�ñòâåííûå çíà÷åíèÿ îòñóòñòâóþò â èíòåðâàëå ìåæäóm+ = min�+(x) è m� = max��(x), ãäå��(x) = v(x) � 2p�(x)� êîðíè óðàâíåíèÿ r(x; �) = 0. Óñëîâèåì ¾äîñòàòî÷�íîé ìàëîñòè¿ v(x) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå�2�p�0�p�(x)� < v(x) < 2�p�0�p�(x)� : (39)Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî �+(x) � ! è ��(x) � �!äëÿ âñåõ x. 4.1. Äèñêðåòíûé ñïåêòðÄèñêðåòíûé ñïåêòð çàäà÷è (36) îïðåäåëÿåòñÿ (âðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè) óðàâíåíèåì, àíàëî�ãè÷íûì óñëîâèþ êâàíòîâàíèÿ Áîðà�Çîììåð�åëüäà:S(�n) = "�� �12 + n� ; n = 0; 1; : : : ; (40)ãäå S(�) = x+(�)Zx�(�) pr1(x; �) dx; (41)x�(�) < x+(�) � êîðíè óðàâíåíèÿ r1(x; �) = 0.Ïðè ýòîì íàäî ó÷èòûâàòü, ÷òî ââèäó íåìîíîòîííî�ñòè �óíêöèè S(�) (ðèñ. 1á) óðàâíåíèå (40) îïðåäåëÿ�åò äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñïåêòðàëüíûõ óðîâíåé:��n ; n = 0; 1; : : : ; N� � 1 â ïðîìåæóòêå (�!;m�) è�+n ; n = 0; 1; : : : ; N+ � 1 â ïðîìåæóòêå (m+; !).Â ïðåäåëå " ! 0 äèñêðåòíûé ñïåêòð ÿâëÿåò�ñÿ êâàçèíåïðåðûâíûì. Åãî ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòüïëîòíîñòüþ d(�), êîòîðóþ íîðìèðóåì óñëîâèåì!Z�! d(�) d� = 1: (42)

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â èí�òåðâàëå (�; � + d�) ðàâíî Nd(�) d�, ãäå N � "�1 �îáùåå ÷èñëî äèñêðåòíûõ óðîâíåé, êîòîðîå áóäåò íàé�äåíî íèæå.Î÷åâèäíî, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü d(�) îáðàòíîïðîïîðöèîíàëüíà ïðîìåæóòêó j�n+1 � �nj ìåæäó ñî�ñåäíèìè óðîâíÿìè. Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (40) èìååìd(�) = A ����dSd� ���� ; (43)ãäå êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòèA = [S(�!) + S(!)℄�1 (44)îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì íîðìèðîâêè (42).Îáùåå ÷èñëî óðîâíåé ñîñòàâëÿåòN = N� +N+ = �"�A; (45)ïîñêîëüêó èç (40) ñëåäóåò, ÷òî â îáëàñòè (�!;m�)ðàñïîëîæåíûN� = �("�)�1S(�!) +O(1)óðîâíåé, à â îáëàñòè (m+; !) �N+ = �("�)�1S(!) +O(1)óðîâíåé.Òåïåðü ìîæíî èñïîëüçîâàòü èçëîæåííîå âûøåêâàçèêëàññè÷åñêîå îïèñàíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (12)äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ ïðè ïî�òåíöèàëå u(x; 0), ñîîòâåòñòâóþùåì áåñêîíå÷íîé ïî�ñëåäîâàòåëüíîñòè ÿì (8).Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òî÷íîå îïðåäåëåíèå ñïåêòðàóðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ çàäàííîãî íà âñåé îñèx íåïåðèîäè÷åñêîãî îñöèëëèðóþùåãî ïîòåíöèàëàïðåäñòàâëÿåò ñëîæíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó [10℄.Â íàøåì ñëó÷àå çàäà÷à óïðîùàåòñÿ, òàê êàê ìû èíòå�ðåñóåìñÿ íå äåòàëüíîé ñòðóêòóðîé ñïåêòðà, à ëèøüïëîòíîñòüþ äèñêðåòíûõ óðîâíåé â êâàçèêëàññè÷å�ñêîì ïðåäåëå " � 1. Ïëîòíîñòü d(�) ìîæåò áûòüîïðåäåëåíà ïî ÷àñòè ñïåêòðà ïîòåíöèàëà u(x; 0), îò�íîñÿùåéñÿ ê êîíå÷íîìó îòðåçêó L� L0, ãäå L0 � õà�ðàêòåðíûé ìàñøòàá îäíîðîäíîñòè �óíêöèè u(x; 0).Â ñèëó ýðãîäè÷íîñòè íà÷àëüíîé �óíêöèè ìîæíîïðåäïîëàãàòü, ÷òî íîðìèðîâàííàÿ ïëîòíîñòü d(�) íåçàâèñèò îò L è ñòðåìèòñÿ ê âïîëíå îïðåäåëåííîé�óíêöèè ïðè L!1.Êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå âî âñþäó ïëîòíîìòî÷å÷íîì ñïåêòðå áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèÿì (8) îòíîñèòñÿ ê íåêîòîðîé îïðåäåëåííîé ÿìå âñîîòâåòñòâèè ñ ëîêàëèçàöèåé ñîáñòâåííîé �óíêöèè979 13*



Í. �. Ìàçóð, Â. Â. �åîãäæàåâ, À. Â. �óðåâè÷, Ê. Ï. Çûáèí ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002 �(x), ïðèíàäëåæàùåé ýòîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷å�íèþ. Ïîýòîìó, åñëè âçÿòü äîñòàòî÷íî äëèííûé èí�òåðâàë, ñîäåðæàùèé ìíîãî ÿì, òî ìîæíî îïðåäåëèòüîáùåå ÷èñëî N(L) ñïåêòðàëüíûõ óðîâíåé �, êàæäûéèç êîòîðûõ îòíîñèòñÿ ê êàêîé-ëèáî èç ÿì â ýòîì èí�òåðâàëå. Ââèäó ýðãîäè÷íîñòè u(x; 0) ïîëíàÿ ëèíåé�íàÿ ïëîòíîñòü óðîâíåé N(L)=L èìååò ïðåäåë ïðèL ! 1. Ïîñêîëüêó ÷èñëî óðîâíåé, îòíîñÿùèõñÿ êêàæäîé îòäåëüíîé ÿìå, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîäèñïåðñèîííîìó ïàðàìåòðó ", óäîáíî íîðìèðîâàòüýòîò ïðåäåë: C = " limL!1 N(L)L : (46)Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì áåçðàçìåðíàÿ ïðî�ñòðàíñòâåííàÿ ïëîòíîñòü äèñêðåòíûõ óðîâíåé Cóæå íå çàâèñèò îò ".Äîëÿ â ïëîòíîñòè C ñïåêòðàëüíûõ óðîâíåé, ðàñ�ïîëîæåííûõ â ïðîìåæóòêå (�; � + d�),dCC = d(�) d�; (47)îïðåäåëÿåò ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü d(�), êîòîðàÿ,î÷åâèäíî, íîðìèðîâàíà ñîãëàñíî (42).Íàéäåì ëèíåéíóþ ïëîòíîñòü óðîâíåé C äëÿ ðàñ�ñìàòðèâàåìûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (9), ñîñòàâëåííûõèç ÿì îäèíàêîâîé �îðìû è ãëóáèíû. Êàæäîé îò�äåëüíîé ÿìå ñîãëàñíî (45) îòâå÷àåò Nm = �m="�Aäèñêðåòíûõ óðîâíåé. Îáùåå ÷èñëî óðîâíåé, îòíåñåí�íîå ê äëèíå èíòåðâàëà L, ñîäåðæàùåãî áîëüøîå ÷èñ�ëî M � 1 ÿì, ñîñòàâëÿåòN(L)L = P �mL"�A = ML 1"�A P �mM :Çäåñü ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî òåì çíà÷åíèÿì m èçâ (8), (9), äëÿ êîòîðûõ òî÷êà xm ëåæèò â óêàçàí�íîì èíòåðâàëå L. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (46)è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ñ ó÷åòîì (11) ïîëó÷èìC = 
�A; 
 = ���l : (48)Ïðîñòî íàõîäèòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü d(�). Ââèäó îòñóòñòâèÿ ðå�çîíàíñîâ ìåæäó óðîâíÿìè â ðàçíûõ ÿìàõ ïðè íåïå�ðèîäè÷åñêîì èçìåíåíèè èõ øèðèíû (10) îáùèéñïåêòð ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîñòûì íàëîæåíèåì ñïåê�òðîâ îòäåëüíûõ ÿì, äëÿ êîòîðûõ d(�) îäíà è òà æå,òàê êàê �îðìóëû (43), (44) íå ñîäåðæàò øèðèíûÿìû �. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâà�òåëüíîñòè ÿì ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü d(�) îïðåäå�ëÿåòñÿ òåìè æå âûðàæåíèÿìè (43) è (44).

Óñòàíîâèì âàæíóþ ñâÿçü ñîõðàíÿþùèõñÿ ïëîò�íîñòåé hRni èç (35) ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþd(�). Äëÿ íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ (9) èíòåãðàë âîïðåäåëåíèè (35) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå1L L=2Z�L=2 Rn(x) dx =Xm Jnm; (49)ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî íîìåðàì ÿì, ðàñïî�ëîæåííûõ â ïðåäåëàõ èíòåðâàëà (�L=2; L=2), èJnm = 12L LZ�L Rnm(x) dx� ñîõðàíÿþùèéñÿ èíòåãðàë, ðàññ÷èòàííûé ïî îò�äåëüíî âçÿòîé m-é ÿìå.Èíâàðèàíò Jnm äëÿ ëîêàëèçîâàííîãî âîçìóùå�íèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí íå òîëüêî â âèäå èí�òåãðàëà ïî êîîðäèíàòå x, íî è â âèäå ñïåêòðàëüíî�ãî ðàçëîæåíèÿ. Ýòî òàê íàçûâàåìîå òîæäåñòâî ñëå�äîâ [9℄, êîòîðîå â ðàññìàòðèâàåìîì êâàçèêëàññè÷å�ñêîì ñëó÷àå, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èíòåãðàëîìïî íåïðåðûâíîìó ñïåêòðó, ñâîäèòñÿ ê âûðàæåíèþJnm = Nm�1Xi=0 "jn(�(m)i ): (50)Çäåñü �(m)i ; i = 0; : : : ; Nm � 1, � äèñêðåòíûå ñïåê�òðàëüíûå óðîâíè â m-é ÿìå, à "jn(�) ïðåäñòàâëÿþòñîáîé çíà÷åíèÿ ñîõðàíÿþùèõñÿ èíòåãðàëîâ äëÿ îò�äåëüíîãî ñîëèòîíà (7), ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ ñî ñêî�ðîñòüþ vs = �. Ïîÿâëåíèå ìíîæèòåëÿ " ñâÿçàíî ñòåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ìàñøòàáå ëèíåéíûé ðàç�ìåð ñîëèòîíà èìååò ïîðÿäîê ".Ñìûñë òîæäåñòâà ñëåäîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàñ�ñ÷èòàííîå äëÿ ëîêàëèçîâàííîãî âîçìóùåíèÿ çíà÷å�íèå èíâàðèàíòà Jn ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñóììà åãîçíà÷åíèé äëÿ îòäåëüíûõ ñîëèòîíîâ, íà êîòîðûå ýòîâîçìóùåíèå ðàñïàäàåòñÿ â ïðåäåëå t!1, è òîé åãî÷àñòè, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò íåïðåðûâíîìó ñïåê�òðó è ðàññåèâàåòñÿ ïðè t ! 1 ïî âñåé îñè x. Âèçó÷àåìîì êâàçèêëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ýòà ÷àñòü ïðå�íåáðåæèìî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîëèòîííîé ñîñòàâ�ëÿþùåé.Ôóíêöèè jn(�) îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè ([9,980



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002 Ñòàòèñòè÷åñêèé ïðåäåë â ðåøåíèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà : : :ñ. 75℄) j2k+1(�) = (�1)k+1 �2k+12k + 1 ;j2k+2(�) = (�1)k+1 ��2(k + 1) �� kXp=0(�1)pb�p !2p�2(k�p); (51)
ãäå k = 0; 1; : : : ; � = p!2 � �2 è b�p � êîý��èöèåí�òû èç ðàçëîæåíèÿ(1 + x)�1=2 = 1Xp=0 b�p xp:Ïåðâûå òðè �óíêöèè (51) èìåþò âèäj1(�) = ��; j2(�) = ���2 ; j3(�) = �33 :Çàìåíÿÿ â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðåäåëå, êîãäà�i+1 � �i � " � 1, ñóììó â (50) èíòåãðàëîì, áóäåìèìåòü Jnm = "Nm !Z�! jn(�)d(�) d�:Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü d(�) äëÿ ïî�ñëåäîâàòåëüíîñòè ÿì, ðàçëè÷àþùèõñÿ òîëüêî øèðè�íîé, íå çàâèñèò îò m, ïîëó÷àåì èíòåãðàë (49) â âèäåL=2Z�L=2 Rn(x) dx = "N(L) !Z�! jn(�)d(�) d�;ãäå N(L) = Pm Nm � îáùåå ÷èñëî ñïåêòðàëüíûõóðîâíåé, îòíîñÿùèõñÿ ê èíòåðâàëó äëèíû L. Èñïîëü�çóÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â îïðåäåëåíèè èíâàðèàíò�íûõ ïëîòíîñòåé (35) è ó÷èòûâàÿ (46), íàéäåì èñêî�ìóþ ñâÿçü âåëè÷èíû hRni ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ñïåê�òðà â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè:hRni = C !Z�! jn(�)d(�) d�: (52)Óñòàíàâëèâàåìàÿ ñîîòíîøåíèåì (52) ïðîñòàÿ ñâÿçüñðåäíèõ ïëîòíîñòåé èíâàðèàíòîâ ñî ñïåêòðîì çàäà�÷è ðàññåÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàìå÷àòåëüíûì îáùèì ñâîé�ñòâîì ðàññìàòðèâàåìîé ¾ãèäðîäèíàìè÷åñêîé¿ íà�÷àëüíîé çàäà÷è (6), (9) â óñëîâèÿõ ýðãîäè÷íîñòè(ñð. [4℄).

4.2. Ôàçà ðàññåÿíèÿÏåðåéäåì òåïåðü ê îïèñàíèþ ñîâîêóïíîñòè ¾�à�çîâûõ¿ äàííûõ ðàññåÿíèÿ. Ïîñêîëüêó â êâàçèêëàñ�ñè÷åñêîì ïðåäåëå ñïåêòðàëüíîå óðàâíåíèå (36) àíà�ëîãè÷íî ñïåêòðàëüíîìó óðàâíåíèþ â ñëó÷àå óðàâ�íåíèÿ Êîðòåâåãà äå Âðèçà, ðåçóëüòàò èññëåäîâàíèÿ�àç ðàññåÿíèÿ ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì â [4℄. Íàïî�ìíèì êðàòêî, êàê âû÷èñëÿþòñÿ ïàðàìåòðû ñäâèãàsn = "�n ln jbnj ; (53)ãäå bn = Cn+=Cn� � îòíîøåíèå êîý��èöèåí�òîâ â àñèìïòîòèêàõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé  n ïðèx ! �1. Îïðåäåëèì ñäâèã �àç äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿM ÿì. Äëÿ ýòîãî âûÿñíèì, êàê ìåíÿåòñÿ �àçà âîë�íîâîé �óíêöèè, ëîêàëèçîâàííîé â ðàññìàòðèâàåìîéÿìå ïðè ïðîõîæäåíèè j-é ÿìû, ê êîòîðîé îòíîñÿòñÿòî÷êè ïîâîðîòà xr è xr+1 (r = 2j�1). Ïðè ïðîõîæäå�íèè ýòîé ÿìû âûäåëèì òðè îáëàñòè (ñì. [4, ðèñ. 1℄).Â îáëàñòè I ìû èìååì ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùååðåøåíèå îò èñõîäíîé âîëíîâîé �óíêöèè ñ íåêîòîðîéàìïëèòóäîé Ar�1: I = Ar�1pp exp0��1" xZX1 jpj dx1A : (54)Çäåñü p =p�r(x; �).Â îáëàñòè II âîëíîâàÿ �óíêöèÿ èìååò âèä II = Arpp exp0� i" xZX1 jpj dx1A++ Brpp exp0�� i" xZX1 jpj dx1A : (55)Îáõîäÿ â êîìïëåêñíîé îáëàñòè ñâåðõó òî÷êó X2,èç (54) è (55) íàéäåì ñâÿçü êîý��èöèåíòîâAr = Ar�1 exp0�i�4 � 1" X2ZX1 jpj dx1A :Îòñþäà âïëîòü äî òî÷êè X3 èìååì ðåøåíèå +II = Ar�1 exp0�i�4 � 1" X2ZX1 jpj dx+ i" xZX2 jpj dx1A :981



Í. �. Ìàçóð, Â. Â. �åîãäæàåâ, À. Â. �óðåâè÷, Ê. Ï. Çûáèí ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, îáõîäÿ òî÷êó X3, ïîëó÷èìAr+1 exp0��1" xZX3 jpj dx1A == Ar�1 exp0�i�4�1" X2ZX1 jpj dx ++ i" X3ZX2 jpj dx�1" xZX3 jpj dx1A : (56)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñäâèãîâ íàñ èíòåðåñóåò ëèøüàáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà îòíîøåíèÿ àìïëèòóä. Èñõîäÿèç (56), ïîëó÷èì ñâÿçü àìïëèòóä ïðè ïðîõîæäåíèèj-é ïîòåíöèàëüíîé ÿìû, óðîâíè êîòîðîé èç-çà íåïå�ðèîäè÷åñêîé âàðèàöèè øèðèíû ÿì (10) íå ñîâïàäà�þò ñ óðîâíÿìè â ïåðâîé ÿìå:����Ar+1Ar�1 ���� = exp0��1" X2ZX1 jpj dx1A :Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó M ðàç è ó÷èòûâàÿ, êðîìåòîãî, èíòåãðàëû îò îòðåçêîâ (�1; x1) è (xM ;+1),áóäåì èìåòü����C+C� ���� = exp8><>: �2"(x1 + xM )� 1" M�1Xj=1 x2j+1Zx2j jpj dx++ 1" 0� �1Zx1 + +1ZxM 1A��2 � jpj� dx9=; : (57)Èíòåãðèðîâàíèå â âûðàæåíèè (57) ïðîâîäèòñÿ ïî îá�ëàñòÿì, ãäå âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî çà�òóõàåò. Èñïîëüçóÿ (57) è (53), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èìsn(k;M) = (x1 + xM )� 1� M�1Xj=1 x2j+1Zx2j jpj dx++ 1� 0� �1Zx1 + +1ZxM 1A��2 � jpj� dx: (58)Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî çíàê ìèíóñ ïåðåä ñóììîéâ âûðàæåíèÿõ (57) è (58) ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òîìû íàøëè ïîïðàâêè ê ñäâèãàì îò ÿì, íàõîäÿùèõ�ñÿ ñïðàâà îò ðàññìàòðèâàåìîé ÿìû. Åñëè ïðîäåëàòüàíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó äëÿ ÿì ñëåâà, òî (çäåñü ñó�ùåñòâåííû àìïëèòóäû Br (55)) �îðìóëû (57), (58)

ñîõðàíÿþò ñâîé âèä, òîëüêî çíàê ïåðåä ñóììîé èç�ìåíèòñÿ íà ïëþñ. Ôîðìóëà (58) àíàëîãè÷íà âûðà�æåíèþ (40) ðàáîòû [4℄, ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðèM !1 ñóììà íå èìååò êîíå÷íîãî ïðåäåëà è, ñëåäî�âàòåëüíî, �àçà ðàâíîìåðíî çàïîëíÿåò èíòåðâàë äëè�íû l ìåæäó ìèíèìóìàìè ïîòåíöèàëüíûõ ÿì â òî÷�êàõ x0 è x1. Ïðîöåññ çàïîëíåíèÿ ýòîãî èíòåðâàëàâïîëíå àíàëîãè÷åí ïðîöåññó âîçíèêíîâåíèÿ õàîñà âäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ [11℄.Ïðè ¾íåñèììåòðè÷íîì¿ ïåðåõîäå M ! 1, ò. å.â ñèòóàöèè, êîãäà ÷èñëà ÿì ñëåâà è ñïðàâà ðàçëè÷à�þòñÿ íà âåëè÷èíó, ïðîïîðöèîíàëüíóþ M , âñå ïðè�âåäåííûå âûøå ñâîéñòâà ñîõðàíÿþòñÿ, íî èíòåðâàë,íà êîòîðîì ðàçìûâàåòñÿ �àçà, ñìåùàåòñÿ ïðîïîðöè�îíàëüíî ïðîèçâîëüíîìó ïàðàìåòðó M .Òàêèì îáðàçîì, ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (8), (9),ò. å. ïðè áåñêîíå÷íîì êîëè÷åñòâå ïîòåíöèàëüíûõ ÿì,�àçà ðàññåÿíèÿ âîëíîâîé �óíêöèè, ëîêàëèçîâàííîéâ ëþáîé íà÷àëüíîé ÿìå, ñëó÷àéíî è ðàâíîìåðíî çà�ïîëíÿåò ëþáîé èç îòðåçêîâ [xm; xm+1℄. Â [3, 4℄ ïîêà�çàíî, ÷òî ó÷åò âçàèìíîãî âëèÿíèÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñ�ëà íà÷àëüíûõ ÿì ñîîòâåòñòâóåò àñèìïòîòèêå t!1.Ñëåäîâàòåëüíî, â àñèìïòîòèêå t ! 1 ðàññìàòðèâà�åìàÿ íàìè íà÷àëüíàÿ çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ áåñêîíå÷�íîé ñèñòåìîé ñîëèòîíîâ ñî ñëó÷àéíûìè �àçàìè.5. ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÉ Ï�ÅÄÅËN -ÑÎËÈÒÎÍÍÎ�Î �ÅØÅÍÈß ÑÎÑËÓ×ÀÉÍÛÌÈ ÔÀÇÀÌÈÏåðåéäåì ê îïèñàíèþ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ñî�ëèòîíîâ ñî ñëó÷àéíûìè �àçàìè. Ñîãëàñíî ìåòîäàìñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè [12℄, äëÿ ýòîãî ñëåäóåò âû�äåëèòü ïðîèçâîëüíóþ ïîäñèñòåìó èç N ñîëèòîíîâ,ðàñïîëîæåííûõ íà íåêîòîðîì îòðåçêå, à çàòåì ïðîâå�ñòè óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ ñîñòîÿíèé ñî ñëó÷àéíû�ìè �àçàìè s, ïðåäïîëàãàÿ äëèíó îòðåçêà íåîãðàíè�÷åííî âîçðàñòàþùåé ïðè ïðîïîðöèîíàëüíîì óâåëè�÷åíèè ÷èñëà N (ñòàòèñòè÷åñêèé ïðåäåë). Åñòåñòâåí�íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ýòîì èçâåñòíûì òî÷íûì ðå�øåíèåì äëÿN âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñîëèòîíîâ [9℄, êî�òîðîå íàì óäîáíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäóuN(x; t) = p�0D1(x; t)D(x; t) : (59)Çäåñü D è D1 � ñóììû ïî äâîè÷íûì ìóëüòèèíäåê�ñàì � = �1; : : : ; �N (�n = 0 èëè 1):D =X� exp(��); D1 =X� exp(i��) exp(��); (60)982



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002 Ñòàòèñòè÷åñêèé ïðåäåë â ðåøåíèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà : : :ãäå�� = "�1 NXn=1�n�n (x� �nt� sn) ++ NXm=1 NXn=1�m�nlmn; �� = "�1 NXn=1�n�n: (61)Âåëè÷èíû �n; �n; lmn îïðåäåëÿþòñÿ ñïåêòðîì �n:�n =p!2 � �2n > 0; j�nj < !; !2 = 4�0;exp(i�n) = zn=zn; zn = �n + i�n;0 < �n < 2�; (62)lmn = ln ����zm � znzm � zn ���� = 12 ln !2 � �m�n � �m�n!2 � �m�n + �m�n ; (63)s1; : : : ; sN � íàáîð ñäâèãîâûõ ïàðàìåòðîâ. Îòìå�òèì îïðåäåëåííóþ àíàëîãèþ âûðàæåíèé (59)�(63)ñ èçâåñòíûìè �îðìóëàìè Êýé�Ìîçåñà�Õèðîòû [13℄äëÿ N -ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãàäå Âðèçà, èñïîëüçîâàííûìè íàìè â ðàáîòå [4℄.Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà N -ñîëèòîííîãî ðåøå�íèÿ (59) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåìR1 = juj2 � �0 = �"2�xx lnD; (64)êîòîðîå àíàëîãè÷íî N -ñîëèòîííîé �îðìóëå äëÿóðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà äå Âðèçà. Âûðàæåíèå (64), ïî�ëó÷àåìîå ìåòîäîì Õèðîòû (ñì., íàïðèìåð, [14℄), áó�äåò èñïîëüçîâàíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðè ïîñòðî�åíèè àíàëîãè÷íûõ �îðìóë äëÿ âñåõ ïëîòíîñòåé Rn.Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåí ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèéñâîéñòâà ìíîãîñîëèòîííûõ ðåøåíèé, îïèñûâàåìûõ�îðìóëàìè (59)�(61). Ïðèíÿòî �0 = 1. Íà ðèñ. 2àïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü juj îò x, ñòðåëêè óêà�çûâàþò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ñîëèòîíîâ. Ñîëèòî�íû 4 è 5 íàõîäÿòñÿ â ïðîöåññå ñòîëêíîâåíèÿ. �àñ�ïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé òå÷åíèÿ ïîêàçàíî íà ðèñ. 2á.Íà ðèñ. 2â èçîáðàæåí ãîäîãðà� êîìïëåêñíîé �óíê�öèè u(x), ò. å. ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàâàåìàÿ çàâèñè�ìîñòü Imu(x) îò Reu(x). Ïîñêîëüêó äëÿ ñîëèòîíîâju(x)j2 < �0, ãîäîãðà� ðàñïîëàãàåòñÿ âíóòðè êðóãàjuj < 1. Êàæäûé èçîëèðîâàííûé ñîëèòîí èçîáðà�æàåòñÿ îòðåçêîì ïðÿìîé ñ êîíöàìè íà îêðóæíîñòèjuj = 1. Ñòàëêèâàþùèìñÿ ñîëèòîíàì 4 è 5 ñîîòâåò�ñòâóåò êðèâàÿ.Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å î ñòàòèñòè÷åñêîì ïðåäåëåN -ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ (59)�(63). Â ñîîòâåòñòâèèñ ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (ðàçä. 4)áóäåì ñ÷èòàòü ïàðàìåòðû s1; : : : ; sN , îïðåäåëÿåìûåíà÷àëüíûìè �àçàìè ñîëèòîíîâ, ñëó÷àéíûìè, ò. å.
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�èñ. 2. Ïðèìåð ìíîãîñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ. a �Ïëîòíîñòü �(x) = juj2 è íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ñî-ëèòîíîâ; àìïëèòóäû ñîëèòîíîâ: 0.27 (1 ), 0.15 (2 ),0.18 (3 ), 0.46 (4 ), 0.12 (5 ), 0.03 (6 ), 0.04 (7 ); èõñêîðîñòè: 1.46 (1 ), �1:70 (2 ), �1:65 (3 ), �1:08 (4 ),1.75 (5 ), �1:94 (6 ), �1:91 (7 ). á � Ñêîðîñòü ãèä-ðîäèíàìè÷åñêîãî òå÷åíèÿ v(x). â � �îäîãðà� êîì-ïëåêñíîé �óíêöèè u(x)ðàâíîìåðíî è íåçàâèñèìî ðàñïðåäåëåííûìè â èí�òåðâàëå (�Ls=2; Ls=2). Âûðàæåíèÿ (59)�(63) óñòà�íàâëèâàþò îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíî�æåñòâîì òî÷åê â S-ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìèsn(t) = sn + �nt , êîòîðûå ñîãëàñíî (61) äâèæóò�983



Í. �. Ìàçóð, Â. Â. �åîãäæàåâ, À. Â. �óðåâè÷, Ê. Ï. Çûáèí ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002ñÿ ðàâíîìåðíî, ò. å. íå âçàèìîäåéñòâóþò, è ìíîæå�ñòâîì âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñîëèòîíîâ. Åñòåñòâåííîõàðàêòåðèçîâàòü ïåðâîå ìíîæåñòâî åãî ñðåäíåé êîí�öåíòðàöèåé Cs = "N=Ls; ãäå Ls � äëèíà ïðîìåæóò�êà, â êîòîðîì ðàñïîëîæåíû òî÷êè sn . Òàêèì îáðà�çîì, ïðèõîäèì ê çàäà÷å, àíàëîãè÷íîé ðàññìîòðåííîéâ [4℄, î ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ �óíêöèè (59)�(63),ó êîòîðîé ïàðàìåòðû ñäâèãà s1; : : : ; sN ÿâëÿþòñÿñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ðàâíîìåðíî è íåçàâèñèìîðàñïðåäåëåííûìè â ïðîìåæóòêå äëèíû Ls, ïðè÷åìLs ! 1 ïðîïîðöèîíàëüíî N , òàê ÷òî îòíîøåíèå"N=Ls = Cs ïîñòîÿííî.Çàäà÷à ñîñòîèò òàêæå â òîì, ÷òîáû îïèñàòüàñèìïòîòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, âîçíèêàþùåå ïðèt ! 1 â ðåçóëüòàòå ýâîëþöèè íà÷àëüíûõ óñëî�âèé (9), â òåðìèíàõ ñëó÷àéíûõ �óíêöèé uN (x; t) âñòàòèñòè÷åñêîì ïðåäåëå. Åãî ìîæíî íàçâàòü ñîëè�òîííîé òóðáóëåíòíîñòüþ. Ñïåêòð ñîëèòîíîâ çàäàíèçâåñòíîé �óíêöèåé d(�) èç (47), èçâåñòíà è èõïðîñòðàíñòâåííàÿ ïëîòíîñòü C (46). Ëèíåéíàÿ æåêîíöåíòðàöèÿ òî÷åê S-ìíîæåñòâà Cs è èõ ðàñïðåäå�ëåíèå ïî �, ò. å. ïëîòíîñòü �s(�) íàáîðà ïàðàìåòðîâ�n â (61)�(63), íåèçâåñòíû � íàì ïðåäñòîèò èõíàéòè. Íîðìèðîâêó �óíêöèè �s(�) îïðåäåëèì, êàêè â (42), óñëîâèåì !Z�! �s(�) d� = 1: (65)Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïëîòíîñòè Cs è C ñâÿçàíû ñîîòíî�øåíèåì Cs = C LLs ; CL = "N;ãäå L � ìàñøòàá íà îñè x, íà êîòîðîì ðàñïðåäåëå�íû N âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñîëèòîíîâ. Çäåñü ó÷òå�íû çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ñîëèòîíîâ è îäíî�çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñîëèòîíàìè è òî÷êàìèS-ïðîñòðàíñòâà.Ïî àíàëîãèè ñ N -ñîëèòîííûì ðåøåíèåì óðàâíå�íèÿ Êîðòåâåãà äå Âðèçà [4℄ èùåì ìàêñèìóì ïîêàçàòå�ëÿ ýêñïîíåíòû �� ïî �. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåëè÷èíàáåç ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ ñîëèòîíîâ,"�(0)� = NXn=1�n�n (an � sn) ; an = x� �nt;òî÷íî ìàêñèìèçèðóåòñÿ ïðè�n = � (an � sn) ; �(x) = ( 0; x < 0;1; x > 0: (66)Õîðîøèé ïðèáëèæåííûé ìàêñèìèçàòîð ~� ïîëíîãî�� ïðè áîëüøèõ N , â êîòîðîì ¾íåïðàâèëüíûå¿ ýëå�ìåíòû ~�n ñîñòàâëÿþò ëèøü ìàëóþ äîëþ (äåòàëüíàÿ

îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðîâåäåíà â [4℄), ìîæíî èñêàòüâ âèäå, àíàëîãè÷íîì (66):~�n = � (bn � sn) ; (67)ãäå âåëè÷èíû bn ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ.Åñëè â ìóëüòèèíäåêñå ~� èçìåíÿåòñÿ òîëüêî îäèín-é èíäåêñ: ~�p ! �p = ~�p + �nÆnp;�n = 1� 2~�n = (�1)~�n ; (68)òî ïðèðàùåíèå âåëè÷èíû "�� ðàâíî�n � "(�� ��~�) == �n "�n (an � sn) + 2" NXp=1 lnp~�p# == �n�n an � sn + 2"�n NXp=1 lnp h~�pi!+ e�n:Çäåñü h~�ni � ñðåäíåå çíà÷åíèå ~�n, êîòîðîå â ñè�ëó (67) çàâèñèò îò bn:h~�ni = 1Ls �bn � ��Ls2 �� = bnLs + 12 ; (69)à e�n � ñëó÷àéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ�n, èìåþùàÿ íóëå�âîå ñðåäíåå. Óñëîâèåì òîãî, ÷òî ¾ñèñòåìàòè÷åñêàÿ¿÷àñòü ïðèðàùåíèÿ �n îòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ n, ÿâ�ëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèéan+2"�n NXp=1 lnp� bpLs+12� = bn; n = 1; : : : ; N: (70)Åñëè íàéòè b1; : : : ; bn èç ýòîé ñèñòåìû, òî ñ ó÷å�òîì (67), (68) áóäåì èìåòü ïðè ëþáîì n�n = �n�n (bn � sn) + e�n = ��n jbn � snj+ e�n;ò. å. �n � 0 çà èñêëþ÷åíèåì òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà ñëó�÷àéíàÿ äîáàâêà e�n ïîëîæèòåëüíà è ïðåâîñõîäèò àá�ñîëþòíóþ âåëè÷èíó ñèñòåìàòè÷åñêîé ÷àñòè ïðèðà�ùåíèÿ �n: e�n > �n jbn � snj :Ñëåäóÿ [4℄, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî óñëîâèå ïðèN !1 âûïîëíÿåòñÿ ëèøü äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé äî�ëè îò âñåõN ýëåìåíòîâ ìóëüòèèíäåêñà ~� (67). Èíà÷åãîâîðÿ, â ïðåäåëå N ! 1 óñëîâèå (70) îïðåäåëÿåòìàêñèìèçàòîð òî÷íî.Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (69), ìîæíî çàìåíèòü ñè�ñòåìó óðàâíåíèé (70) ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìîé îòíî�ñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ y(n) = h~�ni. Èñïîëüçóåì òàê�984



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002 Ñòàòèñòè÷åñêèé ïðåäåë â ðåøåíèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà : : :æå ÿâíîå âûðàæåíèå an ÷åðåç x; t è ñâÿçü �n ñ �n. Âðåçóëüòàòå ïðèäåì ê ñèñòåìå óðàâíåíèéy(n) = 12+ xLs��n tLs+ 2"Lsp!2��2n NXp=1 lnpy(p): (71)Çàìåíÿÿ ïðè N !1 ñóììó èíòåãðàëîì (÷èñëî ñïåê�òðàëüíûõ óðîâíåé �n â èíòåðâàëå (�; � + d�) ðàâíîN�s(�) d�), ïîëó÷èì èç (71) èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèåâòîðîãî ðîäà (x=Ls = �, t=Ls = � , N=Ls = "�1Cs):y(�; �; �) = 12 + � � �� ++ 2Cs�(�) !Z�! l(�; �0)�s(�0)y(�0; �; �) d�0; (72)ãäå �(�) =p!2 � �2;l(�; �0) = 12 ln !2 � ��0 � �(�)�(�0)!2 � ��0 + �(�)�(�0) :Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíâàðè�àíòíûõ ïëîòíîñòåé hRni íàì ïîíàäîáèòñÿ îáîáùå�íèå ìíîãîñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ (59)�(63) íà âñþèåðàðõèþ âûñøèõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé Øðåäèí�ãåðà (30).×òîáû ïîëó÷èòü ¾ìíîãîâðåìåííîå¿ N -ñîëèòîí-íîå ðåøåíèå, äîñòàòî÷íî çàìåíèòü â (61) �nt íà êîì�áèíàöèþ v1(�n)t1 + v2(�n)t2 + : : : , ãäå vm(�) � ñêî�ðîñòü äâèæåíèÿ òàêîãî ñîëèòîíà m-ãî óðàâíåíèÿèåðàðõèè (30), êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò äèñêðåòíîìóñïåêòðàëüíîìó óðîâíþ �. Ýòè ñêîðîñòè îïðåäåëÿ�þòñÿ äèíàìèêîé êîý��èöèåíòîâ ïåðåõîäà äèñêðåò�íîãî ñïåêòðà â ñëó÷àå êîíå÷íîé ïëîòíîñòè ([9, ñ.240, 241℄) è ìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíû ïî �îðìóëàì(k = 0; 1; 2; : : : )v2k+1(�) = (�1)k��2k ;v2k(�) = (�1)k kXp=0(�1)pb+p !2p�2(k�p); (73)ãäå � = �(�) è b+p � êîý��èöèåíòû ðàçëîæå�íèÿ (1 + x)1=2 â ðÿä ïî ñòåïåíÿì x. Â ÷àñòíîñòè,v1(�) = � � ñêîðîñòü ñîëèòîíà äëÿ óðàâíåíèÿ (19).Ìíîæåñòâî ñîëèòîííûõ ñêîðîñòåé v1; v2; : : : äîïîë�íåíî çäåñü ýëåìåíòîì v0 = 1, ÷òî óäîáíî ïðè íàïè�ñàíèè îáùèõ �îðìóë.Âñå ðàññóæäåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê èíòåãðàëüíîìóóðàâíåíèþ (72), îñòàþòñÿ â ñèëå è äàþò óðàâíå�

íèå äëÿ îáîáùåííîãî óñðåäíåííîãî ìàêñèìèçàòîðày(�; �; �1; �2; : : : ), çàâèñÿùåãî îò ìíîãèõ âðåìåí:y(�) = 12 + � � v1(�)�1 � v2(�)�2 � : : :++ 2Cs�(�) !Z�! l(�; �0)�s(�0)y(�0) d�0: (74)Ïðè �1 = � , �2 = �3 = : : : = 0 èìååì ÷àñòíûé ñëó÷àé(72). �åøåíèå óðàâíåíèÿ (74) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëè�íåéíóþ êîìáèíàöèþy(�) = �12 + �� y0(�) �Xn>0 �kyk(�); (75)ñîñòàâëåííóþ èç ðåøåíèé óðàâíåíèéyk(�) = vk(�) + 2Cs�(�) �� !Z�! l(�; �0)�s(�0)yk(�0) d�0; k = 0; 1; 2; : : : (76)Ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèé (76) ÿâëÿåòñÿ èñïîëü�çóåìîå íèæå òîæäåñòâî!Z�! �(�)�s(�)yk(�) d� == !Z�! �(�)�s(�)vk(�)y0(�) d�; k = 1; 2; : : : ; (77)äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîòîðîãî íàäî óðàâíåíèå (76)ïðè k = 0 óìíîæèòü íà �(�)�s(�)yk(�), à ýòî æå óðàâ�íåíèå ñ íåíóëåâûì k óìíîæèòü íà �(�)�s(�)y0(�),ïîñëå ÷åãî ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ïðîèíòåãðèðî�âàòü ïî � îò �! äî ! è âû÷åñòü îäíî èç äðóãîãî.6. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÑÎÕ�ÀÍßÞÙÈÕÑßÏËÎÒÍÎÑÒÅÉ Â ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÌÑÎÑÒÎßÍÈÈ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞÓÑ�ÅÄÍÅÍÍÎ�Î ÌÀÊÑÈÌÈÇÀÒÎ�ÀÂ ðàçä. 4 áûëà óñòàíîâëåíà ñâÿçü ñîõðàíÿþùèõ�ñÿ âåëè÷èí hRni ñî ñïåêòðàëüíûìè ïëîòíîñòÿìè C èd(�), êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (52). Ïî�ëó÷èì àíàëîãè÷íûå �îðìóëû äëÿ hRni ÷åðåç ñïåê�òðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè Cs è �s(�) ñòàòèñòè÷åñêî�ãî ñîëèòîííîãî ñîñòîÿíèÿ, îïèñàííîãî â ïðåäûäó�ùåì ðàçäåëå. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì óñðåäíåííûéìàêñèìèçàòîð, ïîñòðîåííûé âûøå.985



Í. �. Ìàçóð, Â. Â. �åîãäæàåâ, À. Â. �óðåâè÷, Ê. Ï. Çûáèí ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ïóíêòà âîñïîëüçóåìñÿ ëî�êàëüíûìè âûðàæåíèÿìè, ñâÿçûâàþùèìè ïëîòíîñòèñîõðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èí (23) ñ ñóììîé D (60), ëåæà�ùåé â îñíîâå N -ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ. Îáîçíà÷èìG0 = ��xx lnD;Gm = �2 lnD�tm�x ïðè m � 1:Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèåRn = "2n X0�2p<n b�p !2pGn�1�2p; n = 1; 2; : : : ; (78)ãäå êîý��èöèåíòû b�p îïðåäåëåíû âûøå (ñì. (51)),è ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì öåëûì p, óäîâëåò-âîðÿþùèì óêàçàííîìó íåðàâåíñòâó. Äëÿ êðàòêîñòèâ (78) îïóùåíû íåñóùåñòâåííûå äîáàâêè, ÿâëÿþùèå�ñÿ ïîëíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîéèç �îðìóë (78), ò. å. âûðàæåíèÿ (64), óæå óñòàíîâëå�íà. ×òîáû äîêàçàòü (78) ïðè n > 1, âîñïîëüçóåìñÿçàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ ïî âûñøèì âðåìåíàì (32) ïðèn = 1 è ïðîèçâîäÿùèìè �óíêöèÿìè (20).Äè��åðåíöèðóÿ (64) ïî tm ( m = 1; 2; : : : ), ïî�ëó÷èì ñîîòíîøåíèå�R1�tm + "2 �Gm�x = 0;êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí ñîõðàíåíèÿ (32)äëÿ ñëó÷àÿ n = 1. Ïîòîê â ýòîì ñëó÷àå âûðàæàåòñÿ�îðìóëîé (33), ÷òî ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü Gm 
 èíâàðè�àíòíûìè ïëîòíîñòÿìè Qk: ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëíîéïðîèçâîäíîé ïî x èìååì"2Gm = m+1Xk=1 k�k+1;m+1�kQk; (79)ãäåm = 1; 2; : : : Ïðè âûâîäå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ó÷òå�íî, ÷òî �óíêöèÿ Gm(x), êàê è ïëîòíîñòè Qk(x), îá�ðàùàåòñÿ â íóëü ïðè jxj ! 1.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî (79) èìååò ìåñòî è ïðèm = 0. Ýòî âûòåêàåò èç (64) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òîR1 = Q1 (22) è �n0 = 1 (21). Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòå�ìà (79) ñòàíîâèòñÿ òðåóãîëüíîé è ïîçâîëÿåò ïîñëåäî�âàòåëüíî íàõîäèòü Qn â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèéG0; G1; : : : ; Gn�1 è äàëåå ïîëó÷àòü ñ ïîìîùüþ (22)�îðìóëû äëÿ Rn (78). ×òîáû ý��åêòèâíî ïðîâåñòèýòó ïðîöåäóðó, îïðåäåëèì ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþG(�) = 1Xm=0Gm�m:

Ñâÿçü G(�) ñ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé Q(�), âûòåêà�þùàÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (79) ñ m = 0; 1; 2; : : : ,ñîñòîèò â òîì, ÷òî�2 dQd� = "2�2G(�): (80)Ýòî íåòðóäíî óñòàíîâèòü, âû÷èñëÿÿ ðàçëîæåíèå ïðî�èçâîäíîé dQ=d� ïî ñòåïåíÿì � ñ ó÷åòîì ðàçëîæå�íèé (21). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî � = �(1+!2�2)�1=2, íàõîäèìdQd� = �3�3 dRd�è ïîëó÷àåì èç (80) èñêîìóþ ñâÿçü ïðîèçâîäÿùèõ�óíêöèé R(�) è G(�):dRd� = "2(1 + !2�2)�1=2G(�):Îòñþäà äëÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèé R(�) == R1� +R2�2 + : : : è G(�) = G0 +G1� + : : : ñëåäóåòñîîòíîøåíèå (78).Ïåðåéäåì ê óñðåäíåíèþ âåëè÷èí (78). Âîñïîëüçó�åìñÿ óñòàíîâëåííûì â [4℄ äëÿ ñóìì òèïàD =X� exp(��)ðàâåíñòâîì â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå ïðè N ! 1ñðåäíèõ âåëè÷èí*�x lnX� exp(��)+ = ��xmax� ��� : (81)Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü íàéäåí�íûé âûøå óñðåäíåííûé ìàêñèìèçàòîð h~�ni = y(n):ñîãëàñíî (61)�xmax� �� = "�1 NXn=1 ~�n�n;è ìû èìååì ïðè N !1��xmax� ��� = "�1 NXn=1 y(n)�n: (82)Çàìåíÿÿ â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå ïîñëåäíþþ ñóì�ìó èíòåãðàëîì è îáúåäèíÿÿ (81) è (82), ïðèõîäèì êñîîòíîøåíèþh�x lnDi = "�1N !Z�! y(�)�(�)�s(�) d�: (83)Ñ ïîìîùüþ �îðìóë (78) è ïðàâèëà óñðåäíå�íèÿ (83) ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíèõ986



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002 Ñòàòèñòè÷åñêèé ïðåäåë â ðåøåíèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà : : :hRni, ñîäåðæàùåå ïîä èíòåãðàëîì ëèíåéíóþ êîì�áèíàöèþ ïðîèçâîäíûõ ïî x; t1; t2; : : : îáîáùåííîãîóñðåäíåííîãî ìàêñèìèçàòîðà y(�;x; t1; t2; : : : ). Ýòèïðîèçâîäíûå ëåãêî íàõîäÿòñÿ èç (75):�y�x = L�1s y0(�); �y�tn = �L�1s yn(�);÷òî ïîçâîëÿåò, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (77), ïîëó÷èòüâûðàæåíèå äëÿ ñðåäíèõ ïëîòíîñòåéhRni = �Csn �� !Z�! X0�2p<n b�p !2pvn�1�2p(�)y0(�)�(�)�s(�) d�: (84)Òåïåðü ó÷òåì, ÷òî ñîëèòîííûå ñêîðîñòè vn è ñî�õðàíÿþùèåñÿ èíòåãðàëû äëÿ îòäåëüíîãî ñîëèòîíàjn ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè, âûòåêàþùèìè èç (51),(73):jn(�) = ��(�)n X0�2p<n!2pb�p vn�1�2p(�); n = 1; 2; : : :Áëàãîäàðÿ ýòèì òîæäåñòâàì �îðìóëû (84) ïðèâî�äÿòñÿ ê âèäóhRni = Cs !Z�! jn(�)�s(�)y0(�) d�: (85)Ýòî è åñòü èñêîìûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñîõðàíÿþùèõñÿïëîòíîñòåé ÷åðåç ïàðàìåòðû ñîëèòîííîãî ãàçà.Ñîïîñòàâèì âûðàæåíèÿ (85) ñ �îðìóëàìè (52),äàþùèìè çíà÷åíèÿ ñîõðàíÿþùèõñÿ ïëîòíîñòåé hRniâ íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè. Âìåñòå ñ óñëîâèåì âûïîëíå�íèÿ âñåõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ ïëîòíî�ñòåé (52) è (85) ýòî ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî îïðåäå�ëèòü ñâÿçü ïàðàìåòðà Cs�s(�) ñ àíàëîãè÷íûì ïàðà�ìåòðîì íà÷àëüíîãî ñïåêòðà:Cd(�) = Cs�s(�)y0(�): (86)Íåëüçÿ íå îòìåòèòü òîãî çàìå÷àòåëüíîãî �àêòà, ÷òîòîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâàñîõðàíÿþùèõñÿ ïëîòíîñòåé â íà÷àëüíîì è ñòàòèñòè�÷åñêîì ñîñòîÿíèÿõ óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðè âûïîëíåíèèëèøü îäíîãî ñîîòíîøåíèÿ (86) (ñ ïîìîùüþ åäèí�ñòâåííîé �óíêöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ y0(�)).Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (86) ìîæíî íàéòè ðåøå�íèå óðàâíåíèÿ (76) ïðè k = 0, ò. å. óðàâíåíèÿy0(�) = 1 + 2Cs�(�) !Z�! l(�; �0)�s(�0)y0(�0) d�0:

Èìååì y0(�) = 1 + 2C�(�) !Z�! l(�; �0)d(�0)d�0; (87)ãäå ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü óðîâíåé C è ñïåêòðàëüíàÿïëîòíîñòü d(�) îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ�ìè (9), ò. å. ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè. Ó÷èòûâàÿ íîðìè�ðîâêó (65) ïëîòíîñòè �s(�), íàéäåì èç (86) ëèíåéíóþêîíöåíòðàöèþ �àç ñîëèòîíîâ:Cs = C !Z�! d(�)y0(�) d�: (88)Ïîñëå òîãî êàê Cs è y0(�) íàéäåíû, èç (86) îïðåäå�ëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü â ñîëèòîííîì ãàçå�s(�) = CCs d(�)y0(�) : (89)Ôóíêöèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ y0(�) ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûìýëåìåíòîì, ñâÿçûâàþùèì ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðè�ñòèêè íà÷àëüíîãî è àñèìïòîòè÷åñêîãî ñòàòèñòè÷å�ñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Àíàëîãè÷íàÿ �óíêöèÿ áû�ëà ïîëó÷åíà â [4℄ äëÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà äå Âðèçà.6.1. Ôóíêöèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿÂûðàæåíèå (87), îïðåäåëÿþùåå y0(�), ìîæíîóïðîñòèòü, âûðàçèâ y0(�) íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç�óíêöèè f(x) è g(x), îïèñûâàþùèå �îðìó ëîêàëü�íûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âîçìóùåíèé, èç êîòîðûõ ñî�ñòîèò íà÷àëüíîå óñëîâèå (9). Çàìåòèì, ÷òîd(�) = AF 0(�);ãäå �óíêöèÿF (�) = 8><>: �S(�) ïðè � ! � � � m�;0 ïðè m� � � � m+;S(�) ïðè m+ � � � !:Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñ-òÿì (87) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäóy0(�) = 1� 2CA !Z�! F (s)(s� �)p!2 � s2 ds; (90)ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãîçíà÷åíèÿ Êîøè. Ïåðåä èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñ-òÿì íàäî èñêëþ÷èòü èç îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿÆ-îêðåñòíîñòü îñîáîé òî÷êè �0 = �, à çàòåì óñòðå�ìèòü Æ ! 0. Èñïîëüçóÿ â (90) âûðàæåíèå (41) ñ987



Í. �. Ìàçóð, Â. Â. �åîãäæàåâ, À. Â. �óðåâè÷, Ê. Ï. Çûáèí ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002ó÷åòîì ðàçëè÷èÿ â çíàêå �óíêöèé F (�) è S(�) èìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèé, èìååìy0(�) = 1� 2CA 1Z�1 dx�� ZD+(x) �(x; s)pr1(x; s)(s� �)p!2 � s2 ds; (91)ãäå r1(x; s) îïðåäåëÿåòñÿ (38) è�(x; �) = ( �1 ïðè � ! � � � ��(x);1 ïðè �+(x) � � � !:Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ âî âíóòðåííåì èíòåãðà�ëå � ýòî îáëàñòü, ãäå r1(x; s) > 0:D+(x) = (�!; ��(x)) [ (�+(x); !) :Âíóòðåííèé èíòåãðàë â �îðìóëå (91) âû÷èñëÿåò�ñÿ ÿâíî. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèåRe�(�+ i0) = 1� 1Z�1 Im�(s+ i0)s� � ds;ñâÿçûâàþùåå íà âåùåñòâåííîé îñè äåéñòâèòåëüíóþè ìíèìóþ ÷àñòè �óíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííî�ãî �(z), àíàëèòè÷åñêîé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè èèìåþùåé ïðåäåë �(1) = 0. Åñëè óäàñòñÿ ïîäîáðàòüòàêóþ �óíêöèþ �(z), äëÿ êîòîðîéIm�(s+ i0) = �(s)pr1(s)p!2 � s2ïðè s â îáëàñòè D+, à ìíèìàÿ ÷àñòü âíå îáëàñòèD+ ðàâíà íóëþ (àðãóìåíò x, èãðàþùèé çäåñü ðîëüïàðàìåòðà, îïóùåí), òî âíóòðåííèé èíòåãðàë â (91)áóäåò ðàâåí �Re�(�+ i0):Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî�(z) = 12s (z � ��)(z � �+)(z � !)(z + !) + 12(çäåñü ó÷òåíî, ÷òî r1 = (1=4)(� � ��)(� � �+)).Êîíñòàíòà 1=2 äîáàâëåíà äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ�(1) = 0, à âåòâü êîðíÿ íàäî âûáðàòü òàê, ÷òî�áû ó ìíèìîé ÷àñòè �(z) íà äåéñòâèòåëüíîé îñè áûëïðàâèëüíûé çíàê �(s). Òîãäà ïîëó÷èì ïðè � â îáëà�ñòè D+ Re�(� + i0) = 12 ;

à ïðè �� � � � �+Re�(�+ i0) = 12 � 12r (� � ��)(�+ � �)!2 � �2 == 12 � p�r1(x; �)p!2 � �2 :Ïîäñòàíîâêà íàéäåííûõ âûðàæåíèé äëÿ âíóòðåí�íåãî èíòåãðàëà â (91) ïðèâîäèò ê èñêîìîìó ÿâíîìóâûðàæåíèþ äëÿ y0(�). Îêîí÷àòåëüíî èìååì â èíòåð�âàëå m� � � � m+y0(�) = 1� 2�CA 1Z�1  12 � p�r1(x; �)p!2 � �2 ! dx;à âíå èíòåðâàëà m� � � � m+ (íî ïðè �! � � � !)y0(�) = 1� �CA [x+(�) � x�(�)℄ �� 2�CA Z��(�)  12 � p�r1(x; �)p!2 � �2 ! dx; (92)ãäå ��(�) � îáëàñòü âíå îòðåçêà [x�(�); x+(�)℄, âêîòîðîé r1 < 0.6.2. Ìàêñèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîëèòîíîâÈç ñîîòíîøåíèé (92) è (88) âûòåêàåò ñóùåñòâîâà�íèå âåðõíåãî ïðåäåëà Cm, êîòîðûé íå ìîæåò ïðåâîñ�õîäèòü ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü óðîâíåé C, ïîñêîëüêóïðè ïîäõîäå C ñíèçó ê Cm âåëè÷èíà Cs(C) íåîãðà�íè÷åííî âîçðàñòàåò. Äåéñòâèòåëüíî, �óíêöèÿ y0(�)äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà j�j � !,ïðè÷åì åå ïðîèçâîäíàÿ èìååò êîíå÷íóþ âåëè÷èíóïðè � = �!. Çíà÷åíèÿ y0(�!) ëåãêî íàéòè ñ ïîìî�ùüþ (92), ó÷èòûâàÿ, ÷òî x+(�!) � x�(�!) = 1 âñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì �óíêöèè r1(x; �) (38),à òàêæå ÷òî èíòåãðàë â (92) èñ÷åçàåò ïðè � = �!.Èìååì min y0(�) = 1� �CA:Ñ ðîñòîì C âåëè÷èíàmin y0 óáûâàåò, ÷òî ïðèâîäèò âñèëó (88) ê óñêîðåíèþ ðîñòà Cs(C). Íàêîíåö, min y0îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè C = Cm = (�A)�1, èíòåãðàëâ (88) ñòàíîâèòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ, è Cs(C) ! 1 ïðèC ! Cm. Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ ðàñõîäèìîñòüCs(C) è, ñîîòâåòñòâåííî, ìàêñèìàëüíàÿ ïëîòíîñòüCm âîçíèêàåò è â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà äåÂðèçà [4℄.Ïðåäåëüíàÿ âåëè÷èíà ëèíåéíîé ñïåêòðàëüíîéïëîòíîñòè Cm = (�A)�1 ñîîòâåòñòâóåò ïëîòíîé óïà�êîâêå ÿì â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè. Èç óñëîâèÿ íåïåðå�êðûâàíèÿ ÿì ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå ðàññòîÿíèå �l ìåæ�äó öåíòðàìè ÿì äîëæíî áûòü áîëüøå ñðåäíåé øè�ðèíû ÿìû ��, ò. å. 
 = ��=�l < 1; ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå988



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002 Ñòàòèñòè÷åñêèé ïðåäåë â ðåøåíèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà : : :
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�1:0�èñ. 3. a � Ñðàâíåíèå èíâàðèàíòíûõ ïëîòíîñòåé âíà÷àëüíîì (ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå) è ñòàòèñòè÷å-ñêîì (êðóæêè) ñîñòîÿíèÿõ. á � �àçáðîñ ñðåäíèõ ïîîäíîé ðåàëèçàöèè u(x) ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíèì ïîâñåì ðåàëèçàöèÿì
 = 1 ñîîòâåòñòâóåò ïëîòíîé óïàêîâêå ÿì. Ó÷èòûâàÿñîîòíîøåíèå (48), âèäèì, ÷òî ïðè C ! Cm ïàðàìåòð
 ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå.6.3. Ïðèìåð ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòàÑîâïàäåíèå èíâàðèàíòíûõ ïëîòíîñòåé â íà÷àëü�íîì ñîñòîÿíèè (9) è â ñòàòèñòè÷åñêîì ïðåäåëå áûëîïðîâåðåíî íà ïðèìåðå òðåõ ïåðâûõ ñ ïîìîùüþ ÷èñ�ëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîé ìîäå�ëè äëÿ ðàñ÷åòà áûëî ïðèíÿòî íà÷àëüíîå óñëîâèå âè�äà (9) ñ �0 = 1 è �óíêöèÿìèf(x) = 8><>: a(1� 4x2) ïðè jxj � 12 ;0 ïðè jxj > 12 ;g(x) = 2��1�p1� f(x) � : (93)Íåîòðèöàòåëüíûé ïàðàìåòð a < 1 õàðàêòåðèçóåòãëóáèíó ÿì îòíîñèòåëüíî �îíîâîãî óðîâíÿ �0. Ïàðà�ìåòð � îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó âîçìóùåíèÿ ñêîðîñòè,ïðè÷åì ïðè �1 � � � 1 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (39),îáåñïå÷èâàþùåå îïèñàííóþ â ðàçä. 4 ñòðóêòóðó êâà�çèêëàññè÷åñêîãî ñïåêòðà.
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�èñ. 4. Òèïè÷íûé �ðàãìåíò êîíêðåòíîé ðåàëèçà-öèè. Ïîêàçàíû ïåðâûå òðè ïëîòíîñòè ñîõðàíÿþùèõ-ñÿ âåëè÷èí: � (à), ïëîòíîñòü èìïóëüñà p = �v (á),ïëîòíîñòü ýíåðãèè h (â). Êîîðäèíàòà x íîðìèðîâà-íà íà "=p�0, âåëè÷èíà � íîðìèðîâàíà íà �0, p � íà�3=20 , h � íà �20Ñîãëàñíî (52) âåëè÷èíû hRni ïðîïîðöèîíàëü�íû ëèíåéíîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè C. Êîý��è�öèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè áûëè âû÷èñëåíû äëÿóêàçàííîé ìîäåëè (93) ñî çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâa = 0:8, � = �0; 8 ïðè n = 1; 2; 3. Îíè ïðåäñòàâëåíûíà ðèñ. 3a â âèäå ãîðèçîíòàëüíûõ ïðÿìûõ.Êðóæî÷êàìè íà ðèñ. 3a èçîáðàæåíû îòíîøåíèÿhRnis=C ïðè n = 1; 2; 3, â êîòîðûõ âåëè÷èíû hRnisïîëó÷åíû ïóòåì óñðåäíåíèÿ ïî x ëîêàëüíûõ ïëîò�íîñòåé Rn (27) äëÿ N -ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ (59)ñî ñëó÷àéíî âûáðàííûìè ïàðàìåòðàìè sn. ÑàìîN -ñîëèòîííîå ðåøåíèå âû÷èñëÿëîñü ñ ïîìîùüþ àë�ãîðèòìà, ó÷èòûâàþùåãî ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìèçà�òîðà. Èñïîëüçîâàíèå ìàêñèìèçàòîðà ïîçâîëÿåò ñó�ùåñòâåííî ñîêðàòèòü âðåìÿ ÷èñëåííîãî ñ÷åòà ïó�òåì îòáðàñûâàíèÿ ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà èçîãðîìíîãî ÷èñëà 2N ñëàãàåìûõ, ñîñòàâëÿþùèõ ñóì�ìû (60). Àëãîðèòì ïîäðîáíî îïèñàí â [4℄. Â íàøåìðàñ÷åòå ïðèíèìàëîñü N = 200. Íà ðèñ. 4 â êà÷åñòâåïðèìåðà ïðèâåäåíû ãðà�èêè ïëîòíîñòåé � = �0+R1,à òàêæå p è h (29) ïðè C = 0:2 äëÿ îäíîãî êîíêðåò�íîãî íàáîðà ÷èñåë sn. Ñîîòâåòñòâèå ñòàòèñòè÷åñêîãîN -ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ (59)�(63) íà÷àëüíîìó óñëî�989



Í. �. Ìàçóð, Â. Â. �åîãäæàåâ, À. Â. �óðåâè÷, Ê. Ï. Çûáèí ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002âèþ (9), (93) äîñòèãàëîñü ñ ïîìîùüþ èñïîëüçîâàíèÿ�îðìóë (88), (89) ïðè îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ Csè �n.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè äîñòîâåðíûõ ðå�çóëüòàòîâ èñïîëüçîâàëîñü äîïîëíèòåëüíîå óñðåäíå�íèå ïî ìíîãèì (íà ðèñ. 3a � ïî 40) ðåàëèçàöè�ÿì (59), îïðåäåëÿåìûì ñëó÷àéíûì âûáîðîì ñîâîêóï�íîñòè ïàðàìåòðîâ s1; : : : ; sN . Íà ðèñ. 3á ïîêàçàí ðàç�áðîñ ñðåäíèõ (íîðìèðîâàííûõ íà C), ðàññ÷èòàííûõäëÿ îòäåëüíûõ ðåàëèçàöèé ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíèìâåëè÷èíàì ïî âñåì ðåàëèçàöèÿì.Èç ðèñ. 3a âèäíî, ÷òî èìååòñÿ õîðîøåå ñîîòâåò�ñòâèå ìåæäó ðàññ÷èòàííûìè äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãîñîñòîÿíèÿ ñîõðàíÿþùèìèñÿ ïëîòíîñòÿìè è èõ çíà÷å�íèÿìè â íà÷àëüíîì ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ñîñòîÿíèè.Ñîîòâåòñòâèå ñîõðàíÿåòñÿ âïëîòü äî çíà÷åíèé C,áëèçêèõ ê ïðåäåëüíîé âåëè÷èíå Cm = 0:4157. Ýòîïîêàçûâàåò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìàêñèìèçàòîðà äëÿðàñ÷åòà ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òóðáóëåíò�íîãî ñîñòîÿíèÿ îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ý��åêòèâíûìäàæå ïðè ìàêñèìàëüíûõ ïëîòíîñòÿõ ãàçà âçàèìî�äåéñòâóþùèõ ñîëèòîíîâ.Àâòîðû ïðèçíàòåëüíû Ñ. Ï. Íîâèêîâó çà ïîëåç�íîå îáñóæäåíèå. �àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîéïîääåðæêå INTAS (ãðàíò �99-1068) è �ÔÔÈ (ãðàíò�00-15-96594ë).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Â. Å. Çàõàðîâ, À. Á. Øàáàò ÆÝÒÔ 61, 118 (1971).
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