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ÔÎ�ÌÀËÜÍÎÅ ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÇÀ�ÎÄÛØÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß Â ÁÈÍÀ�ÍÛÕ ÑÏËÀÂÀÕ:�ÈÏÅ�ÊÎÍÅ×ÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ È ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÅÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÅ �ÅØÅÒÎ×ÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉÈ. Á. Êðàñíþê *, Â. Ì. Þð÷åíêîÄîíåöêèé �èçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû83114, Äîíåöê, ÓêðàèíàÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 9 èþëÿ 2001 ã.Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå òèïà Áþðãåðñà, ìîäåëèðóþùåå ïðîöåññû ñòåêëîâàíèÿ â áèíàðíûõ ñïëàâàõ ñ õàî-òè÷åñêè ðàñïîëîæåííûìè íåîäíîðîäíûìè âêëþ÷åíèÿìè: äàíî òåðìîäèíàìè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ýòîãîóðàâíåíèÿ è óêàçàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îíî ïåðåõîäèò â êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå Êàíà�Õèëëàðäà.PACS: 94.64.10.+h, 82.60.Nh1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÊàê èçâåñòíî, ñòåêëîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå ïîëè�ìåðîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ñëó÷àéíî ðàñ�ïîëîæåííûõ îáëàñòåé ïîâûøåííîé è ïîíèæåííîéïëîòíîñòåé ñ íå÷åòêî âûðàæåííûìè (õàðàêòåðíû�ìè) ïðîñòðàíñòâåííûì (è âðåìåííûì) ìàñøòàáàìè:â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïðîñòðàíñòâåí�íûé ìàñøòàá ìíîãî áîëüøå ðàçìåðà ìîíîìåðíîãîçâåíà, íî ìíîãî ìåíüøå ðàçìåðà ñèñòåìû. Ïðè òà�êèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóþò ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ìî�äåëè ñòåêëîâàíèÿ ïîëèìåðíûõ ñèñòåì, îñíîâàííûåíà êîíòèíóàëüíîì îïèñàíèè (ñì. [1℄). Êîãäà æå õà�ðàêòåðíàÿ äëèíà l ïðîñòðàíñòâåííîé âàðèàöèè êîí�öåíòðàöèè ïëîòíîñòè i = hnii = (ri; t) ñðàâíè�ìà ñ ìàñøòàáîì ïðîñòðàíñòâåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ¾ñîñåäíèõ¿ �ëóêòóàöèé â ñïëàâå, îáû÷íî ïðèìåíÿ�þòñÿ ìîäåëè ¾âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé¿[2�7℄. �àññìîòðèì èìåííî òàêóþ ñèòóàöèþ, ïðè÷åìèñïîëüçóåì ïðè ýòîì íåñòàíäàðòíûå ìåòîäû âåðîÿò�íîñòíîãî àíàëèçà [5℄. Íà èíòóèòèâíîì óðîâíå ïîíè�ìàíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû áóäåì ðàçëè÷àòü ñêî�ðîñòè ñõîäèìîñòè òðàåêòîðèé ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâni(t; !), ãäå ! 2 
 � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî ñëó�÷àéíûõ ñîáûòèé ïî íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðå*E-mail: kras�host.dipt.donetsk.ua

(â ÷àñòíîñòè, â ñðåäíåì)1) Ïðèìåðû, êîãäà òàêîéïîäõîä ïðèâîäèò ê êîíñòðóêòèâíûì ðåçóëüòàòàì âðåàëüíûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, ïðèâåäå�íû â [8℄.Â äàííîé ðàáîòå èçëàãàåòñÿ íîâûé �îðìàëüíûéïîäõîä ìîäåëèðîâàíèÿ ñòðóêòóðíîé ýâîëþöèè ñîâðåìåíåì äëÿ íåðàâíîâåñíûõ ñïëàâîâ. Íàïîìíèì(ñì., íàïðèìåð, [1℄), ÷òî ëîêàëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿi = (ri; t) íà ðåøåòêå â i-é ÿ÷åéêå ÿâëÿåòñÿ, âîîá�ùå ãîâîðÿ, íåêîòîðûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì: â êà÷å�ñòâå òèïè÷íûõ ïðèìåðîâ ìîæíî ïðèâåñòè èçâåñòíûåðåøåòî÷íûå ìîäåëè Èçèíãà [2, 3℄. Òàêàÿ ñèòóàöèÿèìååò ìåñòî, åñëè õàðàêòåðíûé ìàñøòàá èçìåíåíèÿêîíöåíòðàöèè i â i-é ÿ÷åéêå ïî ïðîñòðàíñòâåííîéïåðåìåííîé l � a, ãäå a � ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè; åñëèýòî íå òàê, òî ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäíåå (ò. å. ìà�òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå) íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ïðî�öåññà ðàâíî hnii = i = (ri; t) â òåðìîäèíàìè÷åñêîìñìûñëå.Âîïðîñ î òîì, êàêîâà ¾íàñòîÿùàÿ¿ ñòðóêòóðàñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ni(t; !) è êàê ñòðîãî îïðåäå�ëèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ! 2 
,áûë ïîñòàâëåí åùå Êàöåì [4℄. Â íàñòîÿùåå âðåìÿäîñòèãíóò èçâåñòíûé ïðîãðåññ â ýòîì íàïðàâëåíèè:òàê, â [5℄ ïîêàçàíî, ÷òî ni(t; !) ìîæíî îïðåäåëèòü1) Åñëè â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå âåëè÷èíû 1=n è 1=n2 îäíî�ãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, òî â íåñòàíäàðòíîì àíàëèçå 1=n2 � 1=n(ñì. [8℄).637



È. Á. Êðàñíþê, Â. Ì. Þð÷åíêî ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 3, 2002êàê ñëó÷àéíûé ïðîöåññ òèïà ¾ïóàññîíîâñêèõ ÷àñîâ¿,ïðè÷åì ïðè a ! +0 ñðåäíåå hnii óäîâëåòâîðÿåòîáû÷íîìó óðàâíåíèþ äè��óçèè òîëüêî â òîì ñëó�÷àå, êîãäà âåðîÿòíîñòè p� ïåðåõîäîâ èç i-é ÿ÷åéêèâ (i� 1)-þ ðàâíû p+ = p� = 1=2.Ïðè p 6= 1=2 ïîëó÷àåì òåðìîäèíàìè÷åñêèå óðàâ�íåíèÿ òèïà Áþðãåðñà [5, 6℄, ò. å. óðàâíåíèÿ ñîâñåìäðóãîãî òèïà, ðåøåíèÿ êîòîðûõ èìåþò âèä âîëíêîíöåíòðàöèè, èìåþùèõ òåíäåíöèþ ê ¾îïðîêèäûâà�íèþ¿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Òàêèì îáðàçîì, âûáîð ìî�äåëè óæå íà ìèêðîóðîâíå íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì.Äàííóþ ðàáîòó ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè. Âðàçä. 2 ìû ïðèâîäèì ñîîòíîøåíèå äëÿ êà÷åñòâåííî�ãî ðàñ÷åòà ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ ìî�äåëè áëèæàéøèõ ñîñåäåé äëÿ áèíàðíûõ ñïëàâîâ.Ýòà ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì �îðìàëü�íûõ ðåçóëüòàòîâ èç [8℄ è �èçè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâèç [1℄. Àâòîðàì íåèçâåñòíî, ìîæíî ëè ïîëó÷èòü àíà�ëîã ýòîé �îðìóëû, èñõîäÿ èç êëàññè÷åñêîãî âåðî�ÿòíîñòíîãî àíàëèçà. Â ðàçä. 3 íàì ïîíàäîáèëèñüêëàññè÷åñêèå (òåðìîäèíàìè÷åñêèå) óðàâíåíèÿ äëÿáèíàðíûõ ñïëàâîâ (ìîäåëü Êàíà�Õèëëàðäà), äëÿ òî�ãî ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî �ëóêòóàöèè â îêðåñòíîñòèñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (èõ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî)óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Áþðãåðñà ñ ¾âÿçêîñòüþ¿.Äàëåå ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ¾èäåàëüíîé æèäêî�ñòè¿ ëèíåàðèçîâàííîìó óðàâíåíèþ Áþðãåðñà îòâå�÷àåò ñëó÷àéíûé ïðîöåññ òèïà ïóàññîíîâñêèõ ÷àñîâ,íàðóøàþùèé ñèììåòðèþ ïåðåõîäîâ íà ðåøåòêå áëè�æàéøèõ ñîñåäåé (p 6= 1=2). Åñëè ó÷åñòü âÿçêîñòü, íîïîëîæèòü v � 1, ãäå v � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïîòîêà(ïîëèìåðíîé öåïè), òî ìû ïîëó÷èì äè��óçèîííîåóðàâíåíèå, ðåøåíèå êîòîðîãî åñòü ìàòåìàòè÷åñêîåîæèäàíèå îáû÷íîãî (êëàññè÷åñêîãî) ñëó÷àéíîãî ïðî�öåññà ñ íîðìàëüíûì (ãàóññîâñêèì) ðàñïðåäåëåíèåìïðè p = 1=2, èëè áëèçêèì ê íåìó ïðè p � 1=2.Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ óðàâíåíèå Áþðãåðñà (âîêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ êëàññè÷åñêîé ñè�ñòåìû) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ¾äåòåðìèíèðîâàí�íóþ¿ ìîäåëü äëÿ áèíàðíûõ ñïëàâîâ ñ õàîòè÷åñêèìçàðîäûøåîáðàçîâàíèåì. Îäíîâðåìåííûé ó÷åò ¾ðàñ�ñòðîéêè¿ ìåæäó ñêîðîñòüþ è âÿçêîñòüþ (v 6= 0 è 6= 0) â äàííîé ðàáîòå íå âûïîëíåí.2. ÀÁÑÒ�ÀÊÒÍÀß ÌÎÄÅËÜ�ÈÏÅ�ÑËÓ×ÀÉÍÎ�Î ÁËÓÆÄÀÍÈß ÍÀ�ÅØÅÒÊÅÁóäåì ðàññìàòðèâàòü äèíàìèêó ñëó÷àéíîé êîí�öåíòðàöèè áèíàðíîãî ñïëàâà íà ãèïåðêîíå÷íîé ðå�øåòêå: äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ïëîòíîñòè

âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ èç i-é ÿ÷åéêè â (i�1)-þ ïðèâñåõ i 2 Z+ = f0; 1; : : :g. Íàèáîëåå ïðîñòàÿ ãèïåðêî�íå÷íàÿ ìîäåëü � ýòî ìîäåëü áëèæàéøèõ ñîñåäåé [8℄.Ïóñòü �Æ � ýòî ðåøåòêà:�Æ = fuÆ 2 � � Rd; u 2 Zdg;ãäå Zd � öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà ðàçìåðíîñòè d � 1.Äëÿ êàæäîãî i 2 �Æ îïðåäåëèìNi = fj 2 �Æ : ji� jj = Æg;� ìíîæåñòâî áëèæàéøèõ ñîñåäåé i-ãî óçëà â íàáîðå�Æ, ò. å. jNij åñòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ýòîì ìíîæåñòâå.Î÷åâèäíî, ÷òî jNij = 2d çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êî�ãäà i-ÿ ãðàíèöà (âåðøèíà) ëåæèò íà ãðàíèöå ðåøåò�êè.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî i(t; !) åñòü ãèïåðêîíå÷íûéìàðêîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Êàê ñëåäóåò èç([8, ñ. 540℄), òàêîé ïðîöåññ ïîðîæäàåòñÿ èí�èíèòå�çèìàëüíûì ãåíåðàòîðîì ��Æ=2 +m2, ãäå�Æf(i) = Æ�20�Xj2Ni f(i)� jNijf(i)1A ;ãäå Æ � øàã ðåøåòêè, à �óíêöèÿ fi ñîîòâåòñòâóåòèñêîìîé êîíöåíòðàöèè i.Áóäåì ñëåäîâàòü ðàáîòå [1℄, ãäå ñ ïîìîùüþ ìîäå�ëè Èçèíãà ðàññ÷èòûâàëèñü êîíöåíòðàöèè â ñïëàâå.Íàì ïîíàäîáèòñÿ ââåäåííîå â [1℄ âðåìÿ ðåëàêñàöèèt / k�2CH , ãäå kCH � âîëíîâîé âåêòîð, ó÷èòûâàþùèéàìïëèòóäó óáûâàíèÿ �ëóêòóàöèè ñ äëèíîé âîëíû� = 2�kCH=L, ãäå L � ðàçìåð îáðàçöà (ìû îãðàíè�÷èìñÿ îäíîìåðíîé ñèòóàöèåé).Îïðåäåëèì òàêæå ïîòåíöèàë [1℄v(r) = ( �A exp(�a2=�2) ïðè r � a � Æ;0 ïðè r > aäëÿ êîíå÷íîãî áèíàðíîãî ñïëàâà, ãäå A � íåêîòîðàÿïîñòîÿííàÿ, êîòîðóþ ìû îïðåäåëèì íèæå, à � � äèñ�ïåðñèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ýòó ìîäåëü ðàññìàòðèâàë åùåÊàö [4℄ äëÿ ñëó÷àÿ îäíîìåðíîãî (íåïðåðûâíîãî) ãà�çà. Ïîñêîëüêó (ïî îïðåäåëåíèþ) ìû ðàññìàòðèâàåìïëîòíîñòè ñëó÷àéíûõ ðàñïðåäåëåíèé êîíöåíòðàöèèíà ðåøåòêå, ïîëîæèì íèæå a = Æ.Âûáåðåì áåçðàçìåðíîå âðåìÿ t = t0�1�2, ãäåïîñòîÿííàÿ  õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó ïîäâèæíîñòèM() â òåîðèè ñïèíîäàëüíîãî ðàñïàäà [1℄. Òîãäà âðå�ìÿ ðåëàêñàöèè â ÿ÷åéêå ðàâíîtCH / �2k2CH ;638



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 3, 2002 Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè çàðîäûøåîáðàçîâàíèÿ : : :è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî �îðìàëüíî ïîëîæèòüm = � �2Ak2CH exp�� Æ22�2� ;ãäå m èãðàåò ðîëü ïîñòîÿííîé âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ¾áëèæàéøèõ ñîñåäåé¿, òàê ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé íà�ìè ãèïåðêîíå÷íûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ëî�êàëüíî ìàðêîâñêèì [3℄.�àññìîòðèì ãèïåðäèñêðåòíóþ ïðÿìóþT = fk�tjk 2 N� [ f0gg;ãäå N� � ðàñøèðåííûé óíèâåðñóì íàòóðàëüíûõ ÷è�ñåë (ñì. [8, ñ. 541℄). Çäåñü �t � íåêîòîðàÿ ïîëîæè�òåëüíàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ áóäåò�èêñèðîâàííîé (â îòëè÷èå îò øàãà Æ, êîòîðûé â îä�íèõ ñëó÷àÿõ áóäåò îñòàâàòüñÿ ñòàíäàðòíûì, à â äðó�ãèõ � áåñêîíå÷íî ìàëûì â ãèïåðêîíå÷íîì ñìûñëå).Íàêîíåö, äëÿ �îðìàëüíîé ñòðîãîñòè, ìû äîáàâèì¾ëîâóøêó¿ � (èëè ¾ïîãëîùàþùåå¿ ñîñòîÿíèå), òàê÷òî ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé ãèïåðêîíå÷íîé ðåøåò�êè áóäåò �� = �Æ [ f�g.Îáû÷íî âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ èç ÿ÷åéêè â ÿ÷åé�êó íåèçâåñòíû è çàäàþòñÿ a priori íåêîòîðîé ìàò�ðèöåé ïåðåõîäîâ òàê, ÷òîáû ýòà ìàòðèöà ïîðîæäà�ëà (ïî òåîðåìå î ðåêîíñòðóêöèè Êîëìîãîðîâà; ñì.,íàïpèìåp, [9℄) íåêîòîðóþ äèñêðåòíóþ ìàðêîâñêóþöåïü [3℄. Íèæå ìû ðàññ÷èòàåì ýòè âåðîÿòíîñòè ïå�ðåõîäîâ äëÿ ìîäåëè áèíàðíîãî ñïëàâà, èñõîäÿ èçäàííûõ, êîòîðûå îïðåäåëåíû â [1℄. Äåéñòâèòåëüíî,ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ñëó÷àéíî îáðà�çîâàëñÿ çàðîäûø; òîãäà â ïîñëåäóþùèé ìîìåíò âðå�ìåíè îí ìîæåò îêàçàòüñÿ â ëþáîì èç ñîñåäíèõ ñî�ñòîÿíèé (ñîãëàñíî �îðìóëå èç [8, ñ. 541℄) j 2 Ni ñâåðîÿòíîñòüþPi6=j � �t2Æ2 = 12 tÆ2 �� 12 ��Æ �2 4�2�2 = 2�2 ��Æ �2 1�2 : (1)Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëîêàëüíîé ìàðêîâîñòè (ýòî äî�êàçàíî â [7℄) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ýòà âåðîÿòíîñòü íåçàâèñèò îò âåðîÿòíîñòè çàðîäûøåîáðàçîâàíèÿ.Ïîñêîëüêó 0 � P � 1,� > p2� ��Æ � : (2)Íåðàâåíñòâî (2) èìååò ïðîñòîé �èçè÷åñêèé ñìûñë:ïðè áîëüøîé äèñïåðñèè ìû ìîæåì (è äîëæíû) ó÷è�òûâàòü òîëüêî äëèííîâîëíîâûå �ëóêòóàöèè ïðè çà�äàííîì øàãå Æ; à âåëè÷èíó (�=Æ) ìîæíî ðàññìàòðè�âàòü êàê ðàññåÿíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà íà ðåøåòêå.

Ôîðìóëà (1) âûòåêàåò èç ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå�ëè èç [8, ñ. 541℄ è �èçè÷åñêîé ìîäåëè èç [1℄ è îçíà�÷àåò, ÷òî äëÿ áèíàðíîãî ñïëàâà íàèáîëåå âåðîÿòíûêîðîòêîâîëíîâûå �ëóêòóàöèè, à òàêæå, ÷òî ðîñò çà�ðîäûøà çàâèñèò îò (�=�)2 � îòíîøåíèÿ êâàäðàòàäèñïåðñèè ê êâàäðàòó äëèíû âîëíû �.Íàêîíåö, çàðîäûø îñòàåòñÿ â ñîñòîÿíèè i ñ âåðî�ÿòíîñòüþ Pi=j � 1� � jNij2Æ2 +m2��t: (3)Èíòåðïðåòàöèÿ ñîîòíîøåíèÿ (3) òàêæå äîñòàòî÷íîïðîçðà÷íà: òàê, èç (3) íåòðóäíî ïîëó÷èòü îãðàíè÷å�íèå íà âåëè÷èíó àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà âçàèìîäåé�ñòâèÿ m2(A) �  �k��2 :Ýòî íåðàâåíñòâî ïðîñòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷�íî áîëüøîì A (ò. å. êîãäà âçàèìîäåéñòâèå âåëèêî)âíîâü îáðàçîâàâøèéñÿ (â ÿ÷åéêå i) çàðîäûø íèêî�ãäà â íåé íå îñòàåòñÿ. (Íàïîìíèì, ÷òî ìû îãðàíè�÷èëèñü äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ñëó÷àåì � � Æ, õî�òÿ íåòðóäíî ïðîàíàëèçèðîâàòü ïðè íåîáõîäèìîñòè èîáùóþ ñèòóàöèþ.)Äàëåå, ìåíåå òðèâèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå2d � 14�2 ����2 � �2m2äëÿ ðàçìåðíîñòè ðåøåòêè d (íàïîìíèì, ÷òî2d = jNij), èç êîòîðîãî âûòåêàþò ñëåäóþùèåóñëîâèÿ:1) îãðàíè÷åíèå íà âåëè÷èíó âçàèìîäåéñòâèÿ áëè�æàéøèõ ñîñåäåém2(A) � 14��2 ����2 ;2) îãðàíè÷åíèå íà âåëè÷èíó �ëóêòóàöèé (êîòîðûåíå ïîêèäàþò äàííîé ÿ÷åéêè) â çàâèñèìîñòè îò ðàç�ìåðíîñòè ðåøåòêè2�p2d � ���� ;êîòîðîå áîëåå óäîáíî çàïèñàòü â âèäåV � �!p2d;ãäå V � îáúåì ñëó÷àéíîãî çàðîäûøà.Ýòî íåðàâåíñòâî èìååò ïðîñòîé �èçè÷åñêèéñìûñë: ÷åì áîëüøå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, òåìáîëüøèõ ðàçìåðîâ çàðîäûøè íåîáõîäèìû, äëÿ òîãî639



È. Á. Êðàñíþê, Â. Ì. Þð÷åíêî ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 3, 2002÷òîáû îñòàâàòüñÿ (ïîñëå ñïîíòàííîãî âîçíèêíîâå�íèÿ) â çàäàííîé ÿ÷åéêå ïðîñòðàíñòâà. Ñ òî÷êèçðåíèÿ òåîðèè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ ñèòóàöèÿ çäåñüåùå áîëåå ïðîçðà÷íà, ïîñêîëüêó õîðîøî èçâåñò�íî [3℄, ÷òî â îäíîìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà �àçîâûåïåðåõîäû íå íàáëþäàþòñÿ, à â ðàçìåðíîñòÿõ d � 2âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà îáû÷íî òåì âûøå, ÷åìáîëüøå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà.3. ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄÇàïèøåì ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ f = �F (� = 1=T )äëÿ íåîäíîðîäíîãî ñïëàâà â âèäåf =Xi (i ln i + 0i ln 0i) + 12Xi;j �vijij :Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå îáûêíîâåííîå äè��åðåíöè�àëüíîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå [1℄didt =Xs Ais �exp� �f�s�� exp� �f�i�� ; (10)ãäå â ñèëó óñëîâèÿ Îíçàãåðà Ais = Asi > 0. Â ñîñòîÿ-íèè ðàâíîâåñèÿ âñå fi = �f=�i ðàâíû õèìè÷åñêîìóïîòåíöèàëó, òàê ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (10) ñòà�íîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ. (Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (10)îïèñûâàåò ýâîëþöèþ êîíöåíòðàöèè i â ÿ÷åéêå i).Â ñëó÷àå ìíîãîêîìïîíåíòíîãî ñïëàâà ñîîòâåò�ñòâóþùèå óðàâíåíèÿ èìåþò âèädpidt =Xqs vp;qi;s [exp(fps + fqi)� exp(fpi + fqs)℄; (20)ãäå f =Xpi pi ln pi + 12�vp;qi;j piqj :Ýòè óðàâíåíèÿ ïîíàäîáÿòñÿ íàì â äàëüíåéøåì.Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíî�ñòè â ñïëàâå áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå Êà�íà�Õèëëàðäà [1℄�i�t = div �M(i) �rii0i +r(�v)i�� : (30)Çäåñü ïîäâèæíîñòüM() = 0 exp[�(u)i℄;� ïðîïîðöèîíàëüíà âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç i-éÿ÷åéêè â (i + 1)-þ,  îïðåäåëåíà âûøå, 0 = 1 � ,âåëè÷èíà u îïðåäåëÿåò ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿñîãëàñíî ìîäåëè Êàöà (ñì. âûøå).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â (30) âûïîëíåíî óñðåäíåíèåïî i (â ñìûñëå [1℄, ñì. òàêæå Ââåäåíèå) è çàïèøåìñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå â âèäå��t = �M()�x �r0 + �vr�++M() ��x �r0 + �vr� :Ëèíåàðèçóåì äàëåå ýòî óðàâíåíèå â íåêîòîðîìïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ (èõ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî).Òîãäà äëÿ âîçìóùåíèé ïîëó÷èì óðàâíåíèå��t =M 0(0) � (r)2000 + �vr2+ �rvr� ++ r2000 �rr(0)(000)2 + �rvr + �vr2:Çäåñü ê êîý��èöèåíòàì óðàâíåíèÿ ìû ïðèìåíèì ìå�òîä ¾çàìîðàæèâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ¿ (ñì., íàïðè�ìåð, [10℄). Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ÷ëåíîì rr(0) ìîæ�íî ïðåíåáðå÷ü, ïîñêîëüêó îí èìååò ïîðÿäîê "3. Âðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå��t = [M 0(0)�rv + �rv℄r+ M 0(0)000 (r)2 ++ �M 0(0)�v + 1000 + �v�r2:Ïîñêîëüêó ýòî åñòü óðàâíåíèå äëÿ âîçìóùåíèé, òî,ñòðîãî ãîâîðÿ, åãî ñëåäóåò çàïèñàòü â âèäå"��t = "a1r+ "2a2(r)2 + "2a3r2; (300)ãäå ñìûñë îáîçíà÷åíèé ai; i = 1; 2; 3, î÷åâèäåí.Óðàâíåíèå (300) èìååò ïðîñòîé �èçè÷åñêèéñìûñë: òàê, åñëè ãðàäèåíòrv(x) = 2A x�2 e�x2=�2ìàë, òî ÷ëåíîì ñ êîý��èöèåíòîì a1 ìîæíî ïðåíå�áðå÷ü, è â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå Áþð�ãåðñà "��t + 12a2"2� ��x�2 � 12a3"2 �2�x2 = 0; (40)õîòÿ è çàïèñàííîå â íåñêîëüêî íåîáû÷íîì âèäå: äåé�ñòâèòåëüíî, ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ�u�t = a32 �2u�x2 �t0 = t" ; x0 = x"�îòâå÷àåò ðåøåíèå  = �a3 lnu óðàâíåíèÿ (40). Îáû÷�íî óðàâíåíèåì Áþðãåðñà íàçûâàþò óðàâíåíèå, ïîëó�÷åííîå èç (40) äè��åðåíöèðîâàíèåì ïî x è çàìåíîé640



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 3, 2002 Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè çàðîäûøåîáðàçîâàíèÿ : : :u = �=�x. Â äàëüíåéøåì, ïîäðàçóìåâàÿ ñêàçàííîå,áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå Áþðãåðñà â îáùå�ïðèíÿòîé �îðìå:�u�t + a2u�u�x = a3 �2u�x2 : (400)Ïîñêîëüêó ïîòåíöèàë v(r) ìàë íå òîëüêî ïðè r � �2,íî è ïðè r � �, óðàâíåíèå (400) èìååò ìåñòî è â ýòîìñëó÷àå; îäíàêî ïðîìåæóòî÷íàÿ ñèòóàöèÿ r � � ïðè�âîäèò ê ïðîñòîìó óðàâíåíèþ��t = �rv(x)(1 +M 0(0)) ��x: (5)Óðàâíåíèå (5) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäåddt = 0 ïðè dxdt = a1(x); (6)ãäå a1(x) = �2�A x�2 e�x2=�2(1 +M 0(0)):Ââåäåì îáîçíà÷åíèå y = x=�. Òîãäà, ðàçëàãàÿ �óíê�öèþ exp(y2) â ðÿä Òåéëîðà, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõy2 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå�dydt = �2�A� y;êîòîðîå èìååò èíòåãðàëln y = �2� A�2 t+ onst; (7)è, ñëåäîâàòåëüíî, âäîëü êðèâîé, îïðåäåëÿåìîé ðå�øåíèåì óðàâíåíèÿ (6), �óíêöèÿ (x; t) íå èçìåíÿåòñâîèõ çíà÷åíèé: íàïðèìåð, ëþáîå íà÷àëüíîå âîçìó�ùåíèå, èìåþùåå �îðìó Æ-�óíêöèè, ðàñïðîñòðàíÿ�åòñÿ âäîëü ýòîé êðèâîé áåç èçìåíåíèÿ �îðìû, ò. å.ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðûé àíàëîã ðåøåíèÿ ñîëèòîííî�ãî òèïà. Ýòè âîçìóùåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñ �à�çîâîé ñêîðîñòüþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèåéa1(x). Óäîáíî õàðàêòåðèçîâàòü âîçìóùåíèÿ â ¾�à�çîâîé òðóáêå¿ ðàäèóñà jxj = �. Òîãäàv � �2�A� (1 +M 0(0)):Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà èìååò, î÷åâèäíî, ïðîñòîé �èçè�÷åñêèé ñìûñë.Çàìåòèì äàëåå, ÷òî åñëè â óðàâíåíèè (40) ¾óá�ðàòü¿ ïàðàìåòð " ñ ïîìîùüþ çàìåíû x = x0=" èt = t0=", òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå (400);åñëè, îäíàêî, â óðàâíåíèè (400) ¾âîçâðàòèòüñÿ¿ ê èñ�õîäíûì ïåðåìåííûì, òî îêàæåòñÿ, ÷òî ÷ëåíû â ëå�âîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäóò èìåòü ïîðÿäîê ", à÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè � ïîðÿäêà "2 è, ñëåäîâàòåëüíî,

èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâ�íåíèå Áþðãåðñà �u�t + a�G(u)�x = 0; (50)ãäå G(u) = u2 è a = a2=2 (íàïîìíèì, ÷òîa2 = M 0(0)=0(1� 0)).Ïîñòàâèì äëÿ óðàâíåíèÿ (50) íà÷àëüíûå óñëîâèÿu(�; 0) = u0: (500)Òîãäà èç [5�7℄ ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (50)ìîæíî çàïèñàòü â âèäåu"t = EfX"t (x)g = EfXt="([x="℄)gïðè " ! +0, ãäå " > 0 èãðàåò ðîëü øàãà ðåøåòêè, àEf�g îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ âçÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãîîæèäàíèÿ îò ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X"t (�).Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü â ñëàáîì ñìûñ�ëå [3℄ lim"!+0 yZx Efx"t (z)gdz = yZx u(z; t)dz;è, ñëåäîâàòåëüíî,u(z; t) = lim"!+0EfX"t (z)gäëÿ ïî÷òè âñåõ z 2 R. ÇäåñüfXt = fXt(k); k 2 Zg; t � 0gåñòü ñòàöèîíàðíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ (â óçêîìñìûñëå) òèïà ïóàññîíîâñêèõ ÷àñîâ (áîëåå ïîäðîáíîñì. [3, 5�7℄), íåïðåðûâíûé ñïðàâà è èìåþùèé êîíå÷�íûå ïðåäåëû ñëåâà. �åíåðàòîð ýòîãî ñëó÷àéíîãî ïðî�öåññà îïðåäåëÿåòñÿ íà ìíîæåñòâå öèëèíäðè÷åñêèõ�óíêöèé èç íåêîòîðîãî èçìåðèìîãî ïðîñòðàíñòâà E(îïðåäåëåíèå ñì., íàïðèìåð, â [3, 8℄) ñîîòíîøåíèåìLf(�) = Xk;l2Z p(l)g(�(k))[f(�k;k+l)� f(�)℄;ãäå�k;k+l(m) == 8>>>><>>>>: �(m); åñëè m 6= k è m 6= k + lèëè �(k) = 0;�(m) � 1; åñëè m = k è �(k) � 1;�(m) + 1; åñëè m = k + l è �(k) � 1;à �óíêöèÿ g(�) ïîðîæäàåòñÿ �óíêöèåé G(�) (ñì.óðàâíåíèå (50)); è, íàêîíåö,a = Xl2Z+ lp(l) 6= 08 ÆÝÒÔ, âûï. 3 641



È. Á. Êðàñíþê, Â. Ì. Þð÷åíêî ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 3, 2002è, òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî a îïðåäåëÿåò ñðåäíþþ ñêî�ðîñòü äâèæåíèÿ ïîòîêà âîçìóùåíèé, êîòîðûé íà�ïðàâëåí âïðàâî ïðè a > 0 è âëåâî ïðè a < 0.Ïðè a < 0 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ýíòðîïèéíûåóñëîâèÿ [8℄u�(x; t) = limy!xu(y; t) � u+(x; t) = limy!xu(y; t);ïðè a > 0 u�(x; t) � u+(x; t):Ýòè óñëîâèÿ, î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ, ïîñêîëüêó uåñòü óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ îò êîîðäèíàòû x, ò. å.u(x; t) = 8>>><>>>: �; åñëè x < aG(�) �G(�)� � � ;�; åñëè x > aG(�)�G(�)� � � ;ïðè÷åì u0(x; 0) = �, åñëè x = 0 è u0(x; 0) = �, åñëèx > 02).Ïðè a > 0 íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ G0(�) ÿâëÿåòñÿñòðîãî óáûâàþùåé, è ìû èìååìaG0(�) � aG0(�) � aG0(�)è, êàê âûòåêàåò èç ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê äëÿ ãèïåð�áîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì. [10℄),x > aG0(�)t) u(x; t) = u0(x� aG0(u)t) = �è x < aG0(�)t) u(x; t) = u0(x� aG0(u)t) = �è, íàêîíåö, â îáùåì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì, ÷òîu(x; t) == 8>>>><>>>>: �; åñëè x � aG0(�)t;(G0)�1 � xat� ; åñëè aG0(�)t � x � aG0(�)t;�; åñëè x � aG0(�)t:Ýòî ïðîñòî èçâåñòíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâ�íåíèÿ Áþðãåðñà. Äâèæåíèå âëåâî ðàññìàòðèâàåòñÿàíàëîãè÷íî.Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, ÷òî âîçìóùåíèÿ ðåøå�íèÿ óðàâíåíèÿ Êàíà�Õèëëàðäà â îêðåñòíîñòè íåêî�òîðîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ èìåþò �îðìó áåãó�ùåé âîëíû, êîòîðàÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ �àçîâîéñêîðîñòüþ v(x; t) = aG0(u(x(t); t)) äëÿ êàæäîãî2) Ò. å. çäåñü è äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî íà÷àëüíàÿ �îðìàçàðîäûøà ïðåäñòàâèìà â âèäå ¾ñòóïåíüêè¿.

çàäàííîãî ðåøåíèÿ u. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðè�ìåð, [10℄), êàæäàÿ òî÷êà ïðî�èëÿ òàêîé âîëíû ¾áå�æèò¿ ïî ñâîåé õàðàêòåðèñòèêå (ñ ñîáñòâåííîé ñêî�ðîñòüþ), è â ñèëó íåïàðàëëåëüíîñòè õàðàêòåðèñòèêïðî�èëü âîëíû ïðè ýòîì èçìåíÿåòñÿ, ò. å. ñæèìàåòñÿèëè ðàñòÿãèâàåòñÿ; â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ ðàçðûâ,ò. å. îáëàñòü áåñêîíå÷íî áûñòðîãî èçìåíåíèÿ àìïëè�òóä âîçìóùåíèé (â äàííîì ïðèáëèæåíèè).Ïðè îáðàçîâàíèè äîñòàòî÷íî óçêîé îáëàñòè áû�ñòðîãî èçìåíåíèÿ àìïëèòóä âîçìóùåíèé â îêðåñò-íîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâåííóþ ðîëü íà�÷èíàþò èãðàòü âûñîêî÷àñòîòíûå äèññèïàöèÿ è äèñ�ïåðñèÿ: òàê, êîãäà èõ äåéñòâèå êîìïåíñèðóåò äåé�ñòâèå íåëèíåéíîñòè, �îðìà âîëíû ïî÷òè ïåðåñòàåòèçìåíÿòüñÿ (åñëè íå ñ÷èòàòü ñëàáîãî çàòóõàíèÿ), ò. å.îáðàçóåòñÿ êâàçèñòàöèîíàðíàÿ óäàðíàÿ âîëíà. Îá�ëàñòü, ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâà ðàçðûâîâ â òàêîéâîëíå, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ v,çíà÷åíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ, êàê èçâåñòíî, ãðà�íè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ðàçðûâå: â ðàññìàòðèâàåìîéíàìè ñèòóàöèè ýòè óñëîâèÿ èìåþò âèä(� � �)v = a[G(�)�G(�)℄;ãäå çíà÷åíèÿ � è � îòíîñÿòñÿ ê çíà÷åíèÿì àìïëèòóääî è ïîñëå ðàçðûâà íà �ðîíòå âîëíû.�åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ìåòîäîìÌîíòå�Êàðëî) èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå äëÿ ñëó÷àé�íîãî áëóæäàíèÿ íà ðåøåòêå ñ óñëîâíîé ïëîòíîñòüþðàñïðåäåëåíèÿ òèïà ¾ñòóïåíüêè¿. Çàìåòèì, ÷òî çà�äà÷à Áþðãåðñà ñ ïðîèçâîëüíûì (äîñòàòî÷íî îáùèì)íà÷àëüíûì óñëîâèåì (�îðìîé çàðîäûøà) ìîæåòèìåòü òàêæå êóñî÷íî-ëèíåéíûå ïåðèîäè÷åñêèå ðàñ�ïðåäåëåíèÿ òèïà áåãóùèõ âîëí (ïî àâòîìîäåëüíîéïåðåìåííîé; ñì. [10℄). Â ýòîé ñèòóàöèè íåèçâåñòíî,êàêîìó ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó ñîîòâåòñòâóåò ïîëó÷åí�íîå âûøå óðàâíåíèå òèïà Áþðãåðñà: òàê ÷òî äëÿ¾ïðîëîíãàöèè¿ óòâåðæäåíèÿ äàííîé ðàáîòû íà îá�ùèå íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ çàðîäûøåé íåîáõî�äèì ýêñïåðèìåíò. Çäåñü èìååò ìåñòî òà æå ñèòóà�öèÿ, ÷òî è äëÿ èçâåñòíîãî â ñâåðõïðîâîäèìîñòè óðàâ�íåíèÿ �èíçáóðãà�Ëàíäàó, êîòîðîå ñòðîãî äîêàçàíîëèøü ïðè T = T, ãäå T � êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðà�òóðà, íî òåì íå ìåíåå íàõîäèò ýêñïåðèìåíòàëüíîåïîäòâåðæäåíèå íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå òåìïåðàòóð,âäàëè îò êðèòè÷åñêîé òî÷êè.4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂûøå äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåpæäåíèÿ:1) påäóêöèÿ ópàâíåíèÿ Êàíà�Õèëëàpäà (âîêpåñòíîñòè ïîëîæåíèé pàâíîâåñèÿ) ê ópàâíåíèþ642
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1Äèíàìèêà âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòàðíîé êâàçèðàâíîâåñíîé �ëóêòóàöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñïèíîäàëü-íîãî ðàñïàäà äëÿ ìîäåëè ¾áëèæàéøèõ ñîñåäåé¿Áþpãåpñà ñ âÿçêîñòüþ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü�îpìàëüíûå påçóëüòàòû èç [5�7℄, ãäå óêàçàí êëàñññëó÷àéíûõ ïpîöåññîâ, êîòîpûå óñpåäíÿþòñÿ íàpåøåòêå (â ñìûñëå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ)òàêèì îápàçîì, ÷òî â ïpåäåëå íåïpåpûâíîé ñpå�äû ìû ïîëó÷àåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ópàâíåíèÿÁþpãåpñà: ñ ïîìîùüþ òàêîãî (òî÷íî óêàçàííîãî)ñëó÷àéíîãî ïpîöåññà ìîæíî ìîäåëèpîâàòü ïpîöåññçàpîäûøåîápàçîâàíèÿ â áèíàpíîì ñïëàâå);2) ãèïåpêîíå÷íûé ïîäõîä [8℄, â ñâîþ î÷åpåäü,ïîçâîëÿåò òî÷íî pàññ÷èòàòü âåpîÿòíîñòè ïåpåõîäîâèç ÿ÷åéêè â ÿ÷åéêó ñ ó÷åòîì âpåìåíè påëàêñàöèèâ ÿ÷åéêå ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ påçóëüòàòîâèç [1℄;3) ïîëó÷åíî ñòpîãîå òåpìîäèíàìè÷åñêîå îáîñíî�âàíèå ïpåäëàãàåìîé âûøå påøåòî÷íîé ìîäåëè äëÿ�ëóêòóàöèé ïëîòíîñòè, îïèñûâàþùåé ïpîöåññûçàpîäûøåîápàçîâàíèÿ â áèíàpíûõ ñïëàâàõ ñîãëàñíîòåîpèè Êàíà�Õèëëàpäà [11℄.Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ë. È. Ñòå�à�íîâè÷ó çà ïðîñìîòð ðóêîïèñè è ðÿä öåííûõ çàìå÷à�íèé. Äàííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîä�äåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Óêðàè�íû (ïðîåêò 2Ì/71-2000).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. V. G. Vaks, S. V. Beiden, and V. Yu. Dobretsov, Ïèñü�ìà â ÆÝÒÔ 61, 1 (1995).
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