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ÊÈÍÅÒÈÊÀ �ÈÁÅËÈ Á�ÎÓÍÎÂÑÊÈÕ ×ÀÑÒÈÖ ÍÀ ÑËÓ×ÀÉÍÎ�ÀÑÏÎËÎÆÅÍÍÛÕ ËÎÂÓØÊÀÕ �ÀÇÍÎ�Î �ÀÄÈÓÑÀÞ. À. Ìàõíîâñêèé a*, À. Ì. Áåðåæêîâñêèé b**, È. Â. �ðèãîðüåâ a***a Èíñòèòóò íå�òåõèìè÷åñêîãî ñèíòåçà èì. À. Â. Òîï÷èåâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê117912, Ìîñêâà, �îññèÿb Center for Information Te
hnology National Institutes of Health BethesdaMD 20892, USAÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 2 àâãóñòà 2001 ã.�àññìîòðåíà äè��óçèÿ ÷àñòèöû â ñðåäå ïðè íàëè÷èè ïîãëîùàþùèõ ëîâóøåê ðàçíîãî ðàäèóñà. Ïðåäëî-æåíà òåîðèÿ, îïèñûâàþùàÿ êèíåòèêó ãèáåëè ÷àñòèö âî âñåì èíòåðâàëå âðåìåí. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèåâûðàæåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòè âûæèâàíèÿ ÷àñòèöû â ñèòóàöèÿõ, êîãäà ìíîãî÷àñòè÷íûå ý��åêòû ñëàáû èêîãäà îíè äîìèíèðóþò. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëèäèñïåðñíîñòü ëîâóøåê ïðèâîäèò ê çàìåäëåíèþ ãèáåëè ÷àñòèöè îñëàáëåíèþ ïðèñóùèõ çàäà÷å ìíîãî÷àñòè÷íûõ ý��åêòîâ.PACS: 05.40.+j, 82.20.Fd1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ �èçèêå, õèìèè è áèîëîãèè øèðîêî ðàñïðîñòðà�íåíû ïðîöåññû, â êîòîðûõ ïðåâðàùåíèå èëè ãèáåëüàêòèâíûõ ÷àñòèö êîíòðîëèðóåòñÿ äè��óçèåé. Ê èõ÷èñëó, íàïðèìåð, îòíîñÿòñÿ: ïîãëîùåíèå îïòè÷åñêèõè ìàãíèòíûõ âîçáóæäåíèé â òâåðäîì òåëå [1℄, áû�ñòðûå õèìè÷åñêèå ðåàêöèè [2℄, òóøåíèå �ëóîðåñöåí�öèè [3℄, ñâÿçûâàíèå ïðîòåèíîì ëèãàíäîâ [4℄. Èçó�÷åíèå êèíåòèêè äè��óçèîííî-êîíòðîëèðóåìûõ ïðî�öåññîâ ïðèâîäèò ê çàäà÷å î âûæèâàíèè áðîóíîâñêîé÷àñòèöû â ñðåäå ñî ñëó÷àéíî ðàñïîëîæåííûìè ëî�âóøêàìè [5, 6℄.Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâåííî íåñêîððå�ëèðîâàííûõ ñ�åðè÷åñêèõ ëîâóøåê îäèíàêîâîãî ðà�äèóñà, âïåðâûå ðàññìîòðåííàÿ â êëàññè÷åñêîé ðà�áîòå Ñìîëóõîâñêîãî [7℄, èçó÷åíà íàèáîëåå äåòàëü�íî. Ïîäõîä Ñìîëóõîâñêîãî îñíîâàí íà ïðèáëèæå�íèè, èãíîðèðóþùåì âçàèìíîå âëèÿíèå ëîâóøåê íàãèáåëü ÷àñòèöû. Â äàëüíåéøåì, áëàãîäàðÿ ìíîãî�÷èñëåííûì èññëåäîâàíèÿì ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ îáù�íîñòè è ñòðîãîñòè (ñì. íåäàâíèå ìîíîãðà�èè [8, 9℄*E-mail: yuam�ips.a
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è îáøèðíóþ áèáëèîãðà�èþ â íèõ), ïåðâîíà÷àëüíàÿîäíî÷àñòè÷íàÿ òåîðèÿ áûëà ñóùåñòâåííî ðàçâèòà ñöåëüþ ó÷åñòü ïðèñóùèå çàäà÷å ìíîãî÷àñòè÷íûå ý���åêòû. Õîòÿ òî÷íîå ðåøåíèå èìååòñÿ çäåñü ëèøüâ îäíîìåðíîì ñëó÷àå [10℄, âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëü�íîå ïîíèìàíèå êèíåòèêè ïðîöåññà âî âñåì èíòåðâà�ëå âðåìåí äîñòèãíóòî â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîéðàçìåðíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, â íàèáîëåå âàæíîì òðåõ�ìåðíîì ñëó÷àå óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå.1) ×àñòèöû âñåãäà ãèáíóò ìåäëåííåå, ÷åì ýòîïðåäñêàçûâàåò íàéäåííàÿ Ñìîëóõîâñêèì çàâèñè�ìîñòü èõ âåðîÿòíîñòè âûæèâàíèÿ îò âðåìåíèPSm(t; b) = exp��4�b
Dt� 8b2
p�Dt� ; (1)ãäå b è 
 � ðàäèóñ è êîíöåíòðàöèÿ ëîâóøåê, à D �êîý��èöèåíò äè��óçèè ÷àñòèöû. Íà íà÷àëüíîé ñòà�äèè ïðîöåññà �îðìóëà (1) ñëóæèò õîðîøèì ïðèáëè�æåíèåì, è ó÷åò ìíîãî÷àñòè÷íûõ ý��åêòîâ ïðèâîäèòëèøü ê ïîïðàâêå, îòðàæàþùåé çàìåäëåíèå ãèáåëè÷àñòèö íà ýòîì âðåìåííîì ýòàïå [11℄.2) Íà çàêëþ÷èòåëüíîé ñòàäèè ïðîöåññ ïðîòåêà�åò ñóùåñòâåííî ìåäëåííåå, ÷åì â åãî íà÷àëå. Ýòîòàê íàçûâàåìîå �ëóêòóàöèîííîå çàìåäëåíèå èìååòìåñòî, ïîñêîëüêó íà áîëüøèõ âðåìåíàõ êèíåòèêàîïðåäåëÿåòñÿ âûæèâàíèåì ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî îêà�çàâøèõñÿ è ïðîâîäÿùèõ âñå âðåìÿ âî �ëóêòóàöèîí�471



Þ. À. Ìàõíîâñêèé, À. Ì. Áåðåæêîâñêèé, È. Â. �ðèãîðüåâ ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 2, 2002íûõ ïîëîñòÿõ, íå ñîäåðæàùèõ ëîâóøåê. Àñèìïòîòè�êà òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè t!1,� lnP1(t) � 53 �2�4�2=5 �
2=3Dt�3=5 ; (2)íàéäåíà â ðàáîòàõ [10; 12�14℄ ñ ïîìîùüþ ìåòîäàîïòèìàëüíîé �ëóêòóàöèè, ïðåäëîæåííîãî Ëè�øè�öåì [15℄ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ¾õâîñòà¿ ïëîòíîñòè ñîñòî�ÿíèé êâàíòîâîé ÷àñòèöû â ïîëå ñëó÷àéíî ðàñïîëî�æåííûõ ðàññåèâàòåëåé.�îðàçäî ìåíåå èçó÷åíà âàæíàÿ äëÿ ìíîãî÷èñëåí�íûõ ïðèëîæåíèé ìîäåëü ëîâóøåê ðàçíîãî ðàäèó�ñà. Íàì èçâåñòíî ëèøü íåñêîëüêî ïîïûòîê ó÷åñòüïîëèäèñïåðñíîñòü ëîâóøåê â êèíåòèêå äè��óçèîí�íî-êîíòðîëèðóåìûõ ðåàêöèé [16�19℄. Â ýòèõ ðàáîòàõìíîãî÷àñòè÷íûå ý��åêòû èãíîðèðîâàëèñü è îñíîâ�íîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü íàõîæäåíèþ êîíñòàíòû ñêî�ðîñòè â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå íà îñíîâàíèè àíàëèçàäàííûõ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëîæåíî ìíîãî÷àñòè÷íîåîïèñàíèå êèíåòèêè ãèáåëè áðîóíîâñêèõ ÷àñòèö íàïîëèäèñïåðñíûõ ëîâóøêàõ, ïîçâîëÿþùåå íå òîëüêîïîëó÷èòü êàðòèíó ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà ïðèìåðíîòîãî æå óðîâíÿ ïîëíîòû è òî÷íîñòè, êîòîðûé èìå�åòñÿ â ñëó÷àå îäèíàêîâûõ ëîâóøåê, íî è ïðîäåìîí�ñòðèðîâàòü, ÷òî íîâîãî â êèíåòèêó ðåàêöèé âíîñèò�àêòîð ïîëèäèñïåðñíîñòè. Ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèèìû îáîáùèì ïîäõîä ê àíàëèçó ìíîãî÷àñòè÷íûõ ý���åêòîâ â êèíåòèêå äè��óçèîííî-êîíòðîëèðóåìûõðåàêöèé, ñ�îðìóëèðîâàííûé â ðàáîòàõ [11℄ è ïðî�äåìîíñòðèðîâàâøèé ñâîþ ý��åêòèâíîñòü ïðè èçó�÷åíèè âëèÿíèÿ êëàñòåðèçàöèè ëîâóøåê [20℄ è âíåø�íåãî ïîëÿ [21℄ íà ñêîðîñòü ãèáåëè ÷àñòèö. Êëþ÷åâàÿèäåÿ ýòîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè âåðî�ÿòíîñòè âûæèâàíèÿ ÷àñòèöû â âèäå ñðåäíåãî (îò ñî�îòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïîñòðîåííîãî �óíêöèîíàëàáðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ) ïî âñåì �àêòîðàì, îáóñëîâ�ëèâàþùèì âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð ïðîöåññà. Â ñëó�÷àå îäèíàêîâûõ ëîâóøåê òàêèõ �àêòîðîâ äâà: ñòîõà�ñòè÷íîñòü áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö è íåóïî�ðÿäî÷åííîñòü ðàñïîëîæåíèÿ ëîâóøåê. Â ðàññìàòðè�âàåìîé çäåñü çàäà÷å èìååòñÿ åùå îäèí �àêòîð: ñëó�÷àéíûé ðàçìåð ëîâóøåê. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòîò íî�âûé �àêòîð òàê æå, êàê è �ëóêòóàöèè, ñâÿçàííûå ñðàñïîëîæåíèåì ëîâóøåê è äâèæåíèåì ÷àñòèöû, ñïî�ñîáñòâóåò çàìåäëåíèþ ïðîöåññà ãèáåëè ÷àñòèö. Áî�ëåå òîãî, ïîëèäèñïåðñíîñòü ëîâóøåê ïðîÿâëÿåò ñåáÿóæå â íà÷àëüíîé ñòàäèè ïðîöåññà, òîãäà êàê ðàíååèçó÷åííûå �ëóêòóàöèè ïðèâîäÿò ê ñóùåñòâåííûìîòêëîíåíèÿì â êèíåòèêå ëèøü íà àñèìïòîòè÷åñêèáîëüøèõ âðåìåíàõ.Â ðàçä. 2 ïîêàçàíî, êàê ó÷åñòü ýòîò íîâûé �àê�

òîð, è ïîëó÷åíî îáùåå âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòèâûæèâàíèÿ ÷àñòèöû (ïðè çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèèëîâóøåê ïî ðàçìåðàì) â âèäå èíòåãðàëà ïî òðàåêòî�ðèÿì. Ñîïîñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå ñ àíàëîãè÷íûìäëÿ îäèíàêîâûõ ëîâóøåê (ðàçä. 3), ìû âèäèì, ÷òîïðè �èêñèðîâàííûõ êîíöåíòðàöèè è îáúåìíîé äî�ëå ëîâóøåê èõ ïîëèäèñïåðñíîñòü, ïî êðàéíåé ìåðå,íå óõóäøàåò óñëîâèé äëÿ âûæèâàíèÿ ÷àñòèö. Íàèáî�ëåå îò÷åòëèâî ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â íà÷àëüíîé ñòàäèèïðîöåññà, ãäå îïðàâäàíî ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïî�ëÿ. Àíàëèç ñðåäíåïîëåâîé çàâèñèìîñòè (ðàçä. 3) ïî�êàçûâàåò, ÷òî ïðîöåññ ãèáåëè çäåñü ïðîòåêàåò íàè�áîëåå áûñòðî â ñëó÷àå îäèíàêîâûõ ëîâóøåê è òåììåäëåííåå, ÷åì áîëüøå èõ ðàçáðîñ ïî ðàçìåðàì. Äà�ëåå (ðàçä. 5), âîñïîëüçîâàâøèñü êóìóëÿíòíûì ðàç�ëîæåíèåì âåðîÿòíîñòè âûæèâàíèÿ, ìû íàõîäèì ñâÿ�çàííóþ ñ ìíîãî÷àñòè÷íûìè ý��åêòàìè ïîïðàâêó êñðåäíåïîëåâîé çàâèñèìîñòè, îòðàæàþùóþ çàìåäëå�íèå ãèáåëè ÷àñòèö íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ïðîöåññà.Íàêîíåö, â ðàçä. 6 ìû îáñóæäàåì êèíåòèêó ãèáå�ëè ÷àñòèö íà çàêëþ÷èòåëüíîé ñòàäèè ïðîöåññà èïîêàçûâàåì, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå îäèíàêîâûõ ëîâó�øåê, çäåñü èìååò ìåñòî �ëóêòóàöèîííîå çàìåäëå�íèå (2). Õîòÿ ïîëèäèñïåðñíîñòü ëîâóøåê íå ïðèâî�äèò ê èçìåíåíèþ ñàìîé çàâèñèìîñòè, õàðàêòåðèçóþ�ùåé êèíåòèêó íà çàêëþ÷èòåëüíîé ñòàäèè ïðîöåññà,îíà ñïîñîáñòâóåò óìåíüøåíèþ äîëè ÷àñòèö, ãèáíó�ùèõ â ýòîì ðåæèìå. Ýòî íàáëþäåíèå íàèáîëåå ÿðêîäåìîíñòðèðóåò òî, ÷òî ïîëèäèñïåðñíîñòü ëîâóøåêîñëàáëÿåò ìíîãî÷àñòè÷íûå ý��åêòû.2. ÔÎ�ÌÓËÈ�ÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È È ÏÎÄÕÎÄÀÊ ÅÅ �ÅØÅÍÈÞ�àññìîòðèì òî÷å÷íóþ ÷àñòèöó, äè��óíäèðóþ�ùóþ â ñðåäå ñî ñëó÷àéíî ðàñïîëîæåííûìè íåïî�äâèæíûìè ëîâóøêàìè, êîíöåíòðàöèÿ êîòîðûõ ðàâ�íà 
. Êàê è â òðàäèöèîííîé ìîäåëè, áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî ëîâóøêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èäåàëüíî ïîãëîùà�þùèå ñ�åðû (÷àñòèöà ãèáíåò ïðè ïåðâîì æå êîíòàê�òå ñ ëîâóøêîé), îäíîðîäíî ðàñïðåäåëåííûå â ïðî�ñòðàíñòâå. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ýòîé ìîäåëè, ëî�âóøêè ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûìè: ðàäèóñ ëîâóø�êè � � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (íåïðåðûâíàÿ èëè äèñ�êðåòíàÿ), õàðàêòåðèçóåìàÿ íîðìèðîâàííîé íà åäè�íèöó ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè f(�):bmaxZbmin f(�) d� = 1; (3)472



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 2, 2002 Êèíåòèêà ãèáåëè áðîóíîâñêèõ ÷àñòèö : : :ãäå bmin è bmax � íàèìåíüøèé è íàèáîëüøèé ðàäèó�ñû ëîâóøåê, ñîîòâåòñòâåííî, èëè íàáîðîì ìîìåíòîâ�k (k = 1; 2; : : : ): �k = bmaxZbmin �kf(�) d�: (4)Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáúåìíàÿ äîëÿ ëîâóøåê� = 43�
�3ìàëà, �� 1. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè âðå�ìåííóþ çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè âûæèâàíèÿ ÷àñòè�öû P (t), îïðåäåëÿþùóþ êèíåòèêó ïðîöåññà, è âû�ÿñíèòü, êàê åå ìîäè�èöèðóåò �àêòîð ïîëèäèñïåðñ�íîñòè ëîâóøåê, ïîëàãàÿ, ÷òî ìû âñåãäà èìååì äåëîñ îäíîé è òîé æå êîíöåíòðàöèåé è îáúåìíîé äîëåéëîâóøåê (¾îáúåìîì ïîãëîùàþùåé �àçû¿).Îáñóäèì âíà÷àëå ïðîñòåéøóþ ñèòóàöèþ, êîãäàáðîóíîâñêàÿ ÷àñòèöà, ñòàðòóÿ èç íà÷àëà êîîðäèíàò,äâèæåòñÿ ïî íåêîòîðîé âèíåðîâñêîé òðàåêòîðèè Wtâ ïðèñóòñòâèè åäèíñòâåííîé ëîâóøêè ðàäèóñà �,öåíòð êîòîðîé ðàñïîëîæåí â òî÷êå r. Õàðàêòåðèçóÿâûæèâàíèå ÷àñòèöû â ýòîì ñëó÷àå, ââåäåì âåëè÷èíóP (tjWtjrj�), ðàâíóþ 1, åñëè ÷àñòèöà âûæèâàåò â òå�÷åíèå âðåìåíè t, èëè 0, åñëè ïîãèáàåò. Óñëîâèå âûæè�âàíèÿ �îðìóëèðóåòñÿ îñîáåííî ïðîñòî, åñëè âçãëÿ�íóòü íà ïðîöåññ ñ ¾òî÷êè çðåíèÿ¿ ÷àñòèöû. Òîãäà÷àñòèöà ïîêîèòñÿ â òî÷êå r, à öåíòð ëîâóøêè äâè�æåòñÿ ïî òðàåêòîðèè Wt. Ïðè ýòîì ñàìà ëîâóøêàïîñåùàåò îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà !�(Wt), ïðåäñòàâëÿ�þùóþ ñîáîé ¾òðóáêó¿ ðàäèóñà �, îñåâîé ëèíèåé êî�òîðîé ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèÿWt. Â òåîðèè ñëó÷àéíûõïðîöåññîâ òàêàÿ �-îêðåñòíîñòü òðàåêòîðèè èçâåñòíàêàê ¾ñîñèñêà Âèíåðà¿ (ÑÂ) [22, 23℄. ×àñòèöà âûæè�âàåò òîãäà (è òîëüêî òîãäà), êîãäà îáëàñòü !�(Wt) íåñîäåðæèò òî÷êè r. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîP (tjWtjrj�) = 1� I (r;!�(Wt)) ;ãäå I (r;!) � èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ, ðàâíàÿ 1, åñëèr ïðèíàäëåæèò !, èëè 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çàìå�òèì, ÷òî îáúåì îáëàñòè !�(Wt) ìîæíî çàïèñàòü ââèäå v�(Wt) � v[!�(Wt)℄ = Z I (r;!�(Wt)) dr: (5)Êîãäà ëîâóøåê ìíîãî, ïðè÷åì ïîëîæåíèå è ðàäèóñêàæäîé èç íèõ �èêñèðîâàíû (äëÿ k-é ëîâóøêè îíèðàâíû rk è �k, ñîîòâåòñòâåííî), âûæèâàíèå ÷àñòèöûõàðàêòåðèçóåòñÿ âåëè÷èíîéYk P (tjWtjrk j�k) =Yk [1� I (rk;!�k(Wt))℄ : (6)

Äî ñèõ ïîð ñëó÷àéíîñòü â íàøåì ðàññìîòðåíèèíèêàê íå �èãóðèðîâàëà. Îäíàêî íà ñàìîì äåëå ìûèìååì äåëî ñî ñòîõàñòè÷åñêè äâèæóùåéñÿ ÷àñòèöåé,áåñïîðÿäêîì â ðàñïîëîæåíèè ëîâóøåê è ñëó÷àéíî�ñòüþ èõ ðàçìåðîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñêîìàÿ âåðî�ÿòíîñòü âûæèâàíèÿ P (t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåä�íåå îò âûðàæåíèÿ (6) ïî ðàçëè÷íûì ðåàëèçàöèÿìòðàåêòîðèé Wt, ïîëîæåíèé ëîâóøåê frkg è èõ ðàäè�óñîâ f�kg.Âíà÷àëå âûïîëíèì óñðåäíåíèå ïî ðàçìåðàì ëîâó�øåê, êîòîðîå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðòîé ñâåðõó. Çàòåìóñðåäíèì ïî êîí�èãóðàöèÿì ëîâóøåê. Ó÷èòûâàÿïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå èõ öåíòðîâ, ýòî ìîæ�íî ñäåëàòü ñòàíäàðòíûì îáðàçîì (ââîäèòñÿ âñïîìî�ãàòåëüíûé îáúåì 
, ñîäåðæàùèé N = 

 öåíòðîâëîâóøåê, êîòîðûé â èòîãå óñòðåìëÿåòñÿ ê áåñêîíå÷�íîñòè):P (tjWt) == lim
!1 1
N Z
 � � �Z
 NYk=1 [1�I(rk;!�(Wt))℄ drk == lim
!1241� 1
Z
 I (r;!�(Wt)) dr35N == exp��
 Z I (r;!�(Wt)) dr� == exp [�
 v�(Wt)℄ : (7)Ïðè ïîëó÷åíèè ïîñëåäíåé èç �îðìóë â âûðàæå�íèè (7) ìû âîñïîëüçîâàëèñü âûðàæåíèåì (5)1). Ýòà�îðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ ïî �èêñèðîâàííîé òðàåêòî�ðèè â ñðåäå ñ ðàçëè÷íûìè ëîâóøêàìè, åñòü ïðîñòîïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñòåé èçáåæàòü åå ãèáåëè íàëîâóøêàõ êàæäîãî èç òèïîâ. Äåéñòâèòåëüíî, âåðî�ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷àñòèöà íå ïîãèáíåò íà ëîâóø�êàõ, õàðàêòåðèçóåìûõ ðàäèóñîì � è êîíöåíòðàöèåé
f(�) d�, ðàâíà äîëå êîí�èãóðàöèé òàêèõ ëîâóøåê,ïðè êîòîðûõ èõ öåíòðû óäàëåíû îò Wt áîëåå, ÷åìíà �. Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ïîëîæåíèé îòäåëüíûõëîâóøåê ýòà äîëÿ ðàâíàexp [�
v�(Wt)f(�) d�℄ :1) Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòè âûæèâàíèÿ, P (0) == 1. Âîîáùå ãîâîðÿ, �îðìóëà (7) íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìóóñëîâèþ, ïîñêîëüêó ïðè åå âûâîäå ó÷èòûâàëèñü è òå ÷àñòè�öû, òî÷êà ñòàðòà êîòîðûõ ïîïàäàåò â îáëàñòü, çàíÿòóþ ëî�âóøêîé. Ëåãêî ïîêàçàòü, îäíàêî, ÷òî ïðàâèëüíàÿ íîðìèðîâêàïîëó÷àåòñÿ, åñëè â îáúåì ÑÂ íå âêëþ÷àòü ñîáñòâåííûé îáúåì÷àñòèöû (èíòåãðèðóÿ â (7) ïî îáëàñòè r � �), ò. å. îòñ÷èòûâàòüåãî îò çíà÷åíèÿ ïðè t = 0, ÷òî ìû è äåëàåì â äàëüíåéøåì.473



Þ. À. Ìàõíîâñêèé, À. Ì. Áåðåæêîâñêèé, È. Â. �ðèãîðüåâ ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 2, 2002Íàêîíåö, óñðåäíÿÿ P (tjWt) ïî òðàåêòîðèÿì ÷àñ�òèöû Wt, ÷òî îáîçíà÷àåòñÿ óãëîâûìè ñêîáêàìè, ïðè�õîäèì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ âåðîÿòíîñòèâûæèâàíèÿ ÷àñòèöû:P (t) = hexp [�
 v�(Wt)℄i : (8)Ýòà �îðìóëà ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé â ïðåäëàãàåìîìïîäõîäå. Ïðè åå ïîëó÷åíèè ìû �àêòè÷åñêè ïåðåøëèîò îáùåïðèíÿòîé êàðòèíû òî÷å÷íîé ÷àñòèöû è ñ�å�ðè÷åñêèõ ëîâóøåê ê ýêâèâàëåíòíîé êàðòèíå ñ�åðè�÷åñêîé ÷àñòèöû è òî÷å÷íûõ ëîâóøåê. Â ýòèõ òåðìè�íàõ ó÷åò ïîëèäèñïåðñíîñòè ëîâóøåê îçíà÷àåò ó÷åòñëó÷àéíîñòè ðàçìåðà ÷àñòèöû �. Ïðè òàêîì ïîäõî�äå êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò ÷àñòè÷íîå ñðåäíåå îáúåìàÑÂ, v�(Wt), è çàäà÷à ïî ñóùåñòâó ñâîäèòñÿ ê àíà�ëèçó ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè�÷èíû, õàðàêòåðèçóþùåé áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ÷àñ�òèöû ñëó÷àéíîãî ðàäèóñà â ñâîáîäíîì îò ëîâóøåêïðîñòðàíñòâå.3. ÎÁÙÅÅ ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÎÂ ñëó÷àå ìîíîäèñïåðñíûõ ëîâóøåê, ðàäèóñ êîòî�ðûõ ðàâåí b, ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòèf(�) = Æ(� � b)è, êàê è äîëæíî áûòü, âûðàæåíèå (8) ñâîäèòñÿ ê�îðìóëå äëÿ âåðîÿòíîñòè âûæèâàíèÿ:P (t; b) = hexp [�
vb(Wt)℄i ; (9)ïîëó÷åííîé ðàííåå [11℄ ïðè àíàëèçå êèíåòèêè ãèáå�ëè ÷àñòèö íà îäèíàêîâûõ ëîâóøêàõ.Ñîïîñòàâèì âåðîÿòíîñòè âûæèâàíèÿ íà ïîëè- (8)è ìîíîäèñïåðñíûõ (9) ëîâóøêàõ, ïîëàãàÿ, ÷òî êîí�öåíòðàöèè è îáúåìíûå äîëè ëîâóøåê â îáîèõ ñëó÷à�ÿõ îäíè è òå æå, ò. å. äëÿ ëþáûõ f(�) âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå �3 = b3: (10)Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî v�(Wt) äëÿ ïðîèçâîëüíîé òðà�åêòîðèèWt ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé �óíêöèåé �3. Ñîãëàñ�íî èçâåñòíîìó íåðàâåíñòâó Èåíñåíà [24℄, ñðåäíåå îòâîãíóòîé �óíêöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íå ïðåâîñõî�äèò �óíêöèþ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ýòîé âåëè÷èíû.Â äàííîì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òðàåê�òîðèè vb(Wt) � v�(Wt)è, ñëåäîâàòåëüíî, íà ðàçíûõ ëîâóøêàõ ÷àñòèöû âñå�ãäà (íà ëþáûõ âðåìåíàõ) ãèáíóò, ïî êðàéíåé ìåðå,íå áûñòðåå, ÷åì íà îäèíàêîâûõ, ò. å.P (t) � P (t; b): (11)

Êàê ïîêàçàíî íèæå, ñîîòíîøåíèå (11) ïðèíèìàåòâèä ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ïðî�öåññà è ïåðåõîäèò â ðàâåíñòâî íà åãî çàêëþ÷èòåëü�íîé ñòàäèè.4. Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÅ Ñ�ÅÄÍÅ�Î ÏÎËßÏðèíöèïèàëüíàÿ òðóäíîñòü àíàëèçà êèíåòèêè,îñíîâàííîãî íà ïðåäñòàâëåíèè âåðîÿòíîñòè âûæèâà�íèÿ â âèäå âûðàæåíèÿ (8), ñâÿçàíà ñ îòñóòñòâèåìñïîñîáîâ àíàëèòè÷åñêîé îöåíêè èíòåãðàëà ïî âèíå�ðîâñêèì òðàåêòîðèÿì. Êàê è â ñëó÷àå îäèíàêîâûõëîâóøåê [11℄, ïðîñòåéøèì è íàèáîëåå ý��åêòèâíûìïóòåì ïðåîäîëåíèÿ ýòîé òðóäíîñòè îêàçûâàåòñÿ èñ�ïîëüçîâàíèå ïðèáëèæåíèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ, èãíîðèðó�þùåãî �ëóêòóàöèè îáúåìà ÑÂ. Îïðàâäàííîñòü ñðåä�íåïîëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ïðî�öåññà îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî âïëîòü äî àñèìïòîòè÷å�ñêè áîëüøèõ âðåìåí îñíîâíîé âêëàä â âåðîÿòíîñòüâûæèâàíèÿ âíîñÿò òèïè÷íûå òðàåêòîðèè, îïðåäåëÿ�þùèå ñðåäíåå (ïî òðàåêòîðèÿì) çíà÷åíèå îáúåìàÑÂ. Ëåãêî ïîêàçàòü, èñïîëüçóÿ çàâèñèìîñòü ñðåäíå�ãî îáúåìà ÑÂ hvb(Wt)i îò âðåìåíè [25℄,hvb(Wt)i = 4�bDt+ 8b2p�Dt; (12)÷òî â ýòîì ïðèáëèæåíèè âûðàæåíèå (9) ñâîäèòñÿ ê�îðìóëå Ñìîëóõîâñêîãî (1).Â ñëó÷àå ïîëèäèñïåðñíûõ ëîâóøåê êëþ÷åâîéâåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ �óíêöèîíàë v�(Wt), êîòîðûéïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ îáúåìîâÑÂ, îòâå÷àþùèõ ðàçëè÷íûì ðàäèóñàì ÷àñòèö, äâè�æóùèõñÿ âäîëü îäíîé è òîé æå òðàåêòîðèè Wt. Ïðå�íåáðåæåíèå �ëóêòóàöèÿìè îáúåìà êàæäîé èç ÑÂ ýê�âèâàëåíòíî ïðèáëèæåíèþ ñðåäíåãî ïîëÿ, èãíîðèðó�þùåìó �ëóêòóàöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû v�(Wt). Âýòîì ïðèáëèæåíèè ñðåäíåå îò ýêñïîíåíòû â âûðà�æåíèè (8) ìîæíî çàìåíèòü ýêñïîíåíòîé îò ñðåäíåãîè êèíåòèêà ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïîëíûìñðåäíèì çíà÷åíèåì îáúåìà ÑÂ, hv�(Wt)i:Pmf (t) = exp [�
 hv�(Wt)i℄ : (13)Ïîäñòàíîâêà (12) â (13) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ñðåäíå�ïîëåâîå ðåøåíèå â âèäåPmf (t) = exp��4��
Dt� 8�2
p�Dt� : (14)Ïîëó÷åííàÿ �îðìóëà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì �îðìó�ëû Ñìîëóõîâñêîãî (1) íà ñëó÷àé ïîëèäèñïåðñíûõ ëî�âóøåê. Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî â ñðåäíåïîëåâîì ïðèáëè�æåíèè âåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ ÷àñòèöû ñðåäè ëîâó�øåê ðàçíîãî ñîðòà åñòü ïðîñòî ïðîèçâåäåíèå âåðîÿò�474



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 2, 2002 Êèíåòèêà ãèáåëè áðîóíîâñêèõ ÷àñòèö : : :íîñòåé íå ïîãèáíóòü íà ëîâóøêàõ êàæäîãî èç ñîð�òîâ (îïèñûâàåìûõ ñîîòâåòñòâóþùèìè çàâèñèìîñòÿ�ìè Ñìîëóõîâñêîãî), ÷òî íå óäèâèòåëüíî, ïîñêîëüêóýòî ïðèáëèæåíèå èãíîðèðóåò âçàèìíîå âëèÿíèå ëî�âóøåê êàê îäíîãî, òàê è ðàçíûõ ñîðòîâ (ìíîãî÷àñ-òè÷íûå ý��åêòû).Ïîêàæåì, ÷òî â íà÷àëüíîé ñòàäèè ïðîöåññà, ãäåîïðàâäàíî ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ, îáùåå ñîîò�íîøåíèå (11) ïðèíèìàåò âèä ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà.Ñðàâíèâàÿ âåðîÿòíîñòè âûæèâàíèÿ (1) è (14) ïðèóñëîâèè (10), ìû âèäèì, ÷òî â ñèëó èçâåñòíîãî íåðà�âåíñòâà ìåæäó ìîìåíòàìè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí�íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû [24℄,3q �3 �q �2 � � (15)(çíàê ðàâåíñòâà îòâå÷àåò òîìó ñëó÷àþ, êîãäà âåëè�÷èíà � ïðèíèìàåò ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ ëèøüåäèíñòâåííîå çíà÷åíèå, ò. å. êîãäà ðàçìåð ëîâóøåêîäèíàêîâ), ñðåäíèå îáúåìû ÑÂ ñâÿçàíû ñîîòíîøå�íèåì hvb(Wt)i > hv�(Wt)i ; (16)è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âåðîÿòíîñòåé âûæèâàíèÿ èìå�åì Pmf (t) > PSm(t; b): (17)Îòìåòèì, ÷òî ÷åì ñèëüíåå �ëóêòóàöèè â ðàñïðå�äåëåíèè ëîâóøåê ïî ðàçìåðàì, òåì ñèëüíåå íåðà�âåí
òâà (15)�(17). Òàêèì îáðàçîì, íà íà÷àëüíîì ýòà�ïå (íà êîòîðîì ãèáíåò áîëüøèíñòâî ÷àñòèö) ïðîöåññïðîòåêàåò íàèáîëåå áûñòðî â ñëó÷àå îäèíàêîâûõ ëî�âóøåê è çàìåäëÿåòñÿ ïî ìåðå ðîñòà �ëóêòóàöèé èõðàçìåðà.Ôîðìóëà (14) ïîçâîëÿåò ïðèáëèæåííî ðàññ÷è�òàòü ñðåäíåå âðåìÿ æèçíè áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû,îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåìhti = 1Z0 t ��dP (t)dt � dt = 1Z0 P (t) dt: (18)Îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë (18) âíîñÿò íå ñëèøêîìáîëüøèå âðåìåíà, ãäå îïðàâäàíî ïðèáëèæåíèå ñðåä�íåãî ïîëÿ. Ïîýòîìó ïîäñòàíîâêà (14) â (18) ïðèâîäèòê äîñòàòî÷íî àêêóðàòíîé îöåíêå:htimf = hti0 "1�p3�exp�3�� � erf
r3�� # �� hti0 �1�p3�� ; (19)

ãäå erf
(z) � äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë âåðîÿòíî�ñòåé [26℄, à ãëàâíûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ hti0 è ý���åêòèâíàÿ îáúåìíàÿ äîëÿ ëîâóøåê � îïðåäåëÿþòñÿ�îðìóëàìèhti0 = b2D 13� 3q �3� ; � = �2 2�3 � �: (20)Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûâîäîì ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà,hti0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòüæèçíè ÷àñòèö ðàñòóò ïî ìåðå ðîñòà ðàçáðîñà ëîâó�øåê ïî ðàçìåðàì. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñèëó íåðà�âåíñòâà Øâàðöà [24℄,�2 2=��3 �� < 1;ý��åêòèâíàÿ îáúåìíàÿ äîëÿ ëîâóøåê � ìåíüøå ðå�àëüíîé, � < �.5. ÓÒÎ×ÍÅÍÈÅ Ñ�ÅÄÍÅÏÎËÅÂÎÉÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÈ×àñòèöû âñåãäà ãèáíóò ìåäëåííåå, ÷åì ýòî ïðåä�ñêàçûâàåò ñðåäíåïîëåâàÿ çàâèñèìîñòü (14). Äåéñòâè�òåëüíî, ñîãëàñíî èçâåñòíîìó íåðàâåíñòâóhe�xi � e�hxi;èìååì P (t) � Pmf (t) (21)äëÿ âñåõ t, ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ëèøü ïðèt = 0. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîïðàâêó ê (14),îòðàæàþùóþ ýòî çàìåäëåíèå (íà âðåìåíàõ, ãäå ñà�ìî ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ îïðàâäàíî), óäîáíî,èñõîäÿ èç îáùåãî âûðàæåíèÿ (8), ïðåäñòàâèòü ëîãà�ðè�ì âåðîÿòíîñòè âûæèâàíèÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿïî êóìóëÿíòàì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû v�(Wt):lnP (t) = 1Xn=1 (�
)nn! Kn(t); (22)ãäå n-êóìóëÿíò Kn(t) åñòü ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿìîìåíòîâ îáúåìà v�(Wt) ïîðÿäêîâ, ìåíüøèõ èëèðàâíûõ n [24℄. Ïåðâûé êóìóëÿíò � ïîëíîå ñðåäíååçíà÷åíèå îáúåìà ÑÂ,K1(t) = hv�(Wt)i ;ëåãêî íàõîäèòñÿ èç �îðìóëû (12). Âòîðîé êóìó�ëÿíò � äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû v�(Wt),K2(t) = �2(t);475



Þ. À. Ìàõíîâñêèé, À. Ì. Áåðåæêîâñêèé, È. Â. �ðèãîðüåâ ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 2, 2002âû÷èñëÿåòñÿ íà âðåìåíàõ t � b2max=D ìåòîäîì,ïðåäëîæåííûì â ðàáîòå [25℄ (îñíîâíûå ýòàïû ðàñ�÷åòà ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè):�2(t) � 16�2Dt�22 ln Dtb2eff ! ; (23)ãäå bmax � beff � bmin:Ñîïîñòàâëÿÿ ýòó �îðìóëó ñ èçâåñòíîé �îðìóëîéäëÿ äèñïåðñèè îáúåìà, ïîñåùåííîãî áðîóíîâñêîé÷àñòèöåé ðàäèóñà b çà âðåìÿ t� b2=D [25℄,�2(t) � 16�2b4Dt ln �Dt=b2� ;îòìåòèì, ÷òî, êîãäà ðàäèóñ ÷àñòèöû ñëó÷àåí, äèñ�ïåðñèÿ îáúåìà ÑÂ, êàê è åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå (ñì.íåðàâåíñòâî (16)), ìåíüøå, ÷åì êîãäà ðàäèóñ ÷àñòè�öû �èêñèðîâàí (îöåíêà îòíîñèòåëüíîé �ëóêòóàöèèK2(t)=K21 (t) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëó÷àéíîñòü ðàçìåðà÷àñòèöû ìîæåò ïðèâåñòè êàê ê óâåëè÷åíèþ, òàê èê óìåíüøåíèþ ýòîé âåëè÷èíû).Àïïðîêñèìàöèÿ ðÿäà (22) åãî ïåðâûì ÷ëåíîì îò�âå÷àåò ïðèáëèæåíèþ ñðåäíåãî ïîëÿ (ñì. (13)). Âðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, êîãäà îáúåìíàÿ äîëÿ ëî�âóøåê ìàëà, �� 1, ýòîò ÷ëåí çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõî�äèò ñóììó âñåõ îñòàëüíûõ íà âðåìåíàõ, ãäå ãèáíåòïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ÷àñòèö, è ñðåäíåïîëåâàÿçàâèñèìîñòü (14) ñëóæèò çäåñü õîðîøèì ïðèáëèæå�íèåì. Ñîõðàíåíèå â ðàçëîæåíèè (22) íàðÿäó ñ ïåð�âûì è âòîðîãî ÷ëåíà ïðèâîäèò ê óòî÷íåíèþ çàâèñè�ìîñòè (14), ïîçâîëÿÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ó÷åñòü�ëóêòóàöèè îáúåìà ÑÂ (ìíîãî÷àñòè÷íûå ý��åêòû)è îòðàçèòü çàìåäëåíèå êèíåòèêè, îòâå÷àþùåå íåðà�âåíñòâó (21). Â ýòîì ïðèáëèæåíèèP (t) � P 
mf (t) = exp��
 hv�(Wt)i+ 12
2�2(t)� �� Pmf (t) 1 + 32� thti0 ln Dtb2eff ! : (24)Ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ ïðàâèëüíî îïèñûâà�åò äâà ïåðâûõ ÷ëåíà â ðàçëîæåíèè hti ïî ìàëîìó ïà�ðàìåòðó � (ñì. (19)). Ôîðìóëà (24) ïîçâîëÿåò íàéòèñëåäóþùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ, îòðàæàþùèé (â ïåð�âîì ïðèáëèæåíèè) âêëàä ìíîãî÷àñòè÷íûõ ý��åê�òîâ. Ïîäñòàâëÿÿ (24) â (18) è îöåíèâàÿ ñîîòâåòñòâóþ�ùèé èíòåãðàë ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïî � ÷ëåíîâ,ïîëó÷èìhti
mf � hti0 �1�p3� + 32� ln 1�� : (25)

Ýòà �îðìóëà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòàÌàòòåðíà è Ôåëüäåðõî�à [27℄, ïîëó÷åííîãî ïðèðàññìîòðåíèè îäèíàêîâûõ ëîâóøåê, íà ñëó÷àé ïî�ëèäèñïåðñíûõ ëîâóøåê. Îòìåòèì, ÷òî, âî-ïåðâûõ,hti
mf > htimf , êàê è äîëæíî áûòü â ñîîòâåòñòâèèñ íåðàâåíñòâîì (21), à âî-âòîðûõ, íà íà÷àëüíîéñòàäèè ïðîöåññà ïîëèäèñïåðñíîñòü ëîâóøåê ïðè�âîäèò ê îñëàáëåíèþ ìíîãî÷àñòè÷íûõ ý��åêòîâ,ïîñêîëüêó ý��åêòèâíàÿ îáúåìíàÿ äîëÿ ëîâóøåê �óìåíüøàåòñÿ ïî ìåðå ðîñòà �ëóêòóàöèé èõ ðàçìåðà.6. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÁÎËÜØÈÕ Â�ÅÌÅÍÓ÷åò êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè (22)ïðèâîäèò ê óòî÷íåíèþ ñðåäíåïîëåâîé çàâèñèìîñòèíà íå î÷åíü áîëüøèõ âðåìåíàõ, êîãäà ïîñëåäóþùèå÷ëåíû ðÿäà ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì. Ïîñêîëü�êó Kj(t) ðàñòóò ñî âðåìåíåì, íà áîëüøèõ âðåìåíàõýòà ïðîöåäóðà îêàçûâàåòñÿ áåñïîëåçíîé.Íà òàêèõ âðåìåíàõ, êàê è â ñëó÷àå îäèíàêîâûõëîâóøåê [10; 12�14℄, ïðîòåêàíèå ïðîöåññà îïðåäåëÿ�åòñÿ ìàëîâåðîÿòíûìè �ëóêòóàöèÿìè îáúåìà ÑÂ,ïðîÿâëÿþùèìèñÿ â êèíåòèêå áëàãîäàðÿ �ëóêòóàöè�ÿì â ðàñïîëîæåíèè ëîâóøåê. Ïîêàæåì, ÷òî àñèìïòî�òè÷åñêîå ïîâåäåíèå P (t) â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëèòî÷íî òàêîå æå, êàê è â ìîäåëè îäèíàêîâûõ ëîâóøåê.Ýòî ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà:P (t; bmin) � P (t) � P (t; bmax): (26)Ñîãëàñíî (2), âåðîÿòíîñòè P (t; bmin) è P (t; bmax),îïèñûâàþùèå âûæèâàíèå ÷àñòèö ñðåäè îäèíàêîâûõëîâóøåê ðàäèóñà bmin è bmax, ïðè t ! 1 îäèíàêî�âû (ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ). Îòñþäà ñëåäó�åò, ÷òî è àñèìïòîòèêà lnP (t) ïðè t!1 îïèñûâàåòñÿçàâèñèìîñòüþ (2). Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ìîæ�íî ïîëó÷èòü è íåïîñðåäñòâåííî èç îáùåãî âûðàæå�íèÿ (8), åñëè ó÷åñòü (àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëîñäåëàíî äëÿ îäèíàêîâûõ ëîâóøåê [11℄), ÷òî íà áîëü�øèõ âðåìåíàõ îñíîâíîé âêëàä â P (t) âíîñÿò ìíîãî�êðàòíî ñàìîïåðåñåêàþùèåñÿ òðàåêòîðèè, ïîðîæäàþ�ùèå ÑÂ, îáúåì êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ñðåä�íåãî.Èòàê, ïðè t!1 îáùåå íåðàâåíñòâî (11) ïåðåõî�äèò â ðàâåíñòâî. Ïîä÷åðêíåì, îäíàêî, ÷òî õîòÿ ïîëè�äèñïåðñíîñòü ëîâóøåê íå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ñà�ìîé çàâèñèìîñòè (2), îíà ñïîñîáñòâóåò óìåíüøåíèþäîëè ÷àñòèö, ãèáíóùèõ âî �ëóêòóàöèîííîì ðåæèìå.476



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 2, 2002 Êèíåòèêà ãèáåëè áðîóíîâñêèõ ÷àñòèö : : :Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü ýòî, ââåäåì õàðàêòåðíîåâðåìÿ t�, òàêîå ÷òî Pmf (t�) = P1(t�):t� � 55=2�354p� s �3� 3 hti0: (27)Ïðè t � t� âåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ îïèñûâàåò�ñÿ ñðåäíåïîëåâîé çàâèñèìîñòüþ Pmf (t) (14), à ïðèt � t� � �ëóêòóàöèîííîé àñèìïòîòèêîé P1(t) (2).Îöåíèâàÿ äîëþ ÷àñòèö � = P (t�), ãèáíóùèõ â àñèì�ïòîòè÷åñêîì ðåæèìå (2), ïîëó÷èì� = (�m)p �3= � 3 ; (28)ãäå �m = exp��55=2�354p� �� 1� äîëÿ ÷àñòèö, ãèáåëü êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ íåýêñ�ïîíåíöèàëüíîé êèíåòèêîé (2) â ñëó÷àå îäèíàêîâûõëîâóøåê. Ìû âèäèì, ÷òî ñ ðîñòîì �ëóêòóàöèé ðàç�ìåðà ëîâóøåê âåëè÷èíà � ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîìåíüøå �m. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî â ñîâîêóïíîñòè ñòåì, êîòîðîå áûëî îòìå÷åíî ïðè àíàëèçå íà÷àëüíîéñòàäèè ïðîöåññà (ñì. çàìå÷àíèå â êîíöå ïðåäûäóùå�ãî ðàçäåëà), ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó çàêëþ÷åíèþ:ïîëèäèñïåðñíîñòü ëîâóøåê âñåãäà ñïîñîáñòâóåòîñëàáëåíèþ ìíîãî÷àñòè÷íûõ ý��åêòîâ.Àâòîðû áëàãîäàðíû Â. Þ. Çèöåðìàíó çà ïîëåç�íîå îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Þ. À. Ì.òàêæå ïðèçíàòåëåí Ë. Â. Áîãà÷åâó çà îáñóæäåíèå âî�ïðîñîâ, çàòðîíóòûõ â äàííîé ñòàòüå. �àáîòà âûïîë�íåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ(ïðîåêòû 00-03-32989 è 99-01-00298) è DFG (ïðîåêò436 RUS 113/534).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÑîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äèñïåðñèè,�2(t) = bmaxZZbmin [hv�(Wt)v�0 (Wt)i �� hv�(Wt)i hv�0(Wt)i℄ f(�)f(�0) d�d�0; (Ï.1)äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ íóæíî íàéòè hv�(Wt)i èhv�(Wt)v�0(Wt)i. Ñðåäíåå çíà÷åíèå îáúåìà ÑÂ âñëó÷àå ÷àñòèöû �èêñèðîâàííîãî ðàäèóñà, hv�(Wt)i(ñì. �îðìóëó (12) îñíîâíîãî òåêñòà) ïîëó÷àåòñÿíåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ (5) ïðè ó÷åòå òîãî,÷òî hI (r;!�(Wt))i = q(r; �; t);

ãäå q(r; �; t) � âåðîÿòíîñòü ãèáåëè ÷àñòèöû çà âðåìÿt íà ëîâóøêå ðàäèóñà �, ïåðâîíà÷àëüíî óäàëåííîéîò íåå íà ðàññòîÿíèå r > �:q(r; �; t) = �r erf
� r � �2pDt� : (Ï.2)Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè hv�(Wt)v�0 (Wt)i, çàïèøåì, âîñ�ïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì (5),hv�(Wt)v�0(Wt)i == Zr�� Zr0��0 hI (r;!�(Wt)) I (r0;!�0(Wt))i drdr0: (Ï.3)Âåëè÷èíà hI (r;!�(Wt)) I (r0;!�0(Wt))i åñòü äîëÿòðàåêòîðèé, ñòàðòóþùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàòè ïîñåòèâøèõ çà âðåìÿ t õîòÿ áû îäèí ðàç êàê�-îêðåñòíîñòü òî÷êè r, òàê è �0-îêðåñòíîñòü òî÷êèr0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíà ðàâíàhI (r;!�(Wt)) I (r0;!�0(Wt))i == q(r; �; t) + q(r0; �0; t)� q(r; �; r0; �0; t); (Ï.4)ãäå ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ � âåðîÿòíîñòè ãèáåëè çàâðåìÿ t ÷àñòèöû, ñòàðòóþùåé èç íà÷àëà êîîðäèíàò,íà åäèíñòâåííîé ëîâóøêå, ðàñïîëîæåííîé â òî÷êå r(ðàäèóñà �) èëè â òî÷êå r0 (ðàäèóñà �0), à òðåòüå �âåðîÿòíîñòü ãèáåëè ÷àñòèöû ïðè íàëè÷èè äâóõ óêà�çàííûõ âûøå ëîâóøåê.Âåðîÿòíîñòü ãèáåëè ÷àñòèöû íà åäèíñòâåííîé ëî�âóøêå èçâåñòíà (ñì. (Ï.2)). �àññ÷èòàòü ýòó âåëè÷èíóâ ñèòóàöèè ñ äâóìÿ ëîâóøêàìè ïðè èõ ïðîèçâîëüíîìðàñïîëîæåíèÿ íå óäàåòñÿ. Íàì òðåáóåòñÿ, îäíàêî, íåñàìà ýòà âåðîÿòíîñòü, à èíòåãðàë îò íåå ïî ðàçëè÷�íûì êîí�èãóðàöèÿì ëîâóøåê. Íà âðåìåíàõt� (� + �0)2=Dîñíîâíîé âêëàä â ýòîò èíòåãðàë âíîñÿò êîí�èãóðà�öèè, â êîòîðûõ ëîâóøêè äîñòàòî÷íî ñèëüíî óäàëåíûäðóã îò äðóãà, jr0 � rj � � + �0:Â òàêèõ êîí�èãóðàöèÿõ âåðîÿòíîñòü ãèáåëè ÷àñòè�öû ìîæíî íàéòè ïðèáëèæåííî, âûðàçèâ åå ÷åðåç èç�âåñòíûå âåðîÿòíîñòè ãèáåëè â ñèòóàöèè ñ îäíîé ëî�âóøêîé.Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì âåðîÿòíîñòü q(r; �; r0; �0; t)â âèäå ñóììû óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé:q(r; �; r0; �0; t) = q(r; �; tjr0; �0) + q(r0; �0; tjr; �); (Ï.5)477



Þ. À. Ìàõíîâñêèé, À. Ì. Áåðåæêîâñêèé, È. Â. �ðèãîðüåâ ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 2, 2002ãäå q(r; �; tjr0; �0) � âåðîÿòíîñòü ãèáåëè ÷àñòèöû çàâðåìÿ t íà ëîâóøêå ðàäèóñà �, ðàñïîëîæåííîé â òî÷�êå r, ïðè óñëîâèè, ÷òî èìååòñÿ åùå îäíà ëîâóøêà ðà�äèóñà �0, ðàñïîëîæåííàÿ â òî÷êå r0, à q(r0; �0; tjr; �)îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ýòè óñëîâíûå âåðîÿòíî�ñòè óäîâëåòâîðÿþò (ïðèáëèæåííî) ñëåäóþùåé ñè�ñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:q(r; �; t)� q(r; �; tjr0; �0) �� tZ0 �q(r0; �0; t0jr; �)�t0 q(jr � r0j; �; t� t0) dt0;q(r0; �0; t)� q(r0; �0; tjr; �) �� tZ0 �q(r; �; t0jr0; �0)�t0 q(jr0 � rj; �0; t� t0) dt0: (Ï.6)
Ïðèáëèæåíèå çäåñü ñîñòîèò â òîì, ÷òî òî÷êó ñòàð�òà ÷àñòèöû, ïðèõîäÿùåé â ìîìåíò âðåìåíè t0 â �(�0)-îêðåñòíîñòü òî÷êè r (r0), ìû ïîìåùàåì â ñàìóòî÷êó r (r0).Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåîáðàçîâàíèåì ËàïëàñàLff(t)g = 1Z0 f(t) exp(�st) dt;ëåãêî íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (Ï.6)è ëàïëàñ-îáðàçû âåëè÷èí q(r; �; r0; �0; t) (Ï.5) èhI (r;!�(Wt)) I (r0;!�0(Wt))i (Ï.4). Ñ÷èòàÿ, ÷òî ïîëó�÷åííûå �îðìóëû ñïðàâåäëèâû íå òîëüêî äëÿ äàëåêîîòñòîÿùèõ ëîâóøåê, íî è äëÿ âñåõ êîí�èãóðàöèé,óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþjr0 � rj > � + �0(ýòî ïðèâîäèò ê îøèáêå, íå ïðåâûøàþùåé òî÷íîñòüäàííîãî ðàñ÷åòà), è ó÷èòûâàÿ, ÷òîLfq(r; �; t)g = s�1(�=r) exp h�ps(r � �)2=D i ;ïîëó÷èì ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ÷òîLfhv�(Wt)v�0(Wt)ig �� 4���0 [Lfhv�(Wt)igJ(�; s)++ Lfhv�0(Wt)igJ(�0; s)℄ ; (Ï.7)

ãäåLfhvz(Wt)ig = (4�Dz=s2)�1 +psz2=D � ;J(z; s) =1Z�+�0 exp h�ps=D (2R����0)i1� (��0=R2) exp h�ps=D (2R����0)i ���Rz exp �r sD (R � z)�� 1� dR: (Ï.8)
�àçëàãàÿ (Ï.7) ïî ìàëûì s, íàõîäèì ãëàâíûå ÷ëå�íû àñèìïòîòèêè áîëüøèõ âðåìåí hv�(Wt)v�0(Wt)i,îòáðàñûâàÿ ëèíåéíûå è áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïîâðåìåíè ÷ëåíû. Èõ ïîäñòàíîâêà â (Ï.1) ïðèâîäèò ê�îðìóëå (23) îñíîâíîãî òåêñòà ñòàòüè. Îöåíêà òî÷�íîñòè äàííîãî ðàñ÷åòà ïîêàçûâàåò, ÷òî îøèáêà, âîç�íèêàþùàÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè óêàçàííûõ âûøå ïðè�áëèæåíèé, íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû ïîðÿäêà b4maxDt.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Â. Ì. Àãðàíîâè÷, Ì. Ä. �àëàíèí, Ïåðåíîñ ýíåð�ãèè ýëåêòðîííîãî âîçáóæäåíèÿ â êîíäåíñèðîâàííûõñðåäàõ , Íàóêà, Ìîñêâà (1978).2. À. À. Îâ÷èííèêîâ, Ñ. Ô. Òèìàøåâ, À. À. Áåëûé, Êè�íåòèêà äè��óçèîííî-êîíòðîëèðóåìûõ õèìè÷åñêèõïðîöåññîâ, Õèìèÿ, Ìîñêâà (1986).3. A. Szabo, J. Phys. Chem. 93, 6929 (1989).4. J. A. M
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