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ÄÂÓÕÔÎÒÎÍÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÆÅÉÍÑÀ�ÊÀÌÌÈÍ�À,ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÓÞÙÈÅ Ñ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÌ ÏÎËÅÌ�. À. Èñìàèëîâ, À. ß. Êàçàêîâ *Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò àýðîêîñìè÷åñêîãî ïðèáîðîñòðîåíèÿ190000, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 30 ìàÿ 2001 ã.Åñëè äâóõóðîâíåâûé àòîì íàõîäèòñÿ â äâóõ�îòîííîì ðåçîíàíñå ñ êâàíòîâàííîé ìîäîé è îäíîâðåìåííîâçàèìîäåéñòâóåò ñ êâàçèðåçîíàíñíûì êëàññè÷åñêèì ïîëåì, òî â òàêîé ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ îáìåí �î-òîíàìè ìåæäó êâàíòîâàííîé è êëàññè÷åñêîé ìîäàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ �èçè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìîæåòñëóæèòü èñòî÷íèêîì ñæàòîãî èçëó÷åíèÿ â êâàíòîâàííîé ìîäå. Ïðè ýòîì ñòåïåíü ñæàòèÿ ìîæåò áûòüñêîëü óãîäíî áëèçêà ê åäèíèöå, à àìïëèòóäà èçëó÷åíèÿ ìîæåò áûòü îòíîñèòåëüíî âåëèêà. Îáñóæäàåòñÿñèòóàöèÿ, êîãäà N àòîìîâ íàõîäÿòñÿ â äâóõ�îòîííîì ðåçîíàíñå ñ êâàíòîâàííîé ìîäîé è îäíîâðåìåííîâçàèìîäåéñòâóþò ñ êëàññè÷åñêèì ïîëåì. Îïèñàíî ÿâëåíèå ¾ýêñïîíåíöèàëüíîãî¿ ñâåðõèçëó÷åíèÿ, êîãäà÷èñëî �îòîíîâ â êâàíòîâàííîé ìîäå èçëó÷åíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñèò îò ÷èñëà àòîìîâ N .PACS: 42.50.Dv, 42.50.Fx1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÔèçè÷åñêèå ñèñòåìû, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæèòâçàèìîäåéñòâèå àòîìà îäíîâðåìåííî ñ êâàíòîâàí�íûì è êëàññè÷åñêèìè ïîëÿìè, àêòèâíî îáñóæäàþò�ñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû (ñì. [1�12℄). Ïðè ýòîì êëàñ�ñè÷åñêèå ïîëÿ, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ëåãêî çàäàâàòüíà ïðàêòèêå, ÿâëÿþòñÿ ý��åêòèâíûì èíñòðóìåíòîìäëÿ óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìà ñêâàíòîâàííîé ìîäîé.Â òàêèõ �èçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ èìååòñÿ åñòåñòâåí�íàÿ èåðàðõèÿ ìàñøòàáîâ � îáû÷íî êëàññè÷åñêèå ïî�ëÿ ñóùåñòâåííî áîëåå èíòåíñèâíû, ÷åì êâàíòîâàí�íûå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå êîí�ñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìà ñ ïîëÿìè èìåþò îäè�íàêîâûé ïîðÿäîê âåëè÷èíû, òî ý��åêòèâíûé ïàðà�ìåòð �àáè êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ ñóùåñòâåííî ïðåâîñ�õîäèò ý��åêòèâíûé ïàðàìåòð �àáè êâàíòîâàííîãîïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì, äèíàìèêà ñèñòåìû ðàçäåëÿ�åòñÿ íà äâå ÷àñòè: ¾áûñòðóþ¿, ñâÿçàííóþ ñ âçàè�ìîäåéñòâèåì àòîìà (èëè àòîìîâ, åñëè èõ íåñêîëü�êî) ñ êëàññè÷åñêèì ïîëåì, è ¾ìåäëåííóþ¿, îòâå÷àþ�ùóþ âçàèìîäåéñòâèþ àòîìà ñ êâàíòîâàííûì ïîëåì.Ýòîò �àêò ïðèâîäèò ê îïèñàíèþ äèíàìèêè ñèñòå�ìû, ¾óñðåäíåííîé¿ îòíîñèòåëüíî ¾áûñòðûõ¿ îñöèë�*E-mail: a_kazak�mail.ru

ëÿöèé. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ïðè ýòîì âîçìîæ�íû ¾çàìêíóòûå¿ è ¾îòêðûòûå¿ ðåçîíàíñû, êîãäàóñðåäíåííàÿ ïî ¾áûñòðûì¿ îñöèëëÿöèÿì äèíàìèêàÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îá�ñóæäàåì ¾îòêðûòûå¿ ðåçîíàíñû, òàê ÷òî ïðè âû�ïîëíåíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçîíàíñíîãî óñëîâèÿâ óñðåäíåííîé ñèñòåìå íåò çàêîíà ñîõðàíåíèÿ âîç�áóæäåíèé (â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîé ìîäåëè Äæåéí�ñà�Êàììèíãñà).Äèíàìèêà äâóõ�îòîííîé ìîäåëè Äæåéí�ñà�Êàììèíãñà ðàíåå îáñóæäàëàñü â ðàáîòàõ [13�18℄.Èçó÷åíèþ äèíàìèêè äâóõ�îòîííîé ìîäåëè Äæåéí�ñà�Êàììèíãñà, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ êëàññè÷å�ñêèì ïîëåì, â îñíîâíîì â ðàìêàõ ÷èñëåííûõýêñïåðèìåíòîâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [9; 10℄. �àçëè÷�íûå àñïåêòû äèíàìèêè îäíî�îòîííûõ ìîäåëåéÄæåéíñà�Êàììèíãñà, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ êëàñ�ñè÷åñêèìè ïîëÿìè, èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [1�5℄äëÿ ¾çàìêíóòûõ¿ ðåçîíàíñîâ. Îäíî�îòîííàÿñèñòåìà Äæåéíñà�Êàììèíãñà äëÿ ¾îòêðûòîãî¿ðåçîíàíñà ðàññìàòðèâàëàñü â ñòàòüå [6℄, ñëó÷àéN äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ îáñóæäàëñÿ â [7℄, Nòðåõóðîâíåâûõ àòîìîâ � â [8℄. �àáîòû [11; 12℄ ïîñâÿ�ùåíû èçó÷åíèþ äèíàìèêè äâóõ�îòîííîé ñèñòåìûÄæåéíñà�Êàììèíãñà (ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé îä�íîãî àòîìà), âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ êëàññè÷åñêèìïîëåì.1172



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001 Äâóõ�îòîííûå ñèñòåìû Äæåéíñà�Êàììèíãñà : : :Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ îáñóæäåíè�åì äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòûìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è äëÿ òðåõóðîâíåâûõ àòîìîâ.Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé èñïîëüçîâàíèå òðåõ�óðîâíåâûõ àòîìîâ ìîæåò áûòü äàæå áîëåå ïðèâëå�êàòåëüíûì, òàê êàê íàéòè ðåàëüíûé àòîì ñ ïåðåõî�äàìè, îòâå÷àþùèìè ñîîòâåòñòâóþùèì ðåçîíàíñíûìóñëîâèÿì, â òðåõóðîâíåâîì ñëó÷àå, ïî-âèäèìîìó,ëåã÷å. Îäíàêî òåõíè÷åñêèå äåòàëè â ñëó÷àå òðåõ�óðîâíåâûõ àòîìîâ íåñêîëüêî áîëåå ãðîìîçäêè, à �è�çèêà ïðîöåññîâ ïî ñóùåñòâó îäèíàêîâà. Ïîýòîìó ìûîãðàíè÷èìñÿ çäåñü ñëó÷àåì äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ.Ìû íå áóäåì îáñóæäàòü ïðè ýòîì âîçìîæíîå âëèÿ-íèå ïðîìåæóòî÷íîãî óðîâíÿ, ñ÷èòàÿ åãî (êàê ýòîîáû÷íî äåëàåòñÿ ïðè îáñóæäåíèè äâóõ�îòîííîãîâçàèìîäåéñòâèÿ) èñêëþ÷åííûì àäèàáàòè÷åñêè. Êðî�ìå òîãî, ìû íå áóäåì ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ïðî�öåññû çàòóõàíèÿ êâàíòîâàííîé ìîäû, ò. å. ñ÷èòàåìñîîòâåòñòâóþùèé ðåçîíàòîð èäåàëüíûì.�àáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âî âòî�ðîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì äèíàìèêó îäíî�ãî äâóõóðîâíåâîãî àòîìà, îäíîâðåìåííî âçàèìîäåé�ñòâóþùåãî ñ êâàçèðåçîíàíñíûì êëàññè÷åñêèì ïî�ëåì è (â äâóõ�îòîííîì ïðèáëèæåíèè) ñ êâàíòî�âàííîé ìîäîé. Äëÿ ¾îòêðûòîãî¿ ðåçîíàíñà ñ ïîìî�ùüþ ïîäõîäÿùåé ïðîöåäóðû óñðåäíåíèÿ ìû ïîëó÷à�åì ¾óñðåäíåííûé¿ ïî ¾áûñòðûì¿ îñöèëëÿöèÿì ãà�ìèëüòîíèàí è èññëåäóåì ñîîòâåòñòâóþùóþ äèíàìè�êó ñèñòåìû. Íàøè ìåòîäû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ïîë�íîå àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ýòîé äèíàìèêè è âû�÷èñëèòü îñíîâíûå êâàíòîâîñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòå�ðèñòèêè êâàíòîâàííîãî ïîëÿ. Çàòåì íà îñíîâå ýòèõðåçóëüòàòîâ (÷àñòè÷íî ïîëó÷åííûõ â [11; 12℄) ìû îá�ñóæäàåì âçàèìîäåéñòâèå N àòîìîâ ñ êëàññè÷åñêèìè êâàíòîâàííûì ïîëÿìè. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî âîç�ìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà íàñåëåííîñòü êâàíòîâàííîéìîäû ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàåò ñî âðåìåíåì, ïðè�÷åì ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû ëèíåéíî ñâÿçàí ñ ÷èñëîìàòîìîâ N .2. ÎÄÈÍ ÀÒÎÌ, ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÓÞÙÈÉÑ ÊÂÀÍÒÎÂÀÍÍÎÉ ÌÎÄÎÉ ÈÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÌ ÏÎËÅÌÍà÷íåì íàøå ðàññìîòðåíèå ñî ñëó÷àÿ, êîãäà ñêâàíòîâàííûì è êëàññè÷åñêèì ïîëÿìè âçàèìîäåé�ñòâóåò îäèí àòîì. Íàøà öåëü ïðè ýòîì � ïîëó÷èòüîïèñàíèå êâàíòîâîñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ êâàíòî�âàííîãî èçëó÷åíèÿ, à òàêæå ïîäãîòîâèòü íåîáõîäè�ìûé �îðìàëèçì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñëó÷àÿ N àòî�ìîâ. Ìû áóäåì îáñóæäàòü ðåøåíèå íà÷àëüíîé çà�

äà÷è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà,ò. å. áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèåØðåäèíãåðà.2.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿÈñõîäíûì äëÿ íàñ ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàí, îïè�ñûâàþùèé âçàèìîäåéñòâèå äâóõóðîâíåâîãî àòîìà ñêâàíòîâàííîé ìîäîé (äâóõ�îòîííîå) è ñ ìîíîõðîìà�òè÷åñêèì êëàññè÷åñêèì ïîëåì (êâàçèðåçîíàíñíîå).Â ðàìêàõ äèïîëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ è ïðèáëèæåíèÿâðàùàþùåéñÿ âîëíû îí èìååò âèäH = !a+a+ �J0 + � n�a+�2 J� + a2J+o++ � [J� exp(i
t) + J+ exp(�i
t)℄ ; (1)ãäå a+ è a � îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿäëÿ êâàíòîâàííîãî ïîëÿ ÷àñòîòû !; 
 îáîçíà÷àåò ÷à�ñòîòó êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ, îïåðàòîðûJ0 = diagf1;�1g; J� = JT+ =  0 01 0 !îïèñûâàþò äâóõóðîâíåâûé àòîì, âçàèìîäåéñòâóþ�ùèé ñ âíåøíèìè ïîëÿìè, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ èç�âåñòíûå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ:�a; a+� = 1; [J0;J�℄ = �2J�; [J0;J+℄ = 2J+;ïàðàìåòð � îïèñûâàåò êîíñòàíòó ñâÿçè àòîìà è êâàí�òîâàííîé ìîäû, � ÿâëÿåòñÿ (ïðèâåäåííîé) àìïëèòó�äîé êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ. Èç ñòàíäàðòíûõ êîììóòà�öèîííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé àíàëè�òè÷åñêîé �óíêöèè q(s) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿaq(a+a) = q(a+a+ 1)a;a+q(a+a) = q(a+a� 1)a+;J�q(J0) = q(J0 + 2)J�;J+q(J0) = q(J0 � 2)J+: (2)Íàñ èíòåðåñóåò äèíàìèêà âîëíîâîé �óíêöèè, êîòî�ðàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðài ��t	 = H	: (3)Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ãàìèëüòîíèàí (1) âûïèñàíâ ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ âðàùàþùåéñÿ âîëíû. Ýòîçíà÷èò, ÷òî îïòè÷åñêàÿ ÷àñòîòà íàìíîãî ïðåâîñõîäèòâñå îñòàëüíûå ÷àñòîòíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è. Ïîäîá�íûå ãàìèëüòîíèàíû (äëÿ îäíî�îòîííîãî âçàèìîäåé�ñòâèÿ, ïðè óñëîâèÿõ òèïà ! = 
 èëè ! = 2� = 
)èñïîëüçîâàëèñü â ðàáîòàõ [1�3℄.�àìèëüòîíèàí (1) ñîäåðæèò íåñêîëüêî ÷àñòîò�íûõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿåìûõ õàðàêòåðèñòè�êàìè àòîìà è ïîëåé. Ýòî îïòè÷åñêèå ÷àñòîòû1173



�. À. Èñìàèëîâ, À. ß. Êàçàêîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001! � � � 
=2, ïàðàìåòð �àáè êëàññè÷åñêîãî ïî�ëÿ R � �; ïàðàìåòð �àáè êâàíòîâàííîé ìîäûRq � �pn(t) (n(t) � íàñåëåííîñòü êâàíòîâàííîéìîäû, ò. å. ñðåäíåå ÷èñëî �îòîíîâ â êâàíòîâàííîéìîäå). Ìû ïîëàãàåì â äàëüíåéøåì, ÷òîR� Rq : (4)Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà n(t) íåèçâåñòíà a priori.Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû äîëæíû ëèáî ïðîâåðèòü ñïðàâåä�ëèâîñòü (4) a posteriori, ëèáî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîò�ðåíèåì òåõ âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ, äëÿ êîòîðûõ ýòîóñëîâèå ñîõðàíÿåòñÿ.Ìû íàçûâàåì �óíêöèè, êîòîðûå ñóùåñòâåííî èç�ìåíÿþòñÿ íà âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ R�1 (R�1q ), áû�ñòðûìè (ìåäëåííûìè) �óíêöèÿìè. Íàøà áëèæàé�øàÿ öåëü � îòäåëèòü áûñòðûå îñöèëëÿöèè, âûçâàí�íûå âçàèìîäåéñòâèåì àòîìà ñ êëàññè÷åñêèì ïîëåì,îò ìåäëåííîé ýâîëþöèè, ñâÿçàííîé ñ âçàèìîäåéñòâè�åì ñ êâàíòîâàííîé ìîäîé. Èíûìè ñëîâàìè, ìû âû�âîäèì ãàìèëüòîíèàí, ¾óñðåäíåííûé¿ îòíîñèòåëüíîáûñòðûõ îñöèëëÿöèé. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà ìûèñïîëüçóåì èçâåñòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, îòäåëÿþùååîïòè÷åñêèå ÷àñòîòû:	(t) = exp ��i!t(a+a+ J0)��(t): (5)Îíî ïðèâîäèò óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ê âèäói ��t� = n(�� !)J0 + � h�a+�2 J� + a2J+i++� [J� exp [�i(2! �
)t℄ ++ J+ exp [i(2! �
)t℄℄o�: (6)Äàëåå, ïóñòü 2� 2-ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ �(t) åñòüðåøåíèå ñëåäóþùåé âñïîìîãàòåëüíîé íà÷àëüíîé çà�äà÷è:i ��t� = f(�� !)J0 + � [J� exp [�i(2! �
)t℄ ++ J+ exp [i(2! �
)t℄℄g�; (7)�(0) = I; (8)ãäå I � åäèíè÷íàÿ 2 � 2-ìàòðèöà. Íåòðóäíî ïîêà�çàòü, ÷òî�(t) = exp [i(2! �
)tJ0=2℄U exp [�iRtJ0℄U�1;U = � ��RR�� � ! ;R =p�2 +�2; � = �� 
2 :

Ìû èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) â âèäå�(t) = �(t)'(t): (9)Êàê ñëåäóåò èç äàëüíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ, ñîîòíîøå�íèå (9) îïèñûâàåò âîëíîâóþ �óíêöèþ êàê ïðîèçâå�äåíèå áûñòðîãî è ìåäëåííîãî ñîìíîæèòåëåé.Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (7), ìû ïðèõîäèì ê óðàâ�íåíèþ äëÿ �óíêöèè '(t)i ��t'(t) = ���1(t) h�a+�2 J� + a2J+i�(t)'(t): (10)Òàêèì îáðàçîì, ìû ïåðåõîäèì îò âîëíîâîé �óíêöèè	(t) ê '(t) ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè	(t) = exp ��i!t(a+a+ J0)��(t)'(t);ïðè÷åì, êàê ñëåäóåò èç (8),'(0) = 	(0):Óðàâíåíèå (10) ¾ïðîùå¿, ÷åì óðàâíåíèå (3), òàêêàê åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ïðîïîðöèîíàëüíà (îòíîñèòåëü�íî) ìàëîìó ïàðàìåòðó Rq. Ýòîò �àêò äàåò âîç�ìîæíîñòü ïðèìåíèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ àñèìïòîòè�÷åñêóþ ïðîöåäóðó äëÿ ïîñòðîåíèÿ åãî ðåøåíèÿ âñòàðøåì àñèìïòîòè÷åñêîì ïîðÿäêå. Òàêàÿ ïðîöåäó�ðà îáñóæäàëàñü ðàíåå â ðàáîòàõ [6�8℄ è àíàëîãè÷�íà ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðå óñðåäíåíèÿ. Ïðè ýòîì ìûèùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿi ��t'(t) == �hh��1(t)n�a+�2 J� + a2J+o�(t)ii'(t): (11)Çäåñü hh: : : ii îçíà÷àåò, ÷òî ìû îòáðîñèëè â ïðàâîé÷àñòè óðàâíåíèÿ (10) ¾áûñòðûå¿ ãàðìîíèêè ñ ÷àñòî�òàìè ïîðÿäêà R.Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû �(t) èexp [�i!t(a+a+ J0)℄ � óíèòàðíûå ìàòðè÷íûå îïåðà�òîðû. Ôîêîâñêèå îïåðàòîðû a è a+ êîììóòèðóþò ñîïåðàòîðàìè exp(�i!tJ0=2) è �(t). Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî åñëè ìû âû÷èñëÿåì hGi, ïðè÷åì G ÿâëÿåòñÿ÷èñòî �îêîâñêèì îïåðàòîðîì, ïîëèíîìèàëüíûì ïîa+a, òî hGi = h	(t); G	(t)i = h'(t); G'(t)i: (12)Àòîìû, âçàèìîäåéñòâóþùèå ñ êâàçèðåçîíàíñíû�ìè êëàññè÷åñêèìè ïîëÿìè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòüêàê ¾àòîìû, îäåòûå ïîëåì¿. Â ýòèõ òåðìèíàõ íàøóçàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâóõ�îòîííîå âçà�èìîäåéñòâèå ¾àòîìîâ, îäåòûõ ïîëåì¿ ñ êâàíòîâàí�íîé ìîäîé. Ñîîòíîøåíèå (9) ìîæíî ïîíèìàòü êàêïåðåõîä â áàçèñ ñîñòîÿíèé ¾àòîìîâ, îäåòûõ ïîëåì¿.1174



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001 Äâóõ�îòîííûå ñèñòåìû Äæåéíñà�Êàììèíãñà : : :2.2. Óñðåäíåííûé ãàìèëüòîíèàíÏðîñòûå âûêëàäêè ñ ó÷åòîì íàøèõ ðåçóëüòàòîâïðèâîäÿò ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî îïåðàòîð��1(t) h�a+�2 J� + a2J+i�(t)ñîäåðæèò ñëåäóþùèå ãàðìîíèêè:�(2! �
); �(2! �
� 2R):Òàêèì îáðàçîì, èìåþòñÿ òðè ñèòóàöèè, êîãäà óñðåä�íåíèå ïðèâîäèò ê íåòðèâèàëüíîìó (ò. å. íåíóëåâîìóâ ñòàðøåì àñèìïòîòè÷åñêîì ïîðÿäêå) ðåçóëüòàòó.1. jR� (2! �
) =2j = j�j � R: Â ýòîì ñëó÷àåóñðåäíåííûé ãàìèëüòîíèàí èìååò âèäH1 = ��2D�1U�� 0 a2 exp [2i�t℄(a+)2 exp [�2i�t℄ 0 !U�1;D = detU = �2 + (R��)2:2. jR+ (2! �
) =2j = j�j � R: Â ýòîì ñëó÷àåóñðåäíåííûé ãàìèëüòîíèàí â ïðàâîé ÷àñòè (11) èìå�åò âèäH2 = ��(R��)2D�1U�� 0 (a+)2 exp [2i�t℄a2 exp [�2i�t℄ 0 !U�1:Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìû ïðèõîäèì ê ãàìèëüòîíèà�íó, ñîâïàäàþùåìó (ïîñëå òðèâèàëüíûõ ïðåîáðàçîâà�íèé) ñ îáû÷íûì ãàìèëüòîíèàíîì äâóõ�îòîííîé ìî�äåëè Äæåéíñà�Êàììèíãñà. Ïðè ýòîì, êàê õîðîøî èç�âåñòíî, èìååò ìåñòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ âîçáóæäåíèéâ ñèñòåìå. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû íàçûâàåì ýòè ðåçîíàíñ�íûå óñëîâèÿ çàìêíóòûìè.3. j2! �
j =2 = j�j � R: Óñðåäíåíèå ïðàâîé ÷àñ-òè ñîîòíîøåíèÿ (11) äàåòH3 = ��(R��)D�1 ��a+�2 e2i�t+a2e�2i�t�UJ0U�1:Êàê ñëåäóåò èç äàëüíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ, äëÿäàííîãî ãàìèëüòîíèàíà íåò çàêîíà ñîõðàíåíèÿ âîç�áóæäåíèé (êàê è äëÿ èñõîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà).Ýòîò �àêò îòðàæàåò ðåçêèå îòëè÷èÿ äèíàìèêèýòîé ñèñòåìû îò äèíàìèêè ñèñòåì, óïðàâëÿåìûõîáû÷íûì äâóõ�îòîííûì ãàìèëüòîíèàíîì Äæåéí�ñà�Êàììèíãñà. Â ñâÿçè ñ äàííûì îáñòîÿòåëüñòâîììîæíî íàçûâàòü òàêîå ðåçîíàíñíîå óñëîâèå îòêðû�òûì. Â äàëüíåéøåé ÷àñòè ðàáîòû ìû äåòàëüíî îáñó�äèì õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè èìåííî ýòîãî ñëó÷àÿ.

Îòìåòèì, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèé 1�3 ìîæåò áûòüðåàëèçîâàíî ñ ïîìîùüþ ïîäáîðà ñîîòâåòñòâóþùèõçíà÷åíèé ÷àñòîò âíåøíèõ ïîëåé è àìïëèòóäû êëàñ�ñè÷åñêîãî ïîëÿ.Ïîñòðîåííûé â ýòîì ñëó÷àå óñðåäíåííûé ãàìèëü�òîíèàí ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì �îêîâñêîãî è ìàò�ðè÷íîãî îïåðàòîðîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü äàëüíåé�øèå óïðîùåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðûìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà UJ0U�1 åñòüe1 = 1pD  �R�� ! ; e2 = 1pD  �� R� ! ;à "k = (�1)k+1; k = 1; 2; � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîá�ñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Êàê ñëåäóåò èç ïîñëåäíåãî ñîîò�íîøåíèÿ, â ýòîì ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ðàñ�ùåïëÿåòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ýëåìåíòàðíîãî ïîâîðîòà)íà äâà îäíîìåðíûõ ãàìèëüòîíèàíà, ðàçëè÷àþùèõ�ñÿ òîëüêî çíàêîì. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì îãðà�íè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ñèñòåìû, óïðàâëÿåìîé ãà�ìèëüòîíèàíîìH4 = ���a+�2 e2i�t + a2e�2i�t� ; (13)ãäå � = ��(R � �)=D, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåøå�íèþ íà÷àëüíîé çàäà÷è ñî ñïåöèàëüíîé âåêòîðíîéñòðóêòóðîé íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Ýòî ïîçâîëèò íàìâû÷èñëèòü îñíîâíûå êâàíòîâîñòàòèñòè÷åñêèå õàðàê�òåðèñòèêè êâàíòîâàííîãî èçëó÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþ�ùèå ñïåöèàëüíîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ. Ïîëó÷åí�íûå ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò òàêæå îïè�ñàòü âîëíîâóþ �óíêöèþ è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãîíà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿò íàìâ äàëüíåéøåì èçó÷èòü ñèòóàöèþ, êîãäà ñ êâàíòîâàí�íûì è êëàññè÷åñêèì ïîëÿìè îäíîâðåìåííî âçàèìî�äåéñòâóþò N èäåíòè÷íûõ äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ.2.3. �åøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷èÏåðåïèøåì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, ñîîòâåòñòâó�þùåå ãàìèëüòîíèàíó (13), â ïðåäñòàâëåíèè Ôî�êà�Áàðãìàííà (ñì., íàïðèìåð, [19℄), ïîëàãàÿ âûïîë�íåííûìè çàìåíû a! d=dz; a+ ! z:i�'�t = � �z2e2i�t'+ e�2i�t'zz� : (14)Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ� = t; y = z exp (i�t)ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþi'� = � �'yy + y2'�+ �y'y : (15)1175



�. À. Èñìàèëîâ, À. ß. Êàçàêîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ðåøèòü, ðàçäåëÿÿ ïåðåìåí�íûå (ñì. [11℄). Îäíàêî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áî�ëåå óäîáíûé �îðìàëèçì, ñâÿçàííûé ñ èñïîëüçîâàíè�åì ïîäõîäÿùåãî èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Äå� òàëüíî ýòîò ïîäõîä îïèñàí â ðàáîòå [12℄. Îïóñêàÿãðîìîçäêèå äåòàëè, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (15) ìîæíîçàïèñàòü â âèäå'(z; t) = exp ��z22 exp (2i�t) + i (� + ��) t� Z ds exp�iz exp (i�t) s� �s22 (� + 2��)��(s exp [i (� + 2��) t℄); (16)ãäå � = ��� +p�2 � 4�2� (2�)�1 ;à �óíêöèÿ �(x) îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè, ò. å. ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿexp ��z22 � Z ds exp�izs� �s22 (� + 2��)��(s) = '(0; z) = Q(z): (17)Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êâàíòîâàííàÿ ìîäà áûëà â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè, Q(z) = exp(�z);òî ìû ïîëó÷àåì exp ��z22 � Z ds exp�izs� �s22 (� + 2��)��(s) = exp(�z):Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ äëÿ äàííîé íà÷àëüíîé çàäà÷è:�(s) = 1�p� exp��22� � i�s� � s22� + � s22 (� + 2��)� ;è, ñîîòâåòñòâåííî,'(z; t) =s2p�2 � 4�2�(t) exp� i�t2 + 2�zp�2�4�2 exp (i�t)��2��(t)��z2 exp (2i�t)�(t)�(t) ) ; (18)ãäå �(t) = exp�ip�2 � 4�2t�� exp��ip�2 � 4�2t� ;�(t) = �� +p�2 � 4�2 � exp�ip�2 � 4�2t�� �� �p�2 � 4�2 � exp��ip�2 � 4�2t� :2.4. Êâàíòîâîñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêèãåíåðèðóåìîãî êâàíòîâàííîãî èçëó÷åíèÿÌû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãîñîñòîÿíèÿ ïîëÿ òîëüêî âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå, ïîëà�ãàÿ � = 0, ïîñêîëüêó ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî êîãå�ðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííî áîëååãðîìîçäêèì ðåçóëüòàòàì. Áîëåå òî÷íî, íàøå íà÷àëü�íîå ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé �óíêöèåé	(0) = j0ie1;ãäå j0i � âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå êâàíòîâàííîé ìîäû,à e1 � îïðåäåëåííûé âûøå ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàò�ðèöû U (ò. å. ìû ðàññìàòðèâàåì íà÷àëüíîå óñëîâèåñî ñïåöèàëüíîé âåêòîðíîé ñòðóêòóðîé). Íàñ èíòåðå�ñóþò çíà÷åíèÿ ÷èñòî �îêîâñêèõ �èçè÷åñêèõ ïåðå�

ìåííûõ, âû÷èñëåííûõ ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåéâîëíîâîé �óíêöèè, òàê ÷òî ó÷åò âåêòîðíîé ñòðóê�òóðû âîëíîâîé �óíêöèè, êàê ýòî îòìå÷àëîñü âûøå,òðèâèàëåí. Ìû âû÷èñëèì ÷èñëî �îòîíîâ â êâàíòî�âàííîé ìîäå n(t) = ha+aiè âåëè÷èíû D�(t) = h(�X�(t))2i;ãäå X+(t) = a exp (i!t) + a+ exp (�i!t)2 ;X�(t) = a exp (i!t)� a+ exp (�i!t)2i1176



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001 Äâóõ�îòîííûå ñèñòåìû Äæåéíñà�Êàììèíãñà : : :ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòóðíûìè êîìïîíåíòàìè êâàíòîâàí�íîãî ïîëÿ [20℄. Áîëåå òî÷íî,D+(t) = 14 �2ha+ai + 1 + ha2 exp (2i!t)i++ h(a+)2 exp (�2i!t)i �� h�a exp (i!t) + a+ exp (�i!t)�i2� ; (19)D�(t) = 14 �2ha+ai+ 1� ha2 exp (2i!t)i�� h(a+)2 exp (�2i!t)i�� hi �a exp (i!t)� a+ exp (�i!t)�i2� : (20)Çíà÷åíèÿ ýòèõ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí îïèñûâàþò ñòå�ïåíü ñæàòèÿ êâàíòîâàííîãî ïîëÿ. Íåòðóäíî ïðîâå�ðèòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî �åéçåíáåðãàñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâóD�(t)D+(t) � 1=16:Åñëè îäíà èç ýòèõ âåëè÷èí ìåíüøå 1/4, òî ñîîò�âåòñòâóþùåå êâàíòîâàííîå ïîëå íàçûâàþò ñæàòûì.Ïðè âû÷èñëåíèè ýòèõ âåëè÷èí ìû áóäåì èñïîëüçî�âàòü ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ, ó÷èòûâàÿêîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå (2). Òàêèì îáðàçîì,n(t) = Z dzdz exp(�zz)'(z; t)z ddz'(z; t) == Z dzdz(zz � 1) exp(�zz)'(z; t)'(z; t);D�(t) = 14 Z dzdz �2zz � 1� (z2 + z2)��� exp(�zz)'(z; t)'(z; t):Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (18), ìîæíî ñâåñòè ýòè èí�òåãðàëû ê ãàóññîâûì. Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèåðåçóëüòàòû.À) Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå j�j > 2�; òîn(t) = 4�2�2 � 4�2 sin2 �p�2 � 4�2 t� ; (21)D�(t) = 14 � �4 (�2 � 4�2) �� n�� +p�2 � 4�2� 
os h2�� +p�2 � 4�2� ti++ �� �p�2 � 4�2� 
os h2�� �p�2 � 4�2� ti�� 2� 
os (2�t)o+ 2�2�2�4�2 sin2 �p�2�4�2 t� : (22)

Á) Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå j�j < 2�; òîn(t) = 4�24�2 � �2 nsh�p4�2 � �2 t�o2 ; (23)D�(t) = 14 + 2�24�2 � �2 nsh�p4�2 � �2t�o2 �� � sh�p4�2 � �2 t�4�2 � �2 �� np4�2 � �2 
h�p4�2 � �2t� sin 2�t++ � sh�p4�2 � �2 t� 
os 2�to : (24)Êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (21), (23), ïðèj�j > 2� íàñåëåííîñòü êâàíòîâàííîé ìîäû îñöèëëè�ðóåò è åå àìïëèòóäà ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíîáîëüøèå çíà÷åíèÿ, ïðè j�j < 2� íàñåëåííîñòü ðàñòåòñî âðåìåíåì ýêñïîíåíöèàëüíî. Ïðè ýòîì, îäíàêî, íà�äî èìåòü â âèäó îãðàíè÷åíèå (4). Äðóãèìè ñëîâàìè,ýòè ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû íà âðåìåííûõ èíòåðâà�ëàõ, íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå (4). Ïî�âåäåíèå âåëè÷èíû D+(t) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõïàðàìåòðà � = j�=�j ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 1. Èç ýòèõãðà�èêîâ ñëåäóåò, ÷òî êâàíòîâàííîå èçëó÷åíèå ÿâëÿ�åòñÿ ñæàòûì (D+(t) < 0:25) â îïðåäåëåííûõ âðåìåí�íûõ èíòåðâàëàõ è ïðè �, ñòðåìÿùåìñÿ ñâåðõó è ñíè�çó ê 1/2, ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ñæàòèÿ óâåëè÷èâà�åòñÿ âïëîòü äî 1. Ïîâåäåíèå âåëè÷èíû D�(t) èìååòàíàëîãè÷íûé õàðàêòåð. Îòìåòèì, ÷òî, êàê ñëåäóåòèç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé, ñæàòîå èçëó÷åíèå ìî�æåò áûòü îäíîâðåìåííî èíòåíñèâíûì (ò. å. n(t) äëÿñæàòîãî èçëó÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíîáîëüøèå çíà÷åíèÿ).Âåëè÷èíà � îòëè÷àåòñÿ îò ïàðàìåòðà �, îïèñû�âàþùåãî ñâÿçü êâàíòîâàííîé ìîäû è àòîìíîãî ïåðå�õîäà â äâóõ�îòîííîì ðåçîíàíñå, ëèøü ìíîæèòåëåìïîðÿäêà åäèíèöû. Ïîýòîìó îíà ïðèíèìàåò äîñòàòî÷�íî ìàëûå çíà÷åíèÿ è íà ïðàêòèêå óñëîâèå Á) âåñü�ìà òðóäíî âûïîëíèòü. Óñëîâèå Á) ìîæíî âîñïðèíè�ìàòü êàê óñëîâèå ¾òî÷íîé íàñòðîéêè¿ ÷àñòîò êâàí�òîâàííîé è êëàññè÷åñêîé ìîä, â òî âðåìÿ êàê óñëî�âèå ¾îòêðûòîãî ðåçîíàíñà¿, âûïèñàííîå âûøå (óñëî�âèå 3), ïðè ýòîì èìååò ñìûñë óñëîâèÿ ¾ãðóáîé íà�ñòðîéêè¿ äëÿ ýòèõ ÷àñòîò. Âîçìîæíîñòü ñóùåñòâåí�íî îñëàáèòü óñëîâèå Á) âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèèñëó÷àÿ N àòîìîâ, êîòîðûé ìû îáñóäèì íèæå.2.5. Ñïåöèàëüíûé ñëó÷àéÎñîáàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, êîãäà � = 2"�," = �1: Íàïîìíèì, ÷òî ïàðàìåòð � ñâÿçàí ñ ÷àñòî�1177
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�èñ. 1. Äèíàìèêà êâàäðàòóðíîé êîìïîíåíòû D+(t) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà � = 0:25 (à), 0.45 (á),0.60 (â), 0.52 (ã)òîé êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ è ìîæåò áûòü âûáðàí, âîîá�ùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíûì. Ýòîò ñëó÷àé ìîæåò áûòüðàññìîòðåí ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåäåëü�íîãî ïåðåõîäà � ! 1=2. Îäíàêî ìîæíî èñïîëüçîâàòüè ïðÿìîé ïîäõîä. Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññìîòðå�íèÿ, ìû ïîëó÷àåì â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèÿ íà�
÷àëüíîé çàäà÷è èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå'(z; t) = exp �"z2 exp (2i�t)2 ��� Z exp�izs exp (i�t) + i�ts2 � i�t2 ��(s)ds;1178
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0 5 10 15 20 25 30

100101102103

10�410�310�210�1
x = �t

D+(t)

0.25

�èñ. 2. Äèíàìèêà êâàäðàòóðíîé êîìïîíåíòû D+(t)äëÿ ñëó÷àÿ � = 2"�, " = �1; ïàðàìåòð � = 0:50ãäå �óíêöèÿ �(s) îïðåäåëÿåòñÿ èç íà÷àëüíûõ äàí�íûõ. Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êâàíòî�âàííàÿ ìîäà íàõîäèëàñü â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè,'(z; 0) = exp (�z) ; òî'(z; t) = 1p1� i�t ��exp�2�z exp (i�t)� i�tz2 exp (2i�t)� i��2t2(1� i�t) � i�t2 �(äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû âûáèðàåì çäåñü " = 1). Ïðî�ñòûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò â ñëó÷àå � = 0 ê ñëåäóþ�ùèì ðåçóëüòàòàì:N(t) = �2t2;D�(t) = 14+�2t22 �� 12 ��2t2 
os (2�t)+�t sin (2�t)� : (25)Îòìåòèì, ÷òî íàñåëåííîñòü êâàíòîâàííîé ìîäûðàñòåò ñî âðåìåíåì íåîãðàíè÷åííî, òàê ÷òî ìû äîëæ�íû èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ îãîâîðêó îòíîñè�òåëüíî âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ, íà êîòîðûõ ñïðàâåä�ëèâû íàøè ðåçóëüòàòû. Ïîâåäåíèå âåëè÷èíû D+(t)

â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 2. È â ýòîìñëó÷àå ñòåïåíü ñæàòèÿ ãåíåðèðóåìîãî êâàíòîâàííî�ãî èçëó÷åíèÿ ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêà ê 1.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûðàæåíèÿ (22) è (24) ïðè� ! 1=2 ñòðåìÿòñÿ ê âûðàæåíèþ (25).Ñ ïîìîùüþ íàøèõ ðåçóëüòàòîâ íåòðóäíî îïèñàòüðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ 	(0) = j0ie, ãäå e �ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, îïèñûâàþùèé íà÷àëüíîå ñî�ñòîÿíèå àòîìà. Ýòîò �àêò áóäåò èñïîëüçîâàí íèæåïðè îáñóæäåíèè äèíàìèêè â ñëó÷àå N àòîìîâ.3. ÊÎËËÅÊÒÈÂÍÛÅ ÝÔÔÅÊÒÛ3.1. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿÊàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, â ñëó�÷àå îäíîâðåìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìà ñ êâàí�òîâàííûì è êëàññè÷åñêèì ïîëÿìè ñîîòâåòñòâóþùèåìîäû îáìåíèâàþòñÿ �îòîíàìè, ïðè÷åì àòîì èãðà�åò ðîëü ñâîåîáðàçíîãî ïåðåäàò÷èêà �îòîíîâ. Ïðèýòîì ñóùåñòâóåò îáëàñòü ïàðàìåòðîâ, êîãäà ÷èñëî�îòîíîâ â êâàíòîâàííîé ìîäå ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëü�íî. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, óñëîâèå Á), ïðè êîòîðîìýòî ÿâëåíèå ïðîèñõîäèò, íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè. Â äàííîì ðàçäåëå ìûðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà N èäåíòè÷íûõ äâóõ�óðîâíåâûõ àòîìîâ îäíîâðåìåííî âçàèìîäåéñòâóþò ñêâàíòîâàííîé ìîäîé è êëàññè÷åñêèì ïîëåì, ïðè÷åìñ êâàíòîâàííîé ìîäîé èìååòñÿ äâóõ�îòîííûé ðåçî�íàíñ, à êëàññè÷åñêîå ïîëå êâàçèðåçîíàíñíî àòîìíî�ìó ïåðåõîäó. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî àòîìû íàõîäÿò�ñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ, ìàëûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíàìèâîëí íàøèõ ìîä, òàê ÷òî âñå àòîìû îäèíàêîâî âçà�èìîäåéñòâóþò ñ îïòè÷åñêèì ïîëÿìè. Ïðè ýòîì íàñèíòåðåñóþò êîîïåðàòèâíûå ý��åêòû â äàííîé ñèñòå�ìå. Ìû ïîêàæåì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå óñëîâèå Á)ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî ñìÿã÷åíî.Èòàê, â äàííîì ñëó÷àå âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ïðèíè�ìàåò çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâåL = F 
 C2 
 C2 : : :
 C2;ãäå �îêîâñêîå ïðîñòðàíñòâî F îïèñûâàåò ñîñòîÿíèÿêâàíòîâàííîé ìîäû è N ýêçåìïëÿðîâ ïðîñòðàíñòâàC2 îïèñûâàþò ñîñòîÿíèÿ àòîìîâ. Ïðîñòðàíñòâî Lìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòî�ðîâ n = f jek1 ; ek2 ; : : : ; ekN i;ãäå ekn � îïèñàííûå âûøå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàò�ðèöû UJ0U�1; km = 1; 2:Îïðåäåëèì îïåðàòîðû J(m)0 ;J(m)� ;J(m)+ è �(m)(t),1 � m � N; ñëåäóþùèì îáðàçîì: îíè äåéñòâóþò íà1179



�. À. Èñìàèëîâ, À. ß. Êàçàêîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001m-óþ êîìïîíåíòó âåêòîðà jv1v2; : : : ; vN i êàê îïåðà�òîðû J0;J�;J+ è �(t), ñîîòâåòñòâåííî, è íå âëèÿþòíà äðóãèå êîìïîíåíòû. Òîãäà ãàìèëüòîíèàí ñèñòå�ìû, îïèñûâàþùèé âçàèìîäåéñòâèå N àòîìîâ ñ êâàí�òîâàííûì è êëàññè÷åñêèì ïîëÿìè, â íàøèõ ïðåä�ïîëîæåíèÿõ (â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ âðàùàþùåéñÿâîëíû) ìîæåò áûòü çàïèñàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:HN = !a+a+ � NXm=1J(m)0 ++ � NXm=1n�a+�2 J(m)� + a2J(m)+ o++ � NXm=1 hJ(m)� exp(i
t) + J(m)+ exp(�i
t)i : (26)Íàñ èíòåðåñóåò ýâîëþöèÿ âîëíîâîé �óíêöèè 	(t);ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.Îòäåëèì îïòè÷åñêóþ ÷àñòîòó ñ ïîìîùüþ àíàëîãà ñî�îòíîøåíèÿ (5):	(t) = exp"�i!t a+a+ NXm=1J(m)0 !#�(t):Äëÿ �óíêöèè �(t) ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèåi��(t)�t = ((�� !) NXm=1J(m)0 ++ � NXm=1 h�a+�2 J(m)� + a2J(m)+ i++ � NXm=1 hJ(m)� exp (i(
� 2!)t) ++ J(m)+ exp (i(2! �
)t)i)�(t):Ìàòðèöû �(m)(t); m = 1; 2; : : : ; N; êîììóòèðóþò.Ââåäåì ìàòðèöó�N (t) = NYm=1�(m)(t):Ïðè ýòîì �N (0) � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà âC2 
 C2 : : :
 C2;

à �N (t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿi ��t�N (t) = ((�� !) NXm=1J(m)0 ++ � NXm=1 hJ(m)� exp (i(
� 2!)t) ++ J(m)+ exp (i(2! �
)t)i)�N (t):Ïîäñòàâëÿÿ �(t) = �N (t)'(t); ìû ïðèõîäèì ê óðàâ�íåíèþ äëÿ �óíêöèè '(t) :i�'(t)�t = ���1N (t)�� NXm=1 h�a+�2 J(m)� + a2J(m)+ i�N (t)'(t): (27)Ïðè ýòîì '(0) = �(0): Îïåðàòîðexp"�i!t a+a+ NXm=1J(m)0 !#�N (t)óíèòàðåí è êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì a+a: Òà�êèì îáðàçîì, äëÿ ÷èñòî �îêîâñêîãî îïåðàòîðàG = (a+a)m ìû ïîëó÷àåìhGi = h	(t); G	(t)i = h'(t); G'(t)i:3.2. Ìåäëåííàÿ äèíàìèêàÊàê è â ñëó÷àå îäíîãî àòîìà, ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâ�íåíèÿ (27) ñîäåðæèò áûñòðûå è ìåäëåííûå îñöèëëÿ�öèè. Îòáðàñûâàÿ áûñòðûå îñöèëëÿöèè, ìû ïîëó÷èìóðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ìåäëåííóþ ýâîëþöèþ ñè�ñòåìû â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ñ êâàí�òîâàííûì ïîëåì:i�'(t)�t == �hh��1N (t) NXm=1 h�a+�2 J(m)� + a2J(m)+ i�N (t)'(t)ii:Êàê è ðàíåå, ìû îáñóæäàåì çäåñü ñëó÷àéj2! �
j = 2j�j � R;ãäå R � ïàðàìåòð �àáè êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ. Ýòîóñëîâèå íàëàãàåò îãðàíè÷åíèå íà ðàçíîñòü ÷àñòîòêëàññè÷åñêîé è êâàíòîâàííîé ìîä. Ïðîöåäóðà óñðåä�íåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê íåòðèâèàëüíîìó1180



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001 Äâóõ�îòîííûå ñèñòåìû Äæåéíñà�Êàììèíãñà : : :(ò. å. íåíóëåâîìó â ñòàðøåì àñèìïòîòè÷åñêîì ïîðÿä�êå) âêëàäó, è ìû ïîëó÷àåìHav = � h�a+�2 exp (2i�t) + a2 exp (�2i�t)i�� NXm=1UmJ(m)0 U�1m ;ãäå ìàòðèöà Um äåéñòâóåò êàê ìàòðèöà U íà m-þêîìïîíåíòó âîëíîâîé�óíêöèè è íå èçìåíÿåò äðóãèõêîìïîíåíò. Ýòîò ãàìèëüòîíèàí óïðàâëÿåò ýâîëþöè�åé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ¾îäåòûõ ïîëåì àòîìîâ¿è êâàíòîâàííîé êîìïîíåíòû. Êàê è äëÿ îäíîãî àòî�ìà, ýòîò ãàìèëüòîíèàí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâå�äåíèå �îêîâñêîãî îïåðàòîðà�a+�2 exp (2i�t) + a2 exp (�2i�t)è ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà. Òàêèì îáðàçîì, ïîñ-ëå ïåðåõîäà ê ðàçëîæåíèþ ïî áàçèñó âåêòîðîâjek1 ; ek2 ; : : : ; ekN i, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìèâåêòîðàìè ìàòðèöûNXm=1UmJ(m)0 U�1m ;óñðåäíåííûé ãàìèëüòîíèàí ðàñùåïëÿåòñÿ íà íàáîðîäíîìåðíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèììû ïðåäñòàâëÿåì èñêîìóþ âîëíîâóþ �óíêöèþ â ñëå�äóþùåì âèäå:'(t) =X� ��(t)jek1 ; ek2 ; : : : ; ekN i;ãäå �óíêöèè ��(t) ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â �îêîâ�ñêîì ïðîñòðàíñòâå, � îáîçíà÷àåò íàáîð èç N ÷èñåëk1; k2; : : : ; kN ; êàæäîå èç êîòîðûõ ïðèíèìàåò çíà÷å�íèå ëèáî 1, ëèáî 2, à ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïîâñåì òàêèì íàáîðàì �. Äëÿ êàæäîãî ��(t) ìû ïîëó�÷àåìi���(t)�t = �S� �� h�a+�2 exp (2i�t) + a2 exp (�2i�t)i ��(t); (28)ãäå S� = NXm=1(�1)km+1;ñóììèðîâàíèå âêëþ÷àåò âñå ÷èñëà km, îáðàçóþ�ùèå íàáîð �: Òàêèì îáðàçîì, S� îçíà÷àåò ñóììè�ðîâàíèå ïî m ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îïåðàòîðîâUmJ(m)0 U�1m , ïðè÷åì ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâ�íû�1: Çàìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèè (28) òîëüêî ìíîæè�òåëü S� çàâèñèò îò �. �åøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ

óðàâíåíèÿ (28) ñ ��(z; 0) = Q�(z) îïèñûâàåòñÿ ñ ïî�ìîùüþ î÷åâèäíîé ìîäè�èêàöèè ñîîòíîøåíèé (16),(17). Òàêèì îáðàçîì, è â ñëó÷àå N àòîìîâ â ðàì�êàõ ïðèíÿòûõ íàìè ïðåäïîëîæåíèé ìîæíî ðåøèòüíà÷àëüíóþ çàäà÷ó äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ âàíàëèòè÷åñêèõ òåðìèíàõ.3.3. Êîîïåðàòèâíîå ïîâåäåíèåÎáñóäèì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíóþ çàäà÷ó: êâàíòî�âàííàÿ ìîäà íàõîäèòñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå�íè â âàêóóìíîì ñîñòîÿíèè, âñå àòîìû íàõîäÿòñÿ âîäíîì è òîì æå íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè v 2 C2; ïðè�÷åì v = e1 
os�+ e2 sin�:�àçëàãàÿ âîëíîâóþ �óíêöèþ ñèñòåìû â îïèñàííîìâûøå áàçèñå, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì íà÷àëüíûìçíà÷åíèÿì äëÿ îòäåëüíûõ êîìïîíåíò ýòîãî ðàçëîæå�íèÿ: ��(z; 0) = (
os�)N�k (sin�)k(çäåñü k îçíà÷àåò ÷èñëî ¾äâîåê¿ â íàáîðå �). Äëÿäàííîãî íàáîðà � ìû îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî j�j: Òîãäà��(z; t) = (
os�)N�k (sin�)k '�(z; t);ïðè÷åì �óíêöèÿ '�(z; t) çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíè�åì (18) ñ ó÷åòîì ïîäñòàíîâêè � ! �S� . Îòìåòèì,÷òî åñëè j�j = k; òî S� = N � 2k è äëÿ çàäàí�íîãî k èìååòñÿ  Nk ! ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ � ñ�èêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì j�j. Â ñîîòâåòñòâèèñ ïðåäûäóùèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ �îêîâñêîãîîïåðàòîðà G = (a+a)m ìû ïîëó÷àåì â ðàìêàõïðåäñòàâëåíèÿ Ôîêà�ÁàðãìàííàhGi = h'(z; t); G'(z; t)i ==X� Z dzdz exp (�zz) ��(z; t)G��(z; t) == NXk=0 Xj�j=k Z dzdz exp (�zz) ��(z; t)G��(z; t) == NXk=0 Nk ! (
os�)2N�2k (sin�)2k �� Z dzdz exp (�zz)'�(z; t)G'�(z; t)jj�j=k:Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè òîò �àêò, ÷òî êîý��èöèåí�òû ��(z; t) ñ îäèíàêîâûìè S� ñîâïàäàþò.1181



�. À. Èñìàèëîâ, À. ß. Êàçàêîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001Íàéäåì ñ ïîìîùüþ íàøèõ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëî �î�òîíîâ â êâàíòîâàííîé ìîäå. Ñîîòâåòñòâóþùèå èíòå�ãðàëû áûëè óæå âû÷èñëåíû ðàíåå, è ìû íàõîäèìhn(t)i = NXk=0 Nk ! (
os�)2N�2k (sin�)2k �� 4�2 (N � 2k)24�2 (N � 2k)2 � �2 �� �sh�q4�2 (N � 2k)2 � �2t��2 : (29)Îòìåòèì, ÷òî ìû èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèå (23),êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ4�2 (N � 2k)2 � �2 > 0:Êàê ñëåäóåò èç íàøèõ ðåçóëüòàòîâ, äðóãèå ñèòóàöèèìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû àíà�ëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ.Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñóììû â ïðàâîé÷àñòè ïîñëåäíåé �îðìóëû âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî.Îäíàêî ýòó çàäà÷ó ìîæíî óïðîñòèòü, êîãäà ÷èñëî Nâåëèêî. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ñóììóâ âèäå èíòåãðàëà ïîñëå ñëåäóþùèõ ïîäñòàíîâîê:k = N �1� �2 � ; d� � 1N ; � = 2N��:Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòè�êè ïî áîëüøîìó ÷èñëó N ñîõðàíÿåòñÿ. Ó÷èòûâàÿ�îðìóëó Ñòèðëèíãà äëÿ ãàììà-�óíêöèè, ïðèN � 1íàõîäèìhn (t)i = 14r2N� j sin� 
os�jN �� 1Z�1 �2d�(�2 � �2)p1� �2 �� fexp [N�+(�; t)℄ + exp [N��(�; t)℄�� 2 exp [N��(�; 0)℄g ;��(�; t) = �12 �(1 + �) ln�1 + �2 �++ (1� �) ln�1� �2 ��++ �� � 4�tp�2 � �2;
(30)

� = ln j 
tg�j. Èòàê, íàì ñëåäóåò âû÷èñëèòü òðè èíòå�ãðàëà ñ áîëüøèì ïàðàìåòðîì â àðãóìåíòå ýêñïîíåí�òû, ñîäåðæàùåéñÿ â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè.Äëÿ ýòîãî ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ëàïëàñà.Â äàííîé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñè�òóàöèè, êîãäà ïàðàìåòð � ïðèíèìàåò ìàëûå çíà÷å�íèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî èìåííî â ïîäîáíîì ñëó÷àå äëÿ

îäíîãî àòîìà íàáëþäàëîñü ýêñïîíåíöèàëüíîå âîçðàñ�òàíèå íàñåëåííîñòè êâàíòîâàííîé ìîäû.Äè��åðåíöèðóÿ �óíêöèè ��(�; t) ïî �, ìû íàõî�äèì óðàâíåíèÿ äëÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ��(t) :dd� ��(��; t) = �12 ln�1 + ��1� ����� 4t���q�2� � �2 + � = 0: (31)Ýòî òðàíñöåíäåíòíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå â îáùåìñëó÷àå ðåøèòü â ÿâíûõ òåðìèíàõ íåëüçÿ. Îäíàêîìîæíî èññëåäîâàòü èõ ðåøåíèÿ ïðè ìàëûõ çíà÷åíè�ÿõ ïàðàìåòðà �. Ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè � > 0è ðàññìîòðèì ñíà÷àëà óðàâíåíèå äëÿ �+(t). Ïðåíå�áðåãàÿ ïîïðàâêàìè ïîðÿäêà �2, ïîëó÷àåì�+ (t) � exp (2� + 8t�)� 1exp (2� + 8t�) + 1 :Ïðè óâåëè÷åíèè t âåëè÷èíà �+(t) óâåëè÷èâàåòñÿ,ñòðåìÿñü ê 1. Îòìåòèì, ÷òîd2d�2�+(�+; t) � �11� �2+ < 0;òàê ÷òî òî÷êà �+ äàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ�óíêöèè �+(�; t) è, ñîãëàñíî ìåòîäó Ëàïëàñà, îïðå�äåëÿåò àñèìïòîòèêó ïî N ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòå�ãðàëà.Äàëåå ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ��(t) ïðèóâåëè÷åíèè t. �àñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòà âåëè÷è�íà, ñòàðòóÿ ñî çíà÷åíèÿ ��(0) = �, óìåíüøàåòñÿ,ïðè çíà÷åíèÿõ ïîðÿäêà t � �=4� îíà ñòàíîâèòñÿ êîì�ïëåêñíîé, à ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè t ñòðåìèòñÿê íóëþ. Ïðè êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèÿõ ��(t) ñëåäóåòïðèìåíÿòü ìåòîä ïåðåâàëà âìåñòî ìåòîäà Ëàïëàñà.Îäíàêî è èç ýòèõ êà÷åñòâåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäó�åò, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â ñîîòíîøåíèå (33) äàåò ïåð�âûé èíòåãðàë. Ïðåíåáðåãàÿ ïîïðàâêàìè ïîðÿäêà �2,ìû ìîæåì ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ñ÷èòàòü, ÷òî��(��; t) � �12 ln�1� �2�4 � == ln [exp (� � 4t�) + exp (�� � 4t�)℄ :1182



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001 Äâóõ�îòîííûå ñèñòåìû Äæåéíñà�Êàììèíãñà : : :Â èòîãå íàõîäèìhn (t)i � 12 ��exp (4t�) 
os2 �+exp (�4t�) sin2 ��N �� �2+(t)�2+(t)� �2 ++ �exp (�4t�) 
os2 �+ exp (4t�) sin2 ��N �� ���� �2�(t)�2�(t)� �2 ����� 2�2�(0)�2�(0)� �2� : (32)Íàïîìíèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ìû ïîëó÷èëè ïðè� > 0, ò. å. ïðè 
os2 � > sin2 �;ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé èññëåäóåòñÿ àíàëîãè÷íî.Ïàðàìåòð � îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåìàòîìîâ è ïàðàìåòðàìè êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ � åãî àì�ïëèòóäîé è îòñòðîéêîé åãî ÷àñòîòû îò ÷àñòîòû àòîì�íîãî ïåðåõîäà. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíó � ëåãêî çà�äàâàòü è êîíòðîëèðîâàòü â ýêñïåðèìåíòå.Èç ñîîòíîøåíèÿ (32) ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî �îòîíîââ êâàíòîâàííîé ìîäå ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñèò îò÷èñëà äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ N è ïðè äîñòàòî÷íîáîëüøèõ t âåäåò ñåáÿ êàê exp(4N�t), ò. å. ìû íàáëþ�äàåì â äàííîì ñëó÷àå ¾ýêñïîíåíöèàëüíîå¿ ñâåðõ�èçëó÷åíèå. �àçóìååòñÿ, ïðè ýòîì íàøè ðåçóëüòàòûñïðàâåäëèâû ëèøü íà òåõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ,ïîêà âûïîëíÿåòñÿ íàøå îñíîâíîå óñëîâèå (4), ò. å. âïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êëàññè÷åñêîå ïîëå íàìíîãî áî�ëåå èíòåíñèâíîå, ÷åì êâàíòîâàííîå.Ïðîèñõîæäåíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ íà �îðìàëüíîìóðîâíå äîâîëüíî ïðîçðà÷íî. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òîïàðàìåòð � âõîäèò â àðãóìåíò ñèíóñà â ñîîòíîøå�íèè (21) è åãî àíàëîãîâ äëÿ îäíîãî àòîìà. Ýòîò �àêòïðèâîäèò, ñ ó÷åòîì çàìåíû � ! �S� (êîòîðàÿ ñîîò�âåòñòâóåò ïåðåõîäó îò îäíîãî àòîìà ê N àòîìàì), êïîÿâëåíèþ ïàðàìåòðà N â àðãóìåíòå ñèíóñà â âû�ðàæåíèè (29) äëÿ íàñåëåííîñòè êâàíòîâàííîé ìîäûäëÿ ñëó÷àÿ N àòîìîâ. Ýòî êîíòðàñòèðóåò ñ ñèòóà�öèåé äëÿ îäíî�îòîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ñêâàíòîâàííîé ìîäîé è êëàññè÷åñêèìè ïîëÿìè, îáñó�æäàâøåéñÿ â ðàáîòàõ [7; 8℄, êîãäà îò ïàðàìåòðà Nçàâèñåë òîëüêî êîý��èöèåíò ïðè îñöèëëèðóþùåéãàðìîíèêå.Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èñòî÷íèê ýòîãî ÿâ�ëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â êîîïåðàòèâíîì ïîâåäåíèè ¾îäå�òûõ ïîëåì àòîìîâ¿, êîòîðûå íà÷èíàþò ñîâìåñòíî ïå�ðåáðàñûâàòü �îòîíû èç êëàññè÷åñêîé ìîäû â êâàí�òîâàííóþ. Êàê ïîêàçàíî âûøå, ïðè � � 1 ýòîò ïðî�öåññ ïðèîáðåòàåò ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð, ïðè�÷åì ïðàêòè÷åñêè äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü óñëîâèå

òèïà � � 0:1 Íàïîìíèì, ÷òî � = �(2N�)�1, òàê ÷òîïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåòj�j = j! �
=2j � 0:2N�: (33)Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îãðàíè÷åíèå (ïðè áîëüøèõ N) ñó�ùåñòâåííî ñëàáåå, ÷åì óñëîâèå j�j < 2�, ïðè êîòî�ðîì ïðîèñõîäèò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò íàñåëåííî�ñòè êâàíòîâàííîé ìîäû â ñëó÷àå îäíîãî àòîìà. Íàïî�ìíèì, ÷òî ýòî óñëîâèå �èêñèðóåò ¾òîíêóþ¿ íàñòðîé�êó ÷àñòîò ïîëåé, ¾ãðóáàÿ¿ íàñòðîéêà îïèñûâàåòñÿóñëîâèåì (4).Êðîìå òîãî, äëÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì âûïîëíåíèåîãðàíè÷åíèÿ (4) íåîáõîäèìî ëèøü íà âðåìåíàõ, ñðàâ�íèìûõ ñ âðåìåíåì ðåëàêñàöèè íàøåé �èçè÷åñêîé ñè�ñòåìû �rel, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì æèçíè�îòîíà â ðåçîíàòîðå è âðåìåíåì ðàñïàäà èñïîëüçóå�ìûõ àòîìíûõ ñîñòîÿíèé. Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîë�íÿåòñÿ íà ïðîòÿæåíèè �rel, òî ìû ìîæåì íàáëþäàòüòîëüêî íà÷àëüíóþ �àçó ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà íà�ñåëåííîñòè êâàíòîâàííîé ìîäû äî òåõ çíà÷åíèé âðå�ìåíè, êîãäà ýòî îãðàíè÷åíèå íàðóøèòñÿ (â ïðåäïî�ëîæåíèè, ÷òî âðåìÿ íàáëþäåíèÿ ïðåâîñõîäèò �rel).4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÑóììèðóåì íàøè ðåçóëüòàòû. Ìû îáñóäèëèäèíàìèêó ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ îäèí èëè ìíîãî(N � 1) äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ, îäíîâðåìåííî âçàè�ìîäåéñòâóþùèõ ñ êâàçèðåçîíàíñíûì êëàññè÷åñêèìïîëåì è íàõîäÿùèõñÿ â äâóõ�îòîííîì ðåçîíàíñåñ êâàíòîâàííîé ìîäîé. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü,÷òî êëàññè÷åñêîå ïîëå ñóùåñòâåííî áîëåå èíòåí�ñèâíîå, ÷åì êâàíòîâàííîå. Èññëåäîâàëàñü ñèòóàöèÿîòêðûòûõ ðåçîíàíñîâ, êîãäà îáìåí �îòîíàìèìåæäó êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâàííîé ìîäàìè ïðî�èñõîäèò áåç âûïîëíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ÷èñëàâîçáóæäåíèé.Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âçàèìîäåéñòâèè îäíîãîàòîìà ñ êâàíòîâàííûì è êëàññè÷åñêèì ïîëÿìè ïî�ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ â êâàíòîâàííîé ìî�äå ñæàòîãî èçëó÷åíèÿ, ïðè÷åì ñòåïåíü ñæàòèÿ ìî�æåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê åäèíè�öå. Ïðè ýòîì àìïëèòóäà êâàíòîâàííîé ìîäû ìîæåòáûòü (îòíîñèòåëüíî) âåëèêà. Êðîìå òîãî, âîçìîæ�íû ðåæèìû, êîãäà àìïëèòóäà êâàíòîâàííîé ìîäûýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò ñî âðåìåíåì. Îäíàêî äëÿîäíîãî àòîìà ýòî ñâÿçàíî ñ âûïîëíåíèåì äîâîëüíîòîíêîãî óñëîâèÿ íà íàñòðîéêó ÷àñòîò îïòè÷åñêèõ ïî�ëåé. Äëÿ ñëó÷àÿ N � 1 èäåíòè÷íûõ äâóõóðîâíåâûõàòîìîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ îäíîâðåìåííî ñ êâàí�òîâàííûì è êëàññè÷åñêèì ïîëÿìè, òàêæå âîçìîæ�íà ñèòóàöèÿ, êîãäà àìïëèòóäà êâàíòîâàííîé ìîäû1183
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