
ÆÝÒÔ, 2001, òîì 120, âûï. 3 (9), ñòð. 740�748  2001
ÌÅÕÀÍÈÇÌ ÑÎÕ�ÀÍÅÍÈß ÑÅÏÀ�ÀÒ�ÈÑÛ ÍÅËÈÍÅÉÍÎ�Î�ÅÇÎÍÀÍÑÀ Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÑÈËÜÍÎ�Î ÕÀÎÑÀÂ. Â. Âå÷åñëàâîâ *, Á. Â. ×èðèêîâ **Èíñòèòóò ÿäåðíîé �èçèêè èì. �. È. Áóäêåðà630090, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 21 àâãóñòà 2000 ã.Ïðåäëàãàåòñÿ ïðîñòàÿ ïðèáëèæåííàÿ òåîðèÿ äîñòàòî÷íî îáùåãî ìåõàíèçìà ñîõðàíåíèÿ ñåïàðàòðèñûíåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ïîëíîìó ïîäàâëåíèþ ãëîáàëüíîé äè��óçèè íåñìîòðÿ íàñèëüíûé ëîêàëüíûé õàîñ äâèæåíèÿ. Ýòà òåîðèÿ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïîëíóþ çàâèñèìîñòü óãëà ðàñùåï-ëåíèÿ ñåïàðàòðèñû îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû è íàéòè, â ÷àñòíîñòè, òå èõ çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ ñåïà-ðàòðèñà îñòàåòñÿ íåðàñùåïëåííîé. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîäòâåðæäàþùèåòåîðåòè÷åñêèå âûâîäû äëÿ îïðåäåëåííîãî êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Îáíàðóæåíû íî-âûå îñîáåííîñòè ïîäàâëåíèÿ õàîñà â òàêèõ ñèñòåìàõ. Â çàêëþ÷åíèå îáñóæäàåòñÿ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿïðåäëàãàåìîé òåîðèè.PACS: 05.45.+b, 05.60.+w1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ: ÍÅÎÆÈÄÀÍÍÀßÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÑÅÏÀ�ÀÒ�ÈÑÛÍÅËÈÍÅÉÍÎ�Î �ÅÇÎÍÀÍÑÀÄèíàìèêà íåëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìîïðåäåëÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì íåëèíåéíûõ ðåçîíàí�ñîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ â îòëè÷èå îò ëèíåéíî�ãî ðåçîíàíñà çàíèìàåò ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè îò�íîñèòåëüíî íåáîëüøóþ îáëàñòü �àçîâîãî ïðîñòðàí�ñòâà, îãðàíè÷åííóþ òàê íàçûâàåìîé ñåïàðàòðèñîé(ñì., íàïðèìåð, [1�4℄). Äëÿ îäèíî÷íîãî ðåçîíàíñàñåïàðàòðèñà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðàåêòîðèþ (â îá�ùåì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü), îòäåëÿþùóþ êîëåáàíèÿ�àçû (âíóòðè ðåçîíàíñà) îò åå âðàùåíèÿ (âíå ðå�çîíàíñà)1). Íà ñàìîì äåëå ýòî äâå ïðîñòðàíñòâåí�íî-ñîâïàäàþùèå âåòâè, îòâå÷àþùèå õîäó âðåìåíèñîîòâåòñòâåííî âïåðåä è íàçàä. Êàæäàÿ âåòâü ÿâ�ëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé òðàåêòîðèåé ñ áåñêîíå÷íûì ïå�ðèîäîì äâèæåíèÿ, êîòîðàÿ âûõîäèò èç ïîëîæåíèÿíåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ (ñåäëî) è çàòåì àñèì�ïòîòè÷åñêè ê íåìó æå ïðèáëèæàåòñÿ. Â òèïè÷íîé(ò. å. íåèíòåãðèðóåìîé) ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå ëþ�áîå ñêîëü óãîäíî ìàëîå âîçìóùåíèå, íàïðèìåð îò*E-mail: veheslavov�inp.nsk.su**Email: hirikov�inp.nsk.su1) Çäåñü è íèæå ìû èñïîëüçóåì êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûåäåéñòâèå��àçà.

äðóãèõ (õîòÿ áû îäíîãî) íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ,ïðèâîäèò ê ðàñùåïëåíèþ ñåïàðàòðèñû íà äâå ïåðå�ñåêàþùèåñÿ âåòâè, êîòîðûå ïî-ïðåæíåìó âûõîäÿòèç ñåäëà íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, íî áîëåå ê íåìóíå âîçâðàùàþòñÿ. Ñâîáîäíûå êîíöû âåòâåé ðàñùåï�ëåííîé ñåïàðàòðèñû îáðàçóþò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïå�òåëü íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùåé äëèíû, êîòîðûåçàïîëíÿþò ïðè ýòîì óçêóþ îáëàñòü âáëèçè íåâîç�ìóùåííîé ñåïàðàòðèñû, �îðìèðóÿ òàê íàçûâàåìûéõàîòè÷åñêèé ñëîé. Ïåðåêðûòèå õàîòè÷åñêèõ ñëîåââñåõ ðåçîíàíñîâ ñèñòåìû ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþãëîáàëüíîãî õàîñà è, â ÷àñòíîñòè, äè��óçèè, îãðà�íè÷åííîé òîëüêî òî÷íûìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ,íàïðèìåð, ïîâåðõíîñòüþ ïîñòîÿííîé ýíåðãèè.Óñëîâèÿ îáðàçîâàíèÿ ãëîáàëüíîãî õàîñà çàâèñÿòêàê îò âåëè÷èíû, òàê è îò ãëàäêîñòè âîçìóùåíèÿ (ïî�àçå). Ïîñëåäíÿÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñêîðîñòüþ óáûâà�íèÿ åãî �óðüå-àìïëèòóä. Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî âîç�ìóùåíèÿ óáûâàíèå ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì. Âýòîì ñëó÷àå âñåãäà ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêàÿ âåëè÷è�íà âîçìóùåíèÿ �r, òàêàÿ ÷òî ãëîáàëüíàÿ äè��óçèÿâîçíèêàåò ëèøü ïðè � & �r. Åñëè æå � . �r, õàîñëîêàëèçîâàí â îòíîñèòåëüíî óçêèõ õàîòè÷åñêèõ ñëî�ÿõ, êîòîðûå îáðàçóþòñÿ ïðè ëþáîì � > 0. Ïðè ÷èñ�ëå ñòåïåíåé ñâîáîäû N > 2 ãëîáàëüíàÿ äè��óçèÿâñå æå âîçìîæíà, îäíàêî òîëüêî äëÿ ñïåöèàëüíûõíà÷àëüíûõ óñëîâèé è ñ î÷åíü ìàëîé ñêîðîñòüþ (òàê740



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 3 (9), 2001 Ìåõàíèçì ñîõðàíåíèÿ ñåïàðàòðèñû : : :íàçûâàåìàÿ äè��óçèÿ Àðíîëüäà [2℄). Ïðè �! 0 êàêñêîðîñòü äè��óçèè, òàê è ìåðà åå îáëàñòè óáûâàþòýêñïîíåíöèàëüíî ïî ïàðàìåòðó 1=�.Õàðàêòåð äâèæåíèÿ ñóùåñòâåííî èçìåíÿåòñÿ äëÿãëàäêîãî âîçìóùåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà, �óðüå-àìïëè-òóäû êîòîðîãî óáûâàþò êàê íåêîòîðàÿ ñòåïåíü  èõíîìåðà (ñì., íàïðèìåð, [5℄ è ññûëêè òàì). Â ýòîì ñëó�÷àå ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêàÿ ãëàäêîñòü r, òàêàÿ ÷òîòîëüêî ïðè  > r ïðîèñõîäèò ïîäàâëåíèå ãëîáàëü�íîé äè��óçèè ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì âîçìóùåíèè[6℄. Ñóùåñòâåííî, ÷òî ïðîòèâîïîëîæíîå óòâåðæäå�íèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñïðàâåäëèâî, ò. å. ïðè  < rãëîáàëüíàÿ äè��óçèÿ îáû÷íî íàáëþäàåòñÿ â ÷èñ�ëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ, îäíàêî èçâåñòíû è îáðàòíûåïðèìåðû, êîãäà òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ îñòàâàëàñü ëî�êàëèçîâàííîé â íåêîòîðîé ÷àñòè �àçîâîãî ïðîñòðàí�ñòâà â òå÷åíèå âñåãî âåñüìà äëèííîãî âðåìåíè ñ÷åòà(ñì., íàïðèìåð, [7, 8℄).Íåäàâíî Îâñÿííèêîâ íàøåë îòíîñèòåëüíî ïðî�ñòîé òî÷íî ðåøàåìûé ïðèìåð (ñì. (2.1) íèæå), äëÿêîòîðîãî åìó óäàëîñü äîêàçàòü òåîðåìó î ñîõðà�íåíèè åäèíîé (íåðàñùåïëåííîé) ñåïàðàòðèñû ïðèñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ [9℄.Ýòà òåîðåìà ïðèâåäåíà ïîëíîñòüþ â [10℄ (Ïðèëîæå�íèå). Èíòåíñèâíûå èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè (2.1), êî�òîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü ñèììåòðè÷íûì êóñî÷�íî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì, íåìåäëåííî ïîêàçàëè,÷òî ñàìûì âàæíûì è íåîæèäàííûì â ýòîé òåîðåìåîêàçàëîñü ñîõðàíåíèå ñåïàðàòðèñû â óñëîâèÿõ ñèëü�íîãî õàîñà, à íå â êàêîì-òî èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó�÷àå ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû áåç âñÿêî�ãî õàîñà âîîáùå. Áîëåå òîãî, ïðè ñïåöèàëüíûõ çíà�÷åíèÿõ ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ, íàéäåííûõ êàê Îâ�ñÿííèêîâûì, òàê è îäíèì èç àâòîðîâ [10�12℄, ñåïà�ðàòðèñû íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ íå òîëüêî íå ðàñ�ùåïëÿþòñÿ, íî è îáðàçóþò íåïðîõîäèìûå áàðüåðûäëÿ äðóãèõ òðàåêòîðèé, ò. å. ïîëíîñòüþ ïîäàâëÿþòãëîáàëüíóþ äè��óçèþ. È ýòî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òîãëàäêîñòü âîçìóùåíèÿ â ìîäåëè ñèììåòðè÷íîãî êó�ñî÷íî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøåêðèòè÷åñêîé è ìîæíî áûëî áû îæèäàòü ãëîáàëüíóþäè��óçèþ ïðè ëþáîé âåëè÷èíå âîçìóùåíèÿ.Ìåæäó òåì, èçó÷åíèå ëèòåðàòóðû ïîêàçàëî, ÷òîçíà÷èòåëüíî ðàíüøå òàêàÿ æå ìîäåëü áûëà ïîäðîáíîèññëåäîâàíà ìàòåìàòè÷åñêè Áóëèòîì [13℄ (ñì. òàê�æå [14℄). Õîòÿ Îâñÿííèêîâ äîêàçàë ñâîþ òåîðåìóíåçàâèñèìî, òàêîå ñîâïàäåíèå ìîäåëåé íå ñëó÷àéíî,ïîñêîëüêó ðåøåíèå ëèíåéíîãî (õîòÿ áû è êóñî÷íî)îòîáðàæåíèÿ ñóùåñòâåííî óïðîùàåò çàäà÷ó. Îòìå�òèì, ÷òî ïîëíîå ðåøåíèå äàæå ëèíåéíîãî îòîáðàæå�íèÿ, ïîëó÷åííîå Îâñÿííèêîâûì, âîçìîæíî òîëüêîïðè ñîõðàíåíèè ñåïàðàòðèñû, òàê êàê â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå äâå âåòâè ðàñùåïëåííîé ñåïàðàòðèñû îáðàçó�þò ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå ìî�äåëü ñèììåòðè÷íîãî êóñî÷íî-ëèíåéíîãî îòîáðàæå�íèÿ íå ìîæåò áûòü óïðîùåíà äî ÷èñòî ëèíåéíîãîîòîáðàæåíèÿ òèïà îòîáðàæåíèÿ Àðíîëüäà, â êîòî�ðîì ñåïàðàòðèñû íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ âñåãäà ðàñ�ùåïëåíû (ñì. ðàçä. 3). Ìàòåìàòè÷åñêèå ðàáîòû Áó�ëèòà è Îâñÿííèêîâà îãðàíè÷åíû ïîýòîìó èññëåäîâà�íèåì òîëüêî ñàìèõ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ íîâîãî òè�ïà (ñ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ �, âêëþ÷àÿñåïàðàòðèñû), ïåðâûå ïðèìåðû êîòîðûõ áûëè ïðè�âåäåíû â [14℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå (êàê è â ïðåäøåñòâóþùèõðàáîòàõ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ [10�12℄) ìû îïèðàåìñÿ,â îñíîâíîì, íà ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ÷òî ïîçâî�ëÿåò íàì èññëåäîâàòü è îêðåñòíîñòè èíâàðèàíòíûõêðèâûõ êàê ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ äâè�æåíèÿ, òàê è ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ ìîäåëè. Âýòîì îòíîøåíèè íàø ïîäõîä àíàëîãè÷åí èññëåäîâà�íèþ [8℄ äëÿ äðóãîé ìîäåëè.2. ÌÎÄÅËÜÎâñÿííèêîâ ðàññìàòðèâàë ðàçíîñòíîå óðàâíå�íèå, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó äâóìåðíîìóîòîáðàæåíèþ â êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ äåéñòâèåp � �àçà x: p = p+Kf(x); x = x+ p: (2:1)Çäåñü K = � > 0 � ïàðàìåòð âîçìóùåíèÿ (íå îáÿ�çàòåëüíî ìàëûé), à ¾ñèëà¿ f(x) èìååò �îðìó àíòè�ñèììåòðè÷íîé (f(�y) = �f(y), y = x � 1=2) êóñî÷�íî-ëèíåéíîé ¾ïèëû¿ ñ ïåðèîäîì 1 (ñì. (2.2) íèæå).Ïîæàëóé, ñàìûì íåîæèäàííûì â ýòîì ïðè�ìåðå ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ãëàäêîñòü ãàìèëüòîíèà�íà (ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè) îòîáðàæåíèÿ (2.1) = 1 < r � 4 [6℄ ñóùåñòâåííî ìåíüøå êðèòè÷å�ñêîé. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ îïðåäåëåííîãî ñ÷åòíîãîìíîæåñòâà ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé K = Km íåðàñ�ùåïëåííàÿ ñåïàðàòðèñà ¾ïîãðóæåíà â ìîðå¿ñèëüíîãî õàîñà è òåì íå ìåíåå ñîõðàíÿåòñÿ èçàïèðàåò ãëîáàëüíóþ äè��óçèþ [10; 11℄!Ïîñêîëüêó íà êîìïüþòåðå íåâîçìîæíî çàäàòüòî÷íîå çíà÷åíèå K, ñëåäóþùèì ðåøàþùèì øàãîìáûëî èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ (ðàñùåïëåííîé) ñåïà�ðàòðèñû è äðóãèõ òðàåêòîðèé ïðè ìàëîì îòêëîíå�íèè jK�Kmj ! 0, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî â ÷èñëåííûõýêñïåðèìåíòàõ. Ïåðâûå æå èññëåäîâàíèÿ [12℄ ïîêàçà�ëè, ÷òî óãîë ðàñùåïëåíèÿ ñåïàðàòðèñû ìåíÿåò çíàêâìåñòå ñ ðàçíîñòüþ K �Km, ïðè÷åì ïðè íå÷åòíûõm ýòîò óãîë ïëàâíî ïðîõîäèò ÷åðåç íóëü, à ïðè ÷åò�íûõ � ñêà÷êîì ìåíÿåò çíàê (ñì. ðèñ. 1 â [11℄ è ðèñ. 2741
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0 1�1
1f(x) �1=4�(1� d)=4V (x) x

xd=2
�èñ. 1. Ñõåìà ïîòåíöèàëà V (x) è ñèëûf(x) = �dV=dx ñ ïåðèîäîì 1 äëÿ ñåìåéñòâàìîäåëåé (2.2) ñ ïàðàìåòðîì díèæå). Ïðåæäå âñåãî, ýòî ïîçâîëèëî ñðàçó æå è îò�íîñèòåëüíî ïðîñòî íàéòè ìíîæåñòâî äðóãèõ ñïåöè�àëüíûõ Km, ïðè êîòîðûõ ñåïàðàòðèñà ñîõðàíÿåòñÿ.Âìåñòå ñ òåì òàêîå íåîáû÷íîå ïîâåäåíèå óãëà ðàñ�ùåïëåíèÿ ïîäñêàçàëî è äèíàìè÷åñêèé ìåõàíèçì ñî�õðàíåíèÿ ñåïàðàòðèñû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðåä�ìåòîì îáñóæäåíèÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå.Óäîáíî ðàññìîòðåòü ñðàçó öåëîå ñåìåéñòâî ïèëî�îáðàçíûõ âîçìóùåíèé, çàäàííûõ ñèëîé2) (ñì. ðèñ. 1)f(x) = ( 2x=(1�d); åñëè jxj � (1�d)=2;�2y=d; åñëè jyj � d=2; (2:2)ãäå y = x � 1=2, à d < 1 � ðàññòîÿíèå ìåæäó ¾çó�áüÿìè¿ ïèëû jf(x)j = 1, ðàñïîëîæåííûìè â òî÷�êàõ y = y� = �d=2. Íàèáîëåå èçó÷åííûé ÷àñò�íûé ñëó÷àé ñèììåòðè÷íîãî êóñî÷íî-ëèíåéíîãî îòîá�ðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ d = 1=2. Â ýòèõäâóõ òî÷êàõ ñèëà èìååò ñèíãóëÿðíîñòü � ðàçðûâïåðâîé ïðîèçâîäíîé f 0 = df=dx:�f 0 = � 2d(1� d) : (2:3)Èñõîäíàÿ èäåÿ î ìåõàíèçìå ñîõðàíåíèÿ ñåïàðàòðè�ñû ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî âîçìóùåíèå (ñèëà) èìååò äâåñèíãóëÿðíîñòè, êîòîðûå èíòåð�åðèðóþò ìåæäó ñî�áîé è, â ÷àñòíîñòè, ìîãóò êîìïåíñèðîâàòü äðóã äðó�ãà, èëè ñîêðàùàòüñÿ � òåðìèí, ââåäåííûé â [8℄, ãäå,2) Àíàëîãè÷íîå ñåìåéñòâî êðàòêî óïîìÿíóòî â [13℄.

ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå áûë ïðåäëîæåí è èñïîëüçî�âàí ïîäîáíûé ìåõàíèçì. Îñîáåííîñòü íàøåãî ïîäõî�äà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû èíòåðåñóåìñÿ äåéñòâèåìòàêîãî ìåõàíèçìà (è äàåì òåîðèþ) íåïîñðåäñòâåí�íî äëÿ ñåïàðàòðèñû íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà, òîãäàêàê â [8℄ òàêèå ñîêðàùåíèÿ îïðåäåëÿëèñü äëÿ ëþ�áûõ ïðîèçâîëüíûõ òðàåêòîðèé è èñïîëüçîâàëèñü êàêíàâîäÿùåå ñîîáðàæåíèå äëÿ ïîèñêà ñðåäè íèõ ïó�òåì ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ âîçìîæíûõ èíâàðè�àíòíûõ êðèâûõ (íå ñåïàðàòðèñ).Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè óäîáíî ïåðåéòè îò èñ�õîäíîãî îòîáðàæåíèÿ (2.1) ê íåïðåðûâíîé ñèñòå�ìå ñ ãàìèëüòîíèàíîì, ÿâíî çàâèñÿùèì îò âðåìåíè(ñì. [2�4; 10℄):H(x; p; t) = p22 +KV (x)Æ1(t) == H0(x; p) +H1(x; t); (2.4)ãäå Æ1(t) îáîçíà÷àåò Æ-�óíêöèþ ïåðèîäà 1. Íåâîçìó�ùåííûé ãàìèëüòîíèàíH0 = p22 +KV (x) (2:5)îïèñûâàåò îñíîâíîé (öåëûé) ðåçîíàíñ â (2.1), àH1(x; t) = KV (x)(Æ1(t)� 1) (2:6)� åãî âîçìóùåíèå (ñ ïðåæíèì ïåðèîäîì T1 = 1 è÷àñòîòîé 
 = 2�=T1 = 2�) îò âñåõ îñòàëüíûõ öåëûõðåçîíàíñîâ.Ïîòåíöèàë ñèëû (2.2) ðàâåíV (x) = � Z f(x)dx == ( �x2=(1� d); åñëè jxj � (1� d)=2;(4y2 � d)=4d; åñëè jyj � d=2: (2.7)Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà Vmax = 0 îïðå�äåëÿåò íåâîçìóùåííóþ ñåïàðàòðèñó îñíîâíîãî ðåçî�íàíñà: ps(x) = �p�2KV (x); (2:8)à ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå Vmin = �1=4 äàåò ïîëíóþãëóáèíó U íåâîçìóùåííîé ïîòåíöèàëüíîé ¾ÿìû¿:U = K(Vmax � Vmin) = K4 : (2:9)Îñîáåííîñòü âîçìóùåíèÿ (2.6) ñîñòîèò â òîì, ÷òîîíî ïîðÿäêà íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà íåçàâè�ñèìî îò ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿK ! 0. Òåì íå ìåíååòåîðèÿ âîçìóùåíèé, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèìåíèìà, åñ�ëè äðóãîé ïàðàìåòð âîçìóùåíèÿ� = 
!0 � 1 (2:10)742



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 3 (9), 2001 Ìåõàíèçì ñîõðàíåíèÿ ñåïàðàòðèñû : : :ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì. Çäåñü !0 = p2K=d � ÷àñòî�òà ìàëûõ êîëåáàíèé íà îñíîâíîì ðåçîíàíñå (2.5),à 
 = 2� � ÷àñòîòà âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ. Èìåí�íî ýòîò ïàðàìåòð ¾àäèàáàòè÷íîñòè¿ è îïðåäåëÿ�åò ðàñùåïëåíèå ñåïàðàòðèñû. Èñïîëüçîâàíèå â äàí�íîì ñëó÷àå òåðìèíà ¾àäèàáàòè÷íîñòü¿ ïîä÷åðêèâà�åò, ÷òî ý��åêò âûñîêî÷àñòîòíîãî âîçìóùåíèÿ êà÷å�ñòâåííî òàêîé æå, êàê è íèçêî÷àñòîòíîãî.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äâèæåíèÿ âáëèçè ñåïàðàòðè�ñû íàéäåì ïðåæäå âñåãî èçìåíåíèå íåâîçìóùåííî�ãî ãàìèëüòîíèàíà (2.5) äëÿ ïåðèîäà äâèæåíèÿ â ìà�ëîé îêðåñòíîñòè íåâîçìóùåííîé ñåïàðàòðèñû. Ñëå�äóÿ [10℄, ïîëó÷àåì�H0 = 1Z�1 dtfH1; H0g �� K 1Z�1 dt psf(xs)(Æ1(t)� 1): (2.11)Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè äâèæåíèå ïî áëèçêîé ê ñå�ïàðàòðèñå òðàåêòîðèè ïðèáëèæåííî çàìåíåíî äâè�æåíèåì ïî íåâîçìóùåííîé ñåïàðàòðèñå (îòñþäà áåñ�êîíå÷íûå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ).Ïîñêîëüêó ñèëà f(x) èìååò äâå ñèíãóëÿðíîñòè(2.3) â òî÷êàõ y� = �d=2, èíòåãðèðóåì (2.11) äâàðàçà ïî ÷àñòÿì, òàê ÷òîd2f(t)dt2 � d2f(y)dy2 p2 = p2�f 0Æ1(y � y�); (2:12)ãäå p = dx=dt è îñòàâëåí òîëüêî ãëàâíûé ÷ëåí ñÆ-�óíêöèåé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì�H0 � Kp2��f 0[ (t+)�  (t�)℄ = K2d � ; (2:13)ãäå t� � ìîìåíòû âðåìåíè ïðîõîæäåíèÿ ñèíãóëÿð�íîñòåé â òî÷êàõ y�, à �óíêöèÿ  (t) îïðåäåëÿåòñÿóðàâíåíèåì � = d2 dt2 = Æ1(t)� 1: (2:14)Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçíîñòè � =  (t+) �  (t�)ïåðåéäåì ê íîâûì ïåðåìåííûì � è t0, ãäå� = t+ � t�2 =r d2K arsinpd == �2� arsinpd (2.15)� ïîëîâèíà âðåìåíè äâèæåíèÿ ìåæäó ñèíãóëÿðíî�ñòÿìè, à t0 = t+ + t�2 (2:16)

� ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà(y = 0), ãäå îáû÷íî è èññëåäóåòñÿ ïåðåñå÷åíèåâåòâåé ðàñùåïëåííîé ñåïàðàòðèñû.Â îáùåì ñëó÷àå � íå �àêòîðèçóåòñÿ â ýòèõ ïå�ðåìåííûõ, îäíàêî ýòî âîçìîæíî ïðè äîïîëíèòåëü�íîì îãðàíè÷åíèè: jt0j � � (> 0). Â òàêîì ñëó÷àå� = t0(1� 2�): (2:17)Óãîë � � 1 ìåæäó âåòâÿìè ðàñùåïëåííîé ñå�ïàðàòðèñû îïðåäåëÿåòñÿ ïðèáëèæåííîé �îðìóëîé(ñì. [15; 12℄)tg� � � � dpdy � dH0p20 dt0 � 2Kd (1� 2�): (2:18)Çäåñü èñïîëüçîâàíû ñîîòíîøåíèÿ: dp = dH0=p,dy = p dt è dH0dt = � _ = 1� 2�;ãäå âñå âåëè÷èíû áåðóòñÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ âåò�âåé ñåïàðàòðèñû (y = 0). Çàâèñèìîñòü �(K; d) ïðè�íèìàåò èñêëþ÷èòåëüíî ïðîñòîé âèä:�s � (1� 2�s) (2:19)â ïðåîáðàçîâàííûõ ïåðåìåííûõ�s = � d2K = � �24�2 ;�s = � = �2� arsinpd (mod 1): (2.20)Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îñöèëëÿöèè �(K) ïîÿâèëèñü êàêðàç âñëåäñòâèå äâóõ îñîáåííîñòåé â ãàìèëüòîíèàíå,èíòåð�åðèðóþùèõ ìåæäó ñîáîé.Ñîîòíîøåíèå (2.19) è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëü�òàòîì íàøåé ðàáîòû. Îíî îáúÿñíÿåò è îïèñûâàåòíîâîå ÿâëåíèå ïîäàâëåíèÿ õàîñà ñåïàðàòðèñû, à çíà�÷èò, è ãëîáàëüíîé äè��óçèè â îïðåäåëåííîì êëàññåãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.Ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðè�ìåíòîâ ïðèâåäåíî íà ðèñ. 2. Âåñüìà âûñîêàÿ òî÷�íîñòü ïðîñòîé òåîðèè (ïðè K � 1) îãðàíè÷è�âàåòñÿ íåáîëüøèì ñäâèãîì êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèéK = Km. Â ïðèìåðå Îâñÿííèêîâà (ñèììåòðè÷íîåêóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, d = 1=2) åãî ìîæ�íî ïîëó÷èòü è áåç ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïî�ìîùüþ òî÷íûõ âûðàæåíèé äëÿ Km, êàê ïðåäñêàçàí�íûõ â [9℄, òàê è íàéäåííûõ ïîçæå â ðàáîòå [12℄:Km = �216m2 �1� �248m2 + : : :� � �216m2 : (2:21)Ïîñëåäíèé ÷ëåí ïðåäñòàâëÿåò íàøó òåîðèþ, à â ñêîá�êàõ óêàçàíà ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òåîðèÿ îáú�ÿñíÿåò òàêæå íåîæèäàííûé ðàçðûâ �óíêöèè �(�s)743
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�èñ. 2. Ïåðèîäè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü óãëà ðàñùåï-ëåíèÿ ñåïàðàòðèñû � îò ïàðàìåòðîâ K è d â íîð-ìèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ �s(�s) (2.20): d = 0:25,0.5, 0.75, 0.999 (òî÷êè), d = 0:01 (êðóæêè) ïîäàííûì ÷èñëåííîãî ñ÷åòà. Ñïëîøíàÿ ïðÿìàÿ �òåîðèÿ (2.19), êðèâàÿ � ïåðâîå ïðèáëèæåíèåÆ1(t)� 1 � 2 os (2�t) (ñì. (2.11)). Àðãóìåíò �s áå-ðåòñÿ ïî ìîäóëþ îäèí, òàê ÷òî âñå òî÷êè (íî íåêðóæêè!) ïðåäñòàâëÿþò ìíîãî ïåðèîäîâ çàâèñèìî-ñòè �(K; d) (ñì. òåêñò)ïðè �s = 0 (mod 1) (íî íå ïðè �s = 1=2), êîòîðûéáûë îáíàðóæåí è îáñóæäàëñÿ ñ äðóãîé òî÷êè çðåíèÿâ [12℄.Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíî òàêæå åùå áîëåå ïðîñòîåïðèáëèæåíèå  ñîõðàíåíèåì òîëüêî ïåðâîãî ÷ëåíà�óðüå-ðàçëîæåíèÿ Æ1(t) � 1 � 2 os (2�t), êîòîðîåñòîëü æå òî÷íî ïðåäñòàâëÿåò êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿKm, íî íå âîñïðîèçâîäèò ðàçðûâà �óíêöèè óãëà �.Ïðîñòîå ñîîòíîøåíèå (2.19) òàêæå íå äàåò ïîë�íîé êàðòèíû äëÿ âñåãî ñåìåéñòâà (2.2), êàê ýòî äå�ìîíñòðèðóåò ïðèìåð ñ ìàëûì çíà÷åíèåì d = 0:01,ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 2 êðóæêàìè. Îòñþäà âèäíî,÷òî ðàñùåïëåíèå ñåïàðàòðèñû íåñèììåòðè÷íî ïðèd! 0 è d! 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç �îðìóëû (2.2)äëÿ ñèëû ñëåäóåò, ÷òî ñèììåòðèÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðèèçìåíåíèè îáîèõ ïàðàìåòðîâ ñåìåéñòâà îòîáðàæå�íèé: d ! 1 � d è K ! �K. Ñëåäîâàòåëüíî, çàìåíàçíàêà K òàêæå ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííîìó èçìåíå�íèþ ïîâåäåíèÿ ñåïàðàòðèñû. Ñèììåòðèÿ ñîõðàíÿåò�ñÿ òîëüêî â ÷àñòíîì ñëó÷àå d = 1=2, ò. å. äëÿ ìîäåëèñèììåòðè÷íîãî êóñî÷íî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.3. Ï�ÅÄÅË d! 0: �ÀÇ�ÛÂ Â ÑÈËÅ�àññìîòðèì âíà÷àëå ïðåäåëüíûé ñëó÷àé d = 0,K > 0, êîãäà �óíêöèÿ ñèëû f(x) ïðåòåðïåâàåò ðàç�
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K�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü óãëà ðàñùåïëåíèÿ ñåïàðàòðè-ñû � îò ïàðàìåòðà K ïðè çíà÷åíèÿõ d = 0:01 (òî÷-êè), 0:001 (òðåóãîëüíèêè), d = 0 (êðóæêè) ïî äàí-íûì ÷èñëåííîãî ñ÷åòà. Íèæíÿÿ êðèâàÿ � ïðèáëè-æåííàÿ òåîðèÿ (3.6), âåðõíÿÿ êðèâàÿ � òî÷íàÿ òåî-ðèÿ (3.10)ðûâ (ñì. ðèñ. 1). Êà÷åñòâåííîå îòëè÷èå ïðåäåëà ñî�ñòîèò â òîì, ÷òî äâå îñîáåííîñòè ïîòåíöèàëà ïðèd > 0 ñëèâàþòñÿ òåïåðü â îäíó è, ñëåäîâàòåëüíî, ñî�ãëàñíî íàøåé òåîðèè, óãîë ðàñùåïëåíèÿ ñåïàðàòðè�ñû íå áóäåò ìåíÿòü çíàê, ò. å. ñåïàðàòðèñà ðàñùåï�ëÿåòñÿ ïðè ëþáîì K > 0.Íà ðèñóíêå 3 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû íåêîòîðûõ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ êàê â ñàìîì ïðåäåëå d = 0(êðóæêè), òàê è â åãî ìàëîé îêðåñòíîñòè d = 0:001(òðåóãîëüíèêè) è d = 0:01 (òî÷êè). Ïðèâåäåíà íåïî�ñðåäñòâåííî çàâèñèìîñòü �(K), òàê êàê ïðè d = 0ïàðàìåòð àäèàáàòè÷íîñòè � = �p2d=K = 0 òåðÿåòñìûñë. Ïðåæäå âñåãî, âèäíî, ÷òî ïðåäåëüíûé ïåðå�õîä d ! 0 â ìîäåëè (2.2) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ñýìïèðè÷åñêîé ãðàíèöåé (ïî ìàêñèìóìó �(K)) ïðèK � KB � 7d: (3:1)Ôèçè÷åñêàÿ ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé ñîîòíîøåíèå (2.18)ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìûì ïðè K & KB , çàêëþ÷àåò�ñÿ â òîì, ÷òî ïðè åãî âûâîäå ïðåíåáðåãàåòñÿ èçìåíå�íèåì ñêîðîñòè â ïðîìåæóòêå ìåæäó äâóìÿ ñèíãóëÿð�íîñòÿìè çà ñ÷åò äåéñòâèÿ ïåðâîé èç íèõ, à òàêæå èç�ìåíåíèåì âðåìåíè ïðîëåòà � ìåæäó íèìè (ñì. �îð�ìóëû (2.13) è (2.15)). Â ïðåæíèõ ïåðåìåííûõ ïåðå�õîä ìåæäó äâóìÿ ðåæèìàìè ïðåäñòàâëåí è íà ðèñ. 2äëÿ d = 0:01 (êðóæêè). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îòêëîíåíèåîò (2.18) èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè K & KB è íå ïî�âòîðÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè, êàê çàâèñèìîñòü (2.18) (ñì.êðóæîê â ëåâîì âåðõíåì óãëó ðèñ. 2). Òàêèì îáðà�çîì, â ïðåäåëå d = 0 �óíêöèè óãëà ðàñùåïëåíèÿ744



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 3 (9), 2001 Ìåõàíèçì ñîõðàíåíèÿ ñåïàðàòðèñû : : :
00.004

�0:008�0:0040.44 0.48 0.52 0.56x
���0 �p� p0

�èñ. 4. Ïðèìåð ðàñùåïëåíèÿ ñåïàðàòðèñû ïðèK = 0:005 è d = 0: ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñ èçëîìîì âòî÷êå x = 0:5 � íåâîçìóùåííàÿ ñåïàðàòðèñà (3.7),âåòâè ñåïàðàòðèñû ïðåäñòàâëåíû òî÷êàìè (âïåðåäïî âðåìåíè) è êðóæêàìè (íàçàä ïî âðåìåíè), ðàç-ðûâû âåòâåé ñîåäèíåíû ïóíêòèðîì, ïîêàçûâàþùèìïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, p0 � 0:04756 � îðäèíà-òà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (3.8)äåéñòâèòåëüíî íå ìåíÿåò çíàêà è, ñëåäîâàòåëüíî, ñå�ïàðàòðèñà âñåãäà ðàñùåïëÿåòñÿ.Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà ìîæíî ïðèìåíèòüòîò æå ìåòîä, ÷òî è ïðè d 6= 0 (ðàçä. 2). �àçëè÷èåñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî òåïåðü ðàçðûâ �f(x) = �2èìååò ñàìà ñèëà, è ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîèíòåãðè�ðîâàòü (2.11) ïî ÷àñòÿì òîëüêî îäèí ðàç. Èìååì�H0 � K 1Z�1 dt ps f(xs) (Æ1(t)� 1) �� Kp0�f _ (t0) � �p2K3=2 _ (t0): (3.2)Çäåñü ïî-ïðåæíåìó p0 �pK=2, à_ (t) = 12 � t (mod 1) (3:3)(ñì. (2.14)). Îäíàêî ïðîñòîå âûðàæåíèå (2.18) â ïðè�áëèæåíèè ìàëûõ óãëîâ òåïåðü óæå íåïðèìåíèìî,ïîñêîëüêó ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè ïî t0 âîçíèêàåòñèíãóëÿðíîñòüdH0dt = �Kp0(Æ1(t)� 1); (3:4)ïðè÷åì ïðîèçâîäíàÿ áåðåòñÿ ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ:t = t0 = 0 è 1=2, êîãäà �H0 = 0 (ïåðåñå÷åíèå âåò�âåé ñåïàðàòðèñû, �îðìóëà (3.3)). Êàæäîå èç ýòèõçíà÷åíèé îïðåäåëÿåò óãîë íàêëîíà ñîîòâåòñòâóþùåéâåòâè ñåïàðàòðèñû îòíîñèòåëüíî îñè x (ñì. ðèñ. 4).

Ñèíãóëÿðíîñòü âîçíèêàåò ïðè t = 0 è îòâå÷àåò óãëó�0 = �=2 (tg�0 = 1). Óãîë äðóãîé âåòâè � îïðåäå�ëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (ñð. (2.18))tg � = dpdx � 12 dH0p20dt0 � Kp0 � p2K: (3:5)Ìíîæèòåëü 1=2 ïðè ïðîèçâîäíîé âîçíèêàåò èç-çàòîãî, ÷òî �H0 âû÷èñëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåâîçìó�ùåííîé ñåïàðàòðèñû (ñïëîøíàÿ ëîìàíàÿ ëèíèÿ íàðèñ. 4), à óãîë � (êàê è �0) áåðåòñÿ îòíîñèòåëüíîîñè x. Çíàêè óãëîâ îïðåäåëÿþòñÿ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òîâåòâü ñ �0 ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ âïåðåä ïî âðåìå�íè, òîãäà êàê äðóãàÿ âåòâü � îáðàòíîìó äâèæåíèþ(ñì. [11℄). Îêîí÷àòåëüíî, äëÿ óãëà ìåæäó âåòâÿìèñåïàðàòðèñû ïîëó÷àåì�(K) = �0 � � � �2 �p2K: (3:6)Ýòà ïðîñòàÿ çàâèñèìîñòü ïîêàçàíà íà ðèñ. 3 ñïëîø�íîé ëèíèåé. Ïðè ìàëûõ K îíà õîðîøî ñîãëàñóåòñÿñ ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè, îäíàêî ïðè óâåëè÷å�íèè K îøèáêà âîçðàñòàåò, äîñòèãàÿ âåëè÷èíû îêîëî40% ïðèK � 0:6. Ïðè á�îëüøèõK âñÿ ïðîñòàÿ êàðòè�íà ðàñùåïëåíèÿ ñåïàðàòðèñû îòäåëüíîãî ðåçîíàíñàòåðÿåò ñìûñë èç-çà ïåðåêðûòèÿ ìíîãèõ ðåçîíàíñîâ(ñì. íèæå).Îøèáêà ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõK ñâÿçàíà ñ ïðè�áëèæåííûì èñïîëüçîâàíèåì ïðè âû÷èñëåíèè èíòå�ãðàëà (3.2) íåâîçìóùåííîé ñåïàðàòðèñû (ñì. �îðìó�ëû (2.8) è (2.7))ps(x) = �p0(1� 2jyj) (3:7)ñ àìïëèòóäîé p0 �pK=2. Èíòåðåñíîé îñîáåííîñòüþðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå �îð�ìû íåâîçìóùåííîé ñåïàðàòðèñû (äâå ïðÿìûå) ïîääåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ (ðèñ. 4). Ýòî ïîçâîëÿåò âû�÷èñëèòü òî÷íîå çíà÷åíèå p0(K) ïðè ëþáîì K ïî ñîá�ñòâåííûì âåêòîðàì èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ (2.1) âíåóñòîé÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êå x = p = 0. Â ðå�çóëüòàòå ïîëó÷àåìp0(K) = Kp2K +K2 +K : (3:8)Îäíàêî ïðè ïîäñòàíîâêå ýòîãî âûðàæåíèÿ â (3.5) ñî�ãëàñèå íå òîëüêî íå óëó÷øàåòñÿ, íî äàæå óõóäøàåò�ñÿ: tg� � Kp0(K) > p2K: (3:9)Ïðè÷èíà ýòîãî ëåæèò â äðóãîì ïðèáëèæåíèè èíòå�ãðàëà (3.2) � ñîõðàíåíèè âêëàäà òîëüêî îò ñêà÷êàñèëû �f(x). Îïÿòü-òàêè, èç-çà ñïåöè�è÷åñêîé îñî�áåííîñòè íåâîçìóùåííîé ñåïàðàòðèñû ïðè d = 0745



Â. Â. Âå÷åñëàâîâ, Á. Â. ×èðèêîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 3 (9), 2001óãîë � íàõîäèòñÿ òî÷íî áåçî âñÿêîãî èíòåãðèðîâà�íèÿ ïðÿìî ïî ðåçóëüòàòàì, ïðèâåäåííûì íà ðèñ. 4:tg � = 2p0(K). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì�(K) = �2 � artg 21 +p1 + 2=K! : (3:10)Ýòî âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëåå òî÷íûé ðå�çóëüòàò íàøåé òåîðèè (âåðõíÿÿ ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íàðèñ. 3), êîòîðûé ïðåêðàñíî ñîâïàäàåò ñ ÷èñëåííûìýêñïåðèìåíòîì (êðóæêè) âïëîòü äî íà÷àëà ïåðåêðû�òèÿ ðåçîíàíñîâ. Ïîÿñíèì, ÷òî â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòèîòîáðàæåíèÿ (2.1) íå òîëüêî ïî x, íî è ïî p (è ñòåì æå ïåðèîäîì 1), èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìàöåëûõ ðåçîíàíñîâ ïðè p(0) = n, H0 = n2=2, ãäån � ëþáîå öåëîå ÷èñëî, êàê ïîëîæèòåëüíîå, òàê èîòðèöàòåëüíîå, à òàêæå íóëü. Ïîñëåäíèé ÷àñòíûéñëó÷àé è ðàññìàòðèâàåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Ïðèp0 = 1=2 ñåïàðàòðèñû ñîñåäíèõ öåëûõ ðåçîíàíñîâíà÷èíàþò ïåðåêðûâàòüñÿ, ÷òî ïîëíîñòüþ ðàçðóøà�åò èõ ñòðóêòóðó. Ôîðìàëüíî ýòî ïðîèñõîäèò ëèøüâ ïðåäåëå K ! 1 (3.8). Îäíàêî �àêòè÷åñêè òàêîåðàçðóøåíèå íà÷èíàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ðàíüøå èç-çàïåðåêðûòèÿ ñ ïðîìåæóòî÷íûìè äðîáíûìè ðåçîíàí�ñàìè (ñì. [11℄). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî �îðìàëüíî âñå�ãäà óãîë ðàñùåïëåíèÿ � > �=4 � 0:785 (ñì. �îðìóëó(3.10)), îäíàêî �àêòè÷åñêè, è ïî òîé æå ïðè÷èíå, ðå�ãóëÿðíàÿ çàâèñèìîñòü �(K) ðåçêî îáðûâàåòñÿ óæåïðè � � 0:96 � 55Æ, K = Kr � 0:8, p0(Kr) � 1=3(ðèñ. 3). Ïðè K > Kr âåòâè ñåïàðàòðèñû ñòàíîâÿò�ñÿ íàñòîëüêî íåóñòîé÷èâûìè, ÷òî ñêîëüêî-íèáóäü íà�äåæíîå èçìåðåíèå óãëà ðàñùåïëåíèÿ íå ïðåäñòàâëÿ�åòñÿ âîçìîæíûì. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî îòêëîíå�íèå îðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âåòâåé ñåïàðàòðè�ñû p0(K) ñîãëàñíî (3.8) â ýòîé îáëàñòè (âïëîòü äîK = 1:24) íå ïðåâûøàåò 1%. Îäíàêî ýòîãî äîñòàòî÷�íî äëÿ î÷åíü ñèëüíîãî è íåðåãóëÿðíîãî èñêàæåíèÿâåòâåé ñåïàðàòðèñû.Òàêèì îáðàçîì, äàæå ïðè îòíîñèòåëüíî áîëüøèõçíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà K < 0:8 óãîë ðàñùåïëåíèÿ ñå�ïàðàòðèñû äàëåêî íå äîñòèãàåò íóëÿ è òåì áîëåå íåìåíÿåò çíàê, à çíà÷èò, ñåïàðàòðèñà âñåãäà ðàñùåï�ëÿåòñÿ.Â ðàáîòå [13℄ ïðåäåë d ! 0 òàêæå ðàññìîòðåíêðàòêî, íî òîëüêî äëÿ K < 0 (â íàøèõ îáîçíà÷åíè�ÿõ). Îáðàòíûé ïðåäåë, d! 1, â [13℄ òåðÿåò ñìûñë, ïî�ñêîëüêó ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé îïðåäåëåíî òàêèìîáðàçîì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèëà f(x)! 0 èñ÷åçàåò. Âíàøåì ñëó÷àå çàâèñèìîñòü (2.19) ïðè ýòîì ñîõðàíÿ�åòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äî d = 0:999 (ðèñ. 2). Ñëåäóåò,îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî â ñàìîì ïðåäåëå (d = 1) õà�ðàêòåð äâèæåíèÿ êà÷åñòâåííî èçìåíÿåòñÿ, ïîñêîëü�

êó äâèæåíèå ïî íåâîçìóùåííîé ñåïàðàòðèñå ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòî ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ (ñì.(2.7) è ðèñ. 1).4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ: ÍÀÑÊÎËÜÊÎ ÒÈÏÈ×ÍÎÑÎÕ�ÀÍÅÍÈÅ ÑÅÏÀ�ÀÒ�ÈÑÛ?Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíà è ïðîâåðåíà ïðî�ñòàÿ òåîðèÿ íîâîãî íåîæèäàííîãî ÿâëåíèÿ � ñîõðà�íåíèÿ ñåïàðàòðèñû íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà â óñëîâè�ÿõ ñèëüíîãî õàîñà íà á�îëüøåé ÷àñòè �àçîâîé ïëîñ�êîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû [9�13℄. Ìåõàíèçì ýòî�ãî ÿâëåíèÿ îñíîâàí íà ïðîñòîé èäåå îá èíòåð�å�ðåíöèè (â ÷àñòíîñòè ¾ñîêðàùåíèè¿ [8℄) íåñêîëüêèõñèíãóëÿðíîñòåé â ãàìèëüòîíèàíå äèíàìè÷åñêîé ñè�ñòåìû, êîòîðûå è îïðåäåëÿþò ðàñùåïëåíèå ñåïàðà�òðèñû íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà. ×èñëåííûå ýêñïåðè�ìåíòû è òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ïðîâîäèëèñü äëÿ ñå�ìåéñòâà 2D-îòîáðàæåíèé (2.1) â ïðîñòåéøåì ñëó�÷àå äâóõ ñèíãóëÿðíîñòåé, âêëþ÷àþùåãî è ïåðâûéïðèìåð ñèììåòðè÷íîãî êóñî÷íî-ëèíåéíîãî îòîáðà�æåíèÿ [13; 9; 11℄. �åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ íå òîëüêîïîäòâåðäèëè è îáúÿñíèëè òàêîé ìåõàíèçì, íî è ïîç�âîëèëè ðàçðàáîòàòü ïðîñòóþ òåîðèþ äëÿ âû÷èñëå�íèÿ êàê ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà K = Km,òàê è çàâèñèìîñòè óãëà ðàñùåïëåíèÿ ñåïàðàòðèñû�(K) â äîñòàòî÷íî øèðîêîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâK è d, ñì. �îðìóëû (2.19), (3.6) è (3.10).Îòäåëüíî ðàññìîòðåí ïåðåõîä ê ïðåäåëó d ! 0,â êîòîðîì ñåïàðàòðèñà ðàñùåïëÿåòñÿ ïðè ëþáîìK > 0 (ðàçä. 3). Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü (2.19) ñîõðà�íÿåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, äî d = 0:999 (ðèñ. 2). Ñëå�äóåò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî â ñàìîì ïðåäåëå (d = 1)õàðàêòåð äâèæåíèÿ êà÷åñòâåííî èçìåíÿåòñÿ. Ïðåæ�äå âñåãî, äâèæåíèå ïî íåâîçìóùåííîé ñåïàðàòðèñåïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòî ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáà�íèÿ ñ êîíå÷íûì ïåðèîäîì T1 = �p2=K (ñì. (2.7) èðèñ. 1). Ïîìèìî ýòîãî, âíóòðè ðåçîíàíñà (H0 < 0)òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ âîîáùå íå äîñòèãàåò ñèíãó�ëÿðíîñòè ïîòåíöèàëà â òî÷êå x = 0 (mod 1). Íàêî�íåö, íàøè ïðåäâàðèòåëüíûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåí�òû â ýòîì ïðåäåëå îïðåäåëåííî óêàçûâàþò íà î÷åíüáûñòðîå óìåíüøåíèå ìåðû õàîòè÷åñêîé êîìïîíåíòûñ óìåíüøåíèåì K. Áûëî áû ÷ðåçâû÷àéíî èíòåðåñíîïðîäîëæèòü èññëåäîâàíèå ýòîé ñïåöèàëüíîé äèíàìè�÷åñêîé ñèñòåìû.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàëè òîëüêîöåëûå ðåçîíàíñû ñ p(0) = n, ãäå n � ëþáîå öåëîå.Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [2; 3; 11℄), äðîáíûå ðå�çîíàíñû ñ p(0) � n=q èìåþò òàêóþ æå ñòðóêòóðó âïîäõîäÿùèõ ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü,746



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 3 (9), 2001 Ìåõàíèçì ñîõðàíåíèÿ ñåïàðàòðèñû : : :÷òî ïîäîáíûé ìåõàíèçì è åãî ïðîñòàÿ òåîðèÿ ïðèìå�íèìû è äëÿ äðîáíûõ ðåçîíàíñîâ. Â ñëó÷àå ïîäòâåð�æäåíèÿ, êîòîðîå ìû íàäååìñÿ ïîëó÷èòü â áëèæàé�øåå âðåìÿ, ýòî ïîçâîëèëî áû îáúÿñíèòü ñîõðàíåíèåñåïàðàòðèñû íåêîòîðûõ äðîáíûõ ðåçîíàíñîâ, ïðåä�ñêàçàííîå â [13℄ è îáíàðóæåííîå â ÷èñëåííûõ ýêñïå�ðèìåíòàõ [10�12℄. Õîòÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ äðîáíûõðåçîíàíñîâ íà îñè p ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíîé, ìíî�æåñòâî âñåõ ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé K = Kqn, ïðèêîòîðûõ ñåïàðàòðèñà ñîõðàíÿåòñÿ, òàêîâûì íå ÿâëÿ�åòñÿ [13℄. Îäíàêî åãî ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü äîñòàòî÷íîâåëèêà è ìîæíî îæèäàòü ñèëüíîå (õîòÿ è íå ïîëíîå)ïîäàâëåíèå ãëîáàëüíîé äè��óçèè ïðè ëþáîì çíà÷å�íèè K. Ýòà ãèïîòåçà ïîäòâåðæäàåòñÿ äîïîëíèòåëü�íî áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïåðèîäè÷åñêèõ èíâàðèàíò�íûõ êðèâûõ, ïðåäñêàçàííûõ â [13℄, êàê îáû÷íûõ ñèððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ �, òàê è íîâûõñ ðàöèîíàëüíûì � 6= 0. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïî�ÿâëåíèå ïîñëåäíèõ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïî�äàâëåíèå ñàìèõ ðåçîíàíñîâ âìåñòå ñ èõ ñåïàðàòðèñà�ìè. Îäèí òàêîé ¾ñòðàííûé¿ ñëó÷àé äëÿ K = 1=4 ñ� = 1=3 íàáëþäàëñÿ â [11℄, îäíàêî åãî äàëüíåéøååèññëåäîâàíèå áûëî îòëîæåíî íà áóäóùåå.Èíòåðåñíûé è âàæíûé âîïðîñ: íàñêîëüêî òèïè÷�íû ñîõðàíåíèå ñåïàðàòðèñû âîîáùå è åãî êîíêðåò�íûé ìåõàíèçì â ÷àñòíîñòè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òîê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ¾ñêîíñòðóèðîâàíî¿ áîëüøîå÷èñëî ïðèìåðîâ è äàæå öåëûõ ñåìåéñòâ, òàê íàçû�âàåìûõ ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìûõ íåëèíåéíûõ äè�íàìè÷åñêèõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, [16℄). Â òàêèõ ñè�ñòåìàõ õàîñ ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò, îäíàêî îíè îïðå�äåëåííî íå ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè, à îáðàçóþò â íåêî�òîðîì ñìûñëå ìíîæåñòâî ìåðû íóëü â ïðîñòðàíñòâåâñåõ âîçìîæíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ñ ýòîé òî÷êèçðåíèÿ íîâîå ÿâëåíèå ñîõðàíåíèÿ ñåïàðàòðèñ â õà�îòè÷åñêîé ñèñòåìå ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå òèïè÷íûìíåñìîòðÿ íà âåñüìà îãðàíè÷åííîå â äàííûé ìîìåíò÷èñëî ïðèìåðîâ.Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íåñêîëüêèõ ñèíãóëÿðíî�ñòåé ïîòåíöèàëà, ïîëîæåííîå â îñíîâó íàñòîÿùåãîèññëåäîâàíèÿ, ñàìî ïî ñåáå íå ÿâëÿåòñÿ íè íåîáõî�äèìûì, íè äîñòàòî÷íûì äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñåïàðàòðè�ñû. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðåäâàðèòåëüíîå èññëåäîâà�íèå äðóãèõ ïðèìåðîâ ïîêàçàëî, ÷òî íàëè÷èå íåñêîëü�êèõ ñèíãóëÿðíîñòåé ñèëû åùå íå ãàðàíòèðóåò ñîõðà�íåíèÿ ñåïàðàòðèñû. Íàïðèìåð, åñëè ïðîñòî ïðîäîë�æèòü ñèëó (2.2) ñ d = 0 åùå íà îäèí ïåðèîä, òàê÷òî �îðìàëüíî ïîÿâÿòñÿ äâå ñèíãóëÿðíîñòè, ñåïàðà�òðèñà áóäåò ïî-ïðåæíåìó ðàçðóøàòüñÿ ïðè ëþáîìçíà÷åíèè ïàðàìåòðà K. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî ïðîèñ�õîäèò èç-çà òîãî, ÷òî ïîòåíöèàë ïðèíèìàåò �îðìóäâóõ ñîïðÿæåííûõ ¾ÿì¿ ñ íåóñòîé÷èâîé íåïîäâèæ�

íîé òî÷êîé êàê ðàç íà ãðàíèöå ìåæäó íèìè. Â ðå�çóëüòàòå íåâîçìóùåííàÿ ñåïàðàòðèñà âñåãäà îêàçû�âàåòñÿ ëîêàëèçîâàííîé â îäíîé èç íèõ (â çàâèñèìî�ñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé) ñ åäèíñòâåííîé ñèíãóëÿð�íîñòüþ.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêîãî ïî�òåíöèàëà ñèíãóëÿðíîñòè, îïðåäåëÿþùèå ðàñùåïëå�íèå ñåïàðàòðèñû, ìîãóò áûòü ðàñïîëîæåíû íå íàäåéñòâèòåëüíîé îñè âðåìåíè, à â êîìïëåêñíîé ïëîñ�êîñòè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ, ïî-âèäèìîìó, äåéñòâèòåëüíîíàáëþäàëàñü â ñîâåðøåííî äðóãîé çàäà÷å îá óäåð�æàíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â äëèííîé ìàãíèòíîé ëî�âóøêå Êîýíà [17℄ (ñì. òàêæå [18℄).Íàêîíåö, ý��åêò ïðîõîæäåíèÿ óãëà ðàñùåïëå�íèÿ ñåïàðàòðèñû ÷åðåç íóëü â çàâèñèìîñòè îò ïàðà�ìåòðà ñèñòåìû, à çíà÷èò, è ñîõðàíåíèå ñåïàðàòðèñûïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ýòîãî ïàðàìåòðà âîç�ìîæíû, â ïðèíöèïå, è äëÿ îñîáîé �îðìû ïîòåíöèà�ëà áåçî âñÿêèõ ñèíãóëÿðíîñòåé âîîáùå. Âñå ýòî íåñî�ìíåííî çàñëóæèâàåò äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ.Â çàêëþ÷åíèå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî õîòÿ íî�âûé ý��åêò ñîõðàíåíèÿ ñåïàðàòðèñû â õàîñå èíå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì (ëþáèìûé òåðìèí âñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèÿõ äèíàìè÷åñêîãî õàîñà!),êðèòåðèé èíòåð�åðåíöèè ñèíãóëÿðíîñòåé êàê èðàçðàáîòàííàÿ íà åãî îñíîâå òåîðèÿ (êîòîðàÿ ëåãêîîáîáùàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ñèíãóëÿðíîñòåé)ìîãóò çíà÷èòåëüíî ïîìî÷ü, êàê ìû íàäååìñÿ, âèññëåäîâàíèÿõ øèðîêîãî êëàññà ãàìèëüòîíîâûõäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.�àáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà �îññèéñêèì�îíäîì �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò01-02-16836). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. V. I. Arnold and A. Avez, Ergodi Problems ofClassial Mehanis, Benjamin, New York (1968)[Èìååòñÿ ïåðåâîä: Â. È. Àðíîëüä, À. Àâåç, Ýðãî�äè÷åñêèå ïðîáëåìû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, �ÕÄ,Èæåâñê (1999)℄.2. B. V. Chirikov, Phys. Rep. 52, 263 (1979).3. A. Lihtenberg and M. Lieberman, Regular andChaoti Dynamis, Springer, New York (1992) (Èìååò�ñÿ ïåðåâîä 1-ãî èçäàíèÿ: À. Ëèõòåíáåðã, Ì. Ëèáåð�ìàí, �åãóëÿðíàÿ è ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìèêà, Ìèð,Ìîñêâà (1984)).747
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