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Ê ÒÅÎ�ÈÈ Ï�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÈ ÊÎÌÏÎÇÈÒÎÂÑ ÄÂÓÌÅ�ÍÎÉ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÎÉÁ. ß. Áàëàãóðîâ *Èíñòèòóò áèîõèìè÷åñêîé �èçèêè èì. Í. Ì. Ýìàíóýëÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119991, �ÑÏ-1, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 26 ÿíâàðÿ 2001 ã.Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïðîâîäèìîñòè äâóìåðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì ñâêëþ÷åíèÿìè ïðîèçâîëüíîé �îðìû. Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë âíå âêëþ÷åíèé âûðàæåí ÷åðåç äçåòà-�óíê-öèþ Âåéåðøòðàññà è åå ïðîèçâîäíûå. Ïîëå, èíäóöèðîâàííîå íà îòäåëüíîì âêëþ÷åíèè, îïèñûâàåòñÿ ñïîìîùüþ ìàòðèöû ìóëüòèïîëüíûõ ïîëÿðèçóåìîñòåé. ¾Ñøèâêà¿ ïîòåíöèàëîâ ïðîâîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè� òàêîì, ÷òî R < � < a, ãäå R � õàðàêòåðíûé ðàçìåð (ìàêñèìàëüíûé ¾ðàäèóñ¿) âêëþ÷åíèÿ, a �ïîëóïåðèîä ðåøåòêè. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò íàõîäèòü òî÷íûå âèðèàëüíûå ðàçëîæåíèÿ äëÿïðîâîäèìîñòè è äðóãèõ ý��åêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ïîäîáíûõ ñèñòåì.PACS: 41.20.Cv, 81.60.Hv1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈññëåäîâàíèå ïðîâîäèìîñòè è äðóãèõ ýëåêòðî�è�çè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íåîäíîðîäíûõ íåóïîðÿäî�÷åííûõ ñèñòåì (â ÷àñòíîñòè, êîìïîçèòîâ) íàòàëêè�âàåòñÿ íà èçâåñòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäíîñòè [1℄.Ïîýòîìó èìåþùèåñÿ äëÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòè òà�êèõ ñðåä ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû, â îñíîâíîì, ñ ïî�ìîùüþ ìîäåëüíûõ è ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Áî�ëåå áëàãîïðèÿòíà â òåîðåòè÷åñêîì îòíîøåíèè, îñî�áåííî äëÿ äâóìåðíûõ ñèñòåì, ñèòóàöèÿ äëÿ êîìïî�çèòîâ ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Çäåñü äîñòàòî÷�íî îãðàíè÷èòüñÿ íàõîæäåíèåì ïîòåíöèàëà â ïðåäå�ëàõ îäíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, ÷òî ñóùåñòâåííîóïðîùàåò çàäà÷ó, õîòÿ è â ýòîì ñëó÷àå îíà îñòàåòñÿäîâîëüíî ñëîæíîé. Îòìåòèì,÷òî èçó÷åíèå ýëåêòðè�÷åñêèõ ñâîéñòâ êîìïîçèòîâ ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóê�òóðîé ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ êàê ñîáùå�èçè÷åñêîé (ïðîáëåìà �àçîâîãî ïåðåõîäà ìå�òàëë�äèýëåêòðèê), òàê è ñ ïðèêëàäíîé (ìèêðîýëåê�òðîíèêà) òî÷åê çðåíèÿ.Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î ïðîâîäèìîñòèäàíî äëÿ ðÿäà äâóìåðíûõ äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèõ ñèñ-òåì [1�3℄ ìåòîäàìè òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãîïåðåìåííîãî. Â [1�3℄ ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ìîäå�ëè ñèñòåì ñ äèýëåêòðè÷åñêèìè èëè èäåàëüíî ïðî�*E-mail: balagurov�deom.
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âîäÿùèìè âêëþ÷åíèÿìè, ÷òî ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòü�ñÿ ðåøåíèåì âíåøíåé çàäà÷è. Çàìêíóòîå ðåøåíèåâ ñëó÷àå êîíå÷íîé (íåíóëåâîé) ïðîâîäèìîñòè îáå�èõ êîìïîíåíò äàíî â [1℄ äëÿ ìîäåëè ñî ñòðóêòó�ðîé øàõìàòíîé äîñêè. Â ðàáîòàõ [4; 5℄ ðàçâèòà ñõåìàïîñëåäîâàòåëüíîãî íàõîæäåíèÿ âèðèàëüíûõ ðàçëî�æåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ý��åêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèêìîäåëè (âïåðâûå ðàññìîòðåííàÿ �ýëååì [6℄) � òîí�êîé ïëåíêè ñ êðóãîâûìè âêëþ÷åíèÿìè, îáðàçóþùè�ìè êâàäðàòíóþ (ïðÿìîóãîëüíóþ) ðåøåòêó. Çàìåòèì,÷òî êàæäûé èç ìåòîäîâ, èñïîëüçîâàííûõ â [1�6℄, ïðè�ìåí�èì ê êàêîé-òî îäíîé ìîäåëè ñ âêëþ÷åíèÿìè êîí�êðåòíîé �îðìû. Â òî æå âðåìÿ åäèíûé ïîäõîä êýòîé ïðîáëåìå îòñóòñòâóåò.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñëå�äîâàòåëüíîãî ïîëó÷åíèÿ âèðèàëüíûõ ðàçëîæåíèéäëÿ ïðîâîäèìîñòè è äðóãèõ ý��åêòèâíûõ õàðàê�òåðèñòèê êîìïîçèòîâ ñ äâóìåðíîé ïåðèîäè÷åñêîéñòðóêòóðîé, îáðàçîâàííîé âêëþ÷åíèÿìè ïðîèçâîëü�íîé �îðìû. Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë âíå âêëþ÷åíèéâûðàæåí ÷åðåç äçåòà-�óíêöèþ Âåéåðøòðàññà [7; 8℄è åå ïðîèçâîäíûå. Ñâîéñòâà æå êîíêðåòíîãî âêëþ�÷åíèÿ âõîäÿò â ðåøåíèå çàäà÷è â âèäå ìóëüòèïîëü�íûõ ïîëÿðèçóåìîñòåé ýòîãî âêëþ÷åíèÿ � ñîîòâåò�ñòâóþùèõ êîý��èöèåíòîâ â ¾îòêëèêàõ¿ íà ðàçëè÷�íûå âíåøíèå ïîëÿ.Ïîäîáíûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ ðåøèòü¾ðåøåòî÷íóþ¿ ÷àñòü çàäà÷è, ñâîäÿ èñõîäíóþ ïðî�668



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 3 (9), 2001 Ê òåîðèè ïðîâîäèìîñòè êîìïîçèòîâ : : :áëåìó ¾âêëþ÷åíèå â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå¿ ê ïðî�áëåìå íàõîæäåíèÿ îòêëèêà óåäèíåííîãî âêëþ÷åíèÿíà âíåøíåå ïîëå ñ çàäàííîé íà áåñêîíå÷íîñòè àñèì�ïòîòèêîé. Çàäà÷à æå îòûñêàíèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ïî�ëÿðèçóåìîñòåé äîëæíà ðåøàòüñÿ â êàæäîì êîíêðåò�íîì ñëó÷àå êàê ñàìîñòîÿòåëüíàÿ � àíàëèòè÷åñêèìèèëè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â êà�÷åñòâå ïðèìåðà íàéäåíà ïîëíàÿ ìàòðèöà ïîëÿðèçóå�ìîñòåé äëÿ âêëþ÷åíèé ýëëèïòè÷åñêîé �îðìû. Îòìå�òèì, ÷òî â ðàáîòå ðàññìîòðåí íàèáîëåå ïðîñòîé äëÿàíàëèçà ñëó÷àé êâàäðàòíîé ðåøåòêè, õîòÿ ïðåäëî�æåííûé ìåòîä ïðèìåí�èì è ê ðåøåòêàì äðóãîé ñèì�ìåòðèè. �àññìîòðåíèå âåäåòñÿ â ðàìêàõ ìàêðîñêîïè�÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè, òàê ÷òî ïðåäïîëàãàåòñÿ, â÷àñòíîñòè, ÷òî õàðàêòåðíûå ðàçìåðû âêëþ÷åíèé âà�ëèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ñâîáîäíîãî ïðîáåãà íî�ñèòåëåé.2. ÌÓËÜÒÈÏÎËÜÍÛÅ ÏÎËß�ÈÇÓÅÌÎÑÒÈÂ äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷èîá îòêëèêå îòäåëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (òåëà) íà âíåøíååýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Åñëè ïðèëîæåíî îäíîðîäíîå ïî�ëå íàïðÿæåííîñòüþ E0, òî íà áîëüøèõ îò òåëà ðàñ�ñòîÿíèÿõ ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë ' â äèïîëüíîìïðèáëèæåíèè èìååò âèä (äâóìåðíûé ñëó÷àé)'(r) = �E0r+ 2prr2 + : : : ; r !1: (1)Çäåñü p = �̂E0 (2)� äèïîëüíûé ìîìåíò âêëþ÷åíèÿ, �̂ � òåíçîð äè�ïîëüíîé ïîëÿðèçóåìîñòè.Åñëè E0 íàïðàâëåíî âäîëü îäíîé èç ãëàâíûõîñåé òåíçîðà �̂ (âûáåðåì åå â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíîéîñè x), òî'(r) = �E0�x� 2x�(x)r2 + : : :� ; r !1; (3)ãäå �(x) � ñîîòâåòñòâóþùåå ãëàâíîå çíà÷åíèå òåíçî�ðà �̂. Âåëè÷èíà �(x) (êàê è ñàì òåíçîð �̂) ïðîïîð�öèîíàëüíà ïëîùàäè (îáúåìó â òðåõìåðíîì ñëó÷àå)âêëþ÷åíèÿ s: �(x) = s�(x); (4)ãäå �(x) � áåçðàçìåðíàÿ äèïîëüíàÿ ïîëÿðèçóåìîñòü,çàâèñÿùàÿ îò �îðìû òåëà è àðãóìåíòà h = �2=�1,�2 è �1 � ïðîâîäèìîñòè ñîîòâåòñòâåííî âêëþ÷åíèÿè îêðóæàþùåé ñðåäû.

Íèæå áóäåò óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ êîìïëåêñíûìïîòåíöèàëîì �(z), ïðîèçâîäíàÿ îò êîòîðîãî ñâÿçà�íà ñ ñîñòàâëÿþùèìè íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ E ñëåäóþùèì îáðàçîì:�0(z) = �Ex + iEy: (5)Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü �(z) äàåò ýëåêòðè÷åñêèé ïî�òåíöèàë '(r): ' = Re�(z): (6)Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë, îòâå÷àþùèé âûðàæåíèþ(3), èìååò âèä�(z) = �E0�z � 2�(x)z + : : :� ; jzj ! 1; (7)ñ âåùåñòâåííîé êîíñòàíòîé �(x).Ïðè ó÷åòå âûñøèõ (ìóëüòèïîëüíûõ) ìîìåíòîââûðàæåíèå äëÿ �(z) ïðè áîëüøèõ jzj ïðèíèìàåò âèä�(z) = z + 1Xm=0 �(x)1;2m+1z2m+1 ; jzj ! 1: (8)Â (8) îïóùåí îáùèé ìíîæèòåëü è äëÿ óïðîùåíèÿâûêëàäîê ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âêëþ÷åíèå èìååò äîñòàòî÷�íî ñèììåòðè÷íóþ �îðìó, òàê ÷òî êîìïëåêñíûé ïî�òåíöèàë íå÷åòåí ïî z, a �(x)1;2m+1 âåùåñòâåííû. Ñðàâ�íåíèå (8) ñ (7) ïîêàçûâàåò, ÷òî�(x)11 = �2�(x) = �2s�(x): (9)Â äàëüíåéøåì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå è îòêëèêâêëþ÷åíèÿ íà íåîäíîðîäíîå âíåøíåå ïîëå âèäàRe z2n+1 = r2n+1 
os(2n+ 1)�;ãäå � � ïîëÿðíûé óãîë. Â ýòîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íî(8) èìååì�(z) = z2n+1 + 1Xm=0 �(x)2n+1;2m+1z2m+1 ; jzj ! 1; (10)ñ âåùåñòâåííûìè êîíñòàíòàìè �(x)2n+1;2m+1, êîòîðûåáóäåì íàçûâàòü ìóëüòèïîëüíûìè ïîëÿðèçóåìîñòÿ�ìè. Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (10) ìîæíî ïðåäñòàâèòüòàêæå â âèäå�(z) = z2n+1 ++ 1Xm=0 �(x)2n+1;2m+1(2m)! � d2mdz2m 1z� ; jzj ! 1: (11)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ è ÷åòíî-÷åòíûåìóëüòèïîëüíûå ïîëÿðèçóåìîñòè �2n;2m.669



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 3 (9), 2001Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèèÄûõíå [9℄ ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü êîìïëåêñíûå ïî�òåíöèàëû èñõîäíîé è òàê íàçûâàåìîé âçàèìíîé(îòëè÷àþùåéñÿ îò èñõîäíîé çàìåíîé h ! 1=h) ~�(z)ñèñòåì (
p. ñ [3℄):�(x)(z) = i~�(y)(z): (12)Çäåñü èíäåêñ � = x ó �(�)(z) îçíà÷àåò, ÷òî â àñèìï-òîòèêå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ' = Re�(�)(z)ãëàâíûé ÷ëåí èìååò âèä Re z2n+1, à � = y � ñîîò�âåòñòâåííî Im z2n+1. Çíà÷êîì ¾òèëüäà¿ çäåñü è íè�æå îòìå÷àþòñÿ âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê âçàèìíîéñèñòåìå. Äëÿ �(y)(z) èìååì ðàçëîæåíèå, àíàëîãè÷�íîå (10):�(y)(z) = �i(z2n+1 � 1Xm=0 �(y)2n+1;2m+1z2m+1 ) ;jzj ! 1: (13)Ïîäñòàíîâêà (10) è (13) â (12) äàåò ñîîòíîøåíèå~�(y)2n+1;2m+1 = ��(x)2n+1;2m+1: (14)Òàêèì æå ñîîòíîøåíèåì ñâÿçàíû è ÷åòíî-÷åòíûå ïî�ëÿðèçóåìîñòè �2n;2m.Èç (10) ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè ñëåäóåò,÷òî �nm = Rn+m�nm; (15)ãäå R � õàðàêòåðíûé ðàçìåð (â ïëîñêîñòè xy) âêëþ�÷åíèÿ, �nm � áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû, çàâèñÿùèåîò �îðìû âêëþ÷åíèÿ è àðãóìåíòà h.3. ÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎÅ ÏÎËÅ Â Ñ�ÅÄÅ�àññìîòðèì äâóìåðíóþ ñèñòåìó ñ îäèíàêîâûìè(è îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàííûìè) âêëþ÷åíèÿìè, îá�ðàçóþùèìè êâàäðàòíóþ ðåøåòêó ñ ïåðèîäîì 2a. Áó�äåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãëàâíûå îñè òåíçîðîâ ïîëÿðèçóåìî�ñòè âêëþ÷åíèé ñîâïàäàþò ñ îñÿìè ðåøåòêè è îñÿìèêîîðäèíàò x è y. Òîãäà, åñëè ñðåäíÿÿ (ïî ïëîùàäèýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè) íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêî�ãî ïîëÿ hEi íàïðàâëåíà âäîëü îñè x, âñå âåëè÷èíû�nm â (8) è (10) âåùåñòâåííû. Çàäà÷ó î íàõîæäåíèèïîòåíöèàëà ðåøàåì ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ïî �îð�ìàëüíî ìàëîìó ïàðàìåòðó R=a, ãäå â äàííîì ñëó÷àåR � ìàêñèìàëüíûé ¾ðàäèóñ¿ âêëþ÷åíèÿ.Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè êîìïëåêñíûé ïîòåíöè�àë, îòâå÷àþùèé îäíîðîäíîìó âíåøíåìó ïîëþ, ïðè�ëîæåííîìó âäîëü îñè x, èìååò âèä�(0)(z) = �z: (16)

Îòêëèê âêëþ÷åíèÿ, ðàñïîëîæåííîãî â íà÷àëå êîîð�äèíàò, íà ïîëå (16) äàåòñÿ ñîãëàñíî (8) âûðàæåíèåì�(1)I (z) = � 1Xn=0 �1;2n+1z2n+1 == � 1Xn=0 �1;2n+1(2n)! � d2ndz2n 1z� : (17)Çäåñü è íèæå èíäåêñ x ó �(x)nm îïóñêàåì. Ñóììèðóÿîòêëèêè òèïà (17) îò âñåõ âêëþ÷åíèé, äëÿ ïîïðàâ�êè ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ê (16) ïîëó÷èì ñëåäóþùååâûðàæåíèå: �(1)(z) = � 1Xn=0B(1)2n �(2n)(z); (18)B(1)2n = 1(2n)!�1;2n+1: (19)Â ðàâåíñòâå (18)�(z) = 1z +Xk;l 0 � 1z � zkl + 1zkl + z(zkl)2 � (20)� äçåòà-�óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà [7; 8℄, �(2n)(z) � ïðî�èçâîäíàÿ ïîðÿäêà 2n îò �(z), zkl = 2(k + il)a. Ôóíê�öèÿ �(z) (ñëàãàåìîå ñ n = 0 â (18)) âîçíèêàåò âðåçóëüòàòå ñóììèðîâàíèÿ ïîòåíöèàëîâ äèïîëåé, íà�âåäåííûõ âíåøíèì ïîëåì. Ïðè ýòîì, êàê è â [4; 5℄,ïðîâåäåíà ðåãóëÿðèçàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñóììû,÷òî îáåñïå÷èâàåò åå ñõîäèìîñòü. Ñëàãàåìûå ñ n � 1â (18) îòâå÷àþò âûñøèì ìóëüòèïîëÿì.Â ñëåäóþùåì ïðèáëèæåíèè â êà÷åñòâå âíåøíåãîïî îòíîøåíèþ ê âûäåëåííîìó âêëþ÷åíèþ ïîòåíöè�àëà âûñòóïàåò âåëè÷èíà �(1)(z) èç (18) çà âû÷åòîìñîáñòâåííîãî ïîëÿ, ò. å. ïîòåíöèàëà �(1)I (z) èç (17):�(1)(z)��(1)I (z) == � 1Xn=0B(1)2n ��(2n)(z)� (2n)!z2n+1� : (21)Ñîãëàñíî [7℄ äëÿ äçåòà-�óíêöèè èìååò ìåñòî ðàçëî�æåíèå �(z) = 1z � 1Xm=2 
m2m� 1z2m�1: (22)Âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ 
m ïðèâåäåíû, íà�ïðèìåð, â [7℄ (ñì. òàêæå [4; 5℄). Â ÷àñòíîñòè, äëÿêâàäðàòíîé ðåøåòêè âñå 
m ñ íå÷åòíûìè èíäåêñàìèðàâíû íóëþ. Èç (22) äëÿ �(2n)(z) íàõîäèì�(2n)(z) = (2n)!z2n+1 �� 1Xk=0 (2n+ 2k)!(2k + 1)! 
n+k+1z2k+1; (23)670



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 3 (9), 2001 Ê òåîðèè ïðîâîäèìîñòè êîìïîçèòîâ : : :òàê ÷òî (21) ïðèíèìàåò âèä�(1)(z)��(1)I (z) == �� 1Xk=0( 1Xm=0B(1)2m (2k + 2m)!(2k + 1)! 
k+m+1) z2k+1: (24)Îòêëèêîì âûäåëåííîãî âêëþ÷åíèÿ íà âíåøíååâîçäåéñòâèå (24) ñîãëàñíî (11) ÿâëÿåòñÿ�(2)I (z) = �� 1Xm=0B(1)2m 1Xk=0 (2k + 2m)!(2k + 1)! 
k+m+1 �� 1Xn=0 �2k+1;2n+1(2n)! � d2ndz2n 1z� : (25)Ñóììèðîâàíèå îòêëèêîâ âèäà (25) îò âñåõ âêëþ÷å�íèé äàåò âêëàä âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ â ïîëíûé ïî�òåíöèàë �(2)(z) = � 1Xn=0B(2)2n �(2n)(z); (26)ãäå B(2)2n = � 1Xm=0PnmB(1)2m (27)ñ B(1)2n èç (19) èPnm = 1Xk=0 (2k + 2m)!(2k + 1)! 
k+m+1�2k+1;2n+1(2n)! : (28)Ïðîäîëæàÿ ýòó ïðîöåäóðó, ïðèõîäèì ê âûâîäó,÷òî ïîëíûé ïîòåíöèàë âíå âêëþ÷åíèé èìååò òî÷íîòàêîé æå ïî �îðìå âèä, ÷òî è â ñëó÷àå âêëþ÷åíèéêðóãîâîé �îðìû [4; 5℄:�(z) = �(z + 1Xn=0B2n�(2n)(z)) : (29)Ïðè ýòîì ïîïðàâêè ê êîý��èöèåíòàì B2n (N+1)-ãîè N -ãî ïðèáëèæåíèé ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåìB(N+1)2n = � 1Xm=0PnmB(N)2m ; (30)òàê ÷òîB2n = 1XN=0B(N+1)2n == 1XN=0(�1)N 1Xm=0�P̂N�nmB(1)2m (31)

èëèB2n = B(1)2n �Xk PnkB(1)2k +Xk;l PnkPklB(1)2l �� Xk;l;mPnkPklPlmB(1)2m + : : : (32)Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âåëè÷èíû B2n èç (32) óäî�âëåòâîðÿþò óðàâíåíèþB2n + 1Xm=0PnmB2m = B(1)2n (33)ñ B(1)2n èç (19) è Pnm èç (28). Âûðàæåíèÿ (29) è (33)ñ (28) äàþò �îðìàëüíîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà�÷è.Ñëó÷àé, êîãäà hEi íàïðàâëåíî âäîëü îñè y, ðàñ�ñìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ñîîòâåòñòâóþ�ùèå âåëè÷èíû áóäåì ñíàáæàòü ÷åðòî÷êîé ñâåðõó,òàê ÷òî �(y)(z) = �(z), �(y)nm = �nm è ò. ä. Èñïîëüçóÿäëÿ îòûñêàíèÿ îòêëèêà �îðìóëó (13), äëÿ ïîòåíöè�àëà âíå âêëþ÷åíèé ïîëó÷èì âûðàæåíèå�(z) = �i�(z � 1Xn=0B2n�(2n)(z)) ; (34)ãäå êîý��èöèåíòû B2n óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþB2n � 1Xm=0PnmB2m = B(1)2n : (35)Çäåñü B(1)2n = 1(2n)!�1;2n+1 � 1(2n)!�(y)1;2n+1; (36)ìàòðèöà Pnm ïî �îðìå ñîâïàäàåò 
 Pnm èç (28),îòëè÷àÿñü îò Pnm òîëüêî çàìåíîé �2k+1;2n+1 íà�2k+1;2n+1. Îòìåòèì, ÷òî ïîäñòàíîâêà (29) è (34) âðàâåíñòâî (12), çàïèñàííîå â âèäå ~�(z) = i�(z), äàåòñîîòíîøåíèå ìåæäó êîý��èöèåíòàìèB2n = � ~B2n: (37)Äëÿ âêëþ÷åíèé êðóãîâîé �îðìû ðàäèóñà R ìàò�ðèöà ïîëÿðèçóåìîñòåé èìååò äèàãîíàëüíûé âèä�nm = R2n 1� h1 + hÆnm; h = �2�1 : (38)Â ýòîì ñëó÷àå èç (33) ñëåäóåò óðàâíåíèåB2n+1�h1+h 1Xm=0B2m (2n+2m)!(2n)!(2n+1)!R4n+2
n+m+1 == R2 1� h1 + hÆn0; (39)ñîâïàäàþùåå ñ ðàâåíñòâîì (À.6) èç [4℄.671



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 3 (9), 20014. ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÅ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈ1. Ïðîâîäèìîñòü. Âû÷èñëÿÿ ñ ïîìîùüþ êîì�ïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà �(z) èç (29) ïàäåíèå íàïðÿ�æåíèÿ Ux íà ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå è ïîëíûé òîê Ix÷åðåç íåå â íàïðàâëåíèè îñè x, àíàëîãè÷íî [4; 5℄ ïî�ëó÷èì Ux = �2�a�1 +B0 �4a2� ;Ix = �2�1�a�1�B0 �4a2� : (40)Äëÿ ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè �xe = Ix=Ux â íà�ïðàâëåíèè îñè x (ò. å. äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ãëàâíî�ãî çíà÷åíèÿ �xe ý��åêòèâíîãî òåíçîðà ïðîâîäèìî�ñòè �̂e) íàõîäèì�xe = �1 �1�B0 �4a2�,�1 +B0 �4a2� : (41)Åñëè ¾ðàäèóñ¿ âêëþ÷åíèÿ R ìàë ïî ñðàâíåíèþñ ïîëóïåðèîäîì ðåøåòêè a, òî ñîãëàñíî (19) è (9)èìååì B0 � B(1)0 = �(x)11 = �2s�(x);òàê ÷òî â ëèíåéíîì ïî êîíöåíòðàöèè 
 = s=(2a)2ïðèáëèæåíèè èç (41) ñëåäóåò�xe = �1 �1 + 4�
�(x)� : (42)Âûðàæåíèå (42) ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé �îð�ìóëîé èç [10℄ (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â [10℄ ÷åðåç �(x)îáîçíà÷åíà âäâîå á�îëüøàÿ âåëè÷èíà).Ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ � R10 âêëþ÷èòåëüíî äëÿêîý��èöèåíòà B0 èç (32), (28), (19) íàõîäèìB0 = �11 � 
2�11�13�31 +�13��� 
4�17�11�71 + 3�13�51 + 5�31�15 +�11�17�++ 
22�11 �19(�31)2 + 13�13�31++ 13�11�33 + (�13)2�+ : : : (43)Äëÿ êðóãîâûõ âêëþ÷åíèé èç (43) ñ ó÷åòîì (38) ñëå�äóåò B0 = �1 + 13
22R8Æ2 + : : :�R2Æ;Æ = 1� h1 + h ; (44)÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ [4℄.

Âûïèñàííûå â (43) ñëàãàåìûå ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè÷ëåíàìè âèðèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåí�òà B0 è, òåì ñàìûì, äëÿ ïðîâîäèìîñòè �xe. Ïîä÷åðê�íåì, ÷òî ïàðàìåòðîì ðàçëîæåíèÿ â (43) ÿâëÿåòñÿ íåêîíöåíòðàöèÿ (äîëÿ çàíèìàåìîé ïëîùàäè) âêëþ÷å�íèé, à âåëè÷èíà ïîðÿäêà R=a, ãäå R � ìàêñèìàëü�íûé ¾ðàäèóñ¿ âêëþ÷åíèÿ. Ìîæíî îæèäàòü, îäíàêî,÷òî, êàê è â ñëó÷àå êðóãîâûõ âêëþ÷åíèé [4℄, ïðè�áëèæåíèå (43) óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåò ïðîâî�äèìîñòü ñèñòåìû ïðè âñåõ R=a . 1. Ïî ìåðå æå ïðè�áëèæåíèÿ R ê a â ðàçëîæåíèè (43) ñëåäóåò ó÷èòû�âàòü âñå á�îëüøåå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ. Ìîæíî äóìàòü,÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä áóäåò ñõîäÿùèìñÿ, åñëèñõîäÿòñÿ (ïðè jzj > R) ðàçëîæåíèÿ (8) è (10).Â ñëó÷àå, êîãäà hEi íàïðàâëåíî âäîëü îñè y, äëÿý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè �ye àíàëîãè÷íî (41) ïî�ëó÷èì �ye = �1 �1�B0�=4a2�1 +B0�=4a2 (45)ñ êîý��èöèåíòîì B0 èç (34). Äëÿ âçàèìíîé ñèñòåìû(h ! 1=h) èç (37) ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ~B0 = �B0.Ïîýòîìó èç ñðàâíåíèÿ �ye ñ ~�xe ïîëó÷àåì~�xe�ye = �1�2 (46)� ñîîòíîøåíèå âçàèìíîñòè [11℄.2. Òåðìîýäñ. Â ñëó÷àå ñëàáîé òåðìîýëåêòðè÷å�ñêîé ñâÿçè äëÿ ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ �xe ý��åêòèâíî�ãî òåíçîðà òåðìîýäñ �̂e äâóõêîìïîíåíòíîé ñðåäû ñîñòðóêòóðíîé àíèçîòðîïèåé ñïðàâåäëèâî îáùåå âûðà�æåíèå [12℄: �xe = �1 � (�1 � �2)	(x); (47)ãäå 	(x) = �2�xe hE(x) �G(x)i(2)hE(x)x ihG(x)x i : (48)Çäåñü �i � òåðìîýëåêòðè÷åñêèé êîý��èöèåíò i-éêîìïîíåíòû; h: : : i(2) � èíòåãðàë ïî ïëîùàäè âêëþ�÷åíèÿ, äåëåííûé íà ïëîùàäü ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè.Â (48) E(x) = �r' � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêî�ãî ïîëÿ è G(x) = �rT � ¾íàïðÿæåííîñòü¿ òåìïåðà�òóðíîãî ïîëÿ, âû÷èñëåííûå â îòñóòñòâèå òåðìîýëåê�òðè÷åñêîé ñâÿçè ïðè hEi k x è hGi k x.Çàäà÷è î ïðîâîäèìîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè â îò�ñóòñòâèå òåðìîýëåêòðè÷åñêèõ ý��åêòîâ ïåðåõîäÿòäðóã â äðóãà ïðè ïåðåñòàíîâêàõ � $ �, E $ G èj $ q, ãäe � � òåïëîïðîâîäíîñòü, q = �G � ïëîò�íîñòü ïîòîêà òåïëà. Ïîýòîìó ðåçóëüòàòû ðàçä. 2, 3è ï. 1 èç ðàçä. 4 ïåðåíîñÿòñÿ íà çàäà÷ó î òåïëîïðî�672



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 3 (9), 2001 Ê òåîðèè ïðîâîäèìîñòè êîìïîçèòîâ : : :âîäíîñòè ñ ïîìîùüþ çàìåí �i ! �i è ��e ! ��e, òàê÷òî, íàïðèìåð,�xe = �1 �1�B0�=4a2�1 +B0�=4a2 : (49)Çäåñü äâóìÿ ÷åðòî÷êàìè îòìå÷åí êîý��èöèåíò, ïî�ëó÷àþùèéñÿ èç B0 ïðè �i ! �i.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû 	(x) âîñïîëüçóåìñÿ�îðìóëîé (À.5) èç Ïðèëîæåíèÿ À. Äëÿ ýòîãî çàìå�òèì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë'(r) = Re�(z)ñ �(z) èç (29) ïðèíèìàåò, ñ ó÷åòîì (23), âèä'(r) = �(r 
os � + 1Xn=0"B2n (2n)!r2n+1�� 1Xm=0B2m (2n+ 2m)!(2n+ 1)! 
n+m+1r2n+1# �� 
os(2n+ 1)�) : (50)Ïîäñòàíîâêà (50) è àíàëîãè÷íîãî âûðàæåíèÿ (ñ çà�ìåíîé B2n íà B2n) äëÿ T (r) â �îðìóëó (À.5) äàåòZs (EG)dr = 2��� �B0 �B0���2�1 � �2�1��1 : (51)Ïîäñòàâèâ â (48) âûðàæåíèå (51), hE(x)x i = Ux=(2a)ñ Ux èç (40) è àíàëîãè÷íîå (ñ çàìåíàìè B0 íà B0 è� íà �) âûðàæåíèå äëÿ hG(x)x i, íàéäåì	(x) = �2�xe 2�B0 �B0��2=�1 � �2=�1 �4a2 �� �1 +B0 �4a2��1 �1 +B0 �4a2��1 : (52)Èñêëþ÷àÿ èç (52) êîý��èöèåíòû B0 è B0 ñ ïîìî�ùüþ (41) è (49), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî:	(x) = ��1�1 � �xe�xe���1�1 � �2�2��1 : (53)Âûðàæåíèå (53) îáîáùàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ èçî�òðîïíóþ �îðìóëó (ñì. [13℄) íà ñëó÷àé ñòðóêòóðíî(ãåîìåòðè÷åñêè) àíèçîòðîïíûõ ñðåä.3. Ïàðöèàëüíûå êâàäðàòè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè.Ñ òåíçîðîì ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè �̂e íåïîñðåä�

ñòâåííî ñâÿçàíû ïàðöèàëüíûå êâàäðàòè÷íûå õàðàê�òåðèñòèêè íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ [14℄: (�)i � h(e(�))2i(i) = ���e��i ;e(�)(r) = E(�)(r)jhE(�)ij : (54)Çäåñü ��e (ãäå � = x; y; z) � ãëàâíûå çíà÷åíèÿ òåíçî�ðà �̂e, E(�)(r) � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïî�ëÿ â ñðåäå; èíäåêñ � îçíà÷àåò, ÷òî hE(�)i íàïðàâëåíîâäîëü îñè �; h: : : i(i) � èíòåãðàë ïî ïëîùàäè (îáúåìóâ òðåõìåðíîì ñëó÷àå) i-é êîìïîíåíòû, äåëåííûé íàïëîùàäü (îáúåì) îáðàçöà.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû  (x)2 âîñïîëüçóåìñÿ�îðìóëîé (51). Ïîëîæèâ â (51) �1 = �1, � = � èïðîâîäÿ çàòåì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä �2 ! �2, ïîëó�÷èì Zs E2dr = �2��1�2 �B0��2 : (55)Èç (55) ñ ó÷åòîì hE(x)x i = Ux=(2a) (ñ Ux èç (40)) íà�õîäèìh(e(x))2i(2) = �2�1 �B0��2 �4a2 �1 +B0 �4a2��2 : (56)Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (56) ÿâëÿåòñÿïðîèçâîäíîé îò �xe èç (41):h(e(x))2i(2) = ��xe��2 ; (57)÷òî ñîâïàäàåò ñ (54) ïðè � = x è i = 2.4. Êîý��èöèåíò Õîëëà. Ý��åêòèâíûé êîý��è�öèåíò Õîëëà Re â ñëàáîì ìàãíèòíîì ïîëåH âûðàæà�åòñÿ ÷åðåç õîëëîâñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ �ae ý��åêòèâ�íîãî òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè �̂e ñëåäóþùèì îáðàçîì:Re = 1H �ae�xe�ye : (58)Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ÿâ�ëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñòðóêòóðíî àíèçîòðîïíîé.Â ñâîþ î÷åðåäü �ae ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷å�ðåç õîëëîâñêèå ñîñòàâëÿþùèå îòäåëüíûõ êîìïîíåíò�ai [14℄: �ae = �a2 + (�a1 � �a2)'a; (59)ãäå 'a = 1�( h[E(x) �E(y)℄zi(2)hE(x)x ihE(y)y i ) : (60)Çäåñü h: : : i(2) � òî æå, ÷òî è â (48).12 ÆÝÒÔ, âûï. 3 (9) 673



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 3 (9), 2001Ïîäñòàâëÿÿ â (Á.12) '(x) = Re�(z), A(x) == � Im�(z), '(y) = Re�(z) ñ �(z) èç (29) è �(z)èç (34), ïîëó÷èìZs hE(x) �E(y)iz dr = 2���B0 +B01� h2 : (61)Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (61), èç (60) íàõîäèì'a = �xe�ye � �22�21 � �22 ; (62)÷òî îáîáùàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ èçîòðîïíóþ �îðìó�ëó èç [14℄ íà ñëó÷àé ñèñòåìû ñî ñòðóêòóðíîé àíèçî�òðîïèåé.5. ÂÊËÞ×ÅÍÈÅ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÉÔÎ�ÌÛÇàäà÷à î ìóëüòèïîëüíûõ ïîëÿðèçóåìîñòÿõ ýë�ëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà ðåøàåòñÿ â ýëëèïòè÷åñêèõêîîðäèíàòàõ (�; �) [15℄:x = z0 
h� 
os �; y = z0 sh� sin �: (63)Óðàâíåíèå äëÿ ãðàíèöû âêëþ÷åíèÿ çàäàåòñÿ ðàâåí�ñòâîì � = �0, òàê ÷òî z0 
h�0 = a0 � áîëüøàÿ èz0 sh�0 = b0 � ìàëàÿ ïîëóîñè ýëëèïñà. Îòñþäàz0 =qa20 � b20 ; �0 = 12 ln a0 + b0a0 � b0 : (64)Ìàòðèöà ïîëÿðèçóåìîñòåé ýëëèïñà íàéäåíà â Ïðè�ëîæåíèè Â. Äëÿ åå ýëåìåíòîâ èìååò ìåñòî ñëåäóþ�ùåå âûðàæåíèå�(x)2n+1;2m+1 = 22m+ 1 �z02 �2n+2m+2 �� nXk=n�m(2n� 2k + 1)Ck2n+1D2n�2k+12n+1 Cm�n+k2m+1 ;m � n: (65)Âûðàæåíèå äëÿ �(x)2n+1;2m+1 ïðè m � n îòëè÷àåòñÿîò (65) òîëüêî òåì, ÷òî ñóììèðîâàíèå ïî k èäåò îò0 äî n. Â (65) Cmn � áèíîìèàëüíûé êîý��èöèåíò èD2n�2k+12n+1 = 12 (1� h) sh 2�
h � + h sh � e�;� = (2n� 2k + 1)�0: (66)Â ÷àñòíîñòè, ïðè k = n ñ ó÷åòîì (64) èìååìD12n+1 = D11 = a0b0a0 � b0 1� ha0 + hb0 ; (67)

òàê ÷òî �(x)11 = a0 + b02 (1� h)a0b0a0 + hb0 : (68)Âåëè÷èíû �(y)2n+1;2m+1 ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî èç�âåñòíûì �(x)2n+1;2m+1 ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (14),çàïèñàííîãî â âèäå�(y)2n+1;2m+1 = �~�(x)2n+1;2m+1; (69)ãäå çíà÷îê ¾òèëüäà¿ îçíà÷àåò çàìåíó h! 1=h.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÀÄëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû, âõîäÿùåé â âûðàæå�íèå äëÿ òåðìîýäñ, Zs E �Gdr;ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ïëîùàäè âêëþ÷å�íèÿ s, ðàññìîòðèì èíòåãðàëJ = Zr�� (�1qE� �1jG) dr; (A.1)âçÿòûé ïî ïëîùàäè êðóãà ðàäèóñà � (R < � < a).Çàìåòèì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (A.1)îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî âíóòðè âêëþ÷åíèÿ, òàê ÷òîJ = (�1�2 � �2�1) Zs E �Gdr: (A.2)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó óðàâíåíèé div j = 0 èdivq = 0 èìååì�1qE� �1jG = �r(�1'q� �1T j); (A.3)ãäå ïîëîæåíî E = �r', G = �rT . Ñ ó÷åòîì (À.3)èíòåãðàë â (A.1) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí â ¾ïî�âåðõíîñòíûé¿, âçÿòûé ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà �,öåëèêîì ëåæàùåé âíå âêëþ÷åíèÿ. Â ðåçóëüòàòå èç(À.1) ñëåäóåòJ = �1�1 2�Z0 �'�T�r � T �'�r �����r=� � d�: (A.4)Ïðèðàâíèâàÿ (À.2) è (À.4), íàõîäèìZs E �Gdr = ��2�1 � �2�1��1 �� 2�Z0 �'�T�r � T �'�r �����r=� � d�: (A.5)674



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 3 (9), 2001 Ê òåîðèè ïðîâîäèìîñòè êîìïîçèòîâ : : :Äëÿ óåäèíåííîãî âêëþ÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ àñèìïòî�òèêè (3) äëÿ ïîòåíöèàëà '(r) (è àíàëîãè÷íîé àñèìï-òîòèêè äëÿ T (r)) èç (À.5) â ïðåäåëå �!1 ïîëó÷èìZs E �Gdr = 4��(x) � �(x)h� h E20 ; (A.6)ãäå h = �2=�1, h = �2=�1 è �(x) = �(x)(h). Â ïðåäåëåh! h èç (À.6) ñëåäóåòZs E2dr = 4���(x)�h E20 ; (A.7)ãäå �(x) � ãëàâíîå çíà÷åíèå òåíçîðà äèïîëüíîé ïî�ëÿðèçóåìîñòè �̂. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé îðèåíòàöèèâêëþ÷åíèÿ âìåñòî (À.7) èìååìZs E2dr = 4� E0 ��̂�hE0! : (A.8)Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íîå ðàññìîòðåíèåñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòèêè ïîòåíöèàëà'(br) = �E0r+ prr3 + : : : ;r !1; p = �̂E0; (A.9)òàêæå ïðèâîäèò (äëÿ èíòåãðàëà ïî îáúåìó âêëþ÷å�íèÿ) ê âûðàæåíèÿì (À.7) è (À.8).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÁÄëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëàZs hE(x) �E(y)iz dr;âõîäÿùåãî â âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè 'a èç (59),(60), ðàññìîòðèì âåëè÷èíóI == Zr�� n�21 hE(x) � E(y)iz � hj(x) � j(y)izo dr; (Á.1)ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ïëîùàäè êðóãà r � �(R < � < a). Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèåîòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî âíóòðè âêëþ÷åíèÿ, òîI = (�21 � �22) Zs hE(x) �E(y)iz dr: (Á.2)Çäåñü èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ïëîùàäè âêëþ÷å�íèÿ s.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåãðàë â (Á.1) ìîæåò áûòüïðåîáðàçîâàí â ¾ïîâåðõíîñòíûé¿ (êîíòóðíûé â ðàñ�ñìàòðèâàåìîì äâóìåðíîì ñëó÷àå). Äëÿ ýòîãî çàìå�òèì, ÷òî â ñèëó óðàâíåíèÿ rotE = 0 èìååì ðàâåí�ñòâî E(x) �E(y) = �rotn'(x)E(y)o ; (Á.3)ãäå ó÷òåíî, ÷òî E(x) = �r'(x). ÏîýòîìóI1�21 � Zr�� hE(x) �E(y)iz dr == � Zr�� rotn'(x)E(y)o � dS; (Á.4)ãäå âåêòîðíûé ýëåìåíò ïëîùàäè dS íàïðàâëåí âäîëüîñè z. Ïî òåîðåìå Ñòîêñà èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòèêðóãà ðàäèóñà � ïðåîáðàçóåòñÿ â èíòåãðàë ïî åãî êîí�òóðó:I1�21 = � I n'(x)E(y)o���r=� � dl == � 2�Z0 n'(x)E(y)� o���r=� � d�: (Á.5)Äëÿ òàíãåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòèE(y) = �r'(y) èìååìE(y)� = �r�1(�'(y)=��)ïðè r = �, òàê ÷òî èç (Á.5) ñëåäóåòI1 = �21 2�Z0 �'(x) 1r �'(y)�� �����r=� � d�: (Á.6)Äàëåå ââåäåì âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ñîãëàñíîj = �1rotA; (Á.7)ãäå Ax = Ay = 0, Az = A, òàê ÷òîjx = �1 �A�y ; jy = ��1 �A�x : (Á.8)Òîãäà äëÿ âåëè÷èíûhj(x) � j(y)iz = �1 ��A(x)�x j(y)x + �A(x)�y j(y)y � (Á.9)ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ div j = 0 èìååìhj(x) � j(y)iz = �1rnA(x)j(y)o : (Á.10)675 12*



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 3 (9), 2001ÏîýòîìóI2 � � Zr�� hj(x) � j(y)iz dr == � �1 2�Z0 nA(x)j(y)N o������r=� � d� == �21 2�Z0 �A(x) �'(y)�r �����r=� � d�: (Á.11)Çäåñü jN � íîðìàëüíàÿ (ê êîíòóðó r = �) ñîñòàâëÿ�þùàÿ j.Èç (Á.6) è (Á.11) íàõîäèì âåëè÷èíó I = I1 + I2,ñðàâíåíèå êîòîðîé ñ (Á.2) äàåò îêîí÷àòåëüíîZs hE(x) �E(y)iz dr = 11� h2 �� 2�Z0 �'(x) 1r �'(y)�� + A(x)�'(y)�r �����r=� � d�; (Á.12)ãäå h = �2=�1. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÂÏðè ðåøåíèè çàäà÷è î ìóëüòèïîëüíûõ ïîëÿðè�çóåìîñòÿõ ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà óäîáíî ïîëü�çîâàòüñÿ êîìïëåêñíûì ïðåäñòàâëåíèåì. Ïðè ýòîìñâÿçü êîîðäèíàò (63) ïðèíèìàåò âèäz = x+ iy = z0 
hw; w = �+ i� (Â.1)ñ z0 èç (64). Äëÿ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà âíåøíåãîïîëÿ èìååì�0(z) = z2n+1 = z2n+10 (
hw)2n+1: (Â.2)Ñîãëàñíî [8℄(
hw)2n+1 == 122n nXk=0Ck2n+1 
h [(2n� 2k + 1)w℄ : (Â.3)Ïîýòîìó êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû âíå è âíóòðè ýë�ëèïñà èùåì â âèäå�(e)(z) = 2�z02 �2n+1 �� nXk=0Ck2n+1 n 
h [(2n� 2k + 1)w℄ ++ D2n�2k+12n+1 e�(2n�2k+1)wo ; (Â.4)

�(i)(z) = 2�z02 �2n+1 �� nXk=0Ck2n+1B2n�2k+12n+1 
h [(2n� 2k + 1)w℄ (Â.5)ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè D2n�2k+12n+1 èB2n�2k+12n+1 . Îòäåëÿÿ â (Â.4) è (Â.5) äåéñòâèòåëüíûå÷àñòè è óäîâëåòâîðÿÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì'(e) = '(i); �'(e)�� = h�'(i)�� ; � = �0; (Â.6)íàéäåì êîý��èöèåíòûD2n�2k+12n+1 (ñì. �îðìóëó (66))è B2n�2k+12n+1 : B2n�2k+12n+1 = e�
h � + h sh � ;� = (2n� 2k + 1)�0: (Â.7)Äàëåå, ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ�1�p1� x �n == n�x2�n 1Xk=0 12k + nCk2k+n �x4�k (Â.8)íàõîäèìe�(2n�2k+1)w =  z �pz2 � z20z0 !2n�2k+1 == (2n� 2k + 1)�� 1Xm=n�k 12m+ 1Cm�n+k2m+1 � z02z�2m+1 : (Â.9)Ñ ó÷åòîì (Â.2), (Â.3) è (Â.9) âûðàæåíèå (Â.4) ïðè�íèìàåò âèä�(e)(z) = z2n+1 + 2�z02 �2n+1 �� nXk=0Ck2n+1D2n�2k+12n+1 (2n� 2k + 1)�� 1Xm=n�k 12m+ 1Cm�n+k2m+1 � z02z�2m+1 : (Â.10)Ïîñëå çàìåíû â (Â.10) ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ èñðàâíåíèÿ ñ îáùåé �îðìóëîé (10) ïîëó÷èì âûðàæå�íèÿ (65), (66) äëÿ �(x)2n+1;2m+1.×åòíî-÷åòíûå ìóëüòèïîëüíûå ïîëÿðèçóåìîñòè�(x)2n;2m èùóòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Â ðåçóëüòàòå�(x)2n;2m = 2m �z02 �2n+2m n�1Xk=n�m(n� k)Ck2nD2n�2k2n �� Cm�n+k2m ; 1 � m � n; (Â.11)676



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 3 (9), 2001 Ê òåîðèè ïðîâîäèìîñòè êîìïîçèòîâ : : :ãäå D2n�2k2n = 12 (1� h) sh 2�
h � + h sh � e�;� = 2(n� k)�0: (Â.12)Âûðàæåíèå äëÿ �(x)2n;2m ïðè m � n îòëè÷àåòñÿ îò(Â.11) òîëüêî òåì, ÷òî ñóììèðîâàíèå ïî k èäåò îò 0äî n� 1. Ïîëÿðèçóåìîñòè �(y)2n;2m íàõîäÿòñÿ èç �îð�ìóë òèïà (69). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Þ. Ï. Åìåö, Ýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîì�ïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ñ ðåãóëÿðíîé ñòðóêòó�ðîé, Íàóêîâà äóìêà, Êèåâ (1986).2. Á. ß. Áàëàãóðîâ, ÆÝÒÔ 79, 1561 (1980).3. Á. ß. Áàëàãóðîâ, ÆÒÔ 53, 428 (1983).4. Á. ß. Áàëàãóðîâ, Â. À. Êàøèí, ÆÝÒÔ 117, 978(2000).
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