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ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÑÂÅÒÎÂÎ�Î ÏÎËß Â ÑÎÑÒÀÂÍÎÉÈÍÒÅ��È�ÓÅÌÎÉ ÌÎÄÅËÈÀ. À. Çàáîëîòñêèé *Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ýëåêòðîìåòðèèÑèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê630090, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 22 ìàÿ 2000 ã.Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ìîäåëè, îïèñûâàþùåé ýâîëþöèþ èìïóëü-ñîâ ñâåòà â îïòè÷åñêîé ñèñòåìå, âêëþ÷àþùåé íàáîð ñðåä ñ ðàçíûìè íåëèíåéíî-îïòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.Â êà÷åñòâå �èçè÷åñêîãî ïðèìåðà èññëåäóåòñÿ ìîäåëü, ñîñòàâëåííàÿ èç ñèñòåì óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõðåçîíàíñíîå âçàèìîäåéñòâèå óëüòðàêîðîòêîãî èìïóëüñà ñâåòà ñ ýíåðãåòè÷åñêèì ïåðåõîäîì ñðåäû è ïî-ñëåäóþùåå ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòîâîãî ïîëÿ â âîëîêîííî-îïòè÷åñêîì ñâåòîâîäå. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîñòîÿí-íîå ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå îäíîãî èç ïîëåé ïðèâîäèò ê àñèìïòîòè÷åñêîìó êâàçèðàäèàöèîííîìó ðåøåíèþìîäåëè.PACS: 41.20.Jb 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈçó÷åíèþ ãåíåðàöèè ñîëèòîíîâ â íåëèíåéíîé îï�òèêå, â òîì ÷èñëå è â ðàìêàõ ïîëíîñòüþ èíòåãðè�ðóåìûõ ìîäåëåé [1℄, ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå ÷èñ�ëî òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [2; 3℄). ×àñ�òî äëÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ñè�òóàöèè òðåáóåòñÿ ðåøàòü íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷óäëÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé.Íà ïðàêòèêå â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòó çàäà÷ó óäàåò�ñÿ ðåøàòü ëèøü â ðàìêàõ ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìûõìîäåëåé. Ïîýòîìó íàõîæäåíèå è ðåøåíèå ïîëíîñòüþèíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé èìååò êàê òåîðåòè÷åñêèé,òàê è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðèðó�åìàÿ ìîäåëü, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ è áîëåå ìîäåëåé,îïèñûâàþùèõ ýâîëþöèþ ïîëåé íà íå ïåðåñåêàþùèõ�ñÿ, ñîñòûêîâàííûõ èíòåðâàëàõ. Áóäåì íàçûâàòü òà�êîãî ðîäà ìîäåëè ¾ñîñòàâíûìè¿, ÷òîáû îòëè÷àòü èõîò ìîäåëåé, îáúåäèíÿþùèõ èíòåãðèðóåìûå ìîäåëèíà ñîâïàäàþùèõ èíòåðâàëàõ. Ê ïîñëåäíèì ìîäåëÿìîòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, îáúåäèíåíèå èíòåãðèðóåìûõñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà�Áëîõà äëÿ äâóõóðîâ�íåâîé ñðåäû è íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà(ÍÓØ) â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ñðåäû [3℄.*E-mail: zabolotskii�iae.nsk.su

Ñîñòàâíûå ìîäåëè òàêîãî ðîäà è ñïåöè�èêà ãåíå�ðàöèè èìïóëüñîâ â íèõ, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, íåèññëåäîâàëèñü. Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèå ïîäîá�íûõ ìîäåëåé îáóñëîâëåíî ðåàëüíûìè �èçè÷åñêèìèñèòóàöèÿìè. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå óñòàíîâêè, èñïîëü�çóåìûå äëÿ ãåíåðàöèè óëüòðàêîðîòêèõ èìïóëüñîâ âîïòèêå, îáû÷íî âêëþ÷àþò ðàçíûå íåëèíåéíûå è ëè�íåéíûå ñðåäû. Â îäíèõ ñðåäàõ ïðîèñõîäèò ãåíåðà�öèÿ èìïóëüñà, â äðóãèõ � óñèëåíèå, â òðåòüèõ �ñæàòèå è îáðàçîâàíèå �îðìû èìïóëüñà, óäîáíîéäëÿ äàëüíåéøèõ ïðèëîæåíèé, è ò. ä. Ïðèìåðîì òà�êîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü äâóõóðîâíåâûé ëàçåðíûéóñèëèòåëü, äîïîëíåííûé íåëèíåéíîé ñðåäîé â âèäåâîëîêîííî-îïòè÷åñêîãî ñâåòîâîäà. Èññëåäîâàíèÿ ñî�ñòàâíûõ ìîäåëåé è àññîöèèðîâàííûõ ñ íèìè íà÷àëü�íî-êðàåâûõ çàäà÷ ìîãóò âûÿâèòü êà÷åñòâåííî íîâûåðåæèìû ãåíåðàöèè â ðåàëüíûõ �èçè÷åñêèõ óñëîâè�ÿõ.Äëÿ àíàëèçà ý��åêòîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ óëüòðà�êîðîòêèõ ñâåòîâûõ èìïóëüñîâ â âîëîêîííûõ ñâåòî�âîäàõ ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ìîäè�èöèðîâàííîå íåëè�íåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (ÌÍÓØ) ñ äè��å�ðåíöèàëüíîé íåëèíåéíîñòüþ [4℄. Óñòîé÷èâûå ñîëè�òîíîïîäîáíûå èìïóëüñû ïîëÿ â òàêîé ñðåäå âîçíè�êàþò âñëåäñòâèå áàëàíñà ìåæäó äåéñòâèåì äèñïåð�ñèè è íåëèíåéíîñòüþ. Äîïîëíèòåëüíûå íåëèíåéíûåâçàèìîäåéñòâèÿ â áîëüøèíñòâå ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ252



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001 Äèíàìèêà ñâåòîâîãî ïîëÿ : : :èññëåäîâàíèþ ñîëèòîííûõ ý��åêòîâ â âîëîêîííûõñâåòîâîäàõ, ó÷èòûâàëèñü â âèäå âîçìóùåíèÿ (ñì.,íàïðèìåð, [5℄). Â òî æå âðåìÿ íåêîòîðûå êîìáèíà�öèè íåëèíåéíûõ ý��åêòîâ óäàåòñÿ îïèñàòü â ðàì�êàõ èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé, îáúåäèíÿþùèõ áîëååïðîñòûå èíòåãðèðóåìûå ìîäåëè â áåñêîíå÷íîé ñðå�äå [3℄.Èññëåäóåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèìåð ñîñòàâ�íîé ìîäåëè îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå óëüòðàêî�ðîòêèõ èìïóëüñîâ ñâåòîâîãî (îñíîâíîãî) ïîëÿ â âî�ëîêîííîì ñâåòîâîäå ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äî�ïîëíèòåëüíûìè ïîëÿìè â íåëèíåéíîé ðåçîíàíñíîéñðåäå êîíå÷íîé äëèíû âíå ðàìîê òåîðèè âîçìóùå�íèé. Â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå òàêàÿ ñõåìà ìîæåòáûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ èçó÷åíèÿ ãåíåðàöèè óëüòðà�êîðîòêèõ èìïóëüñîâ â ðåçîíàíñíîé ñðåäå, êîòîðûåçàòåì èíæåêòèðóþòñÿ â âîëîêîííûé ñâåòîâîä, ñëó�æàùèé äëÿ ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè ñ ïîìîùüþ ýòèõèìïóëüñîâ. Ìîäåëü âêëþ÷àåò ÌÍÓØ è ñèñòåìó ïðè�âåäåííûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, îïèñûâàþùóþ ðå�çîíàíñíûå âçàèìîäåéñòâèÿ òðåõ ñâåòîâûõ âîëíîâûõïàêåòîâ ñ äâóõóðîâíåâîé ñðåäîé. Ýòà èíòåãðèðóåìàÿìîäåëü àññîöèèðóåòñÿ ñî ñïåêòðàëüíîé çàäà÷åé, ðîä�ñòâåííîé çàäà÷å Âàäàòè�Êîííî�È÷èêàâà (ÂÊÈ) [6℄.Âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ îïèñàíèÿ ãåíåðàöèè ñî�ëèòîíîâ è äðóãèõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ â íåëèíåé�íî-îïòè÷åñêèõ çàäà÷àõ â êîíå÷íûõ èëè ïîëóáåñêî�íå÷íûõ ñðåäàõ ñëåäóåò ðåøàòü íà÷àëüíî-êðàåâóþçàäà÷ó ñ íåíóëåâûì çíà÷åíèÿìè ïîëåé íà ãðàíèöàõ.×àñòî òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îòâå÷àþò áîëåå ðå�àëèñòè÷åñêèì è ëåã÷å ðåàëèçóåìûì â ýêñïåðèìåíòåóñëîâèÿì, ÷åì �èçè÷åñêèå óñëîâèÿ, äëÿ êîòîðûõïîñòðîåíà ñîëèòîííàÿ ¾êëàññè÷åñêàÿ âåðñèÿ¿ ìåòî�äà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (ÌÎÇ�) [1℄. Â ñâÿçèñ ýòèì îïðåäåëåíèå òèïà è �îðìû ðåøåíèÿ, àññîöè�èðîâàííîãî ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òàêîãî ðîäà,âàæíî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Ýòè ãðà�íè÷íûå óñëîâèÿ ìîãóò ïðèâîäèòü ê êà÷åñòâåííîìóèçìåíåíèþ óñëîâèé ãåíåðàöèè îïòè÷åñêèõ ñîëèòî�íîâ, áðèçåðîâ è äðóãèõ òèïîâ ðåøåíèé. Â òî æåâðåìÿ íà ïðàêòèêå, êàê îòìå÷åíî âûøå, ðåøèòü òà�êóþ çàäà÷ó óäàåòñÿ òîëüêî â ðàìêàõ èíòåãðèðóåìûõìîäåëåé. �åøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ïðèýòîì, êàê ïðàâèëî, ñòàëêèâàåòñÿ ñî çíà÷èòåëüíûìèìàòåìàòè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè. Îäíàêî â ïîñëåäíååâðåìÿ ïîÿâèëèñü ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå ðàçâèòèþìåòîäîâ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ äëÿ ðÿäà ìîäåëåé,èíòåãðèðóåìûõ ñ ïðèìåíåíèåì ÌÎÇ�, îñíîâàí�íîãî íà ðåøåíèè çàäà÷è �èìàíà��èëüáåðòà [1℄.Îòìåòèì ðàáîòû [7; 8℄, â êîòîðûõ èññëåäîâàëèñüêðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñèíóñ-�îðäîí, ÍÓØè äðóãèõ. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [9℄ óêàçàí �îðìàëü�

íûé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è �óðñà äëÿ ñèñòåìûóðàâíåíèé Ìàêñâåëëà�Áëîõà äëÿ äâóõóðîâíåâîéñðåäû. �àíåå íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ýòîé æåñèñòåìû ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [10℄, ãäå èññëå�äîâàëàñü àâòîìîäåëüíàÿ àñèìïòîòèêà. Ôîêàñ [11℄ïðåäëîæèë íîâûé ïîäõîä ê ïðèìåíåíèþ çàäà÷è�èìàíà��èëüáåðòà äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîéçàäà÷è íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå. Â [8℄ â ðàìêàõÌÎÇ� äëÿ êîíå÷íîãî èíòåðâàëà ðåøàëàñü ìîäåëüêîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ, ðîäñòâåííàÿ ìîäåëèÌàêñâåëëà�Áëîõà äëÿ îäíî÷àñòîòíîãî ïåðåõîäà,ó÷èòûâàþùàÿ óñðåäíåíèå ïî ÷àñòîòíîìó ñìåøåíèþ.Â ðÿäå ïîñëåäíèõ ðàáîò [12�14℄ îáñóæäàëñÿ âîïðîñî �îðìå è ñâîéñòâàõ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ,ãåíåðèðóåìîãî ïðîñòûìè, íî íåòðèâèàëüíûìèãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â ðàáîòàõ [12�14℄, â êîòî�ðûõ ðåøàëàñü ìîäåëü êîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿäëÿ íåíóëåâûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ïîëÿ Ñòîêñàè íàêà÷êè, íàéäåíû èçîëèðîâàííûå ñîëèòîíîïî�äîáíûå ðåøåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè. Âðàáîòå àâòîðà [15℄ äëÿ ýòîé æå ìîäåëè äîêàçàíî,÷òî ñ ðîñòîì ý��åêòèâíîé äëèíû íåëèíåéíîéñðåäû ñóììàðíûé âêëàä ýòèõ ïîëþñîâ ïðèâîäèòê êâàçèàâòîìîäåëüíîìó, íå ñîëèòîííîìó ðåøåíèþ.�åçóëüòàò, äîêàçàííûé òåîðåòè÷åñêè äëÿ ìåäëåííîìåíÿþùèõñÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïîäòâåðæäàåòñÿ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì [15℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ íîâîé èíòåãðè�ðóåìîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ âàðèàíò ÌÎÇ�, îñíî�âàííûé íà ðåøåíèè çàäà÷è �èìàíà��èëüáåðòà, àññî�öèèðîâàííîé ñî ñïåêòðàëüíîé ïðîáëåìîé ÂÊÈ. Äëÿïðîñòûõ, íî íå òðèâèàëüíûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ óñëî�âèé òåîðåòè÷åñêè èññëåäóåòñÿ ãåíåðàöèÿ è äèíàìè�êà óëüòðàêîðîòêèõ èìïóëüñîâ ñâåòà. Äîïîëíèòåëü�íîå ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå èññëåäóåìîé â íàñòîÿùåéðàáîòå èíòåãðèðóåìîé ìîäåëè îò ðàññìîòðåííûõ, íà�ïðèìåð, â îáçîðå [3℄, ïðîÿâëÿåòñÿ â íåòðèâèàëüíîéçàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòà ðàññåÿíèÿ îò îäíîé èçïåðåìåííûõ. Ýòà çàâèñèìîñòü ìîæåò ïðèâîäèòü, â÷àñòíîñòè, ê ïîÿâëåíèþ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà äâèæó�ùèõñÿ ïîëþñîâ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, àññîöèè�ðîâàííûõ ñ ñîëèòîíîïîäîáíûìè ðåøåíèÿìè.Â ðàññìàòðèâàåìîì â íàñòîÿùåé ðàáîòå �èçè÷å�ñêîì ïðèìåðå äâóõ ðàçíûõ íåëèíåéíûõ ñðåä ãðàíè÷�íûå óñëîâèÿ äëÿ âòîðîé ñðåäû îïðåäåëÿþòñÿ ýâîëþ�öèåé ïîëåé â ïåðâîé ñðåäå. Â îáùåì ñëó÷àå ðåøå�íèå òàêîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è íå ïðåäñòàâëÿ�åòñÿ âîçìîæíûì. Îäíàêî â ðàìêàõ íîâîé èíòåãðèðó�åìîé ìîäåëè, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ýòîé ðàáî�òå, ìîæåò áûòü íàéäåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ ïîäõîä, ïîçâîëÿþ�ùèé àñèìïòîòè÷åñêè îïèñûâàòü ýâîëþöèþ ïîëåé â253



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001ñîñòàâíûõ ìîäåëÿõ äëÿ òàêîãî ðîäà ãðàíè÷íûõ óñëî�âèé. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ý��åê�òèâíîé äëèíû ðåçîíàíñíîé ñðåäû ðåøåíèå ñâîäèòñÿê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå àñèìï-òîòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè, îïðåäåëÿþùè�ìè êâàçèðàäèàöèîííîå ðåøåíèå ÌÍÓØ. Ýòî ðåøå�íèå îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì çà�äà÷è (Im�2 = 0) è ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåçîäèí èç òðàíñöåíäåíòîâ Ïåíëåâå [1℄. Àñèìïòîòèêèêâàçèðàäèàöèîííîãî ðåøåíèÿ ÌÍÓØ íàéäåíû Êè�òàåâûì è Âàðòàíÿíîì [16℄ â ÿâíîì âèäå. �åçóëüòà�òû íàñòîÿùåé ðàáîòû äàþò òàêæå îòâåò è íà âîïðîñî âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î âçàèìî�äåéñòâèè ñâåòà ñ äâóõóðîâíåâîé ñðåäîé â óñëîâèÿõâûðîæäåííîãî äâóõ÷àñòîòíîãî ðåçîíàíñà è ñëàáîãîâîçáóæäåíèÿ ñðåäû.�àáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçä. 2ðàáîòû îïèñûâàåòñÿ îáùàÿ ñòðóêòóðà ñîñòàâíûõèíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé. Â ðàçä. 3 ðàññìàòðèâà�þòñÿ �èçè÷åñêèå ñèòóàöèè, ïðèâîäÿùèå ê èññëå�äóåìîé äàëåå ñîñòàâíîé ìîäåëè. Â ðàçä. 4 ïðèâî�äèòñÿ àïïàðàò ìåòîäà ðåøåíèÿ ìîäåëè, îñíîâàí�íûé íà çàäà÷å �èìàíà��èëüáåðòà, â ðàçä. 5 íàéäå�íà çàâèñèìîñòü äàííûõ ðàññåÿíèÿ îò ïåðåìåíîé. Âðàçä. 6 äëÿ ïðîñòûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ óñëîâèé ïî�êàçàíî, ÷òî ïðèáëèæåííîå êâàçèðàäèàöèîííîå ðåøå�íèå ÌÍÓØ, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó èìïóëüñà â ñâå�òîâîäå, ìîæåò ãåíåðèðîâàòüñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ�ìè äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî ïîëÿ â ðåçîíàíñíîé ñðåäå.Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû è èõâîçìîæíîå îáîáùåíèå.2. ÑÎÑÒÀÂÍÛÅ ÈÍÒÅ��È�ÓÅÌÛÅÌÎÄÅËÈÎïèøåì ñòðóêòóðó èíòåãðèðóåìîé ìîäåëè, ñî�ñòàâëåííîé èç N�M èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé (íåêî�òîðûå èç íèõ ìîãóò ñîâïàäàòü). Ïóñòü ñîñòàâíàÿ èí�òåãðèðóåìàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâèìà â âèäå óñëîâèÿ ñîâ�ìåñòíîñòè ñëåäóþùèõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé:���  (�; z;�) == MXj=1 �j;j+1 (�)Lj(�; z;�) (�; z;�) � L ; (1)��z (�; z;�) == NXi=1 �i;i+1 (z)Ai(�; z;�) (�; z;�) � A ; (2)

�j;j+1 (�) = [�(���j)�(��+�j+1)℄ ~�j(�); �j+1 > �j ;�i;i+1 (z) = [�(z�zi)�(�z+zi+1)℄ ~�i(z); zi+1 > zi:Çäåñü �(z) � ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ:�(z) = ( 0; z < 0;1; z � 0;~�i(�); ~�i(z) � ãëàäêèå �óíêöèè, íå îáðàùàþ�ùèåñÿ â íóëü è áåñêîíå÷íîñòü; �i;i+1(z)= ~�i(z),�i;i+1(�)= ~�i(�) � ïðîåêòîðû:�2i;i+1(z)= ~�i2(z) = �i;i+1(z)= ~�i(z)è ò. ä.; Lj ; Ai; L;A � íåêîòîðûå ìàòðè÷íûå îïåðà�òîðû.Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ýòèõ ëèíåéíûõ ñèñòåì èìå�åò âèä��z MXj=1 �j;j+1 (�)Lj � ��� NXi=1 �i;i+1 (z)Ai ++ 24 MXj=1 �j;j+1 (�)Lj ; NXi=1 �i;i+1 (z)Ai35 = 0: (3)Óìíîæàÿ (3) íà �i;i+1�j;j+1 ~��1i ~��1j , íàõîäèì~�j(�) ��z Lj � ~�i(z) ��� Ai ++ h~�j(�)Lj ; ~�i(z)Aii = 0;z 2 [zi; zi+1℄; � 2 [�j ; �j+1℄: (4)Òàêèì îáðàçîì, ýâîëþöèÿ â êâàäðàòå [zi; zi+1℄,[�j ; �j+1℄ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé, èìåþ�ùåé ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà â âèäå ëèíåéíûõ ñèñòåì�� = ~�jLj ; �z = ~�iAi :Àïïàðàò ÌÎÇ� äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïðîáëåìû (1)â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ èíòåðâàëîâ [�j ; �j+1℄ íàì íåèçâåñòåí. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïðè�ìåð ñîñòàâíîé ìîäåëè ñ ïðåäñòàâëåíèåì Ëàêñà âè�äà (1), (2) äëÿ îäíîãî ïîëóáåñêîíå÷íîãî èíòåðâàëà[�1 = 0; �2 = 1) è äâóõ ðàçíûõ ñðåä, ðàñïîëîæåí�íûõ íà èíòåðâàëàõ [z1 = 0; z2℄; [z2; z3 = 1). Çà�äà÷à äëÿ êîíå÷íîãî èëè ïîëóáåñêîíå÷íîãî èíòåðâà�ëà [�1; �2℄, îòâå÷àþùåãî íåíóëåâîìó çíà÷åíèþ ïðî�åêòîðà �12(�), ðåøàëàñü, êàê îòìå÷åíî âî Ââåäåíèè,äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ, íî íå òðèâèàëüíûõ íà÷àëü�íî-êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ îäíîãî èíòåðâàëà [z1; z2℄(ñì., íàïðèìåð, [11; 8℄).Îòìåòèì, ÷òî çäåñü çàðàíåå ïðåäïîëàãàåòñÿ èíòå�ãðèðóåìîñòü ñîñòàâíîé ìîäåëè, âêëþ÷àþùåé ðàçíûåèíòåãðèðóåìûå íà ðàçíûõ èíòåðâàëàõ ìîäåëè. Ýòîïðåäïîëîæåíèå ïðèâîäèò â îáùåì ñëó÷àå ê äîïîëíè�òåëüíûì óñëîâèÿì íà �èçè÷åñêèå ïàðàìåòðû.254



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001 Äèíàìèêà ñâåòîâîãî ïîëÿ : : :3. ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÉ Ï�ÈÌÅ� ÑÎÑÒÀÂÍÎÉÌÎÄÅËÈ3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì ñîñòàâíóþ ìîäåëü, âêëþ÷àþùóþ ìî�äåëü ðåçîíàíñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îñíîâíîãî ïîëÿñ äîïîëíèòåëüíûì ïîëåì â äâóõóðîâíåâîé ñðåäå íàèíòåðâàëå [z0 = 0; z1), è ìîäåëü, îïèñûâàþùóþ ýâî�ëþöèþ îñíîâíîãî ïîëÿ â êåððîâñêîé ñðåäå, ðàñïî�ëîæåííîé íà ïîëóáåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå z � z1.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ïîëåé â ðåçî�íàíñíîé ñðåäå ïðèâîäèò ê ãåíåðàöèè èìïóëüñîâ, êî�òîðûå çàòåì ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â êåððîâñêîé ñðåäå.Íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ñëå�äóþùèå: àìïëèòóäà íà÷àëüíîãî ¾äîïîëíèòåëüíîãî¿ïîëÿ â ðåçîíàíñíîé ñðåäå îòëè÷íà îò íóëÿ è îñíîâ�íîå ïîëå â íà÷àëüíûé ìîìåíò íóëåâîå. �åíåðàöèÿ èì�ïóëüñîâ â òàêîé çàäà÷å ìîæåò èíèöèèðîâàòüñÿ ñêîëüóãîäíî ìàëîé çàòðàâêîé îñíîâíîãî ïîëÿ íà ãðàíèöåz = 0.3.2. Ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ âîëí âðåçîíàíñíîé ñðåäåÑíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðèìåðû ðåçîíàíñíîãî âçà�èìîäåéñòâèÿ ïîëåé ñ äâóõóðîâíåâîé ñðåäîé è �èçè�÷åñêèå óñëîâèÿ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåé ñè�ñòåìå ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé:��q1 = �2q1q2 + i�q1; (5)�zq2 = q21 � i2g2q2jq1j2 (6)(÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå), àçàòåì ê ñèñòåìå, ñîñòàâëåííîé èç ìîäåëè (5), (6) èÌÍÓØ.3.3. �àñïðîñòðàíåíèå ñâåòà â óñëîâèÿõâûðîæäåííîãî äâóõ�îòîííîãîâçàèìîäåéñòâèÿÊîãåðåíòíîå âçàèìîäåéñòâèå óëüòðàêîðîòêîãîèìïóëüñà ñ äâóõ�îòîííî ïîãëîùàþùåé ñðåäîéðàññìàòðèâàëîñü â ðÿäå ðàáîò, íà÷èíàÿ ñ [17℄ (ñì.òàêæå îáçîð [3℄). Ý��åêò ñàìîèíäóöèðîâàííîéïðîçðà÷íîñòè èññëåäîâàëñÿ â ðàìêàõ ñèñòåìû óðàâ�íåíèé Ìàêñâåëëà�Áëîõà ñ ó÷åòîì êàê èçìåíåíèÿíàñåëåííîñòåé óðîâíåé, òàê è íåëèíåéíîãî ý��åê�òà Øòàðêà. Îäíàêî äëÿ çíà÷èòåëüíîãî (ïîðÿäêàåäèíèöû) èçìåíåíèÿ íàñåëåííîñòåé óðîâíåé òðåáó�þòñÿ ìîùíûå ñâåòîâûå ïîëÿ. Â òî æå âðåìÿ äëÿïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, íàïðèìåð, â ìèêðî�ýëåêòðîíèêå, âàæíî íàéòè óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

ñàìîèíäóöèðîâàííîé ïðîçðà÷íîñòè äëÿ îòíîñèòåëü�íî ñëàáûõ ïîëåé, íå ðàçðóøàþùèõ îïòè÷åñêóþñðåäó.Â ýòîì ðàçäåëå âûâîäèòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííàÿ èí�òåãðèðóåìàÿ ìîäåëü ñàìîèíäóöèðîâàííîé ïðîçðà÷�íîñòè, îòâå÷àþùàÿ ñëàáîìó âîçáóæäåíèþ ñðåäû.Ñóùåñòâîâàíèå ìíîãîñîëèòîííûõ ðåøåíèé ýòîé ìî�äåëè äîêàçûâàåò âîçìîæíîñòü íàáëþäåíèÿ ñàìîèí�äóöèðîâàííîé ïðîçðà÷íîñòè â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó�÷àå äëÿ çíà÷èòåëüíî (íà ïîðÿäêè) áîëåå ñëàáûõ, ÷åìâ îòìå÷åííîé âûøå ìîäåëè ðàáîòû [17℄, èíòåíñèâíî�ñòåé ïîëåé.Îáùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ïîëÿ è äâóõ�óðîâíåâîé ñðåäû (ñ óðîâíÿìè 1 è 2) â óñëîâèÿõâûðîæäåííîãî äâóõ�îòîííîãî ðåçîíàíñà ïîëó÷åíàèç óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà è âîëíîâîãî óðàâíåíèÿâ [17; 18℄. Äèíàìèêà ïîëÿðèçóåìîñòè ñðåäû îïèñûâà�åòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:��tR = �i�r22 � r114~ � jEj2R� r22~E2R3: (7)Çäåñü R3 � ðàçíîñòü íàñåëåííîñòåé âåðõíåãî è íèæ�íåãî óðîâíåé, R = iR1 + R2 (R1; R2 � ðåàêòèâíàÿè àêòèâíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ïîëÿðèçàöèè ñðåäû), E �àìïëèòóäà ïîëÿ. Êîìïîíåíòû âåêòîðà Áëîõà íîðìè�ðîâàíû íà åäèíèöó, ò. å. ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðà�âåíñòâî: R23 + jRj2 = 1: (8)Ñ÷èòàåì, ÷òî óäâîåííàÿ íåñóùàÿ ÷àñòîòà ïîëÿ ! ðàâ�íà ÷àñòîòå ïåðåõîäà ñðåäû !12. Ñòàíäàðòíûé âûâîäóðàâíåíèé äâóõ÷àñòîòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äâóõ�óðîâíåâîé ñðåäîé ñîñòîèò â àäèàáàòè÷åñêîì èñêëþ�÷åíèè àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè çàïîëíåíèÿ ïðîìåæó�òî÷íûõ óðîâíåé (ñì., íàïðèìåð, [17; 19℄). Ýòà ïðîöå�äóðà ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé �îðìå êîý��èöèåíòîâ:r = 2~Xn>3 q2nqn1 (!n2 + !n1)(!n2 + !)2 ;rmm = 1~ Xn>3 !nmjqnmj2!2nm � !2 ; m = 1; 2:Çäåñü qmn � äèïîëüíûé ìîìåíò ìåæäó ópîâíÿìèïåðåõîäà m = 1,2 è ïpîìåæóòî÷íûìè ópîâíÿìè n,!nm � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòîòà ïåðåõîäà.Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ìåäëåííî èçìåíÿþ�ùåéñÿ îãèáàþùåé ïîëÿ E ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåìóóðàâíåíèþ [17℄:� ��x + 1 ��t�E = �2�!N0 �� �i�r22 � r114~ ��R3 �R(0)3 �E +ER� ; (9)255



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001ãäå R(0)3 � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè çàñåëåííî�ñòåé óðîâíåé,  � ñêîðîñòü ñâåòà â ñðåäå. Âî ìíî�ãèõ èçâåñòíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïî íàáëþäåíèþ äâóõ�÷àñòîòíûõ êîãåðåíòíûõ ý��åêòîâ îáíàðóæåíî, ÷òîçàñåëåííîñòü âåðõíåãî óðîâíÿ (m = 2) â ïðîöåññåâçàèìîäåéñòâèÿ ïîëåé ñ äâóõóðîâíåâûì ïåðåõîäîìîñòàåòñÿ ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ çàñåëåííîñòüþ îñíîâ�íîãî ñîñòîÿíèÿ. Îòíîøåíèå çàñåëåííîñòåé âåðõíåãîè íèæíåãî óðîâíåé ÷àñòî íå ïðåâûøàåò 10�5�10�7 âòå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ [20℄. Â ýòîìñëó÷àå, ò. å. â ïðåäåëå ñëàáîãî âîçáóæäåíèÿ ñðåäû,ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèåR3 � �1 + jRj2=2 +O �jRj4� (10)(çäåñü ó÷òeíî, ÷òî R(0)3 = �1). Äëÿ âûâîäà óðàâíå�íèé (5), (6) èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèå (10) è ïðåíåáðå�æåì âñåìè ÷ëåíàìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà è âûøå ïîàìïëèòóäå ïîëÿ è ïîëÿðèçàöèè (� jRj2E2) â óðàâ�íåíèÿõ (7), (9). Îòìåòèì, ÷òî ó÷åò ÷ëåíîâ òðåòüåãîïîðÿäêà (� jRj2E) â èòîãå ïðèâîäèò ëèøü ê ïåðå�íîðìèðîâêå êîíñòàíòû g2 â (5), (6). Ïåðåéäåì ê ïå�ðåìåííûì �; z:��� = �!N0 ��x; ��z = 2~r2 ��(t� x�1) :Ïðè ýòîì ñèñòåìà (7), (9) ïðèíèìàåò âèä (5), (6) ïî�ñëå ó÷åòà ðàçëîæåíèÿ (10), ïðåíåáðåæåíèÿ ÷ëåíàìèâûøå òðåòüåãî ïîðÿäêà è ñëåäóþùèõ çàìåí:E = q1 exp0��ig1 �Z0 jRj2d� � i��1A ;R = q2 exp0��2ig1 �Z0 jRj2d� � 2i��1A ;ãäå g1 = r22 � r112~ ; 2g2 = r22 � r112r2 + g1:Ïðè âûâîäå (5), (6) èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî��� jEj2 = �2 ��z jRj2; (11)âûòåêàþùåå èç (7), (9).3..1 Òðåõâîëíîâîå ñìåøåíèå â ðåçîíàíñíîéñðåäåÎïèøåì åùå îäíó �èçè÷åñêóþ ñõåìó âçàèìîäåé�ñòâèÿ, òàêæå ïðèâîäÿùóþ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (5),

(6). Ïóñòü â ñðåäå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òðåõ÷àñòîòíîåïîëåeE(x; t) = 3Xj=1 fPj exp[i(qjx� !jt)℄ + ::g : (12)Çäåñü Pj � ìåäëåííî èçìåíÿþùèåñÿ îãèáàþùèå,!j � íåñóùèå ÷àñòîòû, qj � íåñóùèå âîëíîâûå âåê�òîðû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèåóñëîâèÿ äâóõ�îòîííîãî ðåçîíàíñà ñ ñîáñòâåííûìýíåðãåòè÷åñêèì ïåðåõîäîì ñðåäû  ÷àñòîòîé !0:!1 + Æ1!2 = !0 + �1; !3 + Æ2!1 = !0 + �2: (13)Çäåñü Æ1 = �1, Æ2 = �1, à ðàññòðîéêè �k óäîâëåòâî�ðÿþò óñëîâèþ�k � !i; k = 1; 2; i = 0; : : : ; 3:Óñëîâèÿ ðåçîíàíñà (13) íå òîëüêî ïîçâîëÿþò çíà÷è�òåëüíî (íà ïîðÿäêè) óñèëèòü ý��åêò íåëèíåéíîãîñìåøåíèÿ, íî è èñêëþ÷èòü â óðàâíåíèÿõ ÷ëåíû, êî�òîðûå îïèñûâàþò êóáè÷íîå ïî àìïëèòóäå ñàìîäåé�ñòâèå ïîëåé, ò. å. ÷ëåíû òèïà Pj jPj j2. Ýòè ÷ëåíûâ äàííîì ñëó÷àå íàðóøàþò èíòåãðèðóåìîñòü ìîäå�ëè. Â èòîãå ìîäåëü âêëþ÷àåò ëèøü êóáè÷íûå ÷ëå�íû, îòâå÷àþùèå äâóõ�îòîííî-èíäóöèðîâàííîé êåð�ðîâñêîé íåëèíåéíîñòè (ñì., íàïðèìåð, [21℄).Èòàê, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïîëÿðèçàöèÿ ñðåäû àäèàáàòè�÷åñêè îòñëåæèâàåò èçìåíåíèå ïîëåé, è èñïîëüçóÿñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó àäèàáàòè÷åñêîãî èñêëþ÷å�íèÿ [2℄, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, â êîòîðûõïðîöåññ íåëèíåéíîãî ñìåøåíèÿ ïîëåé îïèñûâàåòñÿäâóõ�îòîííî-èíäóöèðîâàííîé êåððîâñêîé íåëèíåé�íîñòüþ. �åäóöèðîâàííûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿóñëîâèé ðåçîíàíñà (13) ïðè Æ1 = Æ2 = �1 èìåþò âèä� ��x + 1v1 ��t�P1 = i4�!12 [�22P1jP2j2 ++ �32P1jP3j2 + 2 Im�23P2P 1P3 exp(�i�x)℄;� ��x + 1v2 ��t�P2 = i4�!22 �� [�22P2jP1j2 + �23P 21 P 3 exp(i�x)℄;� ��x + 1v3 ��t�P3 = i4�!32 �� [�33P3jP1j2 + �32P 2P 21 exp(i�z)℄;
(14)

ãäå � = 2q1�q2�q3, vi � ãðóïïîâûå ñêîðîñòè ïîëåéñ îãèáàþùèìè Pi. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, îòâå÷àþ�ùèå äàííîé ñõåìå âçàèìîäåéñòâèÿ, è êîý��èöèåí�òû �23; �32; �22; �33 ïðèâåäåíû â êíèãå Øåíà [2,ðàçä. 10.4℄. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò óðàâíåíèé â [2℄,â ñèñòåìå (14) ó÷èòûâàåòñÿ âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü256



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001 Äèíàìèêà ñâåòîâîãî ïîëÿ : : :àìïëèòóä ïîëåé è èñïîëüçîâàíî ïðèáëèæåíèå ìåä�ëåííûõ îãèáàþùèõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî õà�ðàêòåðíûå âðåìåíà èçìåíåíèÿ àìïëèòóä ìíîãî ìåíü�øå âðåìåíè ��1, ãäå � � ìèíèìàëüíàÿ êîíñòàíòàðåëàêñàöèè. Äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé Æi âîçíèêàþò àíà�ëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ìû çäåñü íå ïðèâîäèìäëÿ ýêîíîìèè ìåñòà.Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðè ñìåøåíèè âîëí â ñðåäå ñ êåð�ðîâñêîé íåëèíåéíîñòüþ ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ âûïîë�íÿëîñü óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà èíòåíñèâíîñòè îäíîãîèç ïîëåé [20℄. Ýòî óñëîâèå òàêæå çíà÷èòåëüíî óïðî�ùàåò ñèíõðîíèçàöèþ èìïóëüñîâ ïîëåé, êîòîðàÿ òðå�áóåòñÿ äëÿ íàáëþäåíèÿ ý��åêòà. Óñëîâèå ïîñòîÿí�ñòâà îäíîãî èç ïîëåé âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïðèjP2j � jP3j èëè jP2j � jP3j. Âûáåðåì ïîñëåäíèéâàðèàíò, ò. å. òîò, êîãäà èçìåíåíèåì ïîëÿ P3 ìîæíîïðåíåáðå÷ü. Â ýòîì ñëó÷àå â ñèñòåìå (14) îñòàþòñÿëèøü ïåðâûå äëÿ óðàâíåíèÿ. Ïóñòü P3(x; t) � A, ãäåA � äåéñòâèòåëüíàÿ êîíñòàíòà (â ñëó÷àå êîìïëåêñ�íîé A = A0ei�0 �àçîâûé ìíîæèòåëü ei�0 óñòðàíÿ�åòñÿ ñäâèãîì �àçû ïîëÿ P2). Â ýòîì ïðèáëèæåíèèïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (14) ñâîäÿòñÿ ê ñè�ñòåìå (5), (6) ñëåäóþùèìè çàìåíàìè:P1 = q1 exp24�i�2 x+ ig1 �Z0 jq2j2d�35 ;P2 = iq2 exp24ig1 �Z0 jq2j2d�35 ;g2 = �12 � �ss�saA + 12g1� ; g1 = �ss�paA;� = 2�8�!1�pa + �as�pa jAj2;��� = 24��pa!1 � ��x + 1v1 ��t� ;��z = 24��sa!2 � ��x + 1v2 ��t� :Èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (5), (6) ïðè�âîäèòñÿ âïåðâûå. Ýòà ñèñòåìà, êàê è àíàëîãè÷íàÿèíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, ïîñòðîåííàÿ ðà�íåå àâòîðîì â [22℄, àññîöèèðóåòñÿ ñî ñïåêòðàëüíîéïðîáëåìîé òèïà çàäà÷è ÂÊÈ. Îäíàêî ïðèìåíåíèåàïïàðàòà ÌÎÇ� ê ñèñòåìå (5), (6) ïðèâîäèò ê íî�âûì îñîáåííîñòÿì, ñâÿçàííûì ñî ñïåöè�èêîé ãðà�íè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ýòîé ìîäåëè. Ïðàêòè÷åñêîå çíà�÷åíèå ìîäåëè (5), (6) ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òîîíà îïèñûâàåò âûðîæäåííîå äâóõ÷àñòîòíîå âçàèìî�äåéñòâèå ñâåòà ñî ñðåäîé äëÿ ìèíèìàëüíûõ çíà÷å�íèé èíòåíñèâíîñòåé ïîëåé è â òî æå âðåìÿ èìååò

íåñèíãóëÿðíûå ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ. Ýòî îòëè÷àåòåå îò èçâåñòíîé ìîäåëè ãåíåðàöèè âòîðîé ãàðìîíè�êè, �îðìàëüíî ýêâèâàëåíòíîé (5), (6) ïðè g = 0.Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé àíàëî�ãè÷íà ìîäåëè âçðûâíîé íåóñòîé÷èâîñòè [1℄, íå èìå�þùåé óñòîé÷èâûõ ñîëèòîííûõ ðåøåíèé. Íåêîòîðûåàâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5), (6)ìîãóò ñîâïàäàòü ñ ðåøåíèÿìè ìîäåëè ãåíåðàöèè âòî�ðîé ãàðìîíèêè èëè äâóõâîëíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âñðåäàõ ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ ñ ó÷åòîì êó�áè÷íîé íåëèíåéíîñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì èññëåäîâàíèåñèñòåìû (5), (6) ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èí�òåðåñ, îäíàêî â íàñòîÿùåé ðàáîòå îíà áóäåò èññëåäî�âàòüñÿ êàê ýëåìåíò ñîñòàâíîé ìîäåëè.3.5. Ñîñòàâíàÿ ìîäåëüÂ ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ óñòàíîâêàõíåðåäêî ñâåòîâûå èìïóëüñû ïðîõîäÿò ÷åðåç ðàçíûåîïòè÷åñêèå ñðåäû, ðàñïîëîæåííûå ïîñëåäîâàòåëü�íî. �àññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà óëüòðàêîðîòêèéèìïóëüñ ïðîõîäèò ÷åðåç ðåçîíàíñíóþ ñðåäó, íàõî�äÿùóþñÿ â èíòåðâàëå [z1; z2℄, à çàòåì ðàñïðîñòðà�íÿåòñÿ â âîëîêîííîì ñâåòîâîäå, ðàñïîëîæåííîì íàèíòåðâàëå [z2;1).Â ðåçîíàíñíîé ñðåäå ïðîèñõîäèò âçàèìîäåéñòâèåîñíîâíîãî ïîëÿ ñ äâóìÿ äîïîëíèòåëüíûìè ïîëÿìè.Ïóñòü íà èíòåðâàëå [z1 = 0; z2℄ ñâåòîâîé èìïóëüñ E(îñíîâíîå ïîëå) âçàèìîäeéñòâóåò ñ äâóìÿ äîïîëíè�òåëüíûìè ïîëÿìè ñ îãèáàþùèìè G;U ïî ñõåìå, îïè�ñàííîé â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå. Â îáîçíà÷åíèÿõýòîé ìîäåëèE � P2; G � P3; U � P1:Ñ÷èòàåì, ÷òî èçìåíåíèåì ïîëÿ G â ïðîöåññå âçàè�ìîäåéñòâèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Îïèøåì ìåõàíèçìêîíâåðñèè ýíåðãèè äîïîëíèòåëüíûõ ïîëåé â èìïóëü�ñû îñíîâíîãî ïîëÿ è îïðåäåëèì âèä ñîîòâåòñòâóþ�ùåãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ñîñòàâíóþ ìî�äåëü èç ìîäåëè (5), (6) íà èíòåðâàëå [0; z2℄; �1;2 6= 0è ÌÍÓØ íà èíòåðâàëå [z2;1); �2;3 6= 0 (�i;i+1 îïðå�äåëåíû â ðàçä. 2).ÌÍÓØ âêëþ÷àåò äè��åðåíöèàëüíóþ êóáè÷�íóþ íåëèíåéíîñòü (ñì. íèæå ëåâóþ ÷àñòü óðàâíå�íèÿ (20), êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê íåëèíåéíîé �àçîâîéìîäóëÿöèè èìïóëüñà è êîòîðóþ íåîáõîäèìî ó÷èòû�âàòü ïðè îïèñàíèè ýâîëþöèè äîñòàòî÷íî êîðîòêèõñâåòîâûõ èìïóëüñîâ â âîëîêîííûõ ñâåòîâîäàõ [23℄.Ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííàÿ îïòè÷åñêàÿ âîëíà ïîä÷è�íÿåòñÿ óðàâíåíèþ Ìàêñâåëëà â îäíîìåðíîé ñðåäå:�2E�x2 � 12 �2D�t2 = 2�n2n02 �2�t2 �jEj2E� : (15)3 ÆÝÒÔ, âûï. 2 (8) 257



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001Çäåñü E � ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, à D = E + 4�PL �ïîëå â ñðåäå. Êîý��èöèåíò ïðåëîìëåíèÿ èìååò âèän(!;E) = n(!) + n2jEj2; n0 = n(!0); (16)ãäå !0 � íåñóùàÿ ÷àñòîòà ïîëÿ ñ ìåäëåííîé îãèáàþ�ùåé E : E(x; t) = E exp hi!0 �n0 x� t�i : (17)Ïîäñòàâèâ (17) â (15), ïåðåéäÿ â ñèñòåìó îòñ÷åòàèìïóëüñà è óäåðæèâàÿ ÷ëåíû ñ ïåðâîé ïðîèçâîä�íîé ïî íåëèíåéíîñòè, ïîëó÷àåì ìîäè�èöèðîâàííîåíåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà:i� ��x + n0��t � E � 12k00 �2E��2 + �n0!0 jEj2E ++ i2�n2 ��� �jEj2E� = 0 (18)(øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ! â òî÷êå !0).Äëÿ óëüòðàêîðîòêèõ èìïóëüñîâ â îáùåì ñëó÷àåíåîáõîäèìî äîáàâèòü â ëåâóþ ÷àñòü (18) äèñïåðñè�îííûé ÷ëåí ik000E���=6 [24℄. Â ðàáîòå [25℄ äëÿ îäíî�ìîäîâûõ âîëîêîííûõ ñâåòîâîäîâ íàéäåíî ñëåäóþùååýìïèðè÷åñêîå îòíîøåíèå êîý��èöèåíòîâ, ñïðàâåä�ëèâîå âáëèçè òî÷êè ìèíèìóìà jk00 j:� k0003jk00 j � 7 � 10�4�[ìêì℄� 0:861:27� �[ìêì℄ : (19)Èç (19) ñëåäóåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè �[ìêì℄ � 0:86äèñïåðñèåé òðåòüåãî ïîðÿäêà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Âòî æå âðåìÿ, ñîãëàñíî �îðìóëå (19), ýòó äèñïåð�ñèþ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü â îêðåñòíîñòè äëèíûâîëí �0 = 1:27, ïîñêîëüêó â íåé k00 = 0 [26℄.Äëÿ � äîñòàòî÷íî äàëåêîé îò òî÷êè �0 íåëèíåéíûåâîëíû � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (18) � �îðìèðóþòñÿâñëåäñòâèå áàëàíñà äåéñòâèÿ êóáè÷íîé äè��åðåí�öèàëüíîé íåëèíåéíîñòè, êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòè èêâàäðàòè÷íîé äèñïåðñèè. Ýòè ¾ðîáàñòíûå¿ íåëèíåé�íûå ìîäû (ñîëèòîíû è äðóãèå àâòîìîäåëüíûå ðåøå�íèÿ) óñòîé÷èâû ê äåéñòâèþ ìàëûõ âîçìóùåíèé. Âýòèõ óñëîâèÿõ êóáè÷íàÿ äèñïåðñèÿ (� ik000Ettt), ñî�ãëàñíî (19), ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìàëîå âîç�ìóùåíèå, ó÷åò êîòîðîãî âåäåò ëèøü ê ìàëîìó èçìå�íåíèþ ïàðàìåòðîâ íåëèíåéíûõ ìîä. Ïîýòîìó êóáè÷�íàÿ äèñïåðñèÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå íå ó÷èòûâàåòñÿ.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñ�âåëëà äëÿ E � îãèáàþùåé ïîëÿ èìïóëüñà, ðàñïðî�ñòðàíÿþùåãîñÿ â ñâåòîâîäå, � ñ ó÷åòîì âçàèìîäåé�ñòâèÿ ñ äîïîëíèòåëüíûìè ïîëÿìè è â ðàìêàõ èñïîëü�

çîâàííûõ ïðèáëèæåíèé ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ñèñòå�ìå:�zE + �(z � z2) hiD�2ttE + ~�jEj2E + ~��t �jEj2E�i == �(�z + z2) ��2~1U2G + 2i~g21EjUj2� ; z � 0; (20)�(�z + z2)�� ��tU�~2EU+2i~g22UjEj2+i~�U� = 0; z � 0: (21)ãäå D; ~�; ~�; ~1;2; ~g1;2 � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûåêîý��èöèåíòû.Ïîñêîëüêó âçàèìîäåéñòâèå ïîëÿ E ñ ïîëåì U â ðå�çîíàíñíîé ñðåäå è ñàìîäåéñòâèå â êåððîâñêîé ñðåäåïðîñòðàíñòâåííî ðàçäåëåíû, êîý��èöèåíòû â ïðà�âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (20) ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíû�ìè. Êàê ïðàâèëî, âçàèìîäåéñòâèå â ðåçîíàíñíîé ñðå�äå õàðàêòåðèçóåòñÿ íåëèíåéíîñòÿìè ñ êîý��èöèåí�òàìè, íà ïîðÿäêè áîëüøèìè, ÷åì â âîëîêîííûõ ñâå�òîâîäàõ. Â òî æå âðåìÿ íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèåè äèñïåðñèÿ ý��åêòèâíî ïðîÿâëÿþòñÿ äëÿ ðåàëü�íûõ ñâåòîâîäîâ, äëèíà êîòîðûõ íà íåñêîëüêî ïîðÿä�êîâ áîëüøå, ÷åì äëèíà ðåçîíàíñíîé ñðåäû. Ïîýòîìóäëÿ îáîñíîâàíèÿ �èçè÷åñêîé ïðèìåíèìîñòè ñèñòå�ìû (20), (21) äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â íàëè÷èè ÷ëå�íîâ â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ (20) îòäåëüíî.Äè��åðåíöèàëüíàÿ êóáè÷íàÿ íåëèíåéíîñòü òàêæå, êàê è âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (20), ïðè�âîäèò ê íåëèíåéíîé �àçîâîé ìîäóëÿöèè â îòëè÷èåîò îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ. Êàê ïîêàçàíî âû�øå, ýòà íåëèíåéíàÿ ìîäóëÿöèÿ ÷àñòîòû èìååò ðåçî�íàíñíóþ ïðèðîäó è ïîýòîìó îïðåäåëÿåò äîìèíèðóþ�ùèé êóáè÷íûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (20). Èçìåíåíè�åì G ïðåíåáðåãàåì.Ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî ðàññòðîéêà ~� ïîëÿ U äîñòà�òî÷íî âåëèêà, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðåíåáðå÷ü íåëè�íåéíûì ñäâèãîì ÷àñòîòû, ò. å.j~g22UjEj2j � j~�Uj: (22)Ïåðåéäåì îò ïåðåìåííûõ E ; U ; t; x ê ïåðåìåííûìQ; U; �; z:E = ~�Q exp (�2i~�t) ; U = ~ÆU exp (�i~�t) ;t� x=v0 = ~��; z = �0x; (23)ãäå ~� =r 2�0~�+ 2~� ; ~� =sD�0 ;~Æ2 = p2�0~1Gp~�+ 2~� ;258



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001 Äèíàìèêà ñâåòîâîãî ïîëÿ : : :1v0 = 4~�D~�2~�+ 2~� �D~�; �0 = ~g21p~�+ 2~�~�p2D1G :Òîãäà îêîí÷àòåëüíî ñèñòåìà (20), (21) ìîæåò áûòüçàïèñàíà â âèäå�zQ� �2;3 ��2��Q� 2i �jQj2 � jQ�j2�Q++ g2�� ��jQj2 � jQ�j2�Q�	 == �1;2 �2U2 + 2ig2QjU j2� ; z � 0; (24)�1;2 ���U + hQU� = 0; z � 0; (25)ãäå h = ~2Gp2Dp~�+ 2~� ; jQ�j2 = 2D~�2�0 ;g2 = 2~�p�0pD (~�+ 2~�) : (26)Çäåñü è äàëåå �1;2 = �(z)�(�z+ z2), �2;3 = �(z� z2).Äëÿ ïðèìåíèìîñòè ÌÎÇ� ê (24), (25) íåîáõîäèìîíàëîæèòü ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå íà êîý��èöèåíòìîäåëè: h = 1: (27)Óñëîâèå (27) ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïðè îïðåäåëåí�íîì âûáîðå ðàññòðîéêè ~� è (èëè) àìïëèòóäû äîïîë�íèòåëüíîãî ïîëÿ G.Ñèñòåìà (24), (25) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíîñëåäóþùèõ îäíîâðåìåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé:z ! ~z = z + (1� f2)�=g2;Q! ~Q = Q exp[�2i(1� f2)z℄;U ! ~U = U exp[�i(1� f2)z℄;Q� ! ~Q� = fQ�; (28)ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.Óñëîâèÿ, èñïîëüçîâàííûå âûøå äëÿ âûâîäà èíòåãðè�ðóåìîé ñèñòåìû (24), (25), îãðàíè÷èâàþò, î÷åâèä�íî, åå ïðèìåíèìîñòü. Îäíàêî èíòåãðèðóåìîñòü ìî�äåëè ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè àíàëèòè÷åñêèé àíàëèç âè�äà íåëèíåéíîé äèíàìèêè ïîëåé, êîòîðûé íå óäàåòñÿâûïîëíèòü äëÿ íåèíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé. Èññëåäî�âàíèå ìîäåëè ïîçâîëÿåò àíàëèòè÷åñêè îïðåäåëèòüêà÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ãåíåðèðóåìûõ ïàêå�òîâ èìïóëüñîâ â áëèçêèõ ñèñòåìàõ, ïîñêîëüêó àâ�òîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé, êàêïðàâèëî, ñîõðàíÿþò ñâîè õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòèïðè íåáîëüøîì îòêëîíåíèè îò óñëîâèé èíòåãðèðóå�ìîñòè. Ýòè ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû è êàêòåñòîâûå ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè. Àíàëèç

âëèÿíèÿ îòêëîíåíèÿ îò óñëîâèé èíòåãðèðóåìîñòè íà�îðìó ðåøåíèé ìîæåò áûòü ïðîâåäåí ñ èñïîëüçîâà�íèåì òåîðèè âîçìóùåíèé. Îòìåòèì, ÷òî òàêîé àíà�ëèç áûë âûïîëíåí äëÿ ìîäåëè, îáúåäèíÿþùåé ñèñòå�ìó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà�Áëîõà è íåëèíåéíîå óðàâ�íåíèåØðåäèíãåðà, â ðàáîòå [27℄. Â ýòîé ðàáîòå áûëîïîêàçàíî, ÷òî ïðè ìàëîì íàðóøåíèè óñëîâèÿ èíòå�ãðèðóåìîñòè, àíàëîãè÷íîãî óñëîâèþ (27), â ïåðâîìïðèáëèæåíèè íå ïðîèñõîäèò èçìåíåíèÿ ñóùåñòâåí�íûõ ñâîéñòâ ñîëèòîíîâ, â ÷àñòíîñòè, åãî àìïëèòóäàè ñêîðîñòü íå èçìåíèëèñü. Àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòà�òîâ ñëåäóåò îæèäàòü è äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çäåñüñîñòàâíîé ìîäåëè.Ñ�îðìóëèðóåì òåïåðü íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà�÷ó äëÿ ñîñòàâíîé ìîäåëè (24), (25), êîòîðàÿ ðåøà�åòñÿ â îñòàëüíîé ÷àñòè ðàáîòû. Ïîñêîëüêó ïðåä�ïîëàãàåòñÿ èíòåãðèðóåìîñòü ñîñòàâíîé ìîäåëè, äî�ñòàòî÷íî ñ�îðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ äëÿ � = 0 èz = z1 = 0. Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå èíòåãðèðóå�ìîñòè ïîñðåäñòâîì ÌÎÇ� ïðåäïîëàãàåò ñóùåñòâîâà�íèå ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà âèäà (1), (2), êîòîðîå ÿâëÿ�åòñÿ àíàëîãîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Â ýòîì ñëó�÷àå çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò z ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ�åòñÿ çàâèñèìîñòüþ îò z äàííûõ ðàññåÿíèÿ, êîòîðàÿäëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê îáûêíîâåí�íîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ìàòðèöûðàññåÿíèÿ, ñì. íèæå óðàâíåíèå (44). �åøåíèå ýòî�ãî óðàâíåíèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèì î÷åâèäíûì ñâîé�ñòâîì: çíà÷åíèå ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ â òî÷êå z = z2(ò. å. íà êîíöå ðåçîíàíñíîé ñðåäû) ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷�íûì çíà÷åíèåì äëÿ ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ, îïèñûâàþ�ùåé ýâîëþöèþ âî âòîðîé � êåððîâñêîé � ñðåäå. Òà�êèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî çàäàòü ãðàíè÷íîå óñëîâèåâ òî÷êå z = z1, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì ãðàíè÷íîå çíà÷å�íèå äëÿ êåððîâñêîé ñðåäû â òî÷êå z = z2 îïðåäåëåíîýâîëþöèåé ïîëÿ â ðåçîíàíñíîé ñðåäå, ò. å. â ðàìêàõèíòåãðèðóåìîé ìîäåëè ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (44) âýòîé òî÷êå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿñëåäñòâèåì èíòåãðèðóåìîñòè âñåé ñîñòàâíîé ìîäåëèêàê öåëîãî. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëÿ äîëæíûáûòü îáùèìè äëÿ îáåèõ ñðåä, ïîñêîëüêó ñïåêòðàëü�íàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ îáåèõ ìîäåëåé âçàè�ìîäåéñòâèÿ ïîëÿ â ðåçîíàíñíîé è êåððîâñêîé ñðåäàõ.Äëÿ ïðîñòîòû âûáèðàåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ,êîòîðûå îòâå÷àþò òðèâèàëüíîé àñèìïòîòèêå íà� ! 1 è � = 0. Â îáùåì ñëó÷àå àïïàðàò ÌÎÇ�,ïðèâåäåííûé â ñëåäóþùèõ äâóõ ðàçäåëàõ, îòâå÷àåòñëåäóþùèì íà÷àëüíî-êðàåâûì óñëîâèÿì:q� = 0; q(�; 0) = q0(�); 1 > � > 0;259 3*



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001q0(0) = 0; lim�!1 q(�; z) = 0;8z;U(0; z) = U0(z); q(0; z) = 0; 0 � z � z2; (29)U(0; z) = 0; q(0; z) = q1(z); z > z2;ãäå q = Qig ; q� = Q�ig :Êîíñòàíòà g, òàêàÿ ÷òî Im g2 = 0, îïðåäåëåíà â (24),(25). Ôóíêöèÿ U0(z) çàäàíà íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå,îãðàíè÷åíà è äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàåò íà áåñêî�íå÷íîñòè. Ôóíêöèè q0(�); q1(z) � äîñòàòî÷íî ãëàä�êèå è îãðàíè÷åííûå, ñì. íèæå. Ýòîò àïïàðàò ïîç�âîëÿåò íàõîäèòü ñîëèòîííûå è äðóãèå ðîäñòâåííûåðåøåíèÿ, îáðàùàþùèåñÿ â íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè,à òàêæå ðàäèàöèîííîå ðåøåíèå. Â ðàçä. 6 ðåøàåòñÿ÷àñòíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, îòâå÷àþùàÿ óñëîâèÿìq0 � 0; q1 � 0; �z(U0=jU0j) = 0:4. ÇÀÄÀ×À �ÈÌÀÍÀ��ÈËÜÁÅ�ÒÀ ÄËßÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎÉ Ï�ÎÁËÅÌÛ ÂÊÈÏðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äëÿ èíòåãðèðóåìîé ñîñòàâ�íîé ìîäåëè (24), (25) ñëåäóþùåå:��� =  �i�2 � ig�2 �q�q i�2 + ig�2 !� �� L�; � � 0; (30)�z� = i�1;2(z)�g3�2g2 + 1  �gjU j2 iU2iU2 ��gjU j2 !�++ �2;3(z) �iH11 H12H21 iH11 !� � A�; (31)çäåñü � � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð,H11 == h2 ��2+g�2�2�jq�j2 �2�2+g�2���2jqj2i ;H12 == � �2q ��2 + g�2 � jq�j2�+ i��q � jqj2q� ;H21 == � �2q ��2 + g�2 � jq�j2�� i��q � jqj2q� ; (32)
÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Èí�òåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà (24), (25) è åå ïðåäñòàâëåíèåËàêñà ïðèâîäÿòñÿ âïåðâûå. Ïðè g = 0 ýòà ñèñòåìà

ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíîé ñèñòåìå, îáúåäèíÿþùåé óðàâ�íåíèÿ ãåíåðàöèè âòîðîé ãàðìîíèêè áåç ó÷åòà êåððîâ�ñêîé íåëèíåéíîñòè è íåëèíåéíîå óðàâíåíèåØðåäèí�ãåðà.Ïðèâåäåì îñíîâíûå ñâåäåíèÿ èç àïïàðàòà ÌÎÇ�äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïðîáëåìû ÂÊÈ (30) äëÿ ïîëóáåñ�êîíå÷íîãî èíòåðâàëà [�1 = 0; �2 =1).Äëÿ �óíêöèè q(�; z), äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþ�ùåé ïðè � !1 (ò. å. îíà è âñå åå ïðîèçâîäíûå óáûâà�þò áûñòðåå ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè �), îïðå�äåëèì âåêòîðíûå �óíêöèè  �(�; z;�) è ��(�; z;�)êàê �óíêöèè Éîñòà ñèñòåìû(�� �L(�; z;�)) �(�; z;�) = 0;(�� �L(�; z;�))��(�; z;�) = 0(ñì. (30)) ñî çíà÷åíèÿìè íà êîíöàõ ïîëóáåñêîíå÷íî�ãî èíòåðâàëà:lim�!+1 +(�; z;�) = (0; 1)T ei�2� ;lim�!+1 �(�; z;�) = (1; 0)T e�i�2� ; (33)�+(0; z;�) = (1; 0)T ; ��(0; z;�) = (0;�1)T ; (34)ãäå �2 = �2+g�2, âåðõíèå èíäåêñû � îçíà÷àþò, ÷òî�óíêöèÿ àíàëèòè÷íà â Im�2><0, ñîîòâåòñòâåííî, èí�äåêñ T îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå. Èç òåîðåìû Êî�øè ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå (34) âûïîëíÿåòñÿ 8� < 0.Ôóíêöèè Éîñòà ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùè�ìè ñîîòíîøåíèÿìè: �(�; z;�) = �a�(z;�)��(�; z;�) ++ b�(z;�)��(�; z;�); Im�2 = 0; (35)ãäå a�; b� � êîìïëåêñíûå ñêàëÿðíûå �óíêöèè îò �è z. Âåðõíèé èíäåêñ îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ àíàëè�òè÷åñêè ïðîäîëæàåìà â ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîëóïëîñ�êîñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè �2. Íàïðèìåð, a�(�)àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåìà â îáëàñòü, ãäå Im�2><0.Ïðè �!1 è Im�2 > 0 èìååìa+(�) = 1 +O(��2); +(�; z;�)e�i�2z = �q(�; z)2� ; 1�T +O(��2);�+(�; z;�)ei�2z = �1; q(�; z)2� �T +O(��2);äëÿ �!1, Im�2 < 0a�(z;�) = 1 +O(��2);260



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001 Äèíàìèêà ñâåòîâîãî ïîëÿ : : :
�+�� ���+Im(�2) < 0 Im(�)

Re(�)Im(�2) < 0Im(�2) > 0
Im(�2) > 0�++

�+� �
+�èñ. 1. Íåïðåðûâíûé ñïåêòð b� : f�; Im�2 = 0g èêîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ �� �(�; z;�)ei�2z = �1; q(�; z)2� �T +O(��2);��(�; z;�)e�i�2z = ��q(�; z)2� ; 1�T +O(��2);à ïðè Im�2 = 0a+(�)a�(�) + b+(�)b�(�) = 1;a+(�) = a�(�);b+(�) = �b�(�); a�(��) = a�(�);b�(�) = �b�(��);a+(�)a�(�) + b+(�)b�(�) = 1;a+(�) = a�(�); b+(�) = �b�(�);a�(��) = a�(�); b�(�) = �b�(��): (36)

Âûðàæåíèÿ (36) ñïðàâåäëèâû â ïëîñêîñòè � íà êîí�òóðå b� = f�; Im�2 = 0g, êîòîðûé îðèåíòèðîâàí êàêïîêàçàíî íà ðèñ. 1. ×åðòà ñâåðõó, êàê è âûøå, îçíà�÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.Ïîëîæèì (�; z;�)��(�; z;�) exp ��i�2��3� ;�3 = diag(1;�1) � ìàòðèöà Ïàóëè. Îïðåäåëèì äëÿIm�2 > 0�+(�; z;�) � 0BBB� �+1 (�; z;�)a+(�; t)  +1 (�; z;�)�+2 (�; z;�)a+(�; t)  +2 (�; z;�) 1CCCA�� exp �i�2��3� ;

à äëÿ Im�2 < 0��(�; z;�) � 0BBB�  �1 (�; z;�) ���1 (�; z;�)a�(�; t) �2 (�; z;�) ���2 (�; z;�)a�(�; t) 1CCCA�� exp �i�2��3� :Ââåäåì êîý��èöèåíò ðàññåÿíèÿ��(�) = b�(�)=a�(�);àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðîãî ñëåäóþò èç ïðè�âåäåííûõ âûøå �îðìóë. Äàëåå, ÷òîáû íå ïèñàòüâåðõíèå èíäåêñû, îáîçíà÷èì �(�) � ��(�). Òîãäà2� 2-ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ �(�; z;�) (det�(�; z;�) == 1) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è �èìà-íà��èëüáåðòà:1. �(�; z;�) ãîëîìîð�íà 8 � 2 C n b�;2. �(�; z;�) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ�+(�; z;�) == ��(�; z;�)E(� ;�)�1G(�)E(� ;�); � 2 b�; (37)ãäå G(�) = 0� 1� �(�)�(�) �(�)��(�) 1 1A ;E(� ;�) = exp �i�2��3� ;çäåñü �(�) îïðåäåëåíî äëÿ � 2 b� è îáëàäàåò ñâîé�ñòâîì �(��) = ��(�);3. äëÿ �!1, � 2 C n b�,�(�; z;�) = I+O(��1);I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ýòè ñâîéñòâà ñëåäóþò èçîïðåäåëåíèÿ �(�; z;�) äëÿ Im�2><0 è àíàëèòè÷åñêèõñâîéñòâ �óíêöèé Éîñòà. Ïóñòü èíòåãðàë îò ìîäóëÿ �êàê �óíêöèè � ïî âñåì çíà÷åíèÿì ïåðåìåííîé � 2 b�îãðàíè÷åí. Òîãäà çàäà÷à �èìàíà��èëüáåðòà, ñ�îð�ìóëèðîâàííàÿ âûøå, îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà: (�; z;�) � �(�; z;�) exp ��i�2��3�� ðåøåíèå ñèñòåìû (30), (31),q(�; z) � 2i lim�!1(��(�; z;�))12;q(�; z) � �2i lim�!1(��(�; z;�))21; (38)à �(�; z;�) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè ñèì�ìåòðèè: �(�; z;��) = �3�(�; z;�)�3;261



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001�(�; z;�) = �1�(�; z;�)�1;ãäå �1 � ìàòðèöà Ïàóëè. �àçðåøèìîñòü çàäà÷è �è�ìàíà��èëüáåðòà 8 z ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè èíòå�ãðàëà îò ìîäóëÿ � ïî � 2 b� (äåòàëè ñì. â [16; 28�31℄).Óñëîâèÿ (38) ñëåäóþò èç (30) è ðàçëîæåíèÿ �óíêöèé�1;2 ïî ��1 ïðè �!1.�åøåíèå çàäà÷è �èìàíà��èëüáåðòà (37) äëÿ ðàñ�ñìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ èçâåñòíî. Îíî ñâîäèòñÿ ê ðå�øåíèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà. Äëÿa(�) 6= 0 èç (37) íàõîäèì óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà (ñì.,íàïðèìåð, [11; 30; 31℄): +1 (�; z;�) =  01!+ 12i� Z�+ � (z;�)�� exp(2i��2) �2 (�; z;�) d�� � �; (39) �2 (�; z;�) =  10!+ 12i� Z�� � (z;�)�� exp(�2i��2) +1 (�; z;�) d�� � �; (40)ãäå �2 = �2 + g�2. �+ � êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ, êî�òîðûé îáúåäèíÿåò ïóòè âäîëü îñåé â ïåðâîì è òðå�òüåì êâàäðàíòàõ ïëîñêîñòè � (ñì. ðèñ. 1) è ñâÿçû�âàþùèå èõ äóãè íà áåñêîíå÷íîñòè, ëåæàùèå â ýòèõæå êâàäðàíòàõ; �� � àíàëîãè÷íûé êîíòóð, ðàñïî�ëîæåííûé âî âòîðîì è òðåòüåì êâàäðàíòàõ ïëîñ�êîñòè �. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê ðåøå�íèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (39), (40). Ïóñòü â êî�íå÷íîì ÷èñëå èçîëèðîâàííûõ íåâûðîæäåííûõ ïîëþ�ñîâ �k, k = 1; 2 : : : , êîý��èöèåíò a(z;�k) = 0 èIm�2 6= 0. Òîãäà ñóììà ïî âû÷åòàì âî âñåõ ýòèõ ïî�ëþñàõ äîëæíà áûòü äîáàâëåíà ê èíòåãðàëàì â ïðà�âûõ ÷àñòÿõ (39), (40).Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñîñòàâíîé ýâîëþöèîí�íîé ìîäåëè (24), (25) äëÿ ïîëÿ q(�; z) ñ ïîìîùüþÌÎÇ� ñëåäóåò íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèé (39, 40) ñó÷åòîì çàâèñèìîñòåé � = b=a; � = b=a îò z è çàòåìâîññòàíîâèòü q(�; z), èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (38).5. ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀ � ÎÒ zÑëåäóþùèé øàã ïðîöåäóðû ÌÎÇ� ñîñòîèò â íà�õîæäåíèè çàâèñèìîñòè îò z òðåáóåìûõ äëÿ ðåøàå�ìîé çàäà÷è ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ. Äàëåå îïóñêàåìâåðõíèå èíäåêñû �. �àññìîòðèì âíà÷àëå îáùèé ñëó�÷àé è íàéäåì çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòîâ a; b îò �äëÿ N ðàçëè÷íûõ îïòè÷åñêèõ ñðåä, ðàñïîëîæåííûõ

íàN èíòåðâàëàõ [zi; zi+1℄. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì (35)â ìàòðè÷íîì âèäå: (�; z;�) = �(�; z;�)T (z;�): (41)Èç ñâîéñòâ ñèììåòðèè êîíêðåòíîé ñïåêòðàëüíîé çà�äà÷è (30) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà T èìååò âèäT (z; �) =  a(�) b(�)b(�) a(�) ! : (42)Ïîäñòàâëÿÿ (41) â (30), íàõîäèì��zT (z;�) = ~A+T (z;�)� T (z;�) ~A; (43)ãäå ~A+(z;�) = lim�!1E�1(� ;�)A(�; z;�)E(�; �);~A(z;�) = E�1(0; �)A(0; z; �)E(0; �);E(�; �) = exp �i�3� ��2 + g�2�� ;çäåñüA� ïðîèçâîëüíàÿ 2�2-ìàòðèöà, �3 � ìàòðèöàÏàóëè.�àññìîòðèì îäèí êîíå÷íûé èíòåðâàë [�1 = 0; �2).Â ýòîì ñëó÷àå �1;2(�) 6= 0, ò. å. â (1) Lj � 0 ïðè j > 1.Â äàëüíåéøåì ìû ïåðåéäåì ê ïðåäåëó �2 !1. Ìûðàññìàòðèâàåì N èíòåðâàëîâ [zi; zi+1℄ ïî ïåðåìåí�íîé z. Â ýòîì ñëó÷àå �i;i+1(z) 6= 0. Òîãäà çàâèñè�ìîñòü ìàòðèöû T îò z îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì��zT (z;�) = E�1(�2;�)A(�2; z;�)E(�2;�)T (z;�)�� T (z;�)E�1(0;�)A(0; z;�)E(0;�): (44)Ââåäåì �óíêöèèB(y; z) = zZ0 E�1(y;�) NXi=1 �i(z)Ai(y; z;�)E(y;�);Bi(y; z) = zZzi E�1(y;�)Ai(y; z;�)E(y;�);zi � z < zi+1:Òîãäà �îðìàëüíîå ðåøåíèå (44) èìååò âèäTi+1(z;�) = exp [B(�2; z)℄T1(0; �) exp [�B(0; z)℄ == exp [Bi(�2; z)℄Ti(zi; �) exp [�Bi(0; z)℄ == exp [Bi(�2; z)℄ : : : exp [B1(�2; z)℄T1(z1;�) �� exp [�B1(0; z)℄ : : : exp [�Bi(0; z)℄ : (45)Èç ýòîãî ðåøåíèÿ âèäíî, ÷òî ýâîëþöèÿ T (z; �) íà èí�òåðâàëå [zi; zi+1℄ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (45) ñ ãðà�íè÷íûì óñëîâèåì T (zi; �).Ïðè �2 !1 ñïðàâåäëèâîA12(�2; z;�) = A21(�2; z;�) = 0262



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001 Äèíàìèêà ñâåòîâîãî ïîëÿ : : :(A12;21 � íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A),ïðè ýòîì èç óðàâíåíèÿ (44) ñëåäóåò��zT1;k(z;�) = �T1;k(z;�) ~Ak(0; z;�); (46)ãäåT1;k == exp24�i�3 zZ0 kXi=1 �i;i+1(s) lim�2!1 (Ai)11 (�2; s;�)ds35��T1;k;~Ak(0; z;�) = E�1(0;�)Ak(0; z;�)E(0;�):Ôîðìóëà (46) îïèñûâàåò äèíàìèêó ìàòðèöû T1;kâ èíòåðâàëå [zk; zk+1℄ ñ ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåìT1;k�1; k > 2.Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå (46) èìååò âèäT1;N = T1;2T2;3 : : : TN�1;N ;Ti;i+1(z;�) = exp24 zi+1Zzi �i;i+1(s) ~Ai(0; s;�)ds35 : (47)Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ äâóõ ðàçíûõ ñðåä, ðàñïîëîæåí�íûõ íà èíòåðâàëàõ [z1; z2℄ è [z2; z3℄: Ïðèâåäåì ðå�øåíèå (44) äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû T â ñëó÷àåïðîèçâîëüíîé 2 � 2-ìàòðèöû A(0; z;�), òàêîé ÷òîdetA(0; z;�) 6= 0 8 z, êîòîðàÿ ïîñòîÿííà íà èíòåð�âàëàõ [0; z2℄ è [z2;1) è ìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì â òî÷êå

z = z2. Âûáåðåì áåç ïîòåðè îáùíîñòè ~�i(z) � 1,i = 1; 2: Äëÿ óñëîâèé (54) ðåøåíèå (44) äëÿ z � 0èìååò âèäa(z;�) = a02
 nh�
 + ~A11�+ �0 ~A21i �� exp(�z
��(z)) ++ h�
� ~A11�� �0 ~A21i exp(z
��(z))o ; (48)b(z;�) = a02
 nh�
� ~A11� �0 + ~A12i �� exp(�z
��(z)) ++ h�
+ ~A11� �0 � ~A12i exp(z
��(z))o ; (49)ãäå ~Aij � ýëåìåíòû ìàòðèöû ~A(� = 0) (ñì. (43)),êîòîðûå òàêæå èçìåíÿþòñÿ ñêà÷êîîáðàçíî â òî÷êåz = z2, ~A11 = � ~A22,
2(z) = ~A211(0; z;�) + ~A12(0; z;�) ~A21(0; z;�);�0(�) = �(z = 0; �) = b0a0 ;�(z) = zZ0 ~A+11 (s;�) ds:Îêîí÷àòåëüíî äëÿ êîý��èöèåíòà �(z;�) ïîëó÷à�åì� (z;�) = ba = h�
� ~A11� �0 + ~A12i e�2
z + h�
+ ~A11� �0 � ~A12ih�
+ ~A11�+ �0 ~A21i e�2
z + h�
� ~A11�� �0 ~A21i : (50)Êîý��èöèåíò �0(�) íàõîäèòñÿ èç ñïåêòðàëüíîé çà�äà÷è (30) äëÿ çàäàííîãî ïîòåíöèàëà q(�; 0). Ëåãêîïîêàçàòü, ÷òî åñëè q(�; 0) � 0, òî �0 = 0. Â ïîñëåäíåìñëó÷àå ðåøåíèå ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ãðàíè÷�íûìè óñëîâèÿìè.Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé �èçè÷åñêîé ìîäåëè (24),(25) è êîíêðåòíûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ óñëîâèé (54),ïðè z > z2 (ñì. ñëåäóþùèé ðàçäåë) íåäèàãîíàëüíûåýëåìåíòû ìàòðèöû A (ñì. ëèíåéíóþ ñèñòåìó (31))ðàâíû íóëþ. Èç ïðèâåäåííûõ âûøå �îðìóë ñëåäó�åò, ÷òî çàâèñèìîñòü T îò z ïðè z > z2 îïðåäåëÿåòñÿâûðàæåíèåìT (z;�) = T+(z2; z)T (z2;�)T�1+ (z2; z); (51)ãäå T+(z2; z) � ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû (31)

äëÿ íóëåâûõ íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöûA(�2; z;�):T+(z2; z;�) = e�i2�3�4z; z > z2: (52)Äëÿ êîý��èöèåíòîâ ìàòðèöû T (42) â ýòîì ñëó÷àåíàõîäèì ba (z; �) = b2a2 exp �4i�4z� ; z > z2; (53)ãäå a2; b2 � ýëåìåíòû ìàòðèöû T (0; z2; �). Èç ïî�ñëåäíåé �îðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ãðàíè÷íîå óñëîâèåäëÿ ñðåäû, ðàïîëîæåííîé íà èíòåðâàëå [z2; z3℄, âðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ñîñòàâíîé ìîäåëè îïðåäå�ëÿåòñÿ çàâèñèìîñòüþ êîý��èöèåíòà � îò z â ñðåäå,ðàñïîëîæåííîé íà èíòåðâàëå [z1; z2℄.263



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 20016. ÊÂÀÇÈ�ÀÄÈÀÖÈÎÍÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅÑÎÑÒÀÂÍÎÉ ÌÎÄÅËÈÏîêàæåì, ÷òî êâàçèðàäèàöèîííîå ðåøåíèå äëÿîñíîâíîãî ïîëÿ q = Q=ig â ñîñòàâíîé ìîäåëè (24),(25) ìîæåò ãåíåðèðîâàòüñÿ äîïîëíèòåëüíûì ïîëåìU äëÿ íóëåâûõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèéîñíîâíîãî ïîëÿ. Ñ ýòîé öåëüþ âûáåðåì ñëåäóþùèåíà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ:q� = 0; q(�; 0) = 0;� � 0; q(0; z) = 0 8z;U(0; z) = U0 6= 0; �z U0jU0j = 0;z1 = 0 � z � z2; U(0; z) = 0; z > z2: (54)
Ëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ q(�; z) � 0óðàâíåíèÿ (24) äëÿ z > z2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî ðåøå�íèå óñòîé÷èâî, ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ó÷èòûâàÿ (54), ÷òîñïðàâåäëèâî lim�!1 q(�; z) = 0 8z:Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ (54)ïðèâîäÿò ê êâàçèðàäèàöèîííîìó ðåøåíèþ ìîäåëèäëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ý��åêòèâíîé äëèíû ðåçî�íàíñíîé íåëèíåéíîé ñðåäû.Äàëåå äëÿ ïðèìåíåíèÿ óðàâíåíèé (39), (40) âðàìêàõ ÌÎÇ� îñòàåòñÿ íàéòè �(z;�) è ïîëîæåíèåíóëåé a(�). Èñïîëüçóÿ ðåøåíèå (50), íàõîäèì äëÿìîäåëè (24), (25) è óñëîâèé (54)

T (z;�) = s00BBB� �th (
�)� (A0)11
 + �0 (A0)21
 � ei� ��0 �th (
�) + (A0)11
 �� (A0)12
 � ei���0 �th (
�)� (A0)11
 �� (A0)21
 � e�i� ��th (
�) + (A0)11
 �� �0 (A0)12
 � e�i� 1CCCA : (55)Çäåñüs0 = a0 sh (
�) ; � = zZ0 (A1)11 (s;�) ds;(A0)ij è (A1)11 � ýëåìåíòû ìàòðèöû A(z; � ;�) (31)ñîîòâåòñòâåííî ïðè � = 0 è � =1,
 = i�2 n�1;2(z) ��1� g2�2� jU0j2 + �2;3(z)2�6�2�� �1;2(z) �1� g2�2� jU0j4	1=2 ;(A0)11 = ��1;2(z)ijU0j2 1� g2�2�2 � 2�2;3(z)i�4:Âûðàæåíèå äëÿ (A0)12 íå ïðèâîäèì, òàê êàê â ÿâ�íîì âèäå îíî íèæå íå èñïîëüçóåòñÿ.Óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ïîëîæåíèå ïîëþñîâ,ò. å. T11(z;�) = 0;ïðèíèìàåò âèäa0 �th (
�)� (A0)11
 �+ b0 (A0)21
 = 0: (56)Òå èç ðåøåíèé, êîòîðûå ëåæàò â ïåðâîì è òðå�òüåì êâàäðàíòàõ (ñì. ðèñ. 1), îòâå÷àþò ñîëèòîííûìðåøåíèÿì. Èç (56) ñëåäóåò, ÷òî ïðè b0(A0)21 6= 0 ïî�ëîæåíèÿ ïîëþñîâ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèåì ñïåê�òðàëüíîé ïðîáëåìû (30), òàê è ðåøåíèåì äîïîëíè�òåëüíîé ïðîáëåìû (31). Ïîñêîëüêó â (54) q(0; z) � 0,ïîëó÷àåì �0 = 0. Ïðè ýòîì ïîëîæåíèå ïîëþñîâ â

êîìïëåêñíîé îáëàñòè â òî÷êå z îïðåäåëÿåòñÿ óðàâ�íåíèåì th (
z)� (A0)11
 = 0; (57)â êîòîðîì(A0)ij(z) � (A0)ij(z2); 8z 2 [z1; z2℄:Äëÿ ãðàíèöû ðåçîíàíñíîé ñðåäû z = z2 óðàâíå�íèå (57) ïðèíèìàåò âèäth (i�L0) = �; (58)ãäå � = �pg2�2 � 1g� ;L0 = z2jU0j2g2 � ý��åêòèâíàÿ äëèíà ðåçîíàíñíîéñðåäû. Ýòî óðàâíåíèå èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ðå�øåíèé �(n) (n � öåëîå ÷èñëî), óäîâëåòâîðÿþùèõóðàâíåíèþ �(n) + iL0 ln �(n) + 1�(n)� 1 = �nL0 : (59)×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (59) ïðèâîäèòñÿ íàðèñ. 2. Îáíàðóæåíî, ÷òî äëÿ L0 � 1 ìíèìàÿ ÷àñòü�(n) ñ ðîñòîì n ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå.Ïðè L0 � 1 ìîæíî ñ òî÷íîñòüþ O (1=(L0 lnL0)) ñ÷è�òàòü, ÷òîIm �(n) = 0; Re �(n) = �(0) + n�=L0: (60)264



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001 Äèíàìèêà ñâåòîâîãî ïîëÿ : : :Èòàê, ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (39), (40)äëÿ z 2 [0; z2℄ îïèñûâàåò äèíàìèêó ïîëÿ â ðåçîíàíñ�íîé ñðåäå. Çàâèñèìîñòü � îò z â ýòîì èíòåðâàëå ïðè�âîäèò ê áåñêîíå÷íîé ñåðèè ïîëþñîâ (59). Âíå ýòîãîèíòåðâàëà çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà � îò z èìååòïðîñòîé âèä (ñì. (53)):�(z;�) = �(z2) exp h4i ��2 + g�2�2 yi == �(z2) exp(4i�4y); y = z � z2; z > z2: (61)Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (39), (40) ïðåäâàðèòåëüíîâû÷èñëèì ñóììó ïî âû÷åòàì â ïîëþñàõ �n. Ýòè ïî�ëþñû ñâÿçàíû ñ �n, âõîäÿùèìè â óðàâíåíèå (59) ñëå�äóþùèì îáðàçîì: �2n = g�2�2(n)1� �2(n) :Ïåðåïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (39) â âèäåF1(�; z; �) == 1Xn=�1 exp ��i�2n� + 4i�4n(z � z2)�(z � z2)�� � �n �� (1(�n) + 2(�n)) exp [2iL0
(�n)℄4(�n) exp [2iL0
(�n)℄ 2iL0
0(�n) 2(� ;�n); (62)ãäå � � ïðîèçâîëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ,
0(�n) = lim�!�n ���
(�);exp(2iL
(�n)) = �3(�n)4(�n) ; �2n = �2n + g�2:Çàâèñèìîñòè i; i = 1; : : : ; 4; îò � ïðè b0(z;�) = 0èìåþò âèä1(�) = (A1)12 = �2(�); 3(�) = 
 + (A1)11;4(�) = 
� (A1)11(ýòè êîý��èöèåíòû � ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ðåøå�íèÿ (50)); (A1)ij � ýëåìåíò ìàòðèöû A (31) â òî÷êå� = 0, z = z1. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé ìíîæèòåëüâ ñóììå (62) îòâå÷àåò ýâîëþöèè ïîëÿ U âî âòîðîéñðåäå (z > z2), à âòîðîé ìíîæèòåëü àññîöèèðóåòñÿ ñýâîëþöèåé â ïåðâîé ñðåäå.�àññìîòðèì ñëó÷àé áîëüøîé ý��åêòèâíîé äëè�íû ðåçîíàíñíîé ñðåäû, L0 � 1. Ïîäñòàâëÿåì çàâè�ñèìîñòü �2n îò n, ñëåäóþùóþ èç (60), â (62). Ó÷è�òûâàÿ, ÷òî ïðè áîëüøèõ L0 âñå êîý��èöèåíòû âñóììå (62) èçìåíÿþòñÿ ìîíîòîííî è êàæäûé ÷ëåí

ñóììû ïðîïîðöèîíàëåí L�10 , â ïðåäåëå L0 ! 1 ïå�ðåõîäèì â (62) îò ñóììû ïî n ê èíòåãðàëó ïî íåïðå�ðûâíîé ïåðåìåííîé � = n�=L0:F1(�; z; �) == g Z�+ exp(2iX2� + 4iX4y)� � �  1(� ;�)�d��(1� �2)3 == g32� Z�+ exp(2i�X2 + 4iX4y)� � �  1(� ;�)dX2;z > z2: (63)ÇäåñüX2 = g�2(1��2)�2+g�2 = �2+g�2; y = z�z2 > 0:Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåì èíòåãðàë â óðàâíåíèè (40).Â èòîãå ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííûå, ñïðàâåäëèâûå âîáëàñòè z > z2 ñ òî÷íîñòüþ O (1=L0 lnL0) ñèíãóëÿð�íûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ +1 (�; y;�) =  01!+ 12i� Z�+ �eff (�)�� exp(2i�X2 + 4iX4y) �2 (�; y;�) d��� �; (64) �2 (�; y;�) =  10!+ 12i� Z�� �eff (�)�� exp(�2i�X2 � 4iX4y) +1 (�; y;�) d��� �; (65)ãäå �eff (�) = 2ig3�.Ýòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò ðàäèàöèîííîå ðåøå�íèå óðàâíåíèÿÌÍÓØ ñ ý��åêòèâíûì êîý��èöèåí�òîì ðàññåÿíèÿ �eff , êîòîðîå àññîöèèðîâàíî ñ íåïðå�ðûâíûì ñïåêòðîì ñïåêòðàëüíîé ïðîáëåìû ÂÊÈ.Ýòî ðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê òðàíñöåíäåíòó Ïåíëåâå PIV[32℄.Íàéäåì ðåøåíèå äëÿ ìàëûõ � . Èñïîëüçóÿ (38),ïîëó÷àåì äëÿ ïðåäåëà � +1 �2 � 1, � �2 �2 � 1q(�; y) � pi g3 exp �i�2=8y�2�p2y �� "D�1 pi �p2y!+D�1 �pi �p2y!# ;y = z � z2 > 0; (66)
265
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ìíèìîé è äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòåé � îò n; L0 = 0:01 (à, á) è 50 (â, ã)ãäå D�1 � �óíêöèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà [33℄.Ïðèâåäåì àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ ïðè y !1, èñïîëü�çóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [16℄. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøå�íèå äëÿ q èìååò ñëåäóþùèé âèä:q(�; y) �s��(�0)2�20y expni h4�40y��(�0) ln jyj++ ��(�0)+b��(�0)�2#�(�0)+�2 io++O�C2(�0) ln jyj�20y � : (67)Çäåñü ââåäåíû ïåðåìåííàÿ �0 = (1=2)p�=y è �óíê�öèè îò íåå: �(�0) = � 12� ln(1� jr(�0)j2);��(�0) = 1� 1Z�0 ln j�2 � �20jd ln(1� jr(�)j2);�+(�0) = 1� �0Z0 ln j�2 � �20jd ln(1� jr(�)j2)�� 1� 1Z0 ln j�2 + �20jd ln(1 + jr(i�)j2);b��(�0) = � arg�(i�(�0)) ++ arg r(�0)� 3�(�0) ln 2 + (2� 1)�4 ;

#+(�0) = � �0Z0 ln(1�jr(�)j2)� d�� + 1Z0 ln(1+jr(i�)j2)� d�� ;#�(�0) = � 1Z�0 ln(1�jr(�)j2)� d�� ;r(�0) = �eff (�0) = 2ig3�0;C2(s) � O(1), à � � ãàììà-�óíêöèÿ,7. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ ðàáîòå èññëåäîâàëñÿ âàðèàíò ñîñòàâíîé ìîäå�ëè, êîòîðàÿ ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ãåíå�ðàöèè èìïóëüñîâ â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç ðåçîíàíñ�íîé äâóõóðîâíåâîé ñðåäû è âîëîêîííî-îïòè÷åñêîãîñâåòîâîäà. Ïîêàçàíî, ÷òî íåíóëåâîå ïîëå U(0; z) ïðè�âîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ âîëíîâîãî ïàêåòà Q(�; z).Ýòîò ïàêåò îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèåì, êîòîðîå ñ ðîñòîìý��åêòèâíîé äëèíû ïåðâîé ñðåäû (L0 !1) àñèìï-òîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê êâàçèðàäèàöèîííîìó ðåøå�íèþ ÌÍÓØ.Èñïîëüçîâàííûé â ðàáîòå ïîäõîä íîñèò äîñòà�òî÷íî óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ,ïðèâîäÿùèå ê áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî�ëþñîâ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ïîëîæåíèå êîòîðûõçàâèñèò îò ïåðåìåííîé, íåðåäêî âîçíèêàþò â çàäà�÷àõ êîãåðåíòíîé íåëèíåéíîé îïòèêè. Íàïðèìåð, ïðèíàõîæäåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà�Áëîõà,îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó èìïóëüñîâ â äâóõóðîâíå�âîé ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäå â óñëîâèÿõ îäíî÷àñòîòíî�266



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001 Äèíàìèêà ñâåòîâîãî ïîëÿ : : :ãî ðåçîíàíñà, äëÿ íåïîëíîé íà÷àëüíîé èíâåðñèè ñðå�äû òàêæå âîçíèêàþò áåñêîíå÷íûå ñåðèè äâèæóùèõ�ñÿ ïîëþñîâ [8℄. Ê ýòèì æå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ìî�æåò ïðèâîäèòü ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ñâå�òà ñ äâóõóðîâíåâûì ïåðåõîäîì â óñëîâèÿõ äâóõ÷àñ-òîòíîãî ðåçîíàíñà è ÷åòûðåõâîëíîâîãî ñìåøåíèÿ âïîëóáåñêîíå÷íîé êåððîâñêîé ñðåäå [15℄. Â ñëó÷àå âû�ðîæäåííîãî äâóõ÷àñòîòíîãî ðåçîíàíñà òàêîãî ðîäàãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ãåíåðèðóþùèå áåñêîíå÷íóþ ñå�ðèþ ïîëþñîâ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, âîçíèêàþòïðè íåíóëåâîì çàòðàâî÷íîì ïîëå, ìåäëåííî ìåíÿþ�ùåìñÿ ñ èçìåíåíèåì âðåìåííîé ïåðåìåííîé. Äëÿ èñ�ñëåäîâàííîãî ïðèìåðà ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëÿñ ñîñòàâíîé ñðåäîé, íåíóëåâîå çíà÷åíèå ïîëÿ U(0; z)ïðèâîäèò ê íåòðèâèàëüíîé äèíàìèêå ïîëåé äëÿ âñåõz. Ïðèìåíåíèå àïïàðàòà ÌÎÇ� äëÿ ýòîé ìîäåëè ïîç�âîëèëî îïðåäåëèòü âèä àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæåò áûòü íàéäåíîàñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷èäëÿ ìîäåëè, îïèñûâàþùåé âûðîæäåííîå äâóõ�÷àñòîòíîå âçàèìîäåéñòâèå ïîëÿ ñ äâóõóðîâíåâîéñðåäîé (7), (9) äëÿ ïîñòîÿííîãî ãðàíè÷íîãî çíà÷å�íèÿ àìïëèòóäû ïîëÿ áåç ó÷åòà íåëèíåéíîé �àçîâîéìîäóëÿöèè, ò. å. äëÿ~� = ~g1 = ~g2 = 0:Â ýòîì ñëó÷àå íåòðèâèàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøå�íèå âîçíèêàåò ïðè íà÷àëüíî-êðàåâûõ óñëîâèÿõ (54),ãäå U0 = exp(ik0z)jU0(z)j; k0 6= 0;äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé àìïëèòóäû jU0(z)j.Îäèí èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ñîñòîèò â äîêàçà�òåëüñòâå �àêòà, ÷òî àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ñîñòàâ�íîé ìîäåëè äëÿ çàäàííûõ âûøå íà÷àëüíî-êðàåâûõóñëîâèé îïèñûâàåòñÿ àâòîìîäåëüíûì ðåøåíèåì è íåñîäåðæèò ¾èñòèííûõ¿ ñîëèòîíîâ (â ñìûñëå [1℄) äëÿëþáîé èíòåíñèâíîñòè jU0j2 äîïîëíèòåëüíîãî ïîëÿ èáîëüøîé ý��åêòèâíîé äëèíû (L0 � 1) ðåçîíàíñíîéñðåäû.Àíàëèòè÷åñêèé àïïàðàò íàñòîÿùåé ðàáîòû ìî�æåò áûòü èñïîëüçîâàí è äëÿ äðóãèõ ñîñòàâíûõ ìîäå�ëåé, à ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ � â êà÷åñòâå òåñòîâûõäëÿ ìîäåëåé áëèçêèõ ê èíòåãðèðóåìûì è êàê íóëå�âîå ïðèáëèæåíèå ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè âîçìóùå�íèé.Êàê îòìå÷åíî âûøå, ëàçåðíûå óñòàíîâêè, ïðè�ìåíÿåìûå äëÿ ãåíåðàöèè ñâåòà, îáû÷íî âêëþ÷àþòðàçëè÷íûå íåëèíåéíûå ñðåäû, ëèíåéíóþ ìîäó�ëÿöèþ ïîòåðü è ò. ä. Áîëåå ñëîæíûå ñîñòàâíûåèíòåãðèðóåìûå ìîäåëè ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèåïðè àíàëèçå ýâîëþöèè èìïóëüñîâ ñâåòà â èäåàëèçè�ðîâàííûõ ìîäåëÿõ îïòè÷åñêèõ óñòàíîâîê, â êîòîðûõ
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