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Î ÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈÈ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀ ÓÄÅ�ÆÀÍÈßÂ ÄÂÓÕÝËÅÊÒ�ÎÍÍÎÉ ÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÒÎ×ÊÅÌ. Äèíåéõàí, Ñ. À. ÆàóãàøåâàÊàçàõñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. àëü-Ôàðàáè480012, Àëìàòû, Êàçàõñòàí�. �. Íàçìèòäèíîâ *Ëàáîðàòîðèÿ òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè èì. Í. Í. ÁîãîëþáîâàÎáúåäèíåííûé èíñòèòóò ÿäåðíûõ èññëåäîâàíèé141980, Äóáíà, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 17 àâãóñòà 2000 ã.Ïðåäëîæåíà è ïðîàíàëèçèðîâàíà ìîäåëü êâàíòîâîé òî÷êè äëÿ äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ.Ñâîéñòâà âíåøíåé ñðåäû, îïðåäåëÿþùåé õàðàêòåð ïîòåíöèàëà óäåðæàíèÿ ýëåêòðîíîâ, ìîäåëèðóþòñÿ ñïîìîùüþ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ çàðÿäà èçîáðàæåíèé. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëåíèÿ ãàìèëüòîíè-àíà ñèñòåìû â âèäå ñóììû ãàìèëüòîíèàíîâ öåíòðà ìàññ è îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ â ðàìêàõ ìåòîäàîñöèëëÿòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ [16℄ ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êàæ-äîé èç ïîäñèñòåì ñ ó÷åòîì âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Íàéäåíî, ÷òî îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå ýëåêòðîíîâîòâåòñòâåííî çà ïîòåíöèàë óäåðæàíèÿ, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò ïîòåíöèàëà ïàðàáîëè÷åñêîãî êîí�àéíìåí-òà è çàâèñèò êàê îò ý��åêòèâíîé ìàññû ýëåêòðîíà, òàê è îò õàðàêòåðèñòèê çàðÿäà èçîáðàæåíèé.PACS: 73.20.Dx, 73.23.-b1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÏðîãðåññ â ñîâðåìåííîé òåõíîëîãèè ïîçâîëÿåò ñî�çäàâàòü ïîëóïðîâîäíèêîâûå íàíîñòðóêòóðû � êâàí�òîâûå òî÷êè [1�3℄, � â êîòîðûõ êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåê�òðîíîâ óäàåòñÿ ¾çàïåðåòü¿ â îãðàíè÷åííîì îáúåìå ñðàçìåðàìè ïîðÿäêà àòîìíûõ. Ïðè ýòîì êâàíòîâàÿòî÷êà àññîöèèðóåòñÿ ñ êâàíòîâîé ÿìîé, îáðàçîâàí�íîé íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ïîëóïðîâîäíèêîâ êî�íå÷íûõ ðàçìåðîâ, íàïðèìåð GaAs è GaAlAs, âñëåä�ñòâèå ðàçíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé çàïðåùåí�íûõ çîí â ýòèõ ïîëóïðîâîäíèêàõ. Êðîìå òîãî, âàæ�íóþ ðîëü èãðàþò âíåøíèå êîíòàêòû, ïîçâîëÿþùèåðåãóëèðîâàòü ñâîéñòâà êâàíòîâîé ÿìû. Íàëè÷èå äèñ�êðåòíûõ óðîâíåé è äàæå ïðîÿâëåíèå îáîëî÷å÷íîéñòðóêòóðû, êîòîðàÿ áûëà ïðåäñêàçàíà [4, 5℄ è ýêñ�ïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæåíà [6℄ â êâàíòîâûõ òî÷êàõ,äàåò îñíîâàíèå íàçûâàòü èõ èñêóññòâåííûìè àòîìà�ìè. Âîçìîæíîñòü êîíòðîëèðîâàòü è óïðàâëÿòü ñâîé�ñòâàìè êâàíòîâûõ òî÷åê ïðèâëåêàåò ê íèì îãðîì�íûé èíòåðåñ, òàê êàê îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû,*E-mail: rashid�thsun1.jinr.ru

íàïðèìåð, â êà÷åñòâå íîâîé ýëåìåíòíîé áàçû äëÿ áó�äóùèõ êîìïüþòåðîâ [2℄.Ñàìûì ïðîñòåéøèì îáðàçöîì òàêèõ ñèñòåì, âêîòîðîì ìîæíî ïðîñëåäèòü ñóùåñòâåííûå îñîáåííî�ñòè è áîëåå ñëîæíûõ êîìïëåêñîâ, ÿâëÿåòñÿ äâóõýëåê�òðîííàÿ êâàíòîâàÿ òî÷êà.Èñïîëüçóÿ ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ý��åêòèâíûéïîòåíöèàë óäåðæàíèÿ ýëåêòðîíîâ â êâàíòîâîé òî÷�êå ñîîòâåòñòâóåò ïîòåíöèàëó ïàðàáîëè÷åñêîãî êîí-�àéíìåíòà, óäàåòñÿ îïèñàòü [7�9℄ õàðàêòåðíûå îñî�áåííîñòè òðàíñïîðòíûõ ÿâëåíèé [10℄ è îñöèëëÿöèèñïèíà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé òî÷êè â ìàã�íèòíîì ïîëå [11℄. Îäíàêî â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèéýêñïåðèìåíòà ýëåêòðîííûå êîððåëÿöèè ìîãóò ñóùå�ñòâåííî âëèÿòü íà õàðàêòåð ïîòåíöèàëà óäåðæàíèÿ.Â ÷àñòíîñòè, îïèñàíèå ýêñïåðèìåíòîâ ñ �îòîèçëó÷å�íèåì [12℄ â êâàíòîâîé òî÷êå òðåáóåò ââåäåíèÿ àíãàð�ìîíè÷åñêèõ ïîïðàâîê [13℄ ê ïîòåíöèàëó ïàðàáîëè�÷åñêîãî êîí�àéíìåíòà. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âî�ïðîñ î ïðèðîäå ìåõàíèçìà �îðìèðîâàíèÿ ïîòåíöèà�ëà óäåðæàíèÿ â êâàíòîâîé òî÷êå.Êàêîâû äîëæíû áûòü óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ â1210



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 6, 2001 Î �îðìèðîâàíèè ïîòåíöèàëà óäåðæàíèÿ : : :êâàíòîâîé òî÷êå, íàïðèìåð, ïîòåíöèàëà ïàðàáîëè�÷åñêîãî êîí�àéíìåíòà? Êàêèå õàðàêòåðèñòèêè ñè�ñòåìû ìîãóò ïðèâåñòè ê ïîäàâëåíèþ àíãàðìîíèçìàèëè, íàîáîðîò, âûçâàòü ýòè ý��åêòû?Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ìåõàíèç�ìà �îðìèðîâàíèÿ ïîòåíöèàëà óäåðæàíèÿ â äâóõ�ýëåêòðîííîé êâàíòîâîé òî÷êå âî âíåøíåì ïîñòîÿí�íîì ìàãíèòíîì ïîëå. Âíåøíåå íàïðÿæåíèå, ïðèëî�æåííîå ê ñëîèñòîé íàíîñòðóêòóðå, è ñâîéñòâà êîí�òàêòîâ ðàçëè÷íîé ãåîìåòðèè, ñâÿçûâàþùèõ êâàíòî�âóþ òî÷êó ñ âíåøíåé ñðåäîé, � ýòî îäíè èç îñíîâ�íûõ ñîñòàâëÿþùèõ, êîòîðûå îòâåòñòâåííû çà �îð�ìèðîâàíèå ïîòåíöèàëà óäåðæàíèÿ â êâàíòîâîé òî÷�êå â ðåæèìå êóëîíîâñêîé áëîêàäû [2; 3℄. Ìû èñõîäèìèç òîãî, ÷òî ïðè îïèñàíèè ìåõàíèçìà �îðìèðîâà�íèÿ êâàíòîâûõ òî÷åê ìàëûõ ðàçìåðîâ ñ íåáîëüøèì÷èñëîì ýëåêòðîíîâ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå ý��åêòûèãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü. Äàëåå, ìû ïðåäïîëàãà�åì, ÷òî êâàíòîâàÿ ÿìà îäíîðîäíà ïî äèýëåêòðè÷å�ñêèì ñâîéñòâàì, à â öåëîì ñèñòåìà íåîäíîðîäíà, èäîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè òàí�ãåíöèàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëîâ. Ýòè ïðåä�ïîëîæåíèÿ ïðèâîäÿò ê ââåäåíèþ ý��åêòèâíîãî ïî�ëîæèòåëüíîãî çàðÿäà èçîáðàæåíèé, êîòîðûé àññîöè�èðóåòñÿ ñ âíåøíèìè �àêòîðàìè.Ýòîò ïðèåì õîðîøî èçâåñòåí â ýëåêòðîñòàòèêåïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ äèýëåêòðèêîâ [14℄. Òàêèì îá�ðàçîì, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâåííóþ ðîëüâ �îðìèðîâàíèè ïîòåíöèàëà óäåðæàíèÿ èãðàåò ïî�òåíöèàë èçîáðàæåíèé, îáóñëîâëåííûé, â ÷àñòíîñòè,áîëüøîé ðàçíîñòüþ äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìî�ñòåé ñëîåâ, êîòîðûå îáðàçóþò êâàíòîâóþ òî÷êó, íà�ïðèìåð âàêóóì è ïîëóïðîâîäíèê èëè ïîëóïðîâîäíèêè äèýëåêòðèê1).Ìû ðàññìîòðèì êóëîíîâñêóþ ñèñòåìó òðåõ òåëâî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå, êîòîðàÿ ñîñòîèò èçäâóõ ýëåêòðîíîâ è çàðÿäà èçîáðàæåíèé. Îòìåòèì,÷òî â íàøåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è çàðÿä èçîáðàæåíèéìîæåò áûòü àññîöèèðîâàí è ñ ïðèìåñüþ â êâàíòîâîéòî÷êå.Íàø àíàëèç îñíîâàí íà ìåòîäå îñöèëëÿòîðíîãîïðåäñòàâëåíèÿ [16℄, êîòîðûé áûë óñïåøíî ïðèìå�íåí ïðè ðàñ÷åòå ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ñèñòåìû,óïðàâëÿåìîé êóëîíîâñêèì è ñòåïåííûì ïîòåíöèàëà�ìè, à òàêæå êóëîíîâñêèì ïîòåíöèàëîì è ïîòåíöè�àëîì Þêàâû [17℄. Ñòðóêòóðà ñòàòüè ñëåäóþùàÿ. Âðàçä. 2 îáñóæäàåòñÿ ãàìèëüòîíèàí ìîäåëè òðåõ òåë,êîòîðûé ìîæíî ðàçäåëèòü íà ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû1)Ñì., íàïðèìåð, äèñêóññèþ î ðîëè ïîòåíöèàëîâ èçîáðà�æåíèé ïðè �îðìèðîâàíèè ýêñèòîíîâ â íàíîñòðóêòóðàõ òèïàñâåðõðåøåòîê è êâàíòîâûõ ÿì [15℄.

öåíòðà ìàññ è ãàìèëüòîíèàí îòíîñèòåëüíîãî äâèæå�íèÿ. Â ðàçä. 3 äàí àíàëèç ãàìèëüòîíèàíà îòíîñèòåëü�íîãî äâèæåíèÿ. Â ðàçä. 4 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðàñ÷å�òà ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà äâóõýëåêòðîííîé ñèñòå�ìû äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâèç ðàçä. 3. Â Çàêëþ÷åíèè ñóììèðîâàíû îñíîâíûåðåçóëüòàòû ñòàòüè. Â Ïðèëîæåíèè äàíû íåêîòîðûåòåõíè÷åñêèå äåòàëè âû÷èñëåíèé â ðàìêàõ ìåòîäà îñ�öèëëÿòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.2. ÔÎ�ÌÓËÈ�ÎÂÊÀ ÌÎÄÅËÈÊâàíòîâóþ òî÷êó, ñîäåðæàùóþ íåáîëüøîå ÷èñëîýëåêòðîíîâ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäåëü àòî�ìà, â êîòîðîé àíàëîãîì ÿäðà ÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíûéïîëîæèòåëüíûé çàðÿä èçîáðàæåíèé. Íàøà çàäà÷à �îïðåäåëèòü ïîòåíöèàë óäåðæàíèÿ ýëåêòðîíîâ èñõî�äÿ èç êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåêòðî�íàìè è èçîáðàæåííûì çàðÿäîì â ðàìêàõ êâàíòîâî�ìåõàíè÷åñêîãî �îðìàëèçìà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèìñèñòåìó òðåõ òåë ñ êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì âîâíåøíåì ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå. Ïóñòüm1,m2,m3 � ìàññû , à �Z1e, �Z2e, �Z3e � çàðÿäû ÷àñ�òèö. �àìèëüòîíèàí ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü â ñëå�äóþùåì âèäå:H = 12 3Xj=1 1mj hPj+e
A(rj)i2+ 14�""0 Z1Z2e2jr1�r2j�� 14�""0 Z1Z3e2jr1 � r3j � 14�""0 Z3Z2e2jr2 � r3j : (1)Çäåñü " è "0 � îòíîñèòåëüíàÿ è àáñîëþòíàÿäèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè, à A(r) � âåê�òîð-ïîòåíöèàë, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûìîáðàçîì: A(r) = 12 [B� r℄ ; (2)ãäå B � íàïðÿæåííîñòü âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.Ââåäåì êîîðäèíàòû ßêîáè fx;yg è êîîðäèíàòû ñè�ñòåìû öåíòðà ìàññ R:r1 = m2m1 +m2x+ m3m1 +m2 +m3y +R;r2 = � m1m1 +m2x+ m3m1 +m2 +m3y +R;r3 = � m1 +m2m1 +m2 +m3y +R: (3)Â êâàíòîâûõ òî÷êàõ ïîòåíöèàë óäåðæàíèÿ õàðàêòå�ðèçóåòñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíûì çàïèðàíèåì ïî îäíîéèç òðåõ (x, y èëè z) êîîðäèíàòíûõ îñåé. Â ðåçóëüòàòå1211



Ì. Äèíåéõàí, Ñ. À. Æàóãàøåâà, �. �. Íàçìèòäèíîâ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 6, 2001íèçêîëåæàùèå êâàíòîâûå âîçáóæäåíèÿ îïðåäåëÿþò�ñÿ ñâîéñòâàìè ïîòåíöèàëà çàïèðàíèÿ ïî îñòàâøèìñÿäâóì îñÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êèçðåíèÿ, êâàíòîâûå òî÷êè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêý��åêòèâíûå äâóìåðíûå ñèñòåìû. Âíåøíåå ìàãíèò�íîå ïîëå ìîæíî ñîðèåíòèðîâàòü, íàïðèìåð, â ïëîñêî�ñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè êâàíòîâîé òî÷êè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ïëîñêîñòåé ÿâ�ëÿåòñÿ ëèíåéíûì è íàïðàâëÿåòñÿ òîëüêî ïî x, èëèA(y) = 0. Ó÷èòûâàÿ ýòî äîïóùåíèå, ïîñëå ðÿäàóïðîùåíèé ãàìèëüòîíèàí (1) ìîæíî ðàçäåëèòü íàäâå ÷àñòè: ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû öåíòðà ìàññH
m = 12P2Q + ~24 m�mt !2
�2Q + m�2mt ~!
Lz (4)è ãàìèëüòîíèàí îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿHrm = 12MP2x+ 12�P2y+m� �2x16!2
+ e24�""0 Z1Z2jxj �� e24�""0 Z1Z3jy+x=2j� e24�""0 Z2Z3jy�x=2j+12~!
Lxz : (5)Çäåñü !
 = eB=
m� � öèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà, m1 == m2 = m� � ý��åêòèâíàÿ ìàññà ýëåêòðîíà è ââå�äåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:M = 12m� = m1m2m1 +m2 ; � = (m1 +m2)m3mt ;mt = m1 +m2 +m3; Q = pmt~ R;�2Q = Q21 +Q22: (6)Âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ êàæäûé ãà�ìèëüòîíèàí ñîäåðæèò ïðîåêöèè óãëîâîãî ìîìåíòàL = �i~[r � �r℄ íà îñü z â ñîáñòâåííûõ ñèñòåìàõêîîðäèíàò. Ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàòîðû Lxz è Lz ÿâ�ëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè óãëîâîãî ìîìåíòà â ñèñòåìàõ êî�îðäèíàò îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ (r � x) è öåíòðàìàññ (r � Q).Îòìåòèì, ÷òî êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå íå äà�åò âêëàäà â ãàìèëüòîíèàí äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ (4).�åøåíèÿ äëÿ ãàìèëüòîíèàíà öåíòðà ìàññ ïðè íà�ëè÷èè ïîòåíöèàëà ïàðàáîëè÷åñêîãî êîí�àéíìåíòàâïåðâûå îáñóæäàëèñü Ôîêîì è õîðîøî èçâåñòíû âëèòåðàòóðå êàê óðîâíè Ôîêà�Äàðâèíà [18℄. Îäíàêî âðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, êîãäà ìû íå ïðåäïîëàãàåìàïðèîðè ñóùåñòâîâàíèÿ ïîòåíöèàëà óäåðæàíèÿ, íà�ïðèìåð ïîòåíöèàëà ïàðàáîëè÷åñêîãî êîí�àéíìåíòà,ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà öåíòðà ìàññèìåþò âèäENM = (2N + jM j+ 1)r m�2mt ~!
 + m�2mtM~!
; (7)

ãäå N = 0; 1; 2; : : : � ðàäèàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëîè M = 0;�1;�2; : : : � êâàíòîâîå ÷èñëî óãëîâîãîìîìåíòà. Â îòëè÷èå îò ðåøåíèé Ôîêà�Äàðâèíà, êî�òîðûå çàâèñÿò îò ïîòåíöèàëà ïàðàáîëè÷åñêîãî êîí��àéíìåíòà è öèêëîòðîííîé ÷àñòîòû, ýíåðãåòè÷å�ñêèé ñïåêòð äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ â íàøåé ìîäå�ëè îïðåäåëÿåòñÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé ýëåêòðîíîâ,ò. å. òîëüêî öèêëîòðîííîé ÷àñòîòîé, è çàâèñèò îòîòíîøåíèÿ ý��åêòèâíîé ìàññû ýëåêòðîíà ê ñóììåìàññ ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåì. Äëÿ àíàëèçà ãàìèëüòî�íèàíà îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ïåðåéäåì ê íîâûìïåðåìåííûì r = pM~ x; � = p�~ y: (8)Äàëåå, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàðÿä èçîáðàæåíèé,Z3, çàâèñèò íå òîëüêî îò âåëè÷èíû ý��åêòèâíîãîýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà Q, íî è îò ñîîòíîøåíèÿ äè�ýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé ñðåä:Z3 =r ""0 j"� "0j"+ "0 Q;ãäå " è "0 � îòíîñèòåëüíûå äèýëåêòðè÷åñêèå êîí�ñòàíòû, íàïðèìåð, ïîëóïðîâîäíèêà è äèýëåêòðèêà.Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ îòíî�ñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ èìååò âèä�12P2r + 12P2� + ~28 !2
�2r + ~a�p2m� Z1Z2r ++ 12~!
Lrz � ~p2fa�pm� Z1Z3j� + frj �� ~p2fa�pm� Z2Z3j� � frj �E�	(r; �) = 0; (9)ãäå f = pm3=mt, a� = aB"me=m� ÿâëÿåòñÿ ý��åê�òèâíûì ðàäèóñîì ñèñòåìû, à aB � ðàäèóñ Áîðà. Âñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû îïðåäåëèì ðåøåíèÿ óðàâíå�íèÿ Øðåäèíãåðà (9).3. ÀÍÀËÈÇ ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ�ÎÄÂÈÆÅÍÈß3.1. Ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð âíóòðåííåéñèñòåìûÂ äâóõöåíòðîâîì àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæå-íèè [19℄ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæå�íèÿ êóëîíîâñêîé ñèñòåìû òðåõ òåë ïðåäñòàâëÿåòñÿâ âèäå 	(r; �) = �(r)� (r; �) ; (10)1212



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 6, 2001 Î �îðìèðîâàíèè ïîòåíöèàëà óäåðæàíèÿ : : :ãäå � (r; �) � âîëíîâàÿ �óíêöèÿ âíóòðåííåé ñè�ñòåìû. Â äâóõöåíòðîâîì ïðèáëèæåíèè ïåðåìåí�íàÿ r ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âíåøíèé ïàðàìåòð, ò. å.r = 
onst: Âåêòîð � ïðåäñòàâèì â öèëèíäðè÷åñêîéñèñòåìå êîîðäèíàò: � = f�; z; 'g. Òîãäà âîëíîâàÿ�óíêöèÿ � (r; �) ïðèíèìàåò âèä� (r; �) = eim'p� e�m(r; �; z): (11)Çäåñü ' � àçèìóòàëüíûé óãîë, à m � ìàãíèòíîåêâàíòîâîå ÷èñëî. Ó÷èòûâàÿ (11), ïîñëå íåêîòîðûõóïðîùåíèé óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (9) èìååì(� ~22 � �2��2 + 1� ����� m2�2 + �2�z2�� Z1Z3�p�2 + 2frz + f2r2 �� Z2Z3�p�2 � 2frz + f2r2)e�m (r; �; z) == Er(r)e�m (r; �; z) ; (12)ãäå Er(r) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ãàìèëü�òîíèàíà âíóòðåííåé ñèñòåìû, à ïàðàìåòð � îïðåäå�ëåí ñîîòíîøåíèåì � = ~p2fa�pm� :Ïðîâîäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ� = 2p�1�2; z = (�1 � �2) (13)è ïåðåõîäÿ ê ïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàòâ (12), ïîñëå íåîáõîäèìûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì(�~22 ��1 �2��21+ ���1+�2 �2��22+ ���2�m24�1�m24�2 ��� (�1+�2)Er� Z1Z3�(�1+�2)p(�1+�2)2+2fr(�1��2)+f2r2�� Z2Z3� (�1 + �2)p(�1 + �2)2 � 2fr(�1 � �2) + f2r2)�� e�m (r; �1; �2) = 0: (14)Ïåðåä òåì êàê îïðåäåëèòü ýíåðãåòè÷åñêèéñïåêòð è âîëíîâóþ �óíêöèþ óðàâíåíèÿ Øðå�äèíãåðà (14) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îñöèëëÿòîðíîãîïðåäñòàâëåíèÿ [16℄, óìåñòíî íàïîìíèòü, ÷òî ýòîòìåòîä îñíîâàí íà èäåÿõ è ìåòîäàõ êâàíòîâîé òåîðèèñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Îäíî èç ñóùåñòâåííûõ îòëè÷èéêâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ îò êâàíòîâîé ìåõàíèêè

ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïåðâîé êâàíòîâàííûå ïîëÿ,ïðåäñòàâëÿþùèå íàáîð áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îñöèë�ëÿòîðîâ äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ èëè âàêóóìà, ïðèêâàíòîâîïîëåâîì âçàèìîäåéñòâèè ñîõðàíÿþò ñâîþîñöèëëÿòîðíóþ ïðèðîäó. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñîá�ñòâåííûå �óíêöèè äëÿ áîëüøèíñòâà ïîòåíöèàëîâ,êàê ïðàâèëî, îòëè÷àþòñÿ îò ãàóññîâñêîãî ïîâåäåíèÿîñöèëëÿòîðíîé âîëíîâîé �óíêöèè. Ïîýòîìó äëÿïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ è èäåé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿê ðåøåíèþ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷ ñëåäóåòâ èñõîäíîì ðàäèàëüíîì óðàâíåíèè Øðåäèíãåðàïðîâåñòè çàìåíó ïåðåìåííûõ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáûèñêîìàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõîáëàäàëà ãàóññîâñêèì ïîâåäåíèåì, à òðàíñ�îðìèðî�âàííîå óðàâíåíèå èäåíòè�èöèðîâàòü ñ ðàäèàëüíûìóðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà â ïðîñòðàíñòâå ñ áîëüøîéðàçìåðíîñòüþ. Îòìåòèì, ÷òî âïåðâûå ïîõîæàÿèäåÿ îáñóæäàëàñü Ôîêîì ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îñïåêòðå àòîìà âîäîðîäà ñ ïîìîùüþ òðàíñ�îðìàöèèâ ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî èìïóëüñîâ [20℄.Ñëåäóÿ Ôîêó [21℄, áóäåì ñ÷èòàòü àñèìïòîòè÷å�ñêîå ïîâåäåíèå âîëíîâîé �óíêöèè âíóòðåííåé ñèñòå�ìû êóëîíîâñêèì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííûì âû�øå ïðîâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ ñëåäóþùèì îáðà�çîì (äåòàëè ñì. â [16℄):�k = q2k; e�m = qjmj1 qjmj2 	m �q21 ; q22� ; k = 1; 2: (15)Èñïîëüçóÿ àòîìíóþ ñèñòåìó åäèíèö (~ = e = 
 = 1),ïîëó÷èì èç (14)(� 12 2Xj=1 " �2�q2j + d� 1qj ��qj #�� 4Z1Z3� �q21 + q22�q(q21 + q22)2 + 2fr (q21 � q22) + f2r2 ��4Er �q21+q22�� 4Z2Z3� �q21+q22�q(q21+q22)2�2fr (q21�q22)+f2r2)��	m �q21 ; q22� = 0; (16)ãäå d � ðàçìåðíîñòü âñïîìîãàòåëüíîãî ïðîñòðàí�ñòâà, êîòîðàÿ ðàâíàd = 2 + 2jmj: (17)Â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííûõ ìû ïîëó÷èëè ìî�äè�èöèðîâàííîå óðàâíåíèåØðåäèíãåðà â d-ìåðíîìâñïîìîãàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Rd. Èç (16) è (17)ñëåäóåò, ÷òî ìàãíèòíîå êâàíòîâîå ÷èñëî m âîøëî âîïðåäåëåíèå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà d. Äàííûéïðèåì ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âñå èíòåðåñóþùèå íàñ1213



Ì. Äèíåéõàí, Ñ. À. Æàóãàøåâà, �. �. Íàçìèòäèíîâ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 6, 2001õàðàêòåðèñòèêè, à èìåííî, ñïåêòð è âîëíîâóþ �óíê�öèþ, ðåøàÿ ìîäè�èöèðîâàííîå óðàâíåíèå Øðåäèí�ãåðà òîëüêî äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â d-ìåðíîìâñïîìîãàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Rd. Âîëíîâàÿ �óíê�öèÿ 	m �q21 ; q22� îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â Rd çàâèñèòòîëüêî îò ïåðåìåííûõ q21 è q22 . Ïîýòîìó îïåðàòîð�2�qk2 + d� 1qk ��qk � �qk ; k = 1; 2 (18)îòîæäåñòâèì ñ ëàïëàñèàíîì �qk âî âñïîìîãàòåëü�íîì ïðîñòðàíñòâå Rd; êîòîðûé äåéñòâóåò íà âîëíî�âóþ �óíêöèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, çàâèñÿùóþ òîëü�êî îò ðàäèóñà qk. Èñõîäÿ èç ìîäè�èöèðîâàííîãîóðàâíåíèÿ ØðåäèíãåðàH	m(q1; q2) = "(Er)	m(q1; q2); (19)ñîãëàñíî (16) ïîëó÷àåì, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòðâ Rd ðàâåí íóëþ: "(Er) = 0: (20)Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå êàê óñëîâèåîïðåäåëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà Er ãàìèëüòî�íèàíà (12). Ñëåäóÿ ìåòîäó îñöèëëÿòîðíîãî ïðåäñòàâ�ëåíèÿ, ïðåäñòàâèì êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå ÷åðåçîïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ â ïðîñòðàí�ñòâå Rd:q(k)j = akj + ak+jp2!k ; P (k)j =r!k2 akj � ak+ji ;k = 1; 2; j = 1; : : : ; d; [aki ; ak+j ℄ = Æi;j ; (21)ãäå !k � ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà, êîòîðàÿ ïîêà íå èç�âåñòíà. Ïîäñòàâëÿÿ (21) â (16) è óïîðÿäî÷èâàÿ ïîîïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, ïîëó÷àåìH = H0 + "0(Er) +HI : (22)Çäåñü H0 ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì äâóõ íåñâÿçàí�íûõ îñöèëëÿòîðîâ,H0 = !1(a+j (1)aj(1)) + !2(a+j (2)aj(2)); (23)à "0(Er) � ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â íóëå�âîì ïðèáëèæåíèè îñöèëëÿòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ[16, 22℄, êîòîðàÿ èìååò âèä"0(Er) = d4!1+d4!2�2dEr!1 �2dEr!2 �4 (!1!2)d=2�� 1Z0 1Z0 d�1d�2�2(d=2)" Z1Z3� (�1�2)d=2�1 (�1+�2)q(�1+�2)2+2fr (�1��2)+f2r2++ Z2Z3� (�1�2)d=2�1 (�1 + �2)q(�1 + �2)2 � 2fr (�1 � �2) + f2r2 #�� exp(�!1�1 � !2�2): (24)

�àìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ HI òàêæå ïðåäñòàâ�ëÿåòñÿ â íîðìàëüíîé �îðìå ïî îïåðàòîðàì ðîæäå�íèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, ïðè÷åì îí íå ñîäåðæèò êâàäðà�òè÷íûõ ñëàãàåìûõ ïî êàíîíè÷åñêèì ïåðåìåííûì:HI = � ��� 1Z0 dtp�t 1Z�1 d�p� e��2 �� 1Z�1 �d�1p��d 1Z�1 �d�2p��d exp ��(fr)2t��21��22���(exp���21 �+!1 � �22 ��!2 ��� F�2ip�+(�1q1); 2ip��(�2q2)�++ exp���21 ��!1 � �22 �+!2 ��� F�2ip��(�1q1); 2ip�+(�2q2)�)������=0; (25)ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿF (y1; y2) =:e�y12 : : e�y22 : + : e�y22 : �1 + 12 :y21 :�++ :e�y12 : �1 + 12 :y22 :� ;�� = � � 2rft+ 2ipt�:Çäåñü : : : : : ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëîì íîðìàëüíîãîóïîðÿäî÷åíèÿ è ìû èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèåex2 = ex � 1 � x � x2=2 (ñì. òàêæå [17℄). Íåêîòîðûåäåòàëè ïðåäñòàâëåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà â íîðìàëüíîé�îðìå ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè.Âêëàä ãàìèëüòîíèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ HI ðàñ�ñìàòðèâàåòñÿ êàê ìàëîå âîçìóùåíèå. Â êâàíòîâîéòåîðèè ïîëÿ ïîñëå ïðåäñòàâëåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ïå�ðåìåííûõ ÷åðåç îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òî�æåíèÿ è ïðåäñòàâëåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà âçàèìîäåé�ñòâèÿ â íîðìàëüíîé �îðìå òðåáîâàíèå îòñóòñòâèÿ âãàìèëüòîíèàíå âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëåâûõ îïåðàòîðîââòîðîé ñòåïåíè ïî ñóùåñòâó ýêâèâàëåíòíî ïåðåíîð�ìèðîâêàì êîíñòàíòû ñâÿçè è âîëíîâîé �óíêöèè [23℄.Áîëåå òîãî, òàêàÿ ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò ó÷åñòü îñíîâ�íîé êâàíòîâûé âêëàä ÷åðåç ïåðåíîðìèðîâêó ìàññè ýíåðãèþ âàêóóìà. Äðóãèìè ñëîâàìè, âñå êâàäðà�òè÷íûå �îðìû ïîëíîñòüþ âêëþ÷åíû â ãàìèëüòîíè�àí ñâîáîäíîãî îñöèëëÿòîðà. Äàííîå òðåáîâàíèå ïîç�âîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü, ñîãëàñíî îñöèëëÿòîðíîìóïðåäñòàâëåíèþ, óñëîâèÿ�"0(E)�!1 = 0; �"0(E)�!2 = 0 (26)1214



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 6, 2001 Î �îðìèðîâàíèè ïîòåíöèàëà óäåðæàíèÿ : : :äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòîò !1 è !2 íåñâÿçàííûõ îñ�öèëëÿòîðîâ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò îñíîâíîé êâàíòî�âûé âêëàä. Ó÷èòûâàÿ (24), èç óðàâíåíèé (20) è (26)ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ýíåðãèþ Er âíóòðåííåé ñèñòå�ìû êàê �óíêöèþ ïàðàìåòðà r. Òàê êàê íàñ èíòå�ðåñóåò îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, â äàííîé ðàáîòå ìû íåáóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàäèàëüíûå âîçáóæäåíèÿ. Âðàìêàõ îñöèëëÿòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷�íûõ ïîòåíöèàëîâ [17, 22, 24℄ íåîäíîêðàòíî ïðîâåðÿ�ëîñü, ÷òî ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà, ñâÿçàííàÿ ñ ãà�ìèëüòîíèàíîì âçàèìîäåéñòâèÿ, òîæäåñòâåííî ðàâíàíóëþ, à ïîïðàâêà âòîðîãî ïîðÿäêà ìåíüøå îäíîãîïðîöåíòà. Ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåìòîëüêî íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ.Ýíåðãèÿ Er â ýòîì ïðèáëèæåíèè ðàâíàEr = !1!28 � 2d (!1!2)d=2+1!1 + !2 �� 1Z0 1Z0 d�1d�2�2(d=2) (�1�2)d=2�1 �� " Z1Z3� (�1 + �2)p(�1 + �2)2 + 2fr(�1 � �2) + f2r2 ++ Z2Z3� (�1 + �2)p(�1 + �2)2 � 2fr(�1 � �2) + f2r2 #�� expf�!1�1 � !2�2g: (27)Ââåäåì íîâûå ïàðàìåòðû:!+ = !1 + !22 ; !� = !1 � !22 ; (28)êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ (26) ñ ó÷åòîìâûðàæåíèé (24) è (27) êàê �óíêöèè âåëè÷èíû r.Îòìåòèì, ÷òî â íàøåì ïîäõîäå íàðóøåíèå ñ�åðè�÷åñêîé ñèììåòðèè êîíòðîëèðóåòñÿ ïàðàìåòðîì !�.3.2. Ñòðóêòóðà ïîòåíöèàëà óäåðæàíèÿÏðèñòóïèì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è î ïîòåíöèàëåóäåðæàíèÿ. Ó÷èòûâàÿ (12), ïîäñòàâëÿÿ (10) â (9),ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé (â îáû÷íîé ñèñòåìå åäèíèö)ïîëó÷àåì�12P2r + ~28 !2
�2r + ~a�p2m� Z1Z2r �� E + ~!
2 Lrz + V
(r)��(r) = 0; (29)

ãäå E � ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð èñõîäíîé ñèñòåìû,à âåëè÷èíà V
(r) è åñòü èñêîìûé ïîòåíöèàë óäåðæà�íèÿ: V
(r) = Er(r) + 14 � 1!+ ��r!+�2 : (30)Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (30), Er(r); � ïîòåíöèàë (27), ñî�çäàâàåìûé ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì ïîëåì çàðÿäà èçîá�ðàæåíèé, à âòîðîå ñëàãàåìîå ñâÿçàíî ñ îòíîñèòåëü�íûì äâèæåíèåì ÷àñòèö è îïðåäåëÿåòñÿ óñðåäíåíè�åì ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà (9) ïî âîëíîâîé �óíêöèè�(r; �) âíóòðåííåé ñèñòåìû. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åí�íûé ïîòåíöèàë óäåðæàíèÿ ñîäåðæèò ðàçëè÷íûå ðå�øåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà êóëîíîâñêîãî âçà�èìîäåéñòâèÿ è âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â äàí�íîé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ëèøüñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèÿ !� = 0, ò. å.!1 = !2 � !. Â ýòîì ñëó÷àå èìååìV
(r) = !28 + 14 � 1! �!�r �2 �� �!2 (Z1Z3 + Z2Z3) �21� e�fr!fr! � e�fr!� ; (31)ãäå ! îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì! � 2�(Z1Z3 + Z2Z3)(1 + fr!)e�fr! = 0: (32)Òàêèì îáðàçîì, â íàøåé ìîäåëè äâóõýëåêòðîííîéêâàíòîâîé òî÷êè ïîòåíöèàë óäåðæàíèÿ îòëè÷àåò�ñÿ îò ïîòåíöèàëà ïàðàáîëè÷åñêîãî êîí�àéíìåíòà èîïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (31) è óðàâíåíèåì (32).�àññìàòðèâàÿ ïðåäåë r � 1 è ðàçëàãàÿ ïîòåíöè�àë V
 â ðÿä Òåéëîðà ïî ïåðåìåííîé r, ïîëó÷àåìV
(r) = �~!08 + ~2� 124 + f24 � f2!20r2 ��� 148 + f24 � ~3=2!3=20 r3 + ~3!30f460 r4 +O(r5); (33)ãäå !0 =  4Z3 fp2~a�pm�!2 : (34)Îãðàíè÷èâàÿñü òîëüêî âòîðîé ñòåïåíüþ ïî r â (33),ïîëó÷àåì ïîòåíöèàë ïàðàáîëè÷åñêîãî êîí�àéíìåí�òà ñ ÷àñòîòîé êîí�àéíìåíòà !0. Èç (31), (33), (34)ñëåäóåò, ÷òî ñâîéñòâà ïîòåíöèàëà çàâèñÿò îò çàðÿ�äà èçîáðàæåíèé è ý��åêòèâíîé ìàññû ýëåêòðîíîâ.Äàííàÿ çàâèñèìîñòü âêëþ÷àåòñÿ â êîíå÷íîå âûðà�æåíèå äëÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ÷åðåç ïàðàìåò�ðû !0 è f . Åñëè ìàññà çàðÿäà èçîáðàæåíèé ñîçäàåòñÿ1215
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r r r�èñ. 1. Çàâèñèìîñòè ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðà (à), ïîòåíöèàëà, ñîçäàííîãî îòíîñèòåëüíûì äâèæåíèåì ýëåêòðîíîâ, (á)è ïîòåíöèàëà, ñîçäàííîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì ïîëåì çàðÿäà èçîáðàæåíèé, (â) îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ýëåêòðî-íàìèâñåìè ýëåêòðîíàìè îêðóæàþùåé ñðåäû èëè òÿæåëû�ìè èîíàìè, òî ïàðàìåòð f � 1 (äëÿ m1 = m2 = m3f = 1=p3 ). Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ äëèíà êâàíòîâîéòî÷êè (ÿìû) [8, 9℄, îáðàçîâàííîé íà ãðàíèöå äâóõñðåä, `0 �r ~m�!0 = a�4Z3fp2 ;òàêæå çàâèñèò îò çàðÿäà èçîáðàæåíèé.Èñïîëüçóÿ êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿñëó÷àÿ êâàíòîâîé òî÷êè, íàïðèìåð Z1 = Z2 = Z3 == 1 è m1 = m2 = m3, ìîæíî îïðåäåëèòü çàâè�ñèìîñòü ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðà ! îò âåëè÷èíû r èçóðàâíåíèÿ (32). Ñîîòâåòñòâåííî, ýòî ïîçâîëÿåò îïðå�äåëèòü çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëà,Er(r) = !28 � �! �21� e�fr!fr! � e�fr!� ; (35)ñîçäàâàåìîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì ïîëåì çàðÿäàèçîáðàæåíèé, à òàêæå ïîòåíöèàëàVrel = 14 � 1! �!�r �2 ; (36)ñâÿçàííîãî ñ îòíîñèòåëüíûì äâèæåíèåì ýëåêòðîíîâ,îò ïàðàìåòðà r. Èç ðèñ. 1a âèäíî, ÷òî ïðè âîçðàñòà�íèè r ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà ! ïëàâíî óìåíüøàåòñÿîò 4.619 äî 0. Ïîòåíöèàë Vrel â íà÷àëå êîîðäèíàòðàâåí íóëþ, íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îí âîçðàñòàåò, àçàòåì ïðè äàëüíåéøåì âîçðàñòàíèè r áûñòðî óáû�âàåò (ðèñ. 1á). Ïîòåíöèàë Er(r) ïðè r = 0 ÿâëÿåò�ñÿ êîíå÷íûì, ò. å. ñèíãóëÿðíîñòü îòñóòñòâóåò, à ïðèr =1 óáûâàåò êàê êóëîíîâñêèé. Âåëè÷èíà ïîòåíöè�àëà Vrel íà ïîðÿäîê ìåíüøå àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿEr(r). Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîé âêëàä â ïîòåíöèàëóäåðæàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì ýëåêòðî�íîâ â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå çàðÿäà èçîáðàæåíèé.

4. ÝÍÅ��ÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÅÊÒ�Â äàííîì ðàçäåëå îñöèëëÿòîðíîå ïðåäñòàâëå�íèå [16℄ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýíåðãåòè÷å�ñêîãî ñïåêòðà äâóõýëåêòðîííîé ñèñòåìû ñ ïîòåíöè�àëîì V
(r) (33). Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ñëó�÷àé z = 0; ò. e. äâóìåðíóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ ìîæåòñëóæèòü ìîäåëüþ êâàíòîâîé òî÷êè. Ñîãëàñíî (29) è(33), ãàìèëüòîíèàí îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ äâóõ�ýëåêòðîííîé ñèñòåìû èìååò âèäH = �~22 � �2��2 + 1� ��� � m2�2 �+ ~22 
2�2 ++kp~!0� �~2p~W�3+~3G�4�~!08 +12m~!
; (37)ãäå m = 0;�1; : : : � ìàãíèòíîå êâàíòîâîå ÷èñëî è!2r = �2!2012 ; W = �348!20p!0;
 =r!2r + !2
4 ; G = �4!30160 ; k = `0a� : (38)ÓðàâíåíèåØðåäèíãåðà äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (37) ïðè�íèìàåò âèä�12P 2� + ~22 
2�2 + kp~!0� �� ~3=2W�3 + ~3G�4�	m = Um	m: (39)Çäåñü Um � ýíåðãåòè÷åñêèé ïàðàìåòð,Um = Em + ~!08 � m2 ~!
: (40)Ïðåæäå âñåãî ðàññìîòðèì ÷èñòî ïàðàáîëè÷åñêèéïîòåíöèàë, ò. å. W = 0 è G = 0. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ïîëó÷èì (äåòàëè ñì. â [9℄)1216



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 6, 2001 Î �îðìèðîâàíèè ïîòåíöèàëà óäåðæàíèÿ : : :
Em = ~!0(�18 + tm2 + x2(1 + jmj)��sf22 �16+f2�+ t24 +3kx2 �f22 �16+f2�+ t24 �1=4�� �(jmj+ 1=2)�(1 + jmj) + t4 [1� (�1)m℄m�me g�): (41)Ïàðàìåòð x îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿx4 + x3k �f22 �16 + f2�+ t24 ��1=4 �� �(jmj+ 1=2)�(2 + jmj) � 1 = 0: (42)Çäåñü t = !
=!0 � îòíîñèòåëüíàÿ íàïðÿæåííîñòüìàãíèòíîãî ïîëÿ, à g� ÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíûì �àê�òîðîì Ëàíäå. Â âûðàæåíèå (41) òàêæå âêëþ÷åíâêëàä ý��åêòà Çååìàíà, ñâÿçàííûé ñî ñïèíîâûìâçàèìîäåéñòâèåì äâóõ ýëåêòðîíîâ â ìàãíèòíîì ïî�ëå. Âûðàæåíèÿ (41) è (42) äàþò âîçìîæíîñòü îïðåäå�ëèòü îñíîâíûå ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé òî÷êè êàê �óíê�öèè åå ðàçìåðà k = `0=a� è îòíîñèòåëüíîé íàïðÿæåí�íîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ t:Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåê�òðà ãàìèëüòîíèàíà (39). Â ýòîì ñëó÷àå çàìåíà ïå�ðåìåííûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:� = q2�; 	m = q2�jmj�m(q); (43)ãäå ïàðàìåòð � ñâÿçàí ñ ïîâåäåíèåì âîëíîâîé �óíê�öèè íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Ïîòåíöèàë ñîäåðæèòàíãàðìîíè÷åñêèå ÷ëåíû, è ïðè îïðåäåëåíèè ïàðà�ìåòðà � áóäåì ñëåäîâàòü ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [22℄.Äëÿ áîëüøèõ � àñèìïòîòèêà âîëíîâîé �óíêöèèîïðåäåëÿåòñÿ àíãàðìîíè÷åñêèì ÷ëåíîì G�4, ïðèýòîì � = 1=3: Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ G è W èñ�òèííàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ áëèæå ê ãàóññîâñêîé âîë�íîâîé �óíêöèè, ïîýòîìó � = 1=2: Ýòîò ïðåäåë ñî�îòâåòñòâóåò ïîòåíöèàëó ïàðàáîëè÷åñêîãî êîí�àéí�ìåíòà. Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð �, ðàññìàòðèâàå�ìûé â êà÷åñòâå âàðèàöèîííîãî ïàðàìåòðà ïðè ìè�íèìèçàöèè ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â íóëåâîìïðèáëèæåíèè [22℄, ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â èíòåðâàëå1=3 � � � 1=2. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà çàâèñè�ìîñòü ïàðàìåòðà � îò íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãîïîëÿ t = !
=!0 äëÿ ñîñòîÿíèé m = �1;�2;�3; : : :�åçóëüòàòû àíàëèçà ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ñîñòîÿ�íèé ñ íåáîëüøèì àáñîëþòíûì çíà÷åíèåì ìàãíèòíî�ãî êâàíòîâîãî ÷èñëà m ïàðàìåòð � < 1=2. Ñ ðîñòîì
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�
t�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà � îò îòíîñèòåëü-íîé íàïðÿæåííîñòè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ t äëÿðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ìàãíèòíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëàm. Íèæíèé óðîâåíü ñîîòâåòñòâóåò m = �1, ñëåäó-þùèé m = �2 è ò. ä.âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïàðàìåòð � àñèìïòîòè÷å�ñêè ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëó � = 1=2, ñîîòâåòñòâóþùå�ìó ãàóññîâñêîé âîëíîâîé �óíêöèè. Îòìåòèì, ÷òî âîñöèëëÿòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè, áëàãîäàðÿ ââåäåíèþïàðàìåòðà �, óäàåòñÿ èçáåæàòü ïðîáëåìû ñóììèðî�âàíèÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé, ò. å. óñïåøíî îáîé�òè ïðîáëåìó �åíîìåíà Äàéñîíà [25℄.Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèÿ (39)ïîëó÷èì ìîäè�èöèðîâàííîå óðàâíåíèåØðåäèíãåðà(� ~22 � �2�q2 + d� 1q ��q�+ 4kp~!0�2q2(��1) ++ 2�2~2
2q2(4��1) � 4~3=2�2Wq2(5��1) ++ 4�2~3Gq2(6��1) � 4�2Umq2(2��1))���m(q2) = 0; (44)ãäå d = 2 + 4�jmj. Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âíóëåâîì ïðèáëèæåíèè ðàâíà"0(Um) = d!~4 � 4�2Um(!~)2��1 �(d=2 + 2�� 1)�(d=2) ++ 4kp~!0�2(!~)��1 �(d=2 + �� 1)�(d=2) �� 4~3=2�2W(!~)5��1 �(d=2 + 5�� 1)�(d=2) ++ 2�2~2
2(!~)4��1 �(d=2 + 4�� 1)�(d=2) ++ 4�2~3G(!~)6��1 �(d=2 + 6�� 1)�(d=2) ; (45)13 ÆÝÒÔ, âûï. 6 1217



Ì. Äèíåéõàí, Ñ. À. Æàóãàøåâà, �. �. Íàçìèòäèíîâ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 6, 2001à äëÿ ãàìèëüòîíèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ èìååìHI = 1Z0 d� 1Z�1 � d�p��d e��2(1+�) : e�2ipx~!(q�)2 :� �4kp~!0�2(!~)��1 ����(1� �) ��4~2p~�2W(!~)5��1 ��5��(1�5�)� 4Um�2(!~)2��1 ��2��(1�2�)++ 2�2~2
2(!~)4��1 ��4��(1�4�) + 4�2~3G(!~)6��1 ��6��(1�6�)� : (46)Èç óðàâíåíèÿ �"0(Um)�! = 0 (47)îïðåäåëÿåì ïàðàìåòð ! êàê �óíêöèþ ýíåðãèè Um, àòàêæå è äðóãèå ïàðàìåòðû ïîòåíöèàëà.Ó÷èòûâàÿ (47), (45) è èñïîëüçóÿ îáîçíà÷å�íèÿ (38), ïîñëå íåîáõîäèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ïîëó÷àåìEm~!0 = min� (� 18 + tm2 + tm�4me [1� (�1)m℄ g� ++ z24� p�(2 + 2�jmj)�(4�+ 2�jmj)�(2�+ 2�jmj) rf23 + t2 ++ 3kzp�2 �(�+ 2�jmj)�(2�+ 2�jmj) �� ��(4�+ 2�jmj)�(2 + 2�jmj) �f23 + t2��1=4 ++ f396z3�3=2 �(5�+ 2�jmj)�(2 + 2�jmj) �� " �(2 + 2�jmj)�(4�+ 2�jmj) �f23 + t2��1#3=4 �� f4160z4�2 �(6�+ 2�jmj)�(2 + 2�jmj) �(2 + 2�jmj)�(4�+ 2�jmj) ���f23 + t2��1): (48)Ïàðàìåòð z îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

z4 + 4k�3=2z3�(�+ 2�jmj)�(2 + 2�jmj) �� " �(2 + 2�jmj)�(4�+ 2�jmj) �f23 + t2��1#1=4 �� 1 + f34zp� �(5�+ 2�jmj)�(2�+ 2�jmj) �� " �(2 + 2�jmj)�(4�+ 2�jmj) �f23 + t2��1#5=4 �� f4z210� �(6�+ 2�jmj)�(2�+ 2�jmj) �� " �(2 + 2�jmj)�(4�+ 2�jmj) �f23 + t2��1#3=2 = 0: (49)Î÷åâèäíî, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð (48) îòëè÷à�åòñÿ îò ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà (41), îáóñëîâëåííî�ãî ïàðàáîëè÷åñêèì õàðàêòåðîì ïîòåíöèàëà óäåðæà�íèÿ. Èç ðèñ. 3 ñëåäóåò, ÷òî çàâèñèìîñòè ýíåðãåòè÷å�ñêîãî ñïåêòðà îò ðàçìåðà êâàíòîâîé òî÷êè k = `=a�è îòíîñèòåëüíîé íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿt = !
=!0 äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî è êâàçèïàðàáîëè÷å�ñêîãî ïîòåíöèàëîâ ÿâëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûìè. Îäíàêîâ ñëàáûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñèíãëåò-òðèïëåòíûå ïå�ðåõîäû äëÿ êâàçèïàðàáîëè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïðî�èñõîäÿò ïðè áîëåå âûñîêèõ çíà÷åíèÿõ ìàãíèòíîãîïîëÿ (ñð. ðèñ. 3à è 3á). Ìû îæèäàåì, ÷òî â ñëàáûõìàãíèòíûõ ïîëÿõ ïîòåíöèàë óäåðæàíèÿ áóäåò îò�ëè÷àòüñÿ îò ïîòåíöèàëà ïàðàáîëè÷åñêîãî êîí�àéí-ìåíòà. Â òî æå âðåìÿ â ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ,!
 � !0; ò. e. â ïðåäåëå t ! 1, èç àíàëèçà âûðàæå�íèé (48) è (49) ñëåäóåò, ÷òî âêëàä ïîòåíöèàëà (33),ñâÿçàííîãî ñ êâàçèïàðàáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ìå�íåå çàìåòåí (z � 1). Òàêèì îáðàçîì, â ñèëüíûõ ìàã�íèòíûõ ïîëÿõ ãèïîòåçà î ïàðàáîëè÷åñêîì õàðàêòåðåïîòåíöèàëà óäåðæàíèÿ äëÿ äâóõýëåêòðîííîé ñèñòå�ìû ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îïðàâäàííîé. Â íàøèõ âû÷èñëå�íèÿõ ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùèå õàðàêòåðíûå äëÿGaAs âåëè÷èíû: ý��åêòèâíàÿ ìàññà m� = 0:067meè g� = �0:44. 5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÈñõîäÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè çà�ðÿäà èçîáðàæåíèé, êîòîðûé ìîæåò áûòü îáóñëîâ�ëåí áîëüøîé ðàçíîñòüþ äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàå�ìîñòåé ñëîåâ, �îðìèðóþùèõ êâàíòîâóþ òî÷êó, èëèíàëè÷èåì ïðèìåñè â ïîëóïðîâîäíèêå, ìû ñ�îðìó�ëèðîâàëè ìîäåëü äâóõýëåêòðîííîé êâàíòîâîé òî÷êè.1218
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�1 �1�èñ. 3. Ýíåðãåòè÷åñêèå ñïåêòðû ãàìèëüòîíèàíà îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì ý��åêòà Çååìàíà â çàâèñèìîñòèîò îòíîñèòåëüíîé íàïðÿæåííîñòè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ t äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî (à) è êâàçèïàðàáîëè÷åñêîãî (á)ïîòåíöèàëîâ, ðàññ÷èòàííûõ ñîîòâåòñòâåííî ïî �îðìóëàì (41) è (48)Ìîäåëü ïîçâîëÿåò ñàìîñîãëàñîâàííûì îáðàçîì îïðå�äåëèòü ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë óäåðæàíèÿ ýëåêòðî�íîâ, êîòîðûé çàâèñèò îò ý��åêòèâíîé ìàññû ýëåê�òðîíà è õàðàêòåðèñòèê çàðÿäà èçîáðàæåíèé.Èñïîëüçóÿ îñöèëëÿòîðíîå ïðèáëèæåíèå, ìûàíàëèòè÷åñêè âû÷èñëèëè ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòðêâàíòîâîé òî÷êè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ìàã�íèòíîãî ïîëÿ. �àçäåëåíèå ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíàíà ãàìèëüòîíèàí äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ è ãà�ìèëüòîíèàí îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ äàåò äâàòèïà ðåøåíèé. Ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ãàìèëü�òîíèàíà öåíòðà ìàññ ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì èîïðåäåëÿåòñÿ êèíåòè÷åñêèì äâèæåíèåì ýëåêòðîíîâ,öèêëîòðîííîé ÷àñòîòîé è îòíîøåíèåì ý��åêòèâíîéìàññû ýëåêòðîíà ê ñóììå ìàññ äâóõ ýëåêòðîíîâè çàðÿäà èçîáðàæåíèé. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äàííîåðåøåíèå íå çàâèñèò îò ïîòåíöèàëà óäåðæàíèÿýëåêòðîíîâ â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ Ôîêà�Äàðâèíà.Äðóãîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåò ïîòåíöèàë óäåðæàíèÿ.Â ïðåäëîæåííîé ìîäåëè ïîòåíöèàë óäåðæàíèÿïîëíîñòüþ îáóñëîâëåí âçàèìîäåéñòâèåì ýëåêòðîíîââ ïîëå çàðÿäà èçîáðàæåíèé. �åçóëüòàòû àíàëèçàïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî ïîòåíöèàë óäåðæàíèÿâ êâàíòîâîé òî÷êå ìîæåò çàìåòíî îòëè÷àòüñÿ îò ïà�ðàáîëè÷åñêîãî òèïà, îñîáåííî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõìàãíèòíîãî ïîëÿ, ÷òî ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî ïðèàíàëèçå ñïèíîâûõ îñöèëëÿöèé îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿäâóõýëåêòðîííîé ñèñòåìû â ìàãíèòíûõ ïîëÿõ. Ïðèýòîì íàëè÷èå îòêëîíåíèÿ ïîòåíöèàëà óäåðæàíèÿ îòïîòåíöèàëà ïàðàáîëè÷åñêîãî êîí�àéíìåíòà íå ïðî�òèâîðå÷èò òåîðåìå Êîíà [26℄, êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâàäëÿ ñëó÷àÿ ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ,çàâèñÿùåãî òîëüêî îò îòíîñèòåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ.

Äàííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàí�ñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëü�íûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 00-02-17194).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÂàæíûì ýëåìåíòîì âû÷èñëåíèé â îñöèëëÿòîð�íîì ïðèáëèæåíèè [16℄ ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå êàíî�íè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ â íîðìàëüíîé �îðìå. Ïîýòî�ìó ïðèâåäåì äåòàëè ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðàç�ëè÷íûõ ïîòåíöèàëîâ. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ âåëè�÷èíó:I = q2pq4 + 2
xq2 + 
2 == � ��� 1Z0 dtp�t exp ���q2�t(q4+2
xq2+
2)� ������=0;(Ï.1)ãäå qj � âåêòîð âî âñïîìîãàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâåRd. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (qj ; �j 2 Rd)exp(�tq4) = 1Z�1 d�p� exp���2 � 2ipt�q2� ;exp(�q2�) == 1Z�1 � d�p��d exp ���2 � 2ip�(q�)� ; (Ï.2)
1219 13*



Ì. Äèíåéõàí, Ñ. À. Æàóãàøåâà, �. �. Íàçìèòäèíîâ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 6, 2001ïîäñòàâëÿÿ (Ï.2) â (Ï.1) è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ(21) äëÿ êàíîíè÷åñêîé ïåðåìåííîé qj ; ïðîâåäåì íîð�ìàëüíîå óïîðÿäî÷åíèå ïî îïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ a+jè óíè÷òîæåíèÿ aj : Â ðåçóëüòàòå èìååìI = � ��� 1Z0 dtp�t exp ��
2t� 1Z�1 d�p� exp(��2)�� 1Z�1 � d�p��d exp h��2 �1 + �!�i�� : exp ��2ip�(q�)� : ������=0; (Ï.3)ãäå � = � + 2
xt+ 2ipt: (Ï.4)Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (Ï.3), ïîëó÷èì âûðàæå�íèÿ (24) äëÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ "0(E) è(25) äëÿ ãàìèëüòîíèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ HI .Ïðè àíàëèçå ãàìèëüòîíèàíà (44) ñ êâàçèïàðàáî�ëè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì íàì íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòüâ íîðìàëüíîé �îðìå âåëè÷èíó q2� ; ãäå � ïðèíèìàåòëþáûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèåq2� = 1Z0 dx�(��)x�1�� exp(�xq2) == 1Z0 dx�(��)x�1�� 1Z�1 � d�p��d �� exp h��2 �1 + x!�i : exp ��2ipx(q�)� : == 1!� �(d=2 + �)�(d=2) + : q2 : �!��1 �(d=2 + �)�(d=2 + 1) ++ 1!� 1Z0 dx�(��)x�1�� 1Z�1 � d�p��d �� exp ���2(1 + x)� : exp2 ��2ipx!(q�)� : : (Ï.5)Òåïåðü èçëîæèì äåòàëè âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâñëåäóþùåãî âèäà:J = 1Z0 1Z0 d�1d�2�2(d=2) �� (�1�2)d=2�1(�1 + �2) exp(�!1�1 � !2�2)p
2 � 2
(�1 � �2) + (�1 + �2)2 : (Ï.6)

Ïðåæäå âñåãî ïðîâåäåì çàìåíû ïåðåìåííûõ:s = �1 � �2p2 ; t = �1 + �2p2 ;�1 = s+ tp2 ; �2 = t� sp2 : (Ï.7)Ïðè ýòîì èíòåãðàë (Ï.6) çàïèñûâàåòñÿ â âèäåJ = 
d2d�1 1Z0 dt 1Z�1 dx (1� x2)d=2�1td�2(d=2) �� exp[�!+t
 � !�xt
℄p1� 2xt+ t2 ; (Ï.8)ãäå!+ = !1 + !22 ; !� = !1 � !22 ; d = 2 + 2jmj:Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé !� = 0: Äëÿ âû÷èñëå�íèÿ èíòåãðàëà (Ï.8) áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèåñîîòíîøåíèÿ [27℄:1p1�2xt+t2 = 1Xk=0( tkPk(x); jtj � 1;t�1�kPk(x); jtj � 1:1Z�1 dx x2jP2k(x) = �(j+1)�(1+j�k) �(1=2+j)�(k+3=2+j) : (Ï.9)Çäåñü P2k(x) � ïîëèíîì Ëåæàíäðà. Ó÷èòûâàÿ ýòèïðåäñòàâëåíèÿ, ïîëó÷èì èç (Ï.8)J = 
2(jmj+1)22jmj+1 jmjXj=0 (�1)jjmj!(jmj � j)! �� jXk=08<: 1Z0 dt exp(�!+t
)�t2jmj+2+2k�t2jmj�2k+1� ++ �(2jmj � 2k + 2)(
!+)2(jmj+1�k) ��� �(1=2 + j)�(1 + j � k)!�(k + 3=2 + j) : (Ï.10)Ñëåäóþùèé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íî:1Z0 dt tne�At = (�1)n �n�An 1Z0 dte�At == (�1)n �n�An 1� e�AA ; n = 0; 1; : : : (Ï.11)Ïðèìåíÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì âûðàæå�íèÿ (31), (Ï.6)�(Ï.11) äëÿ ïîòåíöèàëà óäåðæà�íèÿ (33).1220
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