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�ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÀ ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÑÎËÈÒÎÍÀ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�ÎÍÅËÈÍÅÉÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß Ø�ÅÄÈÍ�Å�ÀÀ. Ì. Êîñåâè÷ *Ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò íèçêèõ òåìïåðàòóð èì. Á. È. ÂåðêèíàÍàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû61164, Õàðüêîâ, ÓêðàèíàMax-Plank-Institut f�ur Physik Komplexer SystemeD01187, Dresden, GermanyÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 28 ñåíòÿáðÿ 2000 ã.Ñ�îðìóëèðîâàíû óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà â òåðìèíàõ êîëëåêòèâíûõ ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêóñîëèòîíà èíòåãðèðóåìîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (ÍÓØ) íà 1D-ðåøåòêå. �àíåå ïîäîáíûåóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áûëè ïðåäëîæåíû äëÿ ñîëèòîíà ÍÓØ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äàíî îïðåäåëåíèåîïåðàòîðà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñîëèòîíà â äèñêðåòíîé öåïî÷êå, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàííîãî ñîñêîðîñòüþ öåíòðà òÿæåñòè ñîëèòîíà. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà ïîäîáíû òàêîâûì â ñëó÷àå êîí-òèíóàëüíîãî ÍÓØ, îäíàêî ðîëü ïîëåâîãî èìïóëüñà âûïîëíÿåò ñóììàðíûé êâàçèèìïóëüñ âèðòóàëüíûõýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé èçó÷àåìîé ñèñòåìû, ñâÿçàííûõ ñ ñîëèòîíîì.PACS: 05.45.-a, 05.45.Yv1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ�ÿä âàæíûõ äëÿ �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé íåëè�íåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ (íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà(ÍÓØ), óðàâíåíèÿ Ëàíäàó�Ëè�øèöà â äèíàìèêåíàìàãíè÷åííîñòè è äð.) îáëàäàþò òàê íàçûâàåìû�ìè äèíàìè÷åñêèìè ñîëèòîíàìè. Ïîä äèíàìè÷åñêèìñîëèòîíîì ïîíèìàåòñÿ íåëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâåí�íî ëîêàëèçîâàííîå âîçìóùåíèå èçó÷àåìîé ñèñòå�ìû, ñòàáèëüíîñòü êîòîðîãî îáåñïå÷èâàåòñÿ íàëè÷è�åì ïðîñòûõ àääèòèâíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ. Äè�íàìèêà ñîëèòîíà ÍÓØ ïîäðîáíî îïèñàíà êàê ïðèåãî ñâîáîäíîì äâèæåíèè (ñì., íàïðèìåð, [1℄), òàê èâî âíåøíåì ïîëå [2℄. Íå ìåíåå ïîäðîáíî èçëîæåíà äè�íàìèêà ìàãíèòíîãî äèíàìè÷åñêîãî ñîëèòîíà [3, 4℄.Äâèæåíèå äèíàìè÷åñêîãî ñîëèòîíà îáû÷íî õà�ðàêòåðèçóåòñÿ ñêîðîñòüþ ïåðåìåùåíèÿ åãî öåíòðàòÿæåñòè V è âíóòðåííåé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé !(÷àñòîòîé ïðåöåññèè â ñëó÷àå ìàãíèòíîãî ñîëèòîíà)â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Ýòèì äâóì ìåõàíè�÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ñîëèòîíà ìîæíî ïîñòàâèòüâ ñîîòâåòñòâèå äâà èíòåãðàëà äâèæåíèÿ: ïîëåâîé èì�*E-mail: kosevih�ilt.kharkov.ua

ïóëüñ ñîëèòîíà (êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ) P è åãî ìàñ�ñó (êîëè÷åñòâî ñâÿçàííûõ â ñîëèòîíå âèðòóàëüíûõýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé èçó÷àåìîé ñèñòåìû �êâàçè÷àñòèö) N . Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì ñîëèòî�íà êàê ÷àñòèöåïîäîáíîãî âîçáóæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íà�ëè÷èå âàæíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó óêàçàííûìè èí�òåãðàëàìè äâèæåíèÿ, ïàðàìåòðàìè V , ! è ýíåðãèåéñîëèòîíà E. Eñëè âûðàçèòü ýíåðãèþ E ÷åðåç èíòå�ãðàëû äâèæåíèÿ (ïîëíûé èìïóëüñ è ìàññó) êàê íåçà�âèñèìûå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå, òî ìàëûå èçìå�íåíèÿ âåëè÷èí P;N è E áóäóò ñâÿçàíû ñîîòíîøåíè�åì [2, 3℄ ÆE = V ÆP +
ÆN; (1)ãäå 
 � ÷àñòîòà ñîëèòîíà â ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæó�ùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ V (ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ïðèíÿ�òà ðàâíîé åäèíèöå); åñëè �àçà ñîëèòîíà èìååò âèäkx� !t, to 
 = ! � kV .Â ýòîì ñîîòíîøåíèè ýíåðãèÿ ñâîáîäíîãî äâèæå�íèÿ ñîëèòîíà, ò. å. åãî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, âûñòó�ïàåò â ðîëè �óíêöèè �àìèëüòîíà. Èç (1) ñëåäóþòóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿV = �E�P ; 
 = �E�N : (2)995 9*



À. Ì. Êîñåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 5, 2001Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â (2) åñòü îáû÷íîå ãàìèëü�òîíîâî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, à âòîðîå îïðåäåëÿåò�èçè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû 
: ýíåðãèÿ ñîëèòîíàE(P;N) óâåëè÷èâàåòñÿ íà 
(P;N) ïðè âîçðàñòàíèè÷èñëà ñâÿçàííûõ êâàçè÷àñòèö â ñîëèòîíå íà åäèíè�öó. Ìû íàìåðåíû îáîáùèòü ãàìèëüòîíîâî îïèñàíèåñîëèòîíîâ íà äèíàìèêó ÷àñòèöåïîäîáíûõ ðåøåíèé(ñîëèòîíîâ) íåëèíåéíûõ äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé íàðåøåòêå, ò. å. êîíå÷íîðàçíîñòíûõ, à íå äè��åðåíöè�àëüíûõ óðàâíåíèé. Íåòðèâèàëüíîñòü òàêîãî îáîáùå�íèÿ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî îäèí èç èñïîëüçîâàííûõ âû�øå èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, à èìåííî ïîëåâîé èìïóëüññîëèòîíà, ñâÿçàí ñ êîíòèíóàëüíîñòüþ èçó÷àâøèõñÿñèñòåì è íå èìååò ñìûñëà â äèñêðåòíîé ïåðèîäè÷å�ñêîé ðåøåòêå. Ïîýòîìó âîçíèêàåò ïðîáëåìà îïðåäå�ëåíèÿ èíòåãðàëà äâèæåíèÿ, ñîïðÿæåííîãî ñêîðîñòèñîëèòîíà V . Ìû ïîêàæåì, êàê ââîäèòñÿ è êàêîé �è�çè÷åñêèé ñìûñë èìååò ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàëäâèæåíèÿ.Îäíî èç ïðîñòåéøèõ è õîðîøî èçó÷åííûõ íàïðåäìåò ñîëèòîííîé äèíàìèêè íåëèíåéíûõ äè��å�ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé � ýòî ÍÓØ � ïîëíîñòüþèíòåãðèðóåìîå óðàâíåíèå. Îäíàêî ïåðåõîä îò êîí�òèíóàëüíîãî ÍÓØ ê äèñêðåòíîìó (ðåøåòî÷íîìó)íåîäíîçíà÷åí. Åñëè ñòàðòîâàòü îò ìîäåëè òèïà ñèëü�íîé ñâÿçè, òî äèñêðåòíûì àíàëîãîì óðàâíåíèÿ Øðå�äèíãåðà (ñ ó÷åòîì íåëèíåéíîãî ÷ëåíà) ñëåäîâàëî áûñ÷èòàòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:i�	n�t = 2	n �	n+1 �	n�1 � 2gj	nj2	n: (3)Àíàëîã èìåííî òàêîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ âíåëèíåéíîé îïòèêå ñèñòåìû ïàðàëëåëüíûõ ñâåòîâî�äîâ [5℄. Ê ñîæàëåíèþ, óðàâíåíèå (3) íå ÿâëÿåòñÿïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìûì è íå èìååò òî÷íûõ ñî�ëèòîííûõ ðåøåíèé òèïà ñîëèòîíà êîíòèíóàëüíîãîÍÓØ. Îäíàêî ñóùåñòâóåò òî÷íî èíòåãðèðóåìàÿ âåð�ñèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà íà ðåøåò�êå [6�8℄:i�	n�t = (	n+1 +	n�1)(1 + j	nj2) + !0	n: (4)Èñïîëüçîâàííûé â çàïèñè (4) ñäâèã ÷àñòîòû !0 + 2íåñóùåñòâåí, è ìû âûïîëíèëè åãî äëÿ óäîáñòâà ññû�ëîê íà ïóáëèêàöèþ [8℄, ãäå ýòî óðàâíåíèå îáñóæäà�åòñÿ ñ èíòåðåñíîé äëÿ íàñ òî÷êè çðåíèÿ.Ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå èìååò çàêîí äèñïåð�ñèè ! = !0 + "(k); "(k) = �2 osk; (5)îïðåäåëÿþùèé ñïåêòð ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé,îòâå÷àþùèé èíòåðâàëó ÷àñòîò (!0�2 < ! < !0+2).

Óðàâíåíèå (4) îáëàäàåò ðåøåíèåì òèïà äèíàìè�÷åñêîãî ñîëèòîíà [6℄ è ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ïðî�ãðàììó âûâîäà ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿäëÿ òàêîãî ñîëèòîíà.2. ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÍÒÅ��ÀËÛÄÂÈÆÅÍÈßÓðàâíåíèå (4) èìååò äâà àääèòèâíûõ èíòåãðàëàäâèæåíèÿ: óïîìÿíóòûé âûøå èíòåãðàëN =Xn ln(1 + j	nj2); (6)èãðàþùèé ðîëü íîðìû âîëíîâîé �óíêöèè è oïðå�äåëÿþùèé ÷èñëî ñâÿçàííûõ ñ ñîëèòîíîì ýëåìåíòàð�íûõ âîçáóæäåíèé, è èíòåãðàë H, îïðåäåëÿåìûé êàêH = E+!0N; E = �Xn (	n	�n+1+	�n	n+1): (7)Ïîñëåäíèé ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ãàìèëüòîíè�àí ñèñòåìû.�àìèëüòîíèàí (7) ïîðîæäàåò óðàâíåíèå (4) î�ãëàñíî îáû÷íîìó îïðåäåëåíèþ�	n�t = fH; 	ng ; (8)íî ñêîáêè Ïóàññîíà f: : : ; : : : g çäåñü îïðåäåëÿþòñÿíåñòàíäàðòíûì îáðàçîì:f	m; 	�ng = i(1 + j	nj2)Æmn;f	m; 	ng = f	�m; 	�ng = 0:Ó÷òåì òåïåðü îñíîâíîå ñâîéñòâî äèñêðåòíîé öåïî÷�êè � åå ïåðèîäè÷íîñòü. Â áåñêîíå÷íîé îäíîðîä�íîé öåïî÷êå, áëàãîäàðÿ òðàíñëÿöèîííîé ïåðèîäè÷�íîñòè, ñóùåñòâóåò î÷åâèäíàÿ ñèììåòðèÿ, ñâÿçàííàÿñî ñìåùåíèåì íà ïåðèîä ðåøåòêè, ò. å. ñ ïåðåõîäîìn! n+ 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T îïåðàòîð òàêîãî ñìå�ùåíèÿ: T	n = 	n+1: (9)Åãî ñîáñòâåííûå �óíêöèè eikn îòâå÷àþò ñîáñòâåí�íûì çíà÷åíèÿì eik (�� < k < �), ãäå k � êâàçèâîë�íîâîå ÷èñëî.Îïåðàòîð T ïîðîæäàåò äîïîëíèòåëüíûé àääè�òèâíûé èíòåãðàë äâèæåíèÿXn 	�nT	n;996



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 5, 2001 �àìèëüòîíîâà äèíàìèêà ñîëèòîíà : : :êîòîðûé óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäåS = �iXn �	�n(	n+1 �	n)�	n(	�n+1 �	�n)� == �iXn (	�n	n+1 �	n	�n+1) == �iXn 	�n(	n+1 �	n�1): (10)Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà jn = �i [	�n(	n+1 �	n)��	n(	�n�1 �	�n)� â äèñêðåòíîé öåïî÷êå åñòü àíàëîãïëîòíîñòè ïîòîêà ÷àñòèö â ñïëîøíîé ñðåäå. Ïîýòî�ìó S èìååò ñìûñë ïîëíîãî êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ââîçáóæäåííîé öåïî÷êå.ßñíî, ÷òî îïðåäåëåíèÿ êîíå÷íûõ èíòåãðàëîâ äâè�æåíèÿ (6), (7) è (10) îòíîñÿòñÿ ê ëþáîìó ëîêàëèçî�âàííîìó â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (4), îä�íàêî íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü èõ èñïîëüçîâàíèå äëÿîïèñàíèÿ äèíàìèêè îòäåëüíîãî ñîëèòîíà.�àññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíå�íèÿ (4) òèïà	n(t) = �!n(t) exp(ikn� i!t� i�); (11)ãäå �!n(t) � âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ, � � ïîñòîÿí�íàÿ ïðîèçâîëüíàÿ �àçà. Ôóíêöèÿ �n è ñîîòíîøåíèåìåæäó ! è k îïðåäåëÿþòñÿ äâóìÿ âåùåñòâåííûìèóðàâíåíèÿìè:(!0 � !)�n = os k(�n+1 +�n�1)(1 + �2n); (12)��t ln(1 + �2n) = �2 sink�n(�n+1 ��n�1): (13)Ñîëèòîííûì ðåøåíèÿì îòâå÷àåò �óíêöèÿ �n, èñ�÷åçàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè: �n = 0 ïðè n ! �1.Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ N , E è S çàâèñÿò êàê îò âèäà�óíêöèè �n, òàê è îò âåëè÷èíû k:N =Xn ln(1 + �2n); (14)E = �2 oskXn �n�n+1; (14a)S = 2 sin kXn �n�n+1: (14á)�àññìîòðèì ìàëûå èçìåíåíèÿ èíòåãðàëîâ äâè�æåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ìàëûìè âàðèàöèÿìè âîëíîâîé�óíêöèè 	, ò. å. ñ ìàëûìè âàðèàöèÿìè �n è ìàëû�ìè èçìåíåíèÿìè âîëíîâîãî ÷èñëà k. Èç (12) è (14)ñëåäóåò(!0 � !)ÆN = os kXn (�n+1 +�n�1)Æ�n: (15)

Àíàëîãè÷íî èç (14a), (14á), (15), à òàêæå èç (7) ñëå�äóåò ÆH = !ÆN + SÆk: (16)Âèäíî, ÷òî îñíîâíûå ïàðàìåòðû ðåøåíèÿ (11) ! èk ñâÿçàíû äâóìÿ äèíàìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè �à�ìèëüòîíà! = �H�N = !0 + �E�N ; S = �H�k = �E�k ; (17)åñëè ðàññìàòðèâàòü ãàìèëüòîíèàí êàê �óíêöèþíåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ N è k: H = H(N; k). Çà�ìåòèì, ÷òî âûâîäû êàê ñîîòíîøåíèé (14)�(14á), òàêè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (17) íå ñâÿçàíû ÿâíî ñ ïîë�íîé èíòåãðèðóåìîñòüþ èñõîäíîãî íåëèíåéíîãî óðàâ�íåíèÿ, íî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî áåñêîíå÷íûå ñóììû â(14)�(14á) ñõîäÿòñÿ, ò. å. ÷òî ýòî óðàâíåíèå îáëàäàåòðåøåíèåì èëè ðåøåíèÿìè, èñ÷åçàþùèìè íà áåñêî�íå÷íîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå äè�íàìè÷åñêîãî ñîëèòîíà, äðóãèìè ñëîâàìè, ïðåäïîëà�ãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ëîêàëèçîâàííîå â ïðîñòðàí�ñòâå äèíàìè÷åñêîå ðåøåíèå òèïà (11), íå ñîïðîâî�æäàþùååñÿ èçëó÷åíèåì âîëí ìàëîé àìïëèòóäû òè�ïà �îíîíîâ. Òàêèå ðåøåíèÿ íåèçâåñòíû äëÿ äèñêðåò�íûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, íå îáëàäàþùèõ ïîëíîéèíòåãðèðóåìîñòüþ. Èìåííî ïîýòîìó ìû îáðàùàåìñÿê óðàâíåíèþ (4).3. Ó�ÀÂÍÅÍÈß �ÀÌÈËÜÒÎÍÀ ÂÒ�ÀÄÈÖÈÎÍÍÛÕ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕÒðàêòóÿ äèíàìè÷åñêèé ñîëèòîí êàê ÷àñòèöåïî�äîáíîå âîçáóæäåíèå ñ âíóòðåííåé êîëåáàòåëüíîé ìî�äîé, õîòåëîñü áû èìåòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿòðàäèöèîííîé ïàðû êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, îä�íîé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü öåíòðà òÿæåñòèñîëèòîíà.Åñëè óðàâíåíèå (4) èìååò ñòàöèîíàðíîå ëîêàëè�çîâàííîå ðåøåíèå, ïåðåìåùàþùååñÿ âäîëü öåïî÷êèñî ñêîðîñòüþ V , òî ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî êàê è âñèòóàöèè ñ êîíòèíóàëüíûì íåëèíåéíûì óðàâíåíèåìØðåäèíãåðà åãî âåùåñòâåííàÿ àìïëèòóäà èìååò âèä�n(t) = �(n� V t): (18)Äåéñòâèòåëüíî, òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò [8℄:�(x) = An [�(x� x0); �℄ ; (19)ãäå A = onst, à n(z; �) � ýëëèïòè÷åñêèé êîñè�íóñ ßêîáè, ïàðàìåòð êîòîðîãî � ëåæèò â èíòåðâà�ëå 0 < � < 1. Ïðè � � 1 ýëëèïòè÷åñêèé êîñèíóñ997



À. Ì. Êîñåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 5, 2001ïåðåõîäèò â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé êîñèíóñ è (19) ïðå�âðàùàåòñÿ â ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Â îáðàò�íîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå (�! 1) èìååò ìåñòî ïåðåõîän(z; �)! 1=h z = seh z è ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå [8℄	n(t) = sh�seh [�(n� V t� x0)℄�� exp(ikn� i!t+ i�); (20)ãäå x0 = onst, � = onst, à ïàðàìåòðû �, V , ! è kñâÿçàíû äâóìÿ �îðìóëàìè! = !0 � 2 h� os k; (21)V = (2=�) sh� sin k: (22)Åñëè ñîëèòîííîå ðåøåíèå èìååò âèä (20), òî èíòå�ãðàëû äâèæåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî íåïðå�ðûâíûõ òðàíñëÿöèé, ïîýòîìó èõ ìîæíî âû÷èñëèòüïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ [8℄, çàìåíèâ â (14)�(14á) ñóì�ìû èíòåãðàëàìè:Xn : : : = Z dn : : :Òîãäà îêàæåòñÿ, ÷òîN = 2�; E = �4 sh� os k; S = 4 sh� sin k: (23)Ñëåäîâàòåëüíî, òðè èç ÷åòûðåõ ïàðàìåòðîâ �, V , ! èk îïðåäåëÿþòñÿ �èêñèðîâàííûìè èíòåãðàëàìè äâè�æåíèÿ, à ÷åòâåðòûé (êâàçèâîëíîâîå ÷èñëî k) îñòàåò�ñÿ ñâîáîäíûì. Âèäíî, ÷òî øèðèíà ñîëèòîíà � = 1=�îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âåëè÷èíîéN , à ýíåðãèÿ ñîëèòî�íà è åãî ñêîðîñòü ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè �óíê�öèÿìè k (êàê è ïîëîæåíî â îäíîðîäíîé ïåðèîäè÷å�ñêîé ñòðóêòóðå).ßñíî, ÷òî ñîîòíîøåíèå (21) ñëåäóåò èç ïåðâîãîóðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà (17), à âòîðîå óðàâíåíèå �à�ìèëüòîíà âìåñòå ñ (22) ïðèâîäèò ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òîS = NV: (24)�åçóëüòàò (24) âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäñòàâëåíèåìîá S êàê î ïîëíîì êîëè÷åñòâå äâèæåíèÿ.Íàëè÷èå ñîîòíîøåíèÿ (24) ïîçâîëÿåò ïðèäàòüãàìèëüòîíîâûì �îðìóëàì (16) è (17) áîëåå ïðè�âû÷íûé âèä. Ââåäåì âìåñòî k íîâóþ íåçàâèñèìóþïåðåìåííóþ P = Nk (óììàðíûé êâàçèèìïóëüñýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ñîëèòî�íîì1)) è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íîâûé ãàìèëüòîíèàí1) Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîëåâîãî èìïóëüñà êàê ñóììàðíîãîêâàçèèìïóëüñà ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé äèñêðåòíîé ñèñòå�ìû èçâåñòåí â äèíàìèêå êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè [9℄, è ïîëó�÷åííûå íàìè ñîîòíîøåíèÿ ïîäòâåðæäàþò îáùèé �èçè÷åñêèéõàðàêòåð ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà.

E åñòü �óíêöèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ P è N :E(N;P ) = H(N;P=N). Òîãäà �îðìóëû (16) è (17)çàìåíÿòñÿ íà ÆE = 
ÆN + V ÆP;
 = �E�N ; V = �E�P ; (25)ãäå 
, êàê óæå �îðìóëèðîâàëîñü â ñëó÷àå êîíòèíó�àëüíîãî ÍÓØ, åñòü ÷àñòîòà ñîëèòîíà â ñèñòåìå êî�îðäèíàò, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ V .Âèäíî, ÷òî ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ äëÿ ñîëèòî�íà äèñêðåòíîãî ÍÓØ â îäíîðîäíîé öåïî÷êå ïî �îð�ìå çàïèñè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ òàêîâûìè äëÿ ñëó�÷àÿ êîíòèíóàëüíîãî ÍÓØ, îäíàêî ðîëü ïîëåâîãî èì�ïóëüñà âûïîëíÿåò ñóììàðíûé êâàçèèìïóëüñ P ñâÿ�çàííûõ ñ ñîëèòîíîì ëèíåéíûõ âîçáóæäåíèé. Òàêîåîïðåäåëåíèå P ïðèâÿçàíî ê êîíêðåòíîìó âèäó ðåøå�íèÿ äèñêðåòíîãî ÍÓØ è èñïîëüçóåò îïðåäåëåííóþçàâèñèìîñòü �àçû ðåøåíèÿ îò íîìåðà óçëà öåïî÷êè,îïðåäåëÿþùóþ ñìûñë êâàçèèìïóëüñà k.4. ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÂÎ ÂÍÅØÍÅÌÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÌ ÏÎËÅÏåðåéäåì ê àíàëèçó óðàâíåíèé äèíàìèêè ñîëèòî�íà â íåîäíîðîäíîé öåïî÷êå, ãäå íå ñîõðàíÿåòñÿ êâà�çèâîëíîâîå ÷èñëî k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåëè÷èíà !0ñëàáî ìåíÿåòñÿ âäîëü öåïî÷êè, ò. å. çàâèñèò îò íîìå�ðà óçëà n. Íà ìàëûõ èíòåðâàëàõ äëèíû öåïî÷êè ýòóçàâèñèìîñòü ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåéíîé:!n = !0 + �n: (26)Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ââåäåí ìàëûé ãðàäèåíò � �óíê�öèè !n. �àìèëüòîíèàí, ïîðîæäàþùèé óðàâíåíèå (4) !n òèïà (26), èìååò âèä [8℄H = E +Xn !n ln(1 + j	nj2) == E + !0N + �Xn n ln(1 + j	nj2); (27)ãäå ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò íåîäíîðîäíûéïîòåíöèàë U , â ïîëå êîòîðîãî äâèæåòñÿ ñîëèòîí.Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå	n = �!n exp [i(kn� !t� !0t)℄ ;çàïèñûâàåì óðàâíåíèå, îáîáùàþùåå (12):(�n� !)�!n = os k(�!n+1 +�!n�1)[1 + (�!n)2℄: (28)998



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 5, 2001 �àìèëüòîíîâà äèíàìèêà ñîëèòîíà : : :Åñëè ãðàäèåíò � ìàë, òî ìîæíî ïðåäëîæèòü ïðè�áëèæåííûé ìåòîä àíàëèçà ñèòóàöèè, êîòîðûé ìî�æåò áûòü ïðèìåíåí è ïðè áîëåå ñëîæíûõ ïîòåíöè�àëàõ U(n). Ýòî òàê íàçûâàåìîå àäèàáàòè÷åñêîå ïðè�áëèæåíèå, êîòîðîå õîðîøî îïðàâäàëî ñåáÿ â ñëó÷àåêîíòèíóàëüíûõ ñèñòåì. Åñëè � � !0, òî ñîëèòîí ÷óâ�ñòâóåò òîëüêî ëîêàëüíîå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå !n âòî÷êå íàõîæäåíèÿ åãî öåíòðà. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷è�òàòü, ÷òî åãî �îðìà ïî-ïðåæíåìó îïèñûâàåòñÿ ðå�øåíèåì òèïà (20), â êîòîðîì ïàðàìåòðû k è V ñëàáîçàâèñÿò îò âðåìåíè. Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå	0n = �(n�X(t)) exp [i(kn� �(t) � !0t℄ ; (29)ãäå X(t) � êîîðäèíàòà öåíòðà ñîëèòîíà, à îïðåäåëå�íèÿ åãî ñêîðîñòè V è ÷àñòîòû ! î÷åâèäíû:V = dXdt ; ! = d�dt :Óáåäèìñÿ ïðåæäå âñåãî â òîì, ÷òî íåîäíîðîä�íûé ïîòåíöèàë (ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (27)) ïðèâî�äèò ê íåñîõðàíåíèþ ïîëíîãî êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿS è îïðåäåëÿåò óðàâíåíèå äâèæåíèÿ êâàçèâîëíîâî�ãî ÷èñëà k. Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ (14)�(14á) âû÷èñ�ëèì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò S:dSdt = fH; Sg = �Xn n [	�n(	n+1+ 	n�1)++ 	n(	�n+1+	�n�1)� : (30)Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (29) è ïåðåõîäÿ îò ñóììèðîâàíèÿê èíòåãðèðîâàíèþ, ïîëó÷àåìdSdt = 2� os k 1Z�1 n�(n)[�(n+1)��(n�1)℄dn: (31)Îñòàâëÿÿ ãëàâíûå ÷ëåíû â ðàçëîæåíèè ïî �, ìîæíîâ ïðàâîé ÷àñòè (31) èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå óðàâíå�íèé (11) è (28), ãäå !n = !0 = onst. Èñïîëüçóÿ (11)è çàìå÷àÿ, ÷òî (��=�t) = �V (d�=dn), ïîëó÷àåìdSdt = �V tg k 1Z�1 n ddn ln(1 + �2n)dn == ��V N tg k: (32)Â ïðàâîé ÷àñòè (32) â ñîîòâåòñòâèè ñ (24) èìååìNV = S. Êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî íåîäíîðîäíîñòü âå�ëè÷èíû !n íå âëèÿåò íà �àêò ñîõðàíåíèÿ N êàêèíòåãðàëà äâèæåíèÿ. Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî óðàâíå�íèå (32) óïðîùàåòñÿ:dVdt = ��V tg k:

Íàêîíåö, âîñïîëüçóåìñÿ ñâÿçüþ ñêîðîñòè ñ âîëíî�âûì ÷èñëîì (22) è ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîå óðàâíå�íèå dkdt = ��: (33)Ñëåäîâàòåëüíî, êàê è äîëæíî áûòü â êâàçèêëàññè÷å�ñêîì ïðèáëèæåíèè, êâàçèâîëíîâîå ÷èñëî ñîëèòîíà âîäíîðîäíîì âíåøíåì ïîëå ëèíåéíî çàâèñèò îò âðå�ìåíè.Ïðåîáðàçóåì òåïåðü íåîäíîðîäíûé ïîòåíöèàë â�îðìóëå (27):U(X) = � Z n ln �1 + �2(n�X)� dn; (34)ãäå �óíêöèÿ �(n) â ïðèíÿòîì ïðèáëèæåíèè îïðå�äåëåíà �îðìóëîé (19) èëè (20). Åñëè ó÷åñòü, ÷òî âóêàçàííîì ïðèáëèæåíèè �(�) = �(��), òîU(X) = �NX: (35)Òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëíàÿ ýíåð�ãèÿ (27) ïðåäñòàâèìà â âèäåE = E(N;P=N) + !0N + U(X) (36)è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê �óíêöèÿ òðåõ íåçàâè�ñèìûõ ïåðåìåííûõ N , P è X . Òàê êàê â ñóììå (36)îò âðåìåíè çàâèñÿò òîëüêî P = Nk èX , òî ïðîèçâîä�íàÿ îò âîëíîâîãî ÷èñëà ïî âðåìåíè (33) èãðàåò ðîëüîäíîãî èç êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé �àìèëüòîíàdPdt = � �E�X ; dXdt = �E�P : (37)Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà òèïà (37)åñòåñòâåííî âîçíèêàþò â òåîðèè ñîëèòîíà êîíòè�íóàëüíîãî ÍÓØ [1℄ è òåîðèè ìàãíèòíûõ ñîëèòî�íîâ [3, 4℄.Îäíèì èç çàìå÷àòåëüíûõ ïðèìåíåíèé óðàâíåíèéäâèæåíèÿ ñîëèòîíà âî âíåøíèõ ïîëÿõ ÿâëÿåòñÿ îïè�ñàíèå è ðàñ÷åò áëîõîâñêèõ îñöèëëÿöèé ñîëèòîíà äèñ�êðåòíîão ÍÓØ â îäíîðîäíîì âíåøíåì ïîëå [8℄.Äëÿ êâàçèêëàññè÷åñêîãî îïèñàíèÿ áëîõîâñêèõ îñ�öèëëÿöèé äîñòàòî÷íî âçÿòü î÷åâèäíîå ðåøåíèå óðàâ�íåíèÿ (33) k = ��t (38)(ïîëàãàÿ k = 0 ïðè t = 0) è ïîäñòàâèòü åãî â âûðà�æåíèå äëÿ ñêîðîñòè ñîëèòîíà (22):V = � 1N sh N2 sin �t; N = onst: (39)999



À. Ì. Êîñåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 5, 2001Ýòî è åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ñêîðî�ñòè ñîëèòîíà îò âðåìåíè â îäíîðîäíîì âíåøíåì ïî�ëå [8; 10℄, îïðåäåëÿþùàÿ áëîõîâñêèå îñöèëëÿöèè ñ÷àñòîòîé !B = j�j.Åñëè ââåñòè â ðàññìîòðåíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ (36)è (37) ñèëó F , äåéñòâóþùóþ íà ñîëèòîí,F = � �U�X = ��N;òî ñòàíåò î÷åâèäíûì, ÷òî ïðè çàäàííîé (�èêñèðî�âàííîé) ñèëå áëîõîâñêàÿ ÷àñòîòà !B = jF j=N îáðàò�íî ïðîïîðöèîíàëüíà ìîùíîñòè ñîëèòîíà N .Áëîõîâñêèå îñöèëëÿöèè èíîãäà ñâÿçûâàþò ñ òàêíàçûâàåìîé äèíàìè÷åñêîé ëîêàëèçàöèåé äâèæóùåé�ñÿ âî âíåøíåì îäíîðîäíîì ïîëå ÷àñòèöû ñ ïåðèî�äè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ ñêîðîñòè îò êâàçèèìïóëüñà.Îäíàêî õîòåëîñü áû îáðàòèòü âíèìàíèå íà äðóãóþñòîðîíó ýòîãî ÿâëåíèÿ.Êâàçèêëàññè÷åñêèå îñöèëëÿöèè ñ îäíîé ÷àñòîòîéäîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðîìó äèñêðåòíîìóýêâèäèñòàíòíîìó ñïåêòðó ýíåðãèé â êâàíòîâîé çàäà�÷å. Äåéñòâèòåëüíî, òàêîé ñïåêòð â çàäà÷å ñ óðàâíå�íèåì (28) ñóùåñòâóåò è ïðîÿâëÿåòñÿ â âîçíèêíîâå�íèè ¾ëåñòíèöû Âàíüå�Øòàðêà¿ (ñì. Ïðèëîæåíèå).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÂåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (28). �åøåíèå óðàâíåíèÿ(28) âåñüìà ñïåöè�è÷åñêèì îáðàçîì çàâèñèò îò ïà�ðàìåòðà !, à èìåííî: îíî ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ïåðå�ìåííîé z = n � !=�. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ðåøåíèåáóäåò îäíèì è òåì æå ïðè ðàçíûõ ïàðàõ n è !, óäî�âëåòâîðÿþùèõ òðåáîâàíèþ z = onst. Íî ïîñëåäíååâîçìîæíî ëèøü ïðè! = m�; m = 0; �1; �2; : : : ; (Ï.1)ò. å. ïðè óñëîâèè, ÷òî ìíîæåñòâî m � ýòî íàáîð öå�ëûõ ÷èñåë.Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè ðåøåíèé óðàâíåíèé (13)è (28) ñóùåñòâóåò ñèñòåìà îñöèëëèðóþùèõ ñòàöèî�íàðíûõ ñîëèòîíîâ � ýòî è åñòü ñåðèÿ ðåøåíèé, îò�âå÷àþùèõ ¾ëåñòíèöå Âàíüå�Øòàðêà¿ (Ï.1). Òàêèåðåøåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê	mn = 	n�m exp [ik(n�m)� i(!0 +m�)t℄ : (Ï.2)
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