
ÆÝÒÔ, 2001, òîì 119, âûï. 3, ñòð. 442�451  2001ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÊÂÀÇÈÝÍÅ��ÈÈ ÌÎÄÅËÈÄÆÅÉÍÑÀ�ÊÀÌÌÈÍ�ÑÀ Â ÏÎËÈÕ�ÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÌÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÌ ÏÎËÅ�. Ï. Ìèðîøíè÷åíêî *, Ì. Ç. ÑìèðíîâÑàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé èíñòèòóò òî÷íîé ìåõàíèêè è îïòèêè (òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò)197101, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 10 àâãóñòà 2000 ã.�àçâèòà òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà êâàçèýíåðãèè Q ãàìèëüòîíèàíà Òàâèñà�Êàììèíãñà ñ âêëþ÷åíèåì â íåãî âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ñ êëàññè÷åñêèì êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèì ïîëåì.Îïåðàòîð Q ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî âçàèìîäåéñòâèþ Æ àòîìà ñ ìîäîé ðåçîíàòîðà èìååò âèä îáîáùåííîãîãàìèëüòîíèàíà Òàâèñà�Êàììèíãñà (â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ), â êîòîðûé äîáàâëåíû ïðîòèâîâðà-ùàþùèå ñëàãàåìûå ñ èçìåíåííîé êîíñòàíòîé âçàèìîäåéñòâèÿ. Òàêîé ãàìèëüòîíèàí èìååò ñèíãóëÿðíóþ(ïî áåçðàçìåðíîé àìïëèòóäå êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ �) òî÷êó, ïðè ïðèáëèæåíèè ê êîòîðîé åãî ñïåêòð ñòðå-ìèòñÿ ê ñïëîøíîìó, à ñòåïåíü ñæàòèÿ ïîëåâûõ êâàäðàòóð (â åãî ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèÿõ) íåîãðàíè÷åííîâîçðàñòàåò. Äëÿ ñëó÷àÿ îäíîãî àòîìà è áèãàðìîíè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ îïåðàòîð Q íàéäåí äî òðåòüåãî ïî-ðÿäêà òåîðèè âîçìóùåíèé. Èññëåäîâàíà ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ Q. Îñîáåííîñòè çàâèñèìîñòè ñïåêòðàêâàçèýíåðãèé îò � îáúÿñíÿþòñÿ íàëè÷èåì ý��åêòèâíîãî áàðüåðà ìåæäó îáëàñòÿìè ¾êîîðäèíàòíîãî¿ïðîñòðàíñòâà. Âûÿñíåíî, ÷òî îòìå÷åííàÿ âûøå êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà èìååò ñìûñë íà÷àëà çîíû ïàðàìåòðè-÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Ïðèâåäåíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ âåðõà è äíà ýòîé çîíû (íà ïëîñêîñòè Æ�).PACS: 42.50.Dv, 42.50.Ct, 42.50.Hz1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈçâåñòíàÿ ìîäåëü Äæåéíñà�Êàììèíãñà (ÄÊÌ),îïèñûâàþùàÿ âçàèìîäåéñòâèå êâàíòîâàííîé ïîëå�âîé ìîäû ñ äâóõóðîâíåâûì àòîìîì [1℄, ïðèîáðå�ëà îñîáóþ çíà÷èìîñòü â ñâÿçè ñ ïðîãðåññîì ýêñ�ïåðèìåíòàëüíûõ âîçìîæíîñòåé â êâàíòîâîé îïòè�êå. Òàê, óñïåõè ðåçîíàòîðíîé êâàíòîâîé ýëåêòðî�äèíàìèêè ïîçâîëèëè ñîçäàòü óíèêàëüíûå óñòàíîâ�êè � ìèêðîìàçåðû è ìèêðîëàçåðû, � ðàáîòàþ�ùèå íà êàëèáðîâàííûõ, ðàçðåæåííûõ, îõëàæäåí�íûõ, ñïåöèàëüíî ïðèãîòîâëåííûõ âíåøíèì âîçáóæ-äåíèåì àòîìíûõ ïó÷êàõ [1℄. �ÿä êâàíòîâûõ ý��åê�òîâ, ïðåäñêàçàííûõ â ïðèáëèæåíèè ÄÊÌ, îáíàðó�æåí ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ýòî êîëëàïñû è âîññòàíîâ�ëåíèÿ (ollapses and revivals) àòîìíîé èíâåðñèè [1℄,ñæàòûå (squeezed) ñîñòîÿíèÿ ñâåòà [2℄, øðåäèíãåðîâ�ñêèå at-ñîñòîÿíèÿ [3℄, çàõâà÷åííûå (trapping) ñîñòî�ÿíèÿ ìèêðîìàçåðà [4℄, �îêîâñêèå ñîñòîÿíèÿ êâàíòî�âîé ìîäû [5℄ è ïðî÷èå (ïîäðîáíûé îáçîð ìîæíî íàé�òè, íàïðèìåð, â êíèãå [1℄).*E-mail: mirosh�mkk.ifmo.ru

Â ïîñëåäíèå ãîäû íîâîå ïðèìåíåíèå ìîäåëè ñâÿ�çàíî ñ ðàçâèòèåì òåõíèêè ëàçåðíîãî îõëàæäåíèÿàòîìíûõ ïó÷êîâ è ñîçäàíèåì èîííûõ è àòîìíûõ ìàã�íèòîîïòè÷åñêèõ ëîâóøåê. Òàê, â ðàáîòå [6℄ ïîêàçàíî,÷òî â ïðèñóòñòâèè êëàññè÷åñêîé áåãóùåé èëè ñòîÿ�÷åé âîëíû âîçíèêàåò ý��åêòèâíîå âçàèìîäåéñòâèåêîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ èîíà, çàõâà÷åííîãî ïàðàáî�ëè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ëîâóøêè, ñ åãî âíóòðåííèìèñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Òàêîå âçàèìîäåéñòâèå ïðè îïðå�äåëåííûõ óñëîâèÿõ (ïðåäåë Ëýìáà�Äèêå) îïèñûâà�åòñÿ ïðèáëèæåíèåì ÄÊÌ. Çäåñü ðîëü áîçîííîé ïå�ðåìåííîé èãðàåò êîîðäèíàòà öåíòðà ìàññ, è ïîýòî�ìó êâàíòîâûå ý��åêòû, íàéäåííûå ðàíåå äëÿ ïîëå�âîé ìîäû, â ýòîé ñâÿçè ïðèîáðåòàþò íîâûé ñìûñë.Òàê, áûëè ïðåäñêàçàíû è îáíàðóæåíû â ýêñïåðè�ìåíòàõ ñ ëîâóøêàìè òàêèå íåêëàññè÷åñêèå ñîñòîÿ�íèÿ äâèæåíèÿ èîíà, êàê �îêîâñêèå, øðåäèíãåðîâ�ñêèå at-ñîñòîÿíèÿ, ÷åòíûå è íå÷åòíûå êîãåðåíòíûåñîñòîÿíèÿ è äðóãèå (ññûëêè ìîæíî íàéòè â ðàáî�òàõ [7℄).Îòìå÷åííûå âûøå êâàíòîâûå ñâîéñòâà ïîëÿ èèîíîâ íàõîäÿò ñâîå ïðèìåíåíèå, íàïðèìåð, ïðè ïðî�âåäåíèè íåðàçðóøàþùèõ èçìåðåíèé [8℄. Ïðåäìåòîì442



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 3, 2001 Îïåðàòîð êâàçèýíåðãèè ìîäåëè Äæåéíñà�Êàììèíãñà : : :íîâîãî íàïðàâëåíèÿ, íàçâàííîãî â [9℄ èíæåíåðèåéêâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé è îñíîâàííîãî íà îáîáùåíèÿõÄÊÌ, ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ñõåì ãåíåðàöèè è êîíòðî�ëÿ íîâûõ íåêëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ïîëÿ è àòîìîâñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Òàê, â ðàáîòàõ [10; 11℄ âêà÷åñòâå ðåãóëèðóþùåãî óñòðîéñòâà â ÄÊÌ âêëþ�÷åíî êëàññè÷åñêîå ïîëå, ïàðàìåòðû êîòîðîãî � äëè�òåëüíîñòü è �îðìà ñåðèè èìïóëüñîâ â [10℄, �îðìàè ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ àìïëèòóäû â [11℄ � ïîäáèðà�þòñÿ äîëæíûì îáðàçîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîãîý��åêòà.Â äàííîé ðàáîòå, ÿâëÿþùåéñÿ ïðîäîëæåíèåì ðà�áîò [12℄, ïðåäëîæåíî åùå îäíî îáîáùåíèå ÄÊÌ,îñíîâàííîå íà âêëþ÷åíèè â ãàìèëüòîíèàí êëàññè÷å�ñêîãî êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïîëÿ, íåñóùàÿ ÷àñ�òîòà êîòîðîãî áëèçêà ê ðåçîíàíñó ñ ÷àñòîòîé àòîì�íîãî ïåðåõîäà. Ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå ïåðèîäè÷å�ñêè èçìåíÿþùåéñÿ îãèáàþùåé îïåðàòîð êâàçèýíåð�ãèè ÄÊÌ (â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè òåîðèè âîçìóùå�íèé) èìååò âèä îáîáùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà Äæåéí�ñà�Êàììèíãñà, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî (çà�ïèñàííîãî â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ) äîáàâ�ëåíèåì ïðîòèâîâðàùàþùèõ ñëàãàåìûõ ñ èçìåíåííîéêîíñòàíòîé âçàèìîäåéñòâèÿ. Òàêîé îïåðàòîð èìååòðÿä íåîáû÷íûõ ñâîéñòâ, â ÷àñòíîñòè, ïîëåâàÿ ÷àñòüåãî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñæà�òûå ñîñòîÿíèÿ [13℄, ñòåïåíü ñæàòèÿ êîòîðûõ îïðåäå�ëÿåòñÿ àìïëèòóäîé è ÷àñòîòîé ìîäóëÿöèè êëàññè÷å�ñêîãî ïîëÿ.2. ÒÅÎ�Èß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ÄËßÎÏÅ�ÀÒÎ�À ÊÂÀÇÈÝÍÅ��ÈÈÌåòîä êâàçèýíåðãèé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ àíàëèçàíåñòàöèîíàðíûõ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷ ñ ïå�ðèîäè÷åñêèì ïî âðåìåíè ãàìèëüòîíèàíîìH(t) = H(t+ T );ãäå T � âðåìåííîé ïåðèîä [14℄. Â ýòîì ìåòîäå îáîá�ùàþòñÿ èäåè ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ïàðàìåòðè÷åñêî�ìó ðåçîíàíñó, âçàèìîäåéñòâèþ ¾ìåäëåííûõ¿ è ¾áû�ñòðûõ¿ äâèæåíèé â ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ñèñòå�ìàõ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè [15; 16℄.�àññìîòðèì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ îïåðàòî�ðà ðàçâèòèÿ U(t):i ddtU(t) = H(t)U(t); U(0) = I; (1)ãäå I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð (äàëåå ïðåäïîëàãàåò�ñÿ ~ = 1). Ñîãëàñíî òåîðèè Ôëîêå�Ëÿïóíîâà [15℄, â

ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè îïåðàòîð ðàçâèòèÿ èìååò ïðåä�ñòàâëåíèå U(t) = u(t) exp(�iQt): (2)Çäåñü u(t) = u(t + T ) � ïåðèîäè÷åñêèé îïåðàòîð,Q � íå çàâèñÿùèé îò âðåìåíè îïåðàòîð êâàçèýíåð�ãèè, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé êâàí�òîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Âûáîð Q íåîäíîçíà÷åíèç-çà çîííîé ñòðóêòóðû ñïåêòðà [14℄, âñÿ èí�îðìà�öèÿ î ñïåêòðå ñîäåðæèòñÿ â îñíîâíîé çîíå Áðèëëþ�ýíà.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â H(t) èìååòñÿ ìàëûé ïàðà�ìåòð è H(t) ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ñëàãàåìûõ � ãàìèëü�òîíèàí íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ H0(t) è âîçìóùåíèåV (t): H(t) = H0(t) + V (t): (3)Äîïóñòèì, ÷òî çàäà÷à íà êâàçèýíåðãèþ äëÿ H0(t) ðå�øåíà, ò. å. íàéäåíî ðàçáèåíèå íåâîçìóùåííîãî îïåðà�òîðà ðàçâèòèÿ U0(t), óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþH0(t)U0(t) = i ddtU0(t); U0(t) = I; (4)íà äâà ñîìíîæèòåëÿ:U0(t) = u0(t) exp(�iQ0t): (5)Çäåñü u0(t) è Q0 � ñîîòâåòñòâåííî ïåðèîäè÷åñêèéîïåðàòîð ðàçâèòèÿ è îïåðàòîð êâàçèýíåðãèè íóëå�âîãî ïðèáëèæåíèÿ. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷ (1) è (2)ìîæíî ñòðîèòü ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè�áëèæåíèé, èñïîëüçóÿ ìåòîä óñðåäíåíèé Áîãîëþáî�âà�Ìèòðîïîëüñêîãî (åãî êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèé àíà�ëîã) [16℄. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì (1), (2) â âèäå óðàâ�íåíèé, îïðåäåëÿþùèõ u(t) è Q (ïåðèîäè÷åñêîå âðå�ìåííîå ïðåäñòàâëåíèå):H(t)u(t) = i ddtu(t) + u(t)Q; (6)Q =M �u+(t)�H(t)� i ddt�u(t)� ; (7)u(0) = I: (8)Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå îïåðàòîðà óñðåäíåíèé ïîïåðèîäó: M f�(t)g = 1T TZ0 �(t)dt:Ïåðåéäåì â (6)�(8) â íîâîå âðåìåííîå ïðåäñòàâ�ëåíèå � ïåðèîäè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåé�ñòâèÿ � ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà u(t):u(t) = u0(t)W (t);VI (t) = u+0 (t)V (t)u0(t): (9)443



�. Ï. Ìèðîøíè÷åíêî, Ì. Ç. Ñìèðíîâ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 3, 2001Èç (4)�(8) ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãîîïåðàòîðà W (t) è îïåðàòîðà Q:Q0W (t)�W (t)Q+ VI (t)W (t) = i ddtW (t); (10)Q =M �W+(t)�Q0 + VI(t)� i ddt�W (t)� : (11)Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåêóððåíòíîé ñõåìû ïîñëåäîâà�òåëüíûõ âû÷èñëåíèé óäîáíî ðåøàòü óðàâíåíèÿ (10),(11) ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèèM fW (t)g = I (12)âìåñòî îáû÷íîãî óñëîâèÿ W (0) = I .Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè�æåíèé äëÿ W (t) è Q:W (t) = I +W1(t) + : : : ; Q = Q0 +Q1 + : : : ; (13)ïîäñòàâèì ðÿäû â (10)�(12) è ïîëó÷èì èñêîìûå ðå�êóððåíòíûå �îðìóëû:Qn =M fVI (t)Wn�1(t)g ; (14)i ddtWn(t)� [Q0;Wn(t)℄ = Yn(t) == VI (t)Wn�1(t)� n�1Xj=0Wj(t)Qn�j ; (15)M fWn(t)g = 0; n = 1; 2; : : : (16)Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ê èçëîæåííîé âû�øå ïðîöåäóðå. Îòìåòèì ñèìâîëîì ¾âîëíà¿ ðåøåíèÿñèñòåìû óðàâíåíèé (14)�(16): ~W (t) è ~Q. Ñõåìà ïî�ñëåäîâàòåëüíûõ âû÷èñëåíèé çàìêíóòà, òàê êàê äëÿîïðåäåëåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ~Qn íåîáõîäèìî çíàíèån�1-ãî ïîðÿäêà ~Wn�1(t), à â óðàâíåíèå (15) äëÿ âû�÷èñëåíèÿ ~Wn(t) âõîäèò ïðèáëèæåíèå ~Qn è íå ñòàð�øå. Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (12), (16) ñóùåñòâåííîóïðîùàåò ðåêóððåíòíóþ ñõåìó, íî íàéäåííûå ïðèýòîì ðåøåíèÿ íå îáëàäàþò ñâîéñòâàìè óíèòàðíîñòè,~W�1(t) 6= ~W+(t), è ýðìèòîâîñòè, ~Q 6= ~Q+. Äëÿ ïî�ëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî âèäà îïåðàòîðîâ Q è W (t)íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:Q = ~W (0) ~Q ~W�1(0); (17)W (t) = ~W (t) ~W�1(0): (18)Ýòè îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé(6)�(9) è îáëàäàþò òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè.Äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (15) èùåòñÿ ÷àñò�íîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, íàéòè êîòîðîå ìîæ�íî ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. Îáîçíà÷èì W (k)n îïåðàòîð

k-îé ãàðìîíèêè îïåðàòîðà ðàçâèòèÿ ~Wn(t), Y (k)n �îïåðàòîð k-îé ãàðìîíèêè ïðàâîé ÷àñòè (15):~Wn(t) = 1Xk=�1k 6=0 W (k)n exp(ik
t);Yn(t) = 1Xk=�1k 6=0 Y (k)n exp(ik
t):Ïîäñòàâèì ðÿäû â (15), ïîëó÷èì ñòàöèîíàðíîå îïå�ðàòîðíîå óðàâíåíèå äëÿ W (k)n :�
kW (k)n � hQ0;W (k)n i = Y (k)n ;k = �1;�2; : : : (19)Ïðåäïîëàãàÿ ðåøåííîé çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûåâåêòîðû è ñîáñòâåííûå ÷èñëà äëÿ îïåðàòîðàQ0(Q0j��i = E�j��i), ïîëó÷àåì ðåøåíèå (19) â âèäåh��jW (k)n j��i = h��jY (k)n j��iE0� �E0� � k
 : (20)Èç (20) ñëåäóåò, ÷òî òðóäíîñòü ìåòîäà ìîæåò áûòüñâÿçàíà ñ ïîÿâëåíèåì ìàëîãî ðåçîíàíñíîãî çíàìåíà�òåëÿ. Òàêàÿ âîçìîæíîñòü âñåãäà âîçíèêíåò, íàïðè�ìåð, ïðè íàëè÷èè óQ0 ñïëîøíîãî ñïåêòðà. Åñëè â ñè�ëó êàêèõ-ëèáî ïðèáëèæåíèéQ0 îáëàäàåò òîëüêî äèñ�êðåòíûì ñïåêòðîì, òî ðåçîíàíñà ìîæíî èçáåæàòü,èçìåíèâ Q0, íå ìåíÿÿ ðàçáèåíèå H(t) (3), îïðåäå�ëÿåìîå, êàê ïðàâèëî, �èçè÷åñêèì ñìûñëîì çàäà÷è.Ñîãëàñíî (5), èçìåíÿòüQ0 ìîæíî îäíîâðåìåííî ñ èç�ìåíåíèåì u0(t) òàê, ÷òîáû íå èçìåíèëñÿ U0(t). Òàê,ê Q0 ìîæíî äîáàâèòü îïåðàòîðX� 
k(�)j��ih��j;ãäå k(�) � öåëî÷èñëåííàÿ �óíêöèÿ îò �, èìåþùèéñïåêòð, êðàòíûé ÷àñòîòå 
. Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðQ0 ìîæíî ðàçìåñòèòü â îñíîâíîé çîíå Áðèëëþýíàøèðèíîé 
. Åñëè, ê ïðèìåðó, îïåðàòîð Q0 ñîäåðæèòäâà óðîâíÿ, òî ìîæíî âûáðàòü íà÷àëî çîíû òàê, ÷òî�áû ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè óðîâíÿìè áûëî ìåíüøåïîëîâèíû 
, è ðåçîíàíñíûé çíàìåíàòåëü íå ïîÿâèò�ñÿ. Íàçîâåì òàêîé âûáîðQ0 ïðàâèëüíûì, â ýòîì ñëó�÷àå ïàðàìåòðîì òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ìàëîå îòíîøåíèåjh��jVI(t)j��ij =
� 1:3. ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÊÂÀÇÈÝÍÅ��ÈÈ¾ÎÒÊ�ÛÒÎÉ¿ ÌÎÄÅËÈÒÀÂÈÑÀ�ÊÀÌÌÈÍ�ÑÀÏðèìåíèì ìåòîä êâàçèýíåðãèé ê çàäà÷å î âçàèìî�äåéñòâèè N äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ ñ êâàíòîâàííîé444



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 3, 2001 Îïåðàòîð êâàçèýíåðãèè ìîäåëè Äæåéíñà�Êàììèíãñà : : :ïîëåâîé ìîäîé ðåçîíàòîðà è ñ êëàññè÷åñêèì êâà�çèìîíîõðîìàòè÷åñêèì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì.Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè Òàâèñà�Êàììèíãñà(ÒÊÌ), èçëîæåííûå â [17℄, ïðåäïîëàãàþòñÿ âû�ïîëíåííûìè. Äàëåå òàêàÿ ìîäåëü èìåíóåòñÿ ¾îò�êðûòîé¿. �àìèëüòîíèàí ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìûHs(t) èìååò âèäHs(t) = !0S3 + (g(t) exp(�i!t)S+ +H..) ++ !a+a+ �(S+a+ S�a+): (21)Çäåñü !0, !, ! � ñîîòâåòñòâåííî ÷àñò�îòû ïåðåõîäà,íåñóùåé ãàðìîíèêè è êâàíòîâîé ìîäû; H.. � îïå�ðàöèÿ ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ; g(t) � êîìïëåêñíàÿ¾ìåäëåííàÿ¿ îãèáàþùàÿ âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ñêëàññè÷åñêèì ïîëåì; � � êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿàòîìà ñ êâàíòîâàííîé ìîäîé; S3, S+, S� � êîëëåê�òèâíûå àòîìíûå îïåðàòîðû àëãåáðû SU(2); a, a+ ��îòîííûå îïåðàòîðû êâàíòîâîé ìîäû. Äàëåå g(t)ïðåäïîëàãàåòñÿ ïåðèîäè÷íîé �óíêöèåé âðåìåíè:g(t) = g(t+ T ):Îáîçíà÷èì Us(t) îïåðàòîð ðàçâèòèÿ ñèñòåìû èïåðåéäåì â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà âî âðàùàþùóþ�ñÿ íà íåñóùåé ÷àñòîòå ! ñèñòåìó îòñ÷åòà ñ ïîìîùüþóíèòàðíîãî îïåðàòîðà UR(t):UR(t) = exp��i!(S3 + a+a)t	 :�àìèëüòîíèàí çàäà÷è H(t) âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìåñòàíîâèòñÿ ïåðèîäè÷íûì ñ ïåðèîäîì T , ÷òî ïîçâîëÿ�åò äëÿ ïîèñêà îïåðàòîðà ðàçâèòèÿ U(t) âî âðàùàþ�ùåéñÿ ñèñòåìå U(t) = U+R (t)Us(t) (22)ïðèìåíèòü ìåòîä êâàçèýíåðãèé. �àçîáüåì H(t) íàäâà ñëàãàåìûõ: H(t) = H0(t) + V (t): (23)ÇäåñüH0(t) = H0at(t) +H0f (t);H0at(t) = (!0 � !)S3 + (g(t)S+ +H..) ;H0f = (! � !)a+a;V (t) = �(a+S� +H..): (24)Ïàðàìåòð âçàèìîäåéñòâèÿ � ñ÷èòàåòñÿ ìàëûì ïîñðàâíåíèþ ñ ÷àñòîòîé 
 = 2�=T . Äàëåå, çàäàâ�øèñü êîíêðåòíûì âèäîì g(t), ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè�ìåíÿÿ �îðìóëû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ìîæíî ïî�ñòðîèòü îïåðàòîð Q è ïåðèîäè÷íûé îïåðàòîð u(t)

àòîìíî-ïîëåâîé ñèñòåìû â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà ïîïàðàìåòðó Æ = �=
.Â èçëàãàåìîé ïîñòàíîâêå, ñîãëàñíî (24), îïåðàòîðêâàçèýíåðãèè íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ Q0 (5) èìååòâèä ñóììû àòîìíîãî Q0at è ïîëåâîãî Q0f îïåðàòî�ðîâ: Q0 = Q0at +Q0f ; (25)à ïåðèîäè÷íûé îïåðàòîð íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿu0(t) (5) èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ:u0(t) = u0at(t)u0f (t): (26)Óðàâíåíèÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ u0at(t) è Q0atèìåþò âèäH0at(t)u0at(t) = i ddt u0at(t) ++ u0at(t)Q0at; u0at(0) = I; (27)Q0at =M �u+0at(t)�H0at(t)� i ddt�u0at(t)� : (28)Äëÿ ìíîãîàòîìíîãî ñëó÷àÿ è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî g(t)ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è íåèçâåñòíî. Çàäà÷à íóëåâîãîïîðÿäêà íà ïîëåâóþ êâàçèýíåðãèþ èìååò ðåøåíèå:u0f (t) exp(�in
a+at);Q0f = (! � ! � n
)a+a: (29)Çäåñü, ðàäè îáùíîñòè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî n êâàí�òîâ ñ ÷àñòîòîé ìîäóëÿöèè îãèáàþùåé 
 ïðèìåðíîðàâíû îäíîìó êâàíòó îòñòðîéêè ! � ! êâàíòîâîéìîäû îò íåñóùåé ÷àñòîòû. Ïðè ïîèñêå ðåøåíèÿ â íó�ëåâîì ïðèáëèæåíèè ñëåäóåò ïîìíèòü, êàê îòìå÷åíîâ êîíöå ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, î ïðàâèëüíîì âûáîðåïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ u0at(t) è u0f (t).Îñîáîé ïðîñòîòîé îáëàäàåò ñëó÷àé òî÷íîãî ðåçî�íàíñà ! = ! (ñîâïàäåíèå ÷àñòîòû íåñóùåé ãàðìî�íèêè è ÷àñòîòû êâàíòîâîé ìîäû, ïðè ýòîì íèêàêèõäîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ÷àñòîòó àòîìíîãîïåðåõîäà !0 íå íàêëàäûâàåòñÿ). Â ýòîì ñëó÷àå îïå�ðàòîð ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ Q1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéëèíåéíóþ �îðìó ïî îïåðàòîðàì a è a+ îáùåãî âèäà:Q1 = (a+ a+)� � S+ i(a� a+)� � S: (30)Ïàðàìåòðû �îðìû � âåùåñòâåííûå âåêòîðû � è� � ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè ïàðàìåòðîâ ãàìèëüòîíè�àíà (21) è ìîãóò èìåòü ïðîèçâîëüíûå äëèíû è íà�ïðàâëåíèÿ, S � âåêòîðíûé àòîìíûé îïåðàòîð îáîá�ùåííîãî ñïèíà ñ êîìïîíåíòàìè Sx, Sy, S3.Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå �óíêöèè äëÿ Q1 (30) íàè�áîëåå ïðîñòî ðåøàåòñÿ ïðè óñëîâèè ïåðåñòàíîâî÷íî�ñòè àòîìíûõ îïåðàòîðîâ:[(� � S); (� � S)℄ = i (�� � � S) = 0: (31)445



�. Ï. Ìèðîøíè÷åíêî, Ì. Ç. Ñìèðíîâ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 3, 2001Ïðàâàÿ ÷àñòü (31) ðàâíà íóëþ â òðåõ ñëó÷àÿõ:� = 0; � = 0; � k �: (32)Ýòî îñîáûå ñëó÷àè. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû (30) �àê�òîðèçîâàíû íà àòîìíûé è ïîëåâîé ñîìíîæèòåëè,ñïåêòð çàäà÷è ñïëîøíîé. Ïîëåâûå ñîáñòâåííûå âåê�òîðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ äëÿ îä�íîé èç ïîëåâûõ êâàäðàòóð ñ áåñêîíå÷íîé ñòåïåíüþñæàòèÿ. Åñëè óñëîâèÿ (32) íå âûïîëíåíû, òî ñóùå�ñòâóåò äðóãàÿ âîçìîæíîñòü: ïðåîáðàçîâàíèåì ñæà�òèÿ [13℄ îïåðàòîð (30) ìîæåò áûòü òðàíñ�îðìèðîâàíê �îðìå ãàìèëüòîíèàíà Òàâèñà�Êàììèíãñà (â ïðåä�ñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ, â óñëîâèÿõ òî÷íîãî ðåçî�íàíñà). Óíèòàðíûé îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååòâèäG = exp(�i'a+a) exp���(aa� a+a+)=2	 : (33)Çäåñü ', � � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ïàðàìåò�ðû. Îïåðàòîð Q1 ñîõðàíÿåò ñâîé âèä:Q01 = G+Q1G = (a+ a+)�0 � S+ i(a� a+)� 0 � S:Âåêòîðû � è � çàìåíÿþòñÿ íà íîâûå �0 è � 0:�0 = (� os'+ � sin') exp �;� 0 = (� sin'� � os') exp(��): (34)Îïåðàòîð Q01 ïðèíèìàåò âèä ãàìèëüòîíèàíà Òàâè�ñà�Êàììèíãñà, åñëè ïàðàìåòðû ', � ñâÿçàíû òàê,÷òîáû îäíîâðåìåííî âûïîëíèëèñü äâà óñëîâèÿ:� � � = 0; j�0j = j� 0j: (35)Ôîðìóëû (35) îòâå÷àþò ñëåäóþùåìó âûáîðó ïàðà�ìåòðîâ ', �: tg 2' = 2� � �j�j2 � j�j2 ; (36)exp(�4j�j) == j�j2 + j�j2 �q(j�j2 � j�j2)2 + 4(� � �)2j�j2 + j�j2 +q(j�j2 � j�j2)2 + 4(� � �)2 : (37)Èç (34), (36) è (37) ïîëó÷àåìj�0j = j� 0j = D =pj�� �j : (38)Íàïðàâèâ îñè êîîðäèíàò ïî âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìâåêòîðàì �0, � 0, ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêèé âèä îïåðàòî�ðà Q01: Q01 = D(a+S� + aS+): (39)

Çäåñü ñîõðàíåíû îáîçíà÷åíèÿ S� è S+ äëÿ àòîìíûõîïåðàòîðîâ â íîâûõ êîîðäèíàòíûõ îñÿõ. Ñîáñòâåí�íûå �óíêöèè j	�ni è ñïåêòð E�n, n = 0; 1; 2; : : : ;(39) èçâåñòíû [18℄ è äëÿ ñëó÷àÿ îäíîãî àòîìà èìåþòâèä E�n = �Dpn ; (40)j	�ni = (jnij�1=2i � jn� 1ij1=2i) =p2 : (41)Çäåñü jni è j�1=2i � ñîáñòâåííûå �óíêöèè ñîîòâåò�ñòâåííî îïåðàòîðîâ a+a è S3. Èç (38), (39) âèäíî,÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ê êðèòè�÷åñêèì çíà÷åíèÿì (âûïîëíåíèå óñëîâèé (32)) ðàñ�ñòîÿíèå ìåæäó êâàçèóðîâíÿìè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ èñïåêòð Q1 ïåðåõîäèò â ñïëîøíîé. Ïðè ýòîì ïàðà�ìåòð ñæàòèÿ � (37) óñòðåìëÿåòñÿ ê 1, òàê ÷òî îäíàêâàäðàòóðà ìîäû ñòàíîâèòñÿ ñèëüíî ñæàòîé, à äèñ�ïåðñèÿ âòîðîé êâàäðàòóðû � î÷åíü áîëüøîé. Ñîá�ñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà Q1 (30), ñîãëàñíî (33),(41), èìåþò âèäj	�;�ni = (j�; nij�1=2i � j�; n� 1ij1=2i) =p2 : (42)Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå ñæàòûõ �îêîâñêèõ ñîñòî�ÿíèé: j�; ni = Gjni:4. ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÊÂÀÇÈÝÍÅ��ÈÈ ÄËßÁÈ�À�ÌÎÍÈ×ÅÑÊÎ�Î ÂÍÅØÍÅ�ÎÏÎËßÂ êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé áèãàðìî�íè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ, äâå ÷àñòîòû êîòîðîãî ðàâíû! �
, à g(t) èìååò âèäg(t) = F os(
t):Äëÿ òî÷íîãî ðåçîíàíñà ñ íåñóùåé ÷àñòîòîé !0�! == 0, ! � ! = 0 èìååì èñêîìûå ðåøåíèÿ íóëåâîãîïðèáëèæåíèÿ (25)�(29):Q0at = 0; u0at(t) = exp f�i�(t)Sxg ;�(t) = � sin(
t);Q0f = 0; u0f = I; Q0 = 0; � = 2F=
:Äàëåå ïàðàìåòð � íàçâàí (áåçðàçìåðíîé) àìïëèòó�äîé êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïîäñòàâèâ ýòè ðåøåíèÿ â(14)�(16), ïîëó÷àåì îïåðàòîð êâàçèýíåðãèè ïåðâîãîïðèáëèæåíèÿ:Q1 = p2� (pSx + xSyJ0(�)) : (43)446



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 3, 2001 Îïåðàòîð êâàçèýíåðãèè ìîäåëè Äæåéíñà�Êàììèíãñà : : :Çäåñü Jn(z) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ. Â ïðèâåäåííûõ�îðìóëàõ äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè ââåäåíû ïîëåâûåîïåðàòîðû (êâàäðàòóðû)x = i(a� a+)p2 ; p = a+ a+p2 :Ñðàâíèâàÿ (43) ñ (30), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿïàðàìåòðîâ � è �:� = �ex; � = �eyJ0(�):Òàê êàê � � � = 0, óãîë ' = 0 (36), à ïàðàìåòðû � èD îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìèexp(2�) = J0(�); D = �pJ0(�) : (44)Êàê ñëåäóåò èç (38), (39), (44), ñèíãóëÿðíàÿ òî÷êà,ãäå ñïåêòð Q1 ñòàíîâèòñÿ ñïëîøíûì, îòâå÷àåò íóëþ�óíêöèè Áåññåëÿ:� = 2F=
 = 2:4048 : : :Àíàëèç âûñøèõ ïîðÿäêîâ çàäà÷è ïîêàçûâàåò, ÷òîîïåðàòîð Q ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ýêâèâàëåíòíîé�îðìå QE , óäîáíîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ åãî ñïåêòðà:Q = LQEL+:Çäåñü óíèòàðíûé îïåðàòîð L è ýêâèâàëåíòíûé îïå�ðàòîð êâàçèýíåðãèè QE , íàéäåííûå äî òðåòüåãî ïî�ðÿäêà ïî � âêëþ÷èòåëüíî, èìåþò âèäQE = Q1 +QE3; (45)QE3 = p2�Æ2 �xpxSxF1(�) � x3SyF2(�)=2� ;L = exp�ip2 ÆxS3f1� exp��iÆ2(px+ xp)S3f2	 ;Æ = �=
:Ïàðàìåòðû f1, f2, F1(�) è F2(�) ïðåäñòàâëÿþò ñî�áîé ðÿäû ïî �óíêöèÿì Áåññåëÿ öåëîãî èíäåêñà îòàðãóìåíòà � = 2F=
. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå äëÿïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèé âûðàæåíèÿ äëÿ F1(�) èF2(�): F1(�) = �2 1Xk=1�Jk(�)k �2 ;F2(�) = 2 1Xk;k0=�1 J2k0+1(�)J2k+1(�)J2k+2k0+2(�)(2k + 1)(2k0 + 1) �� 12 1Xk;k0=�1k 6=0;k0 6=0k+k0 6=0 J2k0 (�)J2k(�)J2k+2k0 (�)2k � 2k0 :

Çäåñü Jk(�) = (�1)kJ�k(�):Îïåðàòîð QE3 íåëèíååí ïî ¾êîîðäèíàòå¿ x è, ñëå�äîâàòåëüíî, îïðåäåëÿåò àñèìïòîòèêó ñîáñòâåííûõ�óíêöèé îïåðàòîðà QE ïðè jxj ! 1. Î÷åâèäíî,àñèìïòîòèêà ìîæåò èçìåíèòüñÿ ïðè ó÷åòå âûñøèõïîðÿäêîâ òåîðèè âîçìóùåíèé. Äàëåå ðàññìîòðåíûíåêîòîðûå îñîáåííîñòè ñïåêòðà îïåðàòîðà QE êàêöåëîãî, áåç ïðåäïîëîæåíèÿ ìàëîñòè QE3 ïî îòíîøå�íèþ ê Q1. Íå âñå ðåçóëüòàòû òàêîãî ïîäõîäà áåç�óïðå÷íû â êîëè÷åñòâåííîì îòíîøåíèè è òðåáóþòïðîâåðêè ïðè ïîìîùè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.�àññìîòðèì âîçìîæíîñòü ëèíåàðèçàöèè QE ïî¾êîîðäèíàòå¿ x. Íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå ìàëû, èèìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü â îáëàñòè ìàëûõ x � 0.Íàçîâåì ýòó îáëàñòü öåíòðàëüíîé ¾ÿìîé¿. ÇäåñüQE � Q1 (43), åãî ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà èçó÷å�íû âûøå (ñì. (40)�(42), (44)). Â îáëàñòÿõ áîëü�øèõ jxj ïðè çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû � èç èíòåðâàëà0 � � � 2:4048 : : : ïðåîáðàçîâàíèåì ñäâèãàexp(ix0p)x exp(�ix0p) = x+ x0îïåðàòîð QE ìîæåò áûòü ëèíåàðèçîâàí ïðè ñëåäóþ�ùåì âûáîðå ïàðàìåòðà x0:jx0j =p2J0(�)=Æ2F2(�) : (46)Ëèíåàðèçîâàííûé QE (îáîçíà÷åíèå QlinE ) èìååò âèäQlinE = p2� (pSxJ(�) � 2xSyJ0(�)) ; (47)J(�) = 1 + 2F1(�)J0(�)=F2(�):QlinE îïðåäåëÿåò êâàçèýíåðãåòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿàòîìíî-ïîëåâîé ñèñòåìû â îáëàñòÿõ x � �jx0j,íàçûâàåìûõ äàëåå áîêîâûìè ¾ÿìàìè¿:Elin�n = �Dpn ; D = �p2J0(�)J(�);j	x0�;�ni == (jx0; �; nij�1=2i � jx0; �; n� 1ij1=2i) =p2: (48)Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå ñäâèíóòîãî (êîãåðåíòíî�ãî) ñæàòîãî �îêîâñêîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëÿ:jx0; �; ni = exp(�ix0p)Gjni:Ïàðàìåòð ñæàòèÿ (33), (44) � îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî�øåíèåì exp(�2�) = J(�)=2J0(�):Èòàê, àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî â òðåòüåì ïîðÿä�êå òåîðèè âîçìóùåíèé èìåþòñÿ òðè îáëàñòè çíà�÷åíèé x, ãäå êâàçèýíåðãåòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ àòîì�íî-ïîëåâîé ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ îáîáùåííûì ãà�ìèëüòîíèàíîì Äæåéíñà�Êàììèíãñà (30). Íà ðèñ. 1447



�. Ï. Ìèðîøíè÷åíêî, Ì. Ç. Ñìèðíîâ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 3, 2001
0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 2.40.400.8

1.2 Æ = 0:15
�

Êâàçèýíåðãèÿ
�èñ. 1. Óðîâíè îïåðàòîðà êâàçèýíåðãèè ¾îòêðûòîé¿ÄÊÌ â áèãàðìîíè÷åñêîì ïîëå â çàâèñèìîñòè îò àì-ïëèòóäû êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ �. Øòðèõîâûå êðèâûå �óðîâíè íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ¾ÿì¿ (ìåòîä ëèíåàðè-çàöèè). Ñïëîøíûå êðèâûå � òðåòèé ïîðÿäîê òåîðèèâîçìóùåíèé. Ïóíêòèðíûå êðèâûå � ðàñ÷åò ñ ïîìî-ùüþ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè. nmax = 150, Æ = 0:15
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�èñ. 2. Òî æå , ÷òî è ðèñ. 1, íî äëÿ Æ = 0:07è 2 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòåé îò àìïëè�òóäû � (ñîîòâåòñòâåííî äëÿ Æ = 0:15 è Æ = 0:07)íåêîòîðûõ êâàçèýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé, ïîëó÷åí�íûå òðåìÿ ìåòîäàìè. Øòðèõîâûå, ìîíîòîííî óáû�âàþùèå êðèâûå, ñõîäÿùèåñÿ â ñèíãóëÿðíîé òî÷êå� � 2:4048 : : : , äàþò êâàçèóðîâíè ëèíåàðèçîâàííî�ãî îïåðàòîðà êâàçèýíåðãèè â öåíòðàëüíîé ¾ÿìå¿ Q1(40), (44). Ïó÷îê øòðèõîâûõ êðèâûõ, âûõîäÿùèõ èçòî÷êè � = 0 è ñõîäÿùèõñÿ â òî÷êå � = 2:4048 : : : ,ïðåäñòàâëÿåò (äâàæäû âûðîæäåííûå) êâàçèóðîâíèQlinE (áîêîâûå ¾ÿìû¿) (48). Ñïëîøíûå êðèâûå ñî�îòâåòñòâóþò óðîâíÿì îïåðàòîðà QE (45) (òðåòèéïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé), ïîëó÷åííûì ñ ïîìî�ùüþ ÷èñëåííîé äèàãîíàëèçàöèè åãî ìàòðèöû â �î�êîâñêîì áàçèñå. �àçìåðíîñòü áàçèñà îãðàíè÷èâàëàñüïàðàìåòðîì nmax ðàâíûì 150. Ïóíêòèðíûå êðèâûåèçîáðàæàþò êâàçèóðîâíè òî÷íîãî îïåðàòîðà êâàçè�
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�èñ. 3. Àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïî ¾êîîðäèíàòå¿ xè ïî ¾èìïóëüñó¿ p äëÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ öåí-òðàëüíîé (�x;�p) è áîêîâûõ (�x1;�p1) ¾ÿì¿ âçàâèñèìîñòè îò àìïëèòóäû êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ �:1 � �p, 2 � �x, 3 � �p1, 4 � �x1ýíåðãèè Q èçó÷àåìîé çàäà÷è (ãàìèëüòîíèàí H(t)(23)), íàéäåííîãî ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ïî èçâåñò�íîé �îðìóëå [15℄Q = i
2�Ln (U(T )) :Çäåñü U(T ) � îïåðàòîð ðàçâèòèÿ (22) íà ïåðèîä T .�àçìåðíîñòü ìàòðèöû Q òàêæå îãðàíè÷èâàëàñü ïà�ðàìåòðîì nmax. Êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 1 è 2, ðàñ÷åòïî òðåòüåìó ïîðÿäêó òåîðèè âîçìóùåíèé è òî÷íûéðàñ÷åò êîëè÷åñòâåííî ñîãëàñóþòñÿ äðóã ñ äðóãîì.Ñîãëàñèå óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì ïàðàìåòðàòåîðèè âîçìóùåíèé Æ. �ðà�èêè êâàçèóðîâíåé, ïîëó�÷åííûå ìåòîäîì ëèíåàðèçàöèè, èìåþò êà÷åñòâåííûåîòëè÷èÿ îò ãðà�èêîâ, ïîëó÷åííûõ áîëåå òî÷íûìèìåòîäàìè. Ýòî êàñàåòñÿ ïðåæäå âñåãî îáëàñòåé ïåðå�ñå÷åíèÿ óðîâíåé öåíòðàëüíîé è áîêîâûõ ¾ÿì¿. Ïðèóòî÷íåíèè ðàñ÷åòà ïåðåñå÷åíèÿ óðîâíåé çàìåíÿþòñÿèõ àíòèïåðåñå÷åíèÿìè. Êðîìå òîãî, ïðè ïðèáëèæå�íèè ê ñèíãóëÿðíîñòè ñíèìàåòñÿ äâîéíîå âûðîæäå�íèå óðîâíåé áîêîâûõ ¾ÿì¿.Äëÿ âûÿñíåíèÿ ïðè÷èíû îòìå÷åííûõ ðàçëè÷èéðàññìîòðèì áîëåå äåòàëüíî îñîáåííîñòè ¾äâèæå�íèÿ¿ ïîëÿ â îêðåñòíîñòÿõ óêàçàííûõ ¾ÿì¿. Íà ðèñ. 3äàíî ñðàâíåíèå àìïëèòóä êîëåáàíèé ïî ¾êîîðäèíà�òå¿ x è ¾èìïóëüñó¿ p äëÿ öåíòðàëüíîé ¾ÿìû¿, �xè �p (ãàìèëüòîíèàí Q1 (43)), è äëÿ áîêîâûõ ¾ÿì¿,�x1 è �p1 (ãàìèëüòîíèàí QlinE (47)), â çàâèñèìîñòèîò �. Îöåíêà ïîêàçûâàåò, ÷òî àìïëèòóäû îïðåäåëÿ�þòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè�x =p1=J0(�) ; �p = 1=�x;�x1 =pJ(�)=2J0(�) ; �p1 = 1=�x1:Êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 3, â îáëàñòè � � 0 ñèëü�íî ñæàòà êâàäðàòóðà x äëÿ êîëåáàíèé â áîêîâûõ448
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�èñ. 4. Ïàðàìåòð ñìåùåíèÿ x0 áîêîâûõ ¾ÿì¿ îòöåíòðàëüíîé â çàâèñèìîñòè îò àìïëèòóäû êëàññè-÷åñêîãî ïîëÿ �: Æ = 0:07 (1 ), 0.1 (2 ), 0.15 (3 ),0.3 (4 )¾ÿìàõ¿. Âáëèçè � � 2:4048 : : : ñèëüíî ñæàòà êâàä-ðàòóðà p äëÿ êîëåáàíèé â öåíòðàëüíîé è áîêîâûõ¾ÿìàõ¿. Â âûáðàííîé ñèñòåìå åäèíèö îòñóòñòâèþñæàòèÿ ñîîòâåòñòâóþò îáëàñòè, ãäå çíà÷åíèÿ àì�ïëèòóä áëèçêè ê åäèíèöå. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåí ãðà��èê çàâèñèìîñòè îò � ñäâèãà áîêîâûõ ¾ÿì¿ jx0j(46) ïðè íåñêîëüêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà âçàèìî�äåéñòâèÿ Æ = �=
. Èç ñðàâíåíèÿ ðèñ. 3 è ðèñ. 4ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ Æ ñîá�ñòâåííûå �óíêöèè ïîëåâîé ìîäû â x-ïðåäñòàâëåíèèñèëüíî ëîêàëèçîâàíû â îáëàñòÿõ òðåõ ¾ÿì¿:x � 0;�jx0j:Ïåðåêðûòèå ¾ÿì¿ âîçíèêàåò âáëèçè çíà÷åíèÿ� � 2:4048 : : : . Áîêîâûå ¾ÿìû¿ îòäåëåíû îò öåí�òðàëüíîé áàðüåðîì, ïðîçðà÷íîñòü B êîòîðîãîîïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè � è Æ:B = exp��4J0(�)x20=3	 : (49)Ñ ðîñòîì àìïëèòóäû � ïðè �èêñèðîâàííîì Æ ïðî�çðà÷íîñòü áàðüåðà âîçðàñòàåò. Êâàçèýíåðãåòè÷åñêèåñîñòîÿíèÿ, ëîêàëèçîâàííûå â öåíòðàëüíîé ¾ÿìå¿,ñòàíîâÿòñÿ êâàçèñòàöèîíàðíûìè ñ êîíñòàíòîé ðàñ�ïàäà R, îöåíèâàåìîé, ñîãëàñíî [19℄, ïî �îðìóëåR = �pJ0(�)B=4�:¾ßìû¿ âáëèçè ñèíãóëÿðíîé òî÷êè íà÷èíàþò âçàè�ìîäåéñòâîâàòü. Ýòî îáúÿñíÿåò ñíÿòèå âûðîæäåíèÿêâàçèóðîâíåé.Øèðèíà áàðüåðà (ïî ¾êîîðäèíàòå¿ x) ìåæäó öåí�òðàëüíîé è áîêîâûìè ¾ÿìàìè¿ èìååò ïîðÿäîê âåëè�÷èíû ñäâèãà jx0j (46) è ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòèñ óìåíüøåíèåì �. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñóùåñòâåííî

âëèÿåò íà ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî àíàëèçà, òàê êàêèç-çà îãðàíè÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè �îêîâñêîãî áàçèñà(n � nmax) îãðàíè÷èâàåòñÿ è îáëàñòü èçìåíåíèÿ ¾êî�îðäèíàòû¿ (0 � jxj � xmax � pnmax ). Êàê ñëåä�ñòâèå, ãðà�èê çàâèñèìîñòè îò � ëþáîé �èçè÷åñêîéâåëè÷èíû, ïîñòðîåííûé ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷å�íèè ïàðàìåòðà îáðåçàíèÿ nmax, èìååò äâå îáëàñòè,ðàçäåëåííûå ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì �0. Äëÿ îáëàñòè0 � � � �0 øèðèíà áàðüåðà ïðåâûøàåò xmax èâëèÿíèå áîêîâûõ ¾ÿì¿ ïîëíîñòüþ èñêëþ÷åíî. Äëÿ� � �0 áîêîâûå ¾ÿìû¿ ó÷èòûâàþòñÿ â ðàñ÷åòå, ÷òîïðèâîäèò ê ðåçêîé ìîäè�èêàöèè ãðà�èêà ïðè ïåðå�õîäå ÷åðåç �0. Ïàðàìåòð �0 â çàâèñèìîñòè îò Æ îïðå�äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåìÆ = J0(�0)pnmaxF2(�0) :Òàê, äëÿ ðèñ. 1 èìååì �0 � 0:8, à äëÿ ðèñ. 2 èìååì�0 � 1:2. Îòìå÷åííûé ý��åêò ïðîÿâëÿåòñÿ íà ýòèõðèñóíêàõ êàê íåóñòîé÷èâîñòü âû÷èñëåíèé ïðè ïðè�áëèæåíèè ê �0 ñëåâà.Íàëè÷èå ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ �0 íåîáõîäèìîó÷èòûâàòü è ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è î ïà�ðàìåòðè÷åñêîì âîçáóæäåíèè êâàíòîâàííîé ïîëåâîéìîäû ðåçîíàòîðà, âûïîëíÿåìîì ñ ïîìîùüþ êëàññè�÷åñêîãî ïîëÿ ñ ïëàâíî íàðàñòàþùåé îò íóëÿ àìïëè�òóäîé. Â ýòîì ñëó÷àå íåòî÷íîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ îáðå�çàíèåì �îêîâñêîãî áàçèñà, ìîæåò áûòü óñòðàíåíà,åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñêîðîñòü âêëþ÷åíèÿ íà èí�òåðâàëå 0 � � � �0 äîñòàòî÷íî âåëèêà (ñêîðîñòüâêëþ÷åíèÿ áîëüøå ñêîðîñòè ðàñïàäàR), òàê ÷òî ïðî�öåññ òóííåëèðîâàíèÿ íå óñïååò ïðîèçîéòè. Äðóãèìèñëîâàìè, ñêîðîñòü íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà îãèáàþùåéèìïóëüñà êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ íåîáõîäèìî ñîãëàñî�âûâàòü ñ ïàðàìåòðîì îáðåçàíèÿ áàçèñà nmax. Ïðî�öåññ ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ êâàíòîâîé ìî�äû ðåçîíàòîðà êëàññè÷åñêèì ïîëåì, àìïëèòóäà êîòî�ðîãî äàëåêà îò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, íîñèò õàðàê�òåð ïîäáàðüåðíîãî ïåðåõîäà. Çà�èêñèðîâàâ ïðîçðà÷�íîñòü B (49) áàðüåðà íà óðîâíå 0.1, ïîëó÷èì îöåíêóäëÿ íèæíåé ãðàíèöû (äíà) Æb(�) çîíû ïàðàìåòðè÷å�ñêîãî âîçáóæäåíèÿ íà ïëîñêîñòè Æ�:Æb(�) =s 8J20 (�)3F2(�)Ln 10 : (50)Êàê ïîêàçûâàåò àíàëèç, ïðàâåå ñèíãóëÿðíîé òî÷êè� � 2:4048 : : : ïîãðàíè÷íàÿ êðèâàÿ (âåðõ çîíû ïàðà�ìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ) Æt(�) äàåòñÿ ñîîòíîøå�íèåì Æt(�) =s 4J20 (�)F1(�)J0(�)� 3F2(�)=2 : (51)3 ÆÝÒÔ, âûï. 3 449
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�èñ. 5. Çîíà ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â ¾îò-êðûòîé¿ ìîäåëè ÄÊÌ â áèãàðìîíè÷åñêîì ïîëå íàïëîñêîñòè Æ�: 1 � âåðõ çîíû (�îðìóëà (48)), 2 �íèç çîíû (�îðìóëà (47))Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåí ãðà�èê çîíû ïàðàìåòðè÷åñêî�ãî ðåçîíàíñà. Ñèíãóëÿðíàÿ òî÷êà � = 2:4048 : : : èìå�åò ñìûñë íà÷àëà çîíû.5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ�àññìîòðåíà çàäà÷à î ïàðàìåòðè÷åñêîì âîçáóæ-äåíèè êâàíòîâàííîé ïîëåâîé ìîäû ïîëèõðîìàòè�÷åñêèì êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèì êëàññè÷åñêèì ïî�ëåì. Ïàðàìåòðè÷åñêèå ïðîöåññû ñ ó÷àñòèåì ýëåêòðî�ìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ èìåþò áîëüøîå ïðèêëàäíîåçíà÷åíèå, è èì óäåëÿåòñÿ âíèìàíèå â ëèòåðàòóðå,ñì. [15; 20; 21℄. Ñîãëàñíî [21, ñòð. 303℄, ïîä ïàðàìåò�ðè÷åñêèìè ïðîöåññàìè ñëåäóåò ïîíèìàòü ïðîöåññû ñîáìåíîì ýíåðãèåé ìåæäó êîëåáàòåëüíûìè ñèñòåìà�ìè, êîòîðûé îáóñëîâëåí ñâÿçüþ ÷åðåç íåëèíåéíûéíåäèññèïàòèâíûé ýëåìåíò. Â ðàññìîòðåííîé çàäà÷åñâÿçü ïîëåé � êëàññè÷åñêîãî è êâàíòîâîãî � îñó�ùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç èõ âçàèìîäåéñòâèå ñ äâóõóðîâíå�âûìè àòîìàìè, ïîìåùåííûìè â ðåçîíàòîð. Ïîëÿ èàòîìû îáðàçóþò åäèíóþ êâàíòîâóþ ñèñòåìó, ãàìèëü�òîíèàí êîòîðîé çàâèñèò îò âðåìåíè. Ïðåäïîëàãàåò�ñÿ, ÷òî îí ìîæåò áûòü ïðîìîäåëèðîâàí ãàìèëüòîíè�àíîì ¾îòêðûòîé¿ ÒÊÌ. Â äàííîé ðàáîòå îñîáîå âíè�ìàíèå óäåëåíî ñòàòèñòè÷åñêèì ñâîéñòâàì ñîñòîÿíèéêâàíòîâàííîé ìîäû, îáóñëîâëåííûì ðàññìàòðèâàå�ìûì ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðîöåññîì.�àçâèòà òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïå�ðàòîðà êâàçèýíåðãèè Q çàäà÷è. Â êà÷åñòâå ïàðàìåò�ðà ìàëîñòè Æ âûáðàíî îòíîøåíèå êîíñòàíòû âçàèìî�äåéñòâèÿ ìîäû è àòîìà ê ÷àñòîòå ìîäóëÿöèè àìïëè�òóäû áèãàðìîíè÷åñêîãî êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ. Îïåðà�òîð Q íàéäåí äî òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî Æ âêëþ÷è�òåëüíî. Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ Q èññëåäîâàëàñü

àíàëèòè÷åñêè ñ ïîìîùüþ ëèíåàðèçàöèè è ÷èñëåí�íî, ïóòåì äèàãîíàëèçàöèè åãî ìàòðèöû. ÌàòðèöàQ ñòðîèëàñü â òðåòüåì ïîðÿäêå, à òàêæå òî÷íî (âóñå÷åííîì áàçèñå) ñ ïîìîùüþ íàéäåííîãî ÷èñëåííû�ìè ìåòîäàìè îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè. Íàìè èññëåäî�âàí ïðåäåë ìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà Æ. Ïðîòèâî�ïîëîæíûé ñëó÷àé ìàëûõ ÷àñòîò 
 áîëåå ïðîñò äëÿàíàëèçà è, ïî-âèäèìîìó, íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáîãî èí�òåðåñà, òàê êàê ñâîéñòâà ñæàòèÿ êâàäðàòóð â ýòîìïðåäåëå îòñóòñòâóþò. Âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ïîñòðîåí�íûõ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé îñòàåòñÿ îòêðûòûì.Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî èçó÷àåìûé îïåðàòîð êâàçèýíåð�ãèè îáëàäàåò ñïëîøíûì ñïåêòðîì, à â ýòîì ñëó÷àåðÿä ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî êàê àñèìïòîòè�÷åñêèé è, âîçìîæíî, ðàñõîäÿùèéñÿ.Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè ê ýêâèâàëåíò�íîìó îïåðàòîðó QE (â ¾êîîðäèíàòíîì¿ ïðåäñòàâëå�íèè) âûÿâèëî îñîáåííîñòü çàäà÷è: íàëè÷èå ý��åê�òèâíîãî áàðüåðà, ðàçäåëÿþùåãî öåíòðàëüíóþ è áî�êîâûå ¾ÿìû¿. Òåðìèíîì ¾ÿìû¿ íàçâàíû îáëàñòè èç�ìåíåíèÿ ¾êîîðäèíàòû¿, ãäå ïðèìåíèì îáîáùåííûéãàìèëüòîíèàí ÄÊÌQ1 (30). Ïîëåâàÿ ÷àñòü ñîáñòâåí�íûõ �óíêöèé Q1 èìååò èíòåðåñíûå ñòàòèñòè÷åñêèåñâîéñòâà, à èìåííî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñæàòûå (ïîîäíîé èç êâàäðàòóð) ïîëåâûå ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîéîïòèêè. Ñòåïåíü ñæàòèÿ ìîæíî ðåãóëèðîâàòü, èçìå�íÿÿ ïàðàìåòðû çàäà÷è: àìïëèòóäó è ÷àñòîòó ìîäó�ëÿöèè 
 êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ. Íàëè÷èå áàðüåðà îò�ðàæàåòñÿ íà îñîáåííîñòÿõ ñïåêòðà Q (ý��åêò òóí�íåëèðîâàíèÿ ïðèâîäèò ê âçàèìîäåéñòâèþ ¾ÿì¿, ñíÿ�òèþ âûðîæäåíèÿ êâàçèóðîâíåé, çàìåíå èõ ïåðåñå÷å�íèÿ íà àíòèïåðåñå÷åíèå), à òàêæå íà äèíàìèêå ïà�ðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ êâàíòîâàííîé ïîëåâîéìîäû. Íà÷àëüíûé ýòàï âîçáóæäåíèÿ íîñèò õàðàêòåðïîäáàðüåðíîãî ïåðåõîäà, à ïîòîìó ìàëîâåðîÿòåí. Ñèñ÷åçíîâåíèåì áàðüåðà (ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòóäûêëàññè÷åñêîãî ïîëÿ) ñâÿçàíî îáðàçîâàíèå çîíû ïà�ðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ïëîñêîñòè Æ�. Âðåìåí�íàÿ äèíàìèêà ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîöåññà òðåáóåòîòäåëüíîãî èçó÷åíèÿ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. P. Meystre, M. Sargent III, Elements of quantumoptis, Springer-Verlag Berlin Heidelberg, N.Y. (1998).2. P. Meystre, E. Geneux, A. Quattrapani, and A. Faist,Nuovo Cimento B 25, 21 (1975).3. B. Yurke, W. Shleih, and D. F. Walls, Phys. Rev. A42, 1703 (1990).450
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