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ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÅ ÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÈÅ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈÄÂÓÌÅ�ÍÎÉ Ò�ÅÕÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÎÉÄÂÎßÊÎÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ ÂÊËÞ×ÅÍÈßÌÈÊ�Ó�ÎÂÎÉ ÔÎ�ÌÛÁ. ß. Áàëàãóðîâ *Èíñòèòóò áèîõèìè÷åñêîé �èçèêè èì. Í. Ì. Ýìàíóýëÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê117997, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 25 ìàÿ 2000 ã.�àññìîòðåíà çàäà÷à î ïðîâîäèìîñòè äâóìåðíîé ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèì ðàñïîëîæåíèåì êðóãîâûõâêëþ÷åíèé äâóõ òèïîâ. Ïðåäëîæåí ïîñëåäîâàòåëüíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòè è äðóãèõý��åêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ýòîé ìîäåëè, ïðèìåíèìûé ïðè ïðîèçâîëüíûõ êîíöåíòðàöèÿõ êîìïîíåíò.Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë âíå âêëþ÷åíèé âûðàæåí ÷åðåç äçåòà-�óíêöèþ Âåéåðøòðàññà è åå ïðîèçâîäíûå.Äëÿ íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ, âõîäÿùèõ â îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà, ïîëó÷åíà áåñêîíå÷íàÿñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, èç êîòîðîé ïðè ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ âêëþ÷åíèé ñëåäóåò âèðèàëü-íîå ðàçëîæåíèå äëÿ ïðîâîäèìîñòè. ×èñëåííûé àíàëèç ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äàåò ïðèíöèïèàëüíóþâîçìîæíîñòü èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûå ý��åêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè ìîäåëè (â òîì ÷èñëå êîý��èöèåíòÕîëëà è òåðìîýäñ) âî âñåé îáëàñòè èçìåíåíèÿ âõîäÿùèõ â çàäà÷ó ïàðàìåòðîâ.PACS: 41.20.Cv, 81.90.+
1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÏðè èçó÷åíèè ÿâëåíèé ïåðåíîñà â íåîäíîðîäíûõñðåäàõ îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ äâóõêîìïî�íåíòíûì ñèñòåìàì (êîìïîçèòàì) êàê íàèáîëåå ïðî�ñòûì äëÿ àíàëèçà. Îäíàêî è â ýòîì ñëó÷àå óæå ðåøå�íèå ¾ïðîñòåéøåé¿ çàäà÷è î ïðîâîäèìîñòè (äèýëåê�òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè, òåïëîïðîâîäíîñòè, ñòàöè�îíàðíîé äè��óçèè ò. ï.) íàòàëêèâàåòñÿ íà ïðàêòè÷å�ñêè íåïðåîäîëèìûå ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäíîñòè äëÿíåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì. Ïîýòîìó èìåþùèåñÿ äëÿýëåêòðîïðîâîäíîñòè òàêèõ ñðåä ðåçóëüòàòû ïîëó÷å�íû, â îñíîâíîì, ñ ïîìîùüþ ìîäåëüíûõ è ÷èñëåí�íûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Åùå áîëåå ñëîæíûìè ÿâëÿþòñÿçàäà÷è î òåðìîýëåêòðè÷åñêèõ, ãàëüâàíîìàãíèòíûõ,òåðìîãàëüâàíîìàãíèòíûõ è ò. ï. ñâîéñòâàõ òàêèõ ñè�ñòåì. Òåì íå ìåíåå â èññëåäîâàíèè ýëåêòðî�èçè÷å�ñêèõ õàðàêòåðèñòèê äâóõêîìïîíåíòíûõ ñðåä äîñòèã�íóò îïðåäåëåííûé ïðîãðåññ, îñîáåííî çíà÷èòåëüíûéâ äâóìåðíîì ñëó÷àå.Èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ äâóõêîìïîíåíò�*E-mail: vkashin�deom.
hph.ras.ru

íûõ ñðåä, îòìåòèì ñëåäóþùèå. Ýòî, ïðåæäå âñå�ãî, îïèñàíèå êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïðîâîäèìîñòèñèñòåì ñ �àçîâûì ïåðåõîäîì ìåòàëë�äèýëåêòðèê âðàìêàõ ãèïîòåçû ïîäîáèÿ [1; 2℄. Â äâóìåðíîì ñëó÷àåóñòàíîâëåíû ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ý��åêòèâ�íûå ïðîâîäèìîñòè èñõîäíîé è òàê íàçûâàåìîé âçà�èìíîé ñèñòåì [3; 4℄ (ñì. òàêæå [5℄). Àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå çàäà÷è î ïðîâîäèìîñòè äàíî äëÿ ðÿäà äâó�ìåðíûõ äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèõ ìîäåëåé [6�8℄ ìåòîäà�ìè ÒÔÊÏ. Äëÿ äâóìåðíîé ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîéñèñòåìû ñ êðèòè÷åñêèì ñîñòàâîì íàéäåíû ïðîâîäè�ìîñòü [4℄, ãàëüâàíîìàãíèòíûå [9℄ è òåðìîýëåêòðè÷å�ñêèå [5℄ õàðàêòåðèñòèêè. Íàêîíåö, â äâóìåðíîì ñëó�÷àå óñòàíîâëåí èçîìîð�èçì çàäà÷ î òåðìîýëåêòðè�÷åñêèõ, ãàëüâàíîìàãíèòíûõ è òåðìîãàëüâàíîìàãíèò�íûõ ñâîéñòâàõ ñ çàäà÷åé î ïðîâîäèìîñòè [10; 11℄. Ñî�îòâåòñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ èçîìîð�èçìà [10; 11℄ïîçâîëÿþò ïî èçâåñòíîé ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìî�ñòè íåêîòîðîé äâóìåðíîé ñèñòåìû âû÷èñëèòü ååîñíîâíûå ýëåêòðî�èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè è, òåìñàìûì, äàòü ïîëíîå îïèñàíèå âñåé ñîâîêóïíîñòè ñòà�öèîíàðíûõ ÿâëåíèè ïåðåíîñà â òàêîé ñèñòåìå. �ÿäðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åí è äëÿ òðåõìåðíûõ ñðåä � ñì.,142



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001 Ý��åêòèâíûå ýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè : : :íàïðèìåð, [1; 2; 10; 12�16℄.Èíàÿ ñèòóàöèÿ â èññëåäîâàíèè ìíîãîêîìïîíåíò�íûõ ñðåä, ãîðàçäî áîëåå ðàçíîîáðàçíûõ ïî ñâîèì õà�ðàêòåðèñòèêàì, ÷åì äâóõêîìïîíåíòíûå. Õîòÿ ÷àñòüðåçóëüòàòîâ èç [3�5; 14; 15℄ è äðóãèõ ðàáîò ïåðåíî�ñèòñÿ íà ìíîãîêîìïîíåíòíûå ñèñòåìû, òåì íå ìåíååòåîðèÿ èõ ñâîéñòâ íàõîäèòñÿ â çà÷àòî÷íîì ñîñòîÿ�íèè. Â ýòîì ñëó÷àå îòñóòñòâóþò êàê îáùèå ðåçóëü�òàòû òèïà ñîîòíîøåíèè èçîìîð�èçìà, òàê è ïîñëå�äîâàòåëüíûå ðàñ÷åòû êîíêðåòíûõ ìîäåëåé. Â òî æåâðåìÿ èçó÷åíèå ìíîãîêîìïîíåíòíûõ (â ÷àñòíîñòè,òðåõêîìïîíåíòíûõ) ñèñòåì ïðåäñòàâëÿåò êàê îáùå��èçè÷åñêèé, òàê è ïðèêëàäíîé èíòåðåñ. Åñòåñòâåííîíà÷èíàòü èññëåäîâàíèå òàêèõ îáúåêòîâ ñ ðàññìîòðå�íèÿ áîëåå ïðîñòûõ äëÿ àíàëèçà ïåðèîäè÷åñêèõ ìî�äåëåé.Îïðåäåëåííûé øàã â ýòîì íàïðàâëåíèè ñäåëàí âðàáîòå [17℄, ãäå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïðîâîäèìîñòèäâóìåðíîé òðåõêîìïîíåíòíîé ìîäåëè, ÿâëÿþùåéñÿîáîáùåíèåì ìîäåëè �ýëåÿ [18℄ � èçîòðîïíîé ìàòðè�öû ñ ðåãóëÿðíûì ðàñïîëîæåíèåì (â øàõìàòíîì ïî�ðÿäêå) êðóãîâûõ âêëþ÷åíèé äâóõ òèïîâ, èìåþùèõðàçíûå ðàäèóñû è ðàçëè÷íûå ïðîâîäèìîñòè. Îäíà�êî ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â [17℄, èçíà÷àëüíî ÿâëÿåò�ñÿ ïðèáëèæåííûì è ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêîïðè ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ âêëþ÷åíèé. Íî è â ýòîìñëó÷àå íåëüçÿ óêàçàòü òî÷íóþ ãðàíèöó ïðèìåíèìî�ñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî âèðèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè. Òåì áîëåå ýòîò ïîäõîäíåïðèãîäåí ïðè íåìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷à î ïðîâîäèìîñòè äâó�ìåðíîé òðåõêîìïîíåíòíîé ìîäåëè, ðàññìîòðåííîé â[17℄, ðåøåíà ìåòîäîì ðàáîòû [8℄. Äàíà ïîñëåäîâà�òåëüíàÿ ñõåìà âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèìîñòè è äðóãèõý��åêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ýòîé ìîäåëè, ïðèãîä�íàÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ êîíöåíòðàöèÿõ êîìïîíåíò.Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë çàäà÷è âíå âêëþ÷åíèé âû�ðàæåí, êàê è â [8℄, ÷åðåç äçåòà-�óíêöèþ Âåéåðøòðàñ�ñà [19; 20℄ è åå ïðîèçâîäíûå. Äëÿ íåèçâåñòíûõ êîý���èöèåíòîâ, âõîäÿùèõ â îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ïî�òåíöèàëà, ïîëó÷åíà áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà àëãåáðàè�÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðè ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ âêëþ�÷åíèé ýòà ñèñòåìà ðåøàåòñÿ èòåðàöèÿìè, ÷òî ïîçâî�ëÿåò íàõîäèòü â àíàëèòè÷åñêîì âèäå òî÷íûå âèðè�àëüíûå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ïðîâîäèìîñòè è äðóãèõ âå�ëè÷èí. Ïðè ïðîèçâîëüíûõ êîíöåíòðàöèÿõ ñèñòåìàóðàâíåíèé äëÿ êîý��èöèåíòîâ ìîæåò áûòü ðåøå�íà ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, ÷òî äàåò ïðèíöèïèàëüíóþâîçìîæíîñòü èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûå ý��åêòèâíûåõàðàêòåðèñòèêè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè âî âñåé îá�ëàñòè èçìåíåíèÿ âõîäÿùèõ â çàäà÷ó ïàðàìåòðîâ.Â ðàìêàõ çàäà÷è î ïðîâîäèìîñòè âû÷èñëåíû

òàêæå ïàðöèàëüíûå ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå çíà÷åíèÿíàïðÿæåííîñòè  i ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, íåïîñðåä�ñòâåííî âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå îò ý���åêòèâíîé ýëåêòðîïðîâîäíîñòè �e ïî åå àðãóìåí�òàì � ïðîâîäèìîñòÿì îòäåëüíûõ êîìïîíåíò [14℄ (ñì.òàêæå [8℄). Ýòà ñâÿçü ïîçâîëÿåò èçó÷èòü áîëåå òîí�êèå äåòàëè ïîâåäåíèÿ �e (íàïðèìåð, â îêðåñòíîñòèòî÷êè �àçîâîãî ïåðåõîäà ìåòàëë�äèýëåêòðèê), ÷åìïðè ïðÿìîì âû÷èñëåíèè ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìî�ñòè. Çíàíèå âåëè÷èí  i íåîáõîäèìî, êðîìå òîãî, ïðèðàññìîòðåíèè çàäà÷ î ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèè â ñëà�áîì ìàãíèòíîì ïîëå, î íèçêî÷àñòîòíîé äèýëåêòðè�÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ìåòàëëîýëåêòðèêîâ, î ñòðóê�òóðíûõ �ëóêòóàöèÿõ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêî�ãî ïîëÿ è ïëîòíîñòè òîêà è ò. ä.Êðîìå ïðîâîäèìîñòè â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà�÷à î êîý��èöèåíòå Õîëëà â ñëàáîì ìàãíèòíîì ïî�ëå H. Õîëëîâñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ �ae ý��åêòèâíî�ãî òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè �̂e â ëèíåéíîì ïî H ïðè�áëèæåíèè âûðàæåíà ÷åðåç êîý��èöèåíòû �n è �n,âõîäÿùèå â ïîòåíöèàë çàäà÷è î ïðîâîäèìîñòè ïðèH = 0. ×åðåç òå æå êîý��èöèåíòû âûðàæàåòñÿ èòåðìîýäñ èññëåäóåìîé ìîäåëè â ñëó÷àå ñëàáîé òåð�ìîýëåêòðè÷åñêîé ñâÿçè. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìåæäóðàçëè÷íûìè âåëè÷èíàìè óñòàíîâëåí ðÿä òî÷íûõ ñî�îòíîøåíèé, èñïîëüçîâàíèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò êîí�òðîëèðîâàòü ïðàâèëüíîñòü âû÷èñëåíèé ïðè ÷èñëåí�íîì àíàëèçå ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ êîý��èöèåíòîâ�n è �n.2. ÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎÅ ÏÎËÅ Â Ñ�ÅÄÅÈññëåäóåìàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåð�íóþ èçîòðîïíóþ ìàòðèöó ïðîâîäèìîñòè �1 ñ âêëþ�
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Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

����
����
����
����

����
����
����
����

y
R xahEi a

�èñ. 2. Ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà. Øòðèõîâûå ëèíèè �ýêâèïîòåíöèàëè, ñïëîøíûå ñî ñòðåëêàìè � ëèíèèòîêà÷åíèÿìè êðóãîâîé �îðìû äâóõ òèïîâ, ðàñïîëîæåí�íûõ â øàõìàòíîì ïîðÿäêå (ðèñ. 1). Âêëþ÷åíèÿ ïåð�âîãî òèïà (ðàäèóñà R è ïðîâîäèìîñòè �2) îáðàçóþòêâàäðàòíóþ ðåøåòêó ñ ïåðèîäîì 2a. Âêëþ÷åíèÿ âòî�ðîãî òèïà (ðàäèóñà � è ïðîâîäèìîñòè �3) îáðàçóþòòàêóþ æå ðåøåòêó, ñäâèíóòóþ íà ïîëîâèíó ïåðèîäàïî îñÿì x è y. Òàêèì îáðàçîì, âêëþ÷åíèÿ âòîðîãîòèïà íàõîäÿòñÿ â öåíòðàõ êâàäðàòîâ, îáðàçîâàííûõâêëþ÷åíèÿìè ïåðâîãî òèïà (è íàîáîðîò). Îòìåòèì,÷òî îïèñûâàåìàÿ ìîäåëü îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäëîæåí�íîé â [17℄ òîëüêî ïîâîðîòîì íà 45Æ îñåé êîîðäèíàò.�àññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà ñðåäíÿÿ íàïðÿæåí�íîñòü hEi ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íàïðàâëåíà âäîëüîñè x. Â ýòîì ñëó÷àå íàïðÿæåííîñòü E = E(x; y)êðîìå î÷åâèäíîé ïåðèîäè÷íîñòè,E(x+ 2a; y) = E(x; y + 2a) = E(x; y);îáëàäàåò îïðåäåëåííîé ñèììåòðèåé (ñð. ñ [8℄):Ex(�x; y) = Ex(x;�y) = Ex(x; y);Ey(�x; y) = Ey(x;�y) = �Ey(x; y):Ïðè ýòîì âåðòèêàëüíûå ãðàíèöû ýëåìåíòàðíîéÿ÷åéêè (ðèñ. 2) è ïðÿìàÿ x = 0 ÿâëÿþòñÿ ýêâèïî�òåíöèàëÿìè, íà êîòîðûõ Ey = 0, à ãîðèçîíòàëüíûåè ïðÿìàÿ y = 0 � ëèíèÿìè òîêà, íà êîòîðûõ òàêæåEy = 0.Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë �2(z) âíóòðè âêëþ÷å�íèÿ ïðîâîäèìîñòè �2 (jzj < R) ñ ó÷åòîì ñèììåòðèèýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èìååò âèä�2(z) = 1Xn=0A2n+1z2n+1; z = x+ iy: (1)

Ñîîòâåòñòâåííî âíóòðè âêëþ÷åíèÿ ïðîâîäèìîñòè �3ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = (1 + i)a èìååì (jz � z0j < �)�3(z) = C0 + 1Xn=0C2n+1(z � z0)2n+1: (2)Àíàëîãè÷íûé âèä èìåþò ïîòåíöèàëû âíóòðè âêëþ�÷åíèé ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ (1 � i)a, �(1 + i)a è�(1�i)a, òàêæå ïðèíàäëåæàùèõ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åé�êå, îäíàêî â äàëüíåéøåì îíè íå ïîíàäîáÿòñÿ.Âíå âêëþ÷åíèé êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë �1(z)ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ñóïåðïîçèöèÿ ïîòåíöè�àëîâ äâóõ êâàäðàòíûõ ðåøåòîê [8℄:�1(z) = '0 + �z + 1Xn=0B2n�(2n)(z) ++ 1Xn=0D2n�(2n)(z � z0): (3)Çäåñü �(z) � äçåòà-�óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà [19; 20℄,�(2n)(z) � ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà 2n îò �(z). Â (3)'0 � êîíñòàíòà, ëèíåéíûé ïî z ÷ëåí ïðîèñõîäèò îòâíåøíåãî îäíîðîäíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñëàãàå�ìûå ñ n = 0 îòâå÷àþò ïîëþ îò íàâåäåííûõ äèïîëü�íûõ ìîìåíòîâ, ÷ëåíû ñ n � 1 � îò âûñøèõ ìóëüòè�ïîëåé. Ïîñòîÿííûå '0, �, B2n è D2n â (3), à òàêæåA2n+1, C0 è C2n+1 â (1) è (2) ïðè âûáðàííîì íàïðàâ�ëåíèè hEi âåùåñòâåííû. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ñâîé�ñòâà �óíêöèé Âåéåðøòðàññà [19; 20℄, ìîæíî óáåäèòü�ñÿ, ÷òî ïîòåíöèàë (3) óäîâëåòâîðÿåò óïîìÿíóòûìâûøå óñëîâèÿì íà ãðàíèöàõ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè èíà åå îñÿõ ñèììåòðèè. Îòìåòèì, ÷òî âåùåñòâåííûéýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë '(r) äàåòñÿ äåéñòâèòåëü�íîé ÷àñòüþ �(z): '(r) = Re�(z);à ïðîèçâîäíàÿ îò �óíêöèè �(z) ñâÿçàíà ñ ñîñòàâëÿ�þùèìè íàïðÿæåííîñòè E ñëåäóþùèì îáðàçîì:�0(z) = �Ex + iEy:Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé êâàäðàòíîé ðåøåòêè ñ ïî�ëóïåðèîäàìè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ! = a è!0 = ia (òàê íàçûâàåìûé ëåìíèñêàòè÷åñêèé ñëó÷àé)èìååì [19; 20℄ �(z + 2a) = �(z) + �2a;�(z + 2ia) = �(z)� i �2a; (4)g2 = 1a4 �K � 1p2 ��4 ; g3 = 0; (5)144



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001 Ý��åêòèâíûå ýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè : : :ãäå g2 è g3 � èíâàðèàíòû �óíêöèè Âåéåðøòðàññà,K(1=p2 ) = 1:85407 : : : � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èí�òåãðàë ïåðâîãî ðîäà K(k) ñ ìîäóëåì k = 1=p2.Ýëåêòðè÷åñêèå ïîòåíöèàëû 'i(r) = Re�i(z) (ãäåi = 1; 2; 3) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îáû÷íûì ãðà�íè÷íûì óñëîâèÿì (ñì. ñëåäóþùèé ðàçäåë), èç êî�òîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ âõîäÿùèå â âûðàæåíèÿ (1)�(3)êîý��èöèåíòû. Ïðè ýòîé ïðîöåäóðå äëÿ �óíêöèè�(z) èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êèz = 0 [20℄: �(z) = 1z � 1Xk=2 
k2k � 1z2k�1; (6)ãäå 
2 = g220 ; 
4 = 13 
22;
6 = 23 � 13 
32; 
8 = 53 � 13 � 17 
42; : : : (7)Â ëåìíèñêàòè÷åñêîì ñëó÷àå âñå êîý��èöèåíòû 
kñ íå÷åòíûìè èíäåêñàìè ðàâíû íóëþ. Âåëè÷èíû 
2kóäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ [20℄
2k = 3(4k + 1)(2k � 3) k�1Xm=1 
2m
2k�2m; k � 2; (8)êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèòü êîý���èöèåíòû 
2k ïî ìåðå ðîñòà èíäåêñà k.Êðîìå (6) íèæå ïîíàäîáèòñÿ åùå è ðàçëîæåíèå�óíêöèè �(z) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = z0 [20℄:�(z) = �(z0)� 1Xk=2 dk2k � 1(z � z0)2k�1; (9)ãäå �(z0) = (1� i) �4a; z0 = (1 + i)a; (10)d2 = �g24 ; d4 = 15 d22;d6 = 275 d32; d8 = 1325 d42; : : : (11)Êîý��èöèåíòû dk ñ íå÷åòíûìè èíäåêñàìè ðàâíûíóëþ. Äëÿ âåëè÷èí d2k òàêæå ìîæåò áûòü óñòàíîâ�ëåíî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå:d2k = 3(2k � 1)(4k � 3) �� k�1Xm=1 d2md2k�2m; k � 2: (12)

�àâåíñòâî (12) ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå ðàçëîæå�íèÿ (9) â äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå [19; 20℄2}00(z) = 12}2(z)� g2;ãäå }(z) = �� 0(z) � ýëëèïòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ Âåé�åðøòðàññà. Ñâÿçü êîý��èöèåíòîâ d2k ñ âåëè÷èíàìè
2k èç (6)�(8) óñòàíîâëåíà â ðàçä. 8 � ñì. �îðìó�ëó (99).Ñèòóàöèÿ, êîãäà ñðåäíÿÿ íàïðÿæåííîñòü hEiýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íàïðàâëåíà âäîëü îñè y, ðàñ�ñìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Âåëè÷èíû, îò�íîñÿùèåñÿ ê ýòîìó ñëó÷àþ, áóäåì ñíàáæàòü ñâåðõó÷åðòî÷êîé. Äëÿ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ â îáëà�ñòÿõ ñ ïðîâîäèìîñòÿìè �1, �2 è �3 èìååì ñîîòâåò�ñòâåííî�1(z) = '0 � i(�z � 1Xn=0B2n�(2n)(z) �� 1Xn=0D2n�(2n)(z�z0)) ; (13)�2(z) = �i 1Xn=0A2n+1z2n+1; (14)�3(z) = C0 � i 1Xn=0C2n+1(z � z0)2n+1 (15)ñ òåìè æå, ÷òî è â (1)�(3), îáîçíà÷åíèÿìè. Âåëè÷èíû'0, �, B2n, D2n, A2n+1, C0, C2n+1 âåùåñòâåííû.3. ��ÀÍÈ×ÍÛÅ ÓÑËÎÂÈßÍà ãðàíèöå âêëþ÷åíèÿ ïåðâîãî òèïà (ïðîâîäèìî�ñòè �2) ïðè r = R äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ îáû÷íûåóñëîâèÿ: '1 = '2;�'1�r = h2 �'2�r ; h2 = �2�1 : (16)Ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë '1(r) = Re�1(z) â îêðåñò�íîñòè ýòîãî âêëþ÷åíèÿ ïðåäñòàâèì, èñïîëüçóÿ äëÿ�(z) ðàçëîæåíèå (6), à äëÿ �(z � z0) � ðàçëîæåíèå,ñëåäóþùåå èç (9):�(z � z0) = ��(z0)� 1Xk=2 dk2k � 1z2k�1: (17)Äëÿ ïðîèçâîäíîé �(2n)(z) èñïîëüçóåì �îðìóëó (À.2)èç [8℄, à äëÿ �(2n)(z � z0) èç (17) èìååì�(2n)(z � z0) = ��(z0)Æn0 �� 1Xm=0 (2n+ 2m)!(2m+ 1)! dn+m+1z2m+1: (18)10 ÆÝÒÔ, âûï. 1 145



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001Ïîäñòàâèâ ðàçëîæåíèÿ äëÿ �(2n)(z) è �(2n)(z � z0)â (3), ïîëîæèâ z = r exp(i�) è îòäåëèâ äåéñòâè�òåëüíóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ '1(r) âîêðåñòíîñòè âêëþ÷åíèÿ ïåðâîãî òèïà. Ïîòåíöèàë'2(r) = Re�2(z) ëåãêî íàõîäèòñÿ èç (1).Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå äëÿ '1(r) è '2(r) âûðàæå�íèÿ, èç (16) ñõîäíûì ñ ïðåäëîæåííûì â [8℄ ñïîñîáîìíàéäåìA2n+1 = 21� h2 (2n)!R4n+2B2n; '0 = �4aD0; (19)B2n + 1� h21 + h2 1Xm=0 (2n+ 2m)!(2n)!(2n+ 1)! ��R4n+2 (B2m
n+m+1 +D2mdn+m+1) == 1� h21 + h2�R2Æn0: (20)Â îêðåñòíîñòè âêëþ÷åíèÿ âòîðîãî òèïà (ïðîâîäèìî�ñòè �3) äëÿ �(z) è �(z � z0) èñïîëüçóåì àíàëîãè÷�íûå ðàçëîæåíèÿ âáëèçè òî÷êè z = z0 è ïîëàãàåìz�z0 = r0 exp(i�0). Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè r0 = �:'1 = '3;�'1�r0 = h3 �'3�r0 ; h3 = �3�1 ; (21)ïîëó÷àåì '0 + �a+B0 �4a = C0; (22)C2n+1 = 21� h3 (2n)!�4n+2 D2n; (23)D2n + 1� h31 + h3 1Xm=0 (2n+ 2m)!(2n)!(2n+ 1)! �� �4n+2(B2mdn+m+1 +D2m
n+m+1) == 1� h31 + h3��2Æn0: (24)Ââåäåì âìåñòî B2n è D2n ¾ïåðåìåííûå¿ �n è �nñîãëàñíîB2n = � R2n+2Æ2p(2n)!(2n+ 1)! �n; Æ2 = 1� h21 + h2 ; (25)D2n = � �2n+2Æ3p(2n)!(2n+ 1)! �n; Æ3 = 1� h31 + h3 : (26)Òîãäà óðàâíåíèÿ (20) è (24) ïðèìóò âèä�n + 1Xm=0(Mnm�m + Pnm�m) = Æn0; (27)

�n + 1Xm=0(Qnm�m +Nnm�m) = Æn0: (28)ÇäåñüMnm = GnmR2(n+m+1)
n+m+1Æ2;Pnm = GnmR2n�2m+2dn+m+1Æ3;Qnm = Gnm�2nR2m+2dn+m+1Æ2;Nnm = Gnm�2(n+m+1)
n+m+1Æ3;Gnm = (2n+ 2m)!p(2n)!(2n+ 1)!(2m)!(2m+ 1)! : (29)
Ìàòðèöû M̂ è N̂ ñèììåòðè÷íû (Mnm = Mmn,Nnm = Nmn), à P̂ è Q̂ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåìPnmR2Æ2 = Qmn�2Æ3: (30)Êàê îòìå÷àëîñü, êîý��èöèåíòû 
k è dk ñ íå÷åòíûìèèíäåêñàìè ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó ìàòðè÷íûå ýëåìåí�òûMnm, Pnm, Qnm è Nnm îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî âòîì ñëó÷àå, êîãäà èíäåêñû n è m èìåþò ðàçëè÷íóþ÷åòíîñòü. Êîý��èöèåíòû A2n+1 è C2n+1 âûðàæàþò�ñÿ ÷åðåç �n è �n ñëåäóþùèì îáðàçîì:A2n+1 = 2�1 + h2 1R2n 1p2n+ 1 �n; (31)C2n+1 = 2�1 + h3 1�2n 1p2n+ 1 �n: (32)Åñëè ââåñòè ñòîëáöûxn =  �n�n ! ; 1 =  11 ! ; (33)òî ñèñòåìó óðàâíåíèé (27), (28) ìîæíî çàïèñàòü âáîëåå êîìïàêòíîì (¾âåêòîðíîì¿) âèäå:xn + 1Xm=0 Ŝnmxm = 1 � Æn0; (34)ãäå Ŝnm =  Mnm PnmQnm Nnm ! : (35)�åøàÿ óðàâíåíèå (34) èòåðàöèÿìè � ðàçëîæåíèåìïî ñòåïåíÿì ìàòðèöû Ŝnm, � íàéäåì �îðìàëüíîåðåøåíèå:xn = (Æn0 � Ŝn0 +Xm ŜnmŜm0 �Xlm ŜnlŜlmŜm0++ Xklm ŜnkŜklŜlmŜm0 � : : :) � 1: (36)146



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001 Ý��åêòèâíûå ýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè : : :Îòñþäà ïðè n = 0 ñëåäóåòx0 = (1 +Xm Ŝ0mŜm0++ Xklm Ŝ0kŜklŜlmŜm0 + : : :) � 1: (37)Â (37) ó÷òåíî, ÷òî Ŝnm îòëè÷íà îò íóëÿ, åñëè n è mèìåþò ðàçëè÷íóþ ÷åòíîñòü.Ôîðìóëû (1)�(3) è (25)�(37) ñîâìåñòíî ñ âûðà�æåíèåì äëÿ ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ Ux èç (43) äàþòòî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è îá îòûñêàíèè ýëåêòðè÷åñêî�ãî ïîòåíöèàëà â ñðåäå.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â ñëó÷àå, êîãäà ïîëå hEiíàïðàâëåíî âäîëü îñè y, íàõîäèì'0 = D0 �4a; '0 + �a+B0 �4a = C0;A2n+1 = 2�1 + h2 1R2n 1p2n+ 1 �n;C2n+1 = 2�1 + h3 1�2n 1p2n+ 1 �n;B2n = � R2n+2Æ2p(2n)!(2n+ 1)! �n;D2n = � �2n+2Æ3p(2n)!(2n+ 1)! �n:
(38)

Âåëè÷èíû �n è �n óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé�n � 1Xm=0 �Mnm�m + Pnm�m� = Æn0;�n � 1Xm=0 �Qnm�m +Nnm�m� = Æn0 (39)ñ òåìè æå, ÷òî è â (27)�(29), ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòà�ìè Mnm, Pnm, Qnm è Nnm. Ñèñòåìà (39) â ¾âåêòîð�íîé¿ �îðìå èìååò âèäxn � 1Xm=0 Ŝnmxm = 1 � Æn0 (40)ñ ìàòðèöåé Ŝnm èç (35).Èç (40) äëÿ xn ñëåäóåò ðàçëîæåíèå òèïà (36) ñçàìåíîé Ŝnm ! �Ŝnm, òàê ÷òî�n = (�1)n�n; �n = (�1)n�n (41)è, â ÷àñòíîñòè, �0 = �0 è �0 = �0. Ñîîòâåòñòâåííî èçñðàâíåíèÿ (38) ñ (25), (26) è (31), (32) ñ ó÷åòîì (41)íàõîäèì (ïðè � = �)B2n = (�1)nB2n; D2n = (�1)nD2n;A2n+1 = (�1)nA2n+1; C2n+1 = (�1)nC2n+1: (42)

4. ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÀß Ï�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÜÂû÷èñëÿÿ ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà�(z) ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ Ux íà ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åé�êå è ïîëíûé òîê Ix ÷åðåç íåå â íàïðàâëåíèè îñè x,àíàëîãè÷íî [8℄ ïîëó÷àåìUx = �2a h� + (B0 +D0) �4a2 i ; (43)Ix = �2�1a h� � (B0 +D0) �4a2 i : (44)Äëÿ ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè �e = Ix=Ux èç (43),(44) íàõîäèì�e = �1 � � (B0 +D0)�=4a2� + (B0 +D0)�=4a2 : (45)Ïîäñòàâèâ â (45) â ñîãëàñèè ñ (25), (26)B0 = �0�R2Æ2; D0 = �0��2Æ3;äëÿ áåçðàçìåðíîé ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòèf = �e=�1 ïîëó÷àåìf = 1� �0p2Æ2 � �0p3Æ31 + �0p2Æ2 + �0p3Æ3 ; (46)ãäå p2 = �R2=(2a)2 è p3 = ��2=(2a)2 � êîíöåíòðàöèèñîîòâåòñòâåííî âòîðîé è òðåòüåé êîìïîíåíò. Íåòðóä�íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî æå âûðàæåíèå äëÿ f ïîëó÷à�åòñÿ è â ñëó÷àå, êîãäà ïîëå hEi íàïðàâëåíî âäîëüîñè y. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ý��åêòèâíîéïðîâîäèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè äîñòàòî÷íîíàéòè âåëè÷èíû �0 è �0.Ïðè ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ âêëþ÷åíèé (ò. å. ïðèR � a, � � a) êîý��èöèåíòû �n è �n ìîãóò áûòüíàéäåíû èç (36), (37) â âèäå âèðèàëüíûõ ðÿäîâ.Îãðàíè÷èâàÿñü ââèäó ãðîìîçäêîñòè ñîîòâåòñòâóþ�ùèõ ðàçëîæåíèé íèçøèì ïðèáëèæåíèåì, èç (37) ïî�ëó÷àåì x0 = n1 + Ŝ01Ŝ10 + : : :o � 1;îòêóäà�0 = 1 + 13 �R8
22Æ22 +R6�2
2d2Æ2Æ3 ++ R2�6d22Æ2Æ3 + �8
2d2Æ23�+ : : : ;�0 = 1 + 13 �R8
2d2Æ22 +R6�2d2Æ2Æ3 ++ R2�6
2d2Æ2Æ3 + �8
22Æ23�+ : : : (47)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç (36) ñëåäóåòx1 = f�S10 + : : : g � 1;îòêóäà147 10*
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2Æ2 +R2�2d2Æ3�+ : : : ;�1 = � 1p3 �R2�2d2Æ2 + �4
2Æ3�+ : : : (48)Ïðè íåìàëûõ R è � âåëè÷èíû �n è �n (n = 0; 1; 2; : : : )ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ðåøå�íèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (27), (28).Â äâóìåðíîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèåâçàèìíîñòè [3; 4℄, êîòîðîå ñâÿçûâàåò ý��åêòèâíûåýëåêòðîïðîâîäíîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû (ñ ëîêàëüíîéïðîâîäèìîñòüþ �(r)) è òàê íàçûâàåìîé âçàèìíîé ñè�ñòåìû (ñ ëîêàëüíîé ïðîâîäèìîñòüþ �2=�(r)):�e (f�(r)g)�e �f�2=�(r)g� = �2:Çäåñü � � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ÿâëÿþùàÿñÿ ïàðà�ìåòðîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåò�ðèè [5℄. Ñîîòíîøåíèå âçàèìíîñòè â òàêîé �îðìåñïðàâåäëèâî äëÿ èçîòðîïíûõ äâóìåðíûõ ñèñòåì ñïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòüþ �(r) îò êîîðäèíàò. Â÷àñòíîñòè, äëÿN -êîìïîíåíòíîãî êîìïîçèòà îíî ïðè�íèìàåò âèä�e(�1; �2; : : : ; �N )�e ��2�1 ; �2�2 ; : : : ; �2�N � = �2: (49)Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà � �àêòè÷åñêè íåñó�ùåñòâåííî, òàê êàê äëÿ áåçðàçìåðíîé ý��åêòèâíîéïðîâîäèìîñòè f , îïðåäåëåííîé ñîãëàñíî�e(�1; �2; : : : ; �N ) = �1f(�2=�1; : : : ; �N=�1);îí èç ñîîòíîøåíèÿ âçàèìíîñòè âûïàäàåò:f(h2; : : : ; hN )f(1=h2; : : : ; 1=hN) = 1;hi = �i=�1: (50)Çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîä ê âçàèìíîé ñèñòåìå(h2 ! 1=h2, h3 ! 1=h3; : : : ) ýêâèâàëåíòåí çàìåíàìÆ2 ! �Æ2, Æ3 ! �Æ3; : : : ; ãäå Æi = (1 � hi)=(1 + hi).Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé òðåõêîìïîíåíòíîé ìîäåëèìàòðèöà Ŝnm èç (35) ïðè ýòîì ìåíÿåò çíàê, àâåëè÷èíû �0 è �0 îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, òàê ÷òî,êàê ñëåäóåò èç (46), f ïåðåõîäèò â 1=f è ñîîòíî�øåíèå âçàèìíîñòè (50) (ïðè N = 3) âûïîëíÿåòñÿàâòîìàòè÷åñêè.5. ÏÀ�ÖÈÀËÜÍÛÅ ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÛÅÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈÑ ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòüþ �e êîìïîçèòàíåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ïàðöèàëüíûå ñðåäíåêâàä-

ðàòè÷íûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ [8; 14℄:  i = he2i(i) = ��e��i ;e(r) = E(r)=jhEij; (51)ãäå h: : : i(i) � èíòåãðàë ïî îáúåìó (ïëîùàäè â äâó�ìåðíîì ñëó÷àå) i-é êîìïîíåíòû, äåëåííûé íà îáú�åì V îáðàçöà. Èç èçâåñòíîãî òîæäåñòâà hj � Ei == hji � hEi = �e(hEi)2 [4; 14℄ äëÿ N -êîìïîíåíòíîéñðåäû ñëåäóåò ñîîòíîøåíèåNXi=1 hi i = f (52)ñ  i èç (51) è hi èç (50). Îòñþäà äëÿ òðåõêîìïîíåíò�íîé ñèñòåìû íàõîäèì 1 = f � h2 2 � h3 3; (53)òàê ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè íåò íåîáõîäè�ìîñòè âû÷èñëÿòü âåëè÷èíó  1 ïðÿìûì ðàñ÷åòîì ñïîìîùüþ (51).Èñïîëüçóÿ ïîòåíöèàëû (1) è (2), íàõîäèì i = 4(1 + hi)2 piJi�2 ; i = 2; 3; (54)J2 = 1Xn=0 �2n; J3 = 1Xn=0 �2n; (55)� = 1+ �0p2Æ2 + �0p3Æ3: (56)Ñîãëàñíî (51), â äàííîì ñëó÷àå äîëæíû âûïîëíÿòü�ñÿ ðàâåíñòâà  2 = �f�h2 ;  3 = �f�h3 : (57)Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, èñïîëüçóÿ �îðìóëû (46)�(48),÷òî ñîîòíîøåíèÿ (57) ñ òî÷íîñòüþ äî R8 è �8 âêëþ�÷èòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ. Îäíàêî ñïðàâåäëèâîñòü ðà�âåíñòâ (57) äëÿ äàííîé ìîäåëè ìîæåò áûòü äîêàçàíàïðÿìûì ðàñ÷åòîì è ïðè ïðîèçâîëüíûõ R è �.Äè��åðåíöèðîâàíèå (46) ïî h2 äàåò�f�h2 = 4(1 + h2)2 �� ���0 + ��0�Æ2 Æ2� p2 + ��0�Æ2 p3Æ3���2: (58)Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâîãî ðàâåíñòâà (57) ñ  2 èç(54) è �f=�h2 èç (58) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíî�øåíèå ��0�Æ2 p2Æ2 + ��0�Æ2 p3Æ3 = p2(J2 � �0) (59)148



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001 Ý��åêòèâíûå ýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè : : :ñ J2 èç (55).Çàïèøåì ðàâåíñòâî (36) â âèäå(xn)� =X� ��1 + Ŝ��1���n0 ; (60)ãäå (xn)1 = �n; (xn)2 = �n;�Ŝ�11nm =Mnm; �Ŝ�12nm = Pnm;�Ŝ�21nm = Qnm; �Ŝ�22nm = Nnm:Äè��åðåíöèðóÿ (60) (ïðè � = 1 è n = 0) ïî Æ2,íàéäåì��0�Æ2 Æ2 = �X� ��1 + Ŝ��1 V̂ �1 + Ŝ��1�1�00 (61)è àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ (��0=�Æ2)Æ2. Â (61)ìàòðèöà V̂ èìååò âèäV̂nm =  Mnm 0Qnm 0 ! : (62)Èñïîëüçîâàíèå ñèììåòðèè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâMnm, Nnm è ðàâåíñòâà (30) ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòüñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:��1 + Ŝ��1�110n = ��1 + Ŝ��1�11n0 ;��1 + Ŝ��1�120n = p3Æ3p2Æ2 ��1 + Ŝ��1�21n0 ;��1 + Ŝ��1�210n = p2Æ2p3Æ3 ��1 + Ŝ��1�12n0 ;��1 + Ŝ��1�220n = ��1 + Ŝ��1�22n0 : (63)
Ñ ó÷åòîì (63), îïðåäåëåíèÿ �n èç (60) è ðàâåíñòâà(30) âûðàæåíèå (61) ïðèíèìàåò âèä��0�Æ2 Æ2 = �Xnm (��1 + Ŝ��1�11n0Mnm++ ��1 + Ŝ��1�21n0 Pmn) �m: (64)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäèì��0�Æ2 Æ2 = �p2Æ2p3Æ3 Xnm (��1 + Ŝ��1�12n0Mnm++ ��1 + Ŝ��1�22n0 Pmn) �m; (65)

òàê ÷òî ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèé �n è �n èç (60) èìååì��0�Æ2 p2Æ2 + ��0�Æ2 p3Æ3 == �p2Xnm f�nMnm + �nPmng �m: (66)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óìíîæèâ (27) íà �n è ïðîñóììè�ðîâàâ ïî âñåì n, ïîëó÷èìJ2 = �0 �Xnm (�nMnm + �nPmn)�m: (67)Ïîäñòàíîâêà (66) è (67) â ñîîòíîøåíèå (59) ïðåâðà�ùàåò åãî â òîæäåñòâî. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óñòà�íàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ äàííîé ìîäåëè âòî�ðîãî ðàâåíñòâà (57).Êàê îòìå÷àëîñü âî Ââåäåíèè, çíàíèå âåëè÷èí  iïîçâîëÿåò áîëåå äåòàëüíî èçó÷èòü çàâèñèìîñòü ý���åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè �e îò åå àðãóìåíòîâ. Êðî�ìå òîãî, ïðîèçâîäíûå ��e=��i =  i âîçíèêàþò, íà�ïðèìåð, ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ î ìàãíèòîñîïðîòèâ�ëåíèè â ñëàáîì ìàãíèòíîì ïîëå è î íèçêî÷àñòîò�íîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ìåòàëëîýëåê�òðèêîâ, à òàêæå ïðè âû÷èñëåíèè ñòðóêòóðíûõ �ëóê�òóàöèé íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ï ïëîò�íîñòè òîêà. Ïðè îïðåäåëåííîì ñîîòíîøåíèè ìåæäóïàðàìåòðàìè �óíêöèè  i ïîÿâëÿþòñÿ è â çàäà÷å îòåðìîýäñ (ñì. ðàçä. 7).6. ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒ ÕÎËËÀÝ��åêòèâíûé êîý��èöèåíò Õîëëà Re â ñëàáîììàãíèòíîì ïîëå H âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íåäèàãîíàëü�íóþ (õîëëîâñêóþ) ñîñòàâëÿþùóþ �ae òåíçîðà �̂e ñëå�äóþùèì îáðàçîì: Re = 1H �ae�2e :Ñîãëàñíî [14℄, äëÿ âåëè÷èíû �ae â ëèíåéíîì ïî Hïðèáëèæåíèè èìååò ìåñòî îáùåå âûðàæåíèå�ae = h�a[E(x) �E(y)℄zihE(x)x ihE(y)y i ; (68)ñïðàâåäëèâîå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåîäíîðîäíûõñðåä � êàê äâóìåðíûõ, òàê è òðåõìåðíûõ. Â (68)h: : : i � ñðåäíåå ïî îáúåìó (ïëîùàäè â äâóìåðíîìñëó÷àå) îáðàçöà V , E(�) = E(�)(r) � íàïðÿæåí�íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñðåäå â îòñóòñòâèåìàãíèòíîãî ïîëÿ, ãäå èíäåêñ � îçíà÷àåò, ÷òîñðåäíåå çíà÷åíèå hE(�)i íàïðàâëåíî âäîëü îñè �;÷åðåç [: : : ℄z îáîçíà÷åíà z-ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðíîãîïðîèçâåäåíèÿ.149



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001Äëÿ N -êîìïîíåíòíîé ñðåäû âûðàæåíèå (68) ïðè�íèìàåò âèä �ae = NXi=1 �ai'i; (69)'i = hE(x)x E(y)y �E(x)y E(y)x i(i)hE(x)x ihE(y)y i ; (70)ãäå h: : : i(i) � òî æå, ÷òî è â (51). Êàê ïîêàçàíî â [14℄,äëÿ âåëè÷èí E(�)(r) è E(�)(r) ñïðàâåäëèâî òîæäå�ñòâî hE(�) �E(�)i = hE(�)i � hE(�)i;èç êîòîðîãî â ñëó÷àå N -êîìïîíåíòíîé ñèñòåìû äëÿ�óíêöèé 'i ñëåäóåò ¾ïðàâèëî ñóìì¿NXi=1 'i = 1: (71)Äëÿ òðåõêîìïîíåíòíîé ñðåäû, èñêëþ÷àÿ '1 ñ ïîìî�ùüþ (71), èç (69) íàõîäèì�ae = �a1 + (�a2 � �a1)'2 + (�a3 � �a1)'3: (72)Â äâóìåðíîì ñëó÷àå èìååòñÿ åùå îäíî òîæäå�ñòâî � äëÿ ïëîòíîñòåé òîêà j(�)(r) è j(�)(r) [14℄:h[j(�) � j(�)℄zi = hhj(�)i � hj(�)iiz ;îòêóäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå âåëè÷è�íû 'i ñ ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòüþ �e:NXi=1 �2i 'i = �2e : (73)Äëÿ òðåõêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû èç (73) ïîñëå èñêëþ�÷åíèþ '1 ñ ïîìîùüþ (71) ïîëó÷àåì1� (1� h22)'2 � (1� h23)'3 = f2: (74)�àâåíñòâî (74) ïîçâîëÿåò â äâóìåðíîì ñëó÷àå îãðà�íè÷èòüñÿ âû÷èñëåíèåì òîëüêî îäíîé èç �óíêöèé 'i,íàïðèìåð, '2.Îïðåäåëÿÿ èç (1), (2) è (14), (15) íàïðÿæåííîñòèE(x), E(y) è âû÷èñëÿÿ âõîäÿùèå â îïðåäåëåíèÿ '2 è'3 èíòåãðàëû, ïîëó÷èì äëÿ 'i âûðàæåíèÿ âèäà (54)ñ çàìåíîé J2 è J3 íà I2 è I3, ãäåI2 = 1Xn=0 �n�n = 1Xn=0(�1)n�2n;I3 = 1Xn=0 �n�n = 1Xn=0(�1)n�2n: (75)

Â (75) ó÷òåíû ðàâåíñòâà (41). Çàìåòèì, ÷òî ïîäñòà�íîâêà âûðàæåíèé äëÿ '2 è '3 â (74) ïðèâîäèò ê ðà�âåíñòâó I2p2Æ2 + I3p3Æ3 = �0p2Æ2 + �0p3Æ3; (76)êîòîðîå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ êîíòðîëÿ ïðà�âèëüíîñòè âû÷èñëåíèé ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ñè�ñòåìû óðàâíåíèé (27), (28).Ïîêàæåì, ÷òî âåëè÷èíû I2 è I3 èç (75) óäîâëåòâî�ðÿþò ñîîòíîøåíèþ (76). Óìíîæèì (27) íà �n, ïåðâîåóðàâíåíèå (39) � íà �n, ñëîæèì è ïðîñóììèðóåì ïîâñåì n. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èìI2 = �0 + 12Xnm [(�1)m � (�1)n℄Pnm�n�m: (77)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàéäåìI3 = �0 � 12Xnm [(�1)m � (�1)n℄Qmn�n�m: (78)Ïîäñòàíîâêà (77) è (78) â (76) îáðàùàåò ïîñëåäíåå âòîæäåñòâî â ñèëó ðàâåíñòâà (30).7. ÒÅ�ÌÎÝÄÑÑîãëàñíî [15℄, ý��åêòèâíûé êîý��èöèåíò òåð�ìîýäñ �e â ñëó÷àå ñëàáîé òåðìîýëåêòðè÷åñêîé ñâÿ�çè (T��2=� � 1, ãäå � � òåïëîïðîâîäíîñòü) äàåòñÿâûðàæåíèåì �e = h�jGihji � hGi ; (79)ñïðàâåäëèâûì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èçîòðîïíûõ ñðåä.Â (79) j = �(r)E � ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà,G = �rT � ¾íàïðÿæåííîñòü¿ òåìïåðàòóðíîãî ïî�ëÿ, T � òåìïåðàòóðà. Äëÿ N -êîìïîíåíòíîé ñèñòåìûèç (79) ñëåäóåò �e = NXi=1 �i	i; (80)ãäå 	i = hj �Gi(i)hji � hGi = �i�e hE �Gi(i)hEi � hGi : (81)Çäåñü h: : : i(i) � òî æå, ÷òî è â (51), (70).Äëÿ âåëè÷èí j è G ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâîhj � Gi = hji � hGi, îòêóäà äëÿ �óíêöèé 	i ñëåäóåò¾ïðàâèëî ñóìì¿ NXi=1 	i = 1: (82)Äëÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà òåïëà q = �(r)G, óäîâëåòâî�ðÿþùåé óðàâíåíèþ divq = 0, è äëÿ íàïðÿæåííîñòè150



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001 Ý��åêòèâíûå ýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè : : :E òàêæå èìååò ìåñòî òîæäåñòâî hq � Ei = hqi � hEi,ïðè÷åì hqi = �ehGi, ãäå �e � ý��åêòèâíàÿ òåïëî�ïðîâîäíîñòü. Èç ýòîãî òîæäåñòâà ñëåäóåò öåïî÷êàðàâåíñòâ�ehEi � hGi = hq � Ei = NXi=1 �ihE �Gi(i) == NXi=1 �i�i hj �Gi(i);îòêóäà ïîëó÷àåì åùå îäíî ñîîòíîøåíèå,NXi=1 �i�i	i = �e�e ; (83)ñâÿçûâàþùåå âåëè÷èíû 	i ñ ý��åêòèâíûìè ïðîâî�äèìîñòüþ è òåïëîïðîâîäíîñòüþ ñðåäû.Äëÿ òðåõêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû èç (80) ïîñëå èñ�êëþ÷åíèÿ 	1 ñ ïîìîùüþ (82) íàõîäèì�e = �1 + (�2 � �1)	2 + (�3 � �1)	3: (84)Èç (83) ïîñëå òîé æå ïðîöåäóðû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî��1�1��2�2�	2+��1�1��3�3�	3 = �1�1��e�e ; (85)êîòîðîå ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü èç (84) 	3 èëè 	2.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîé ñðåäû (ïðè	3 = 0) èç (84), (85) äëÿ �e ñëåäóåò âûðàæåíèå,ïîëó÷åííîå â [10℄.Çàäà÷è î òåïëîïðîâîäíîñòè è ýëåêòðîïðîâîäíî�ñòè â îòñóòñòâèå òåðìîýëåêòðè÷åñêèõ ý��åêòîâ ïå�ðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè ïåðåñòàíîâêå � � �. Ïî�ýòîìó ðåçóëüòàòû ðàçä. 2�4 ïåðåíîñÿòñÿ íà çàäà÷ó îòåïëîïðîâîäíîñòè çàìåíàìè �i ! �i, �e ! �e; âåëè�÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó ñëó÷àþ, áóäåì îòìå÷àòüäâîéíîé ÷åðòîé.Âû÷èñëÿÿ áèëèíåéíûå õàðàêòåðèñòèêè hE �Gi(i)(ïðè i = 2; 3) ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîòåíöèàëîâ (1), (2)è ñîîòâåòñòâóþùèõ ¾òåìïåðàòóðíûõ ïîòåíöèàëîâ¿,íàéäåì	i = �i�e 4(1+h�i)(1+h�i) piJ i���� ; i = 2; 3; (86)ãäå J2 = 1Xn=0 �n�n; J3 = 1Xn=0 �n�n: (87)Â (86) h�i = �i=�1, h�i = �i=�1, �� � òî æå, ÷òî è â(56), à âûðàæåíèå äëÿ �� ñëåäóåò èç �� ïðè çàìå�íàõ �i ! �i. Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè çàêîíàÂèäåìàíà�Ôðàíöà�1�1 = �2�2 = �3�3

èìååì h�i = h�i; �� = �� ; J i = Ji:Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ 	i èç (86), (87) ïîëó÷àåì	i = (�i=�e) iñ  i èç (54)�(56).Ïîäñòàíîâêà â ñîîòíîøåíèå (85) âåëè÷èí 	2 è 	3èç (86), �e = �1f ñ f èç (46) è àíàëîãè÷íîãî âûðà�æåíèÿ äëÿ �e ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó(Æ�2 � Æ�2)p2J2 + (Æ�3 � Æ�3)p3J3 == p2 ��0Æ�2 � �0Æ�2�+ p3 ��0Æ�3 � �0Æ�3� : (88)Çäåñü Æ�i = 1� h�i1 + h�i ; Æ�i = 1� h�i1 + h�i :Óìíîæèì óðàâíåíèå (27) íà �nÆ�2, ñîîòâåòñòâóþùååóðàâíåíèå äëÿ �n � íà �nÆ�2, âû÷òåì äðóã èç äðóãàè ïðîñóììèðóåì ïî âñåì n. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì(Æ�2 � Æ�2)J2 == �Xnm �PnmÆ�2�n�m � PnmÆ�2�n�m�++ �0Æ�2 � �0Æ�2:Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàéäåì(Æ�3�Æ�3)J3 =Xnm �QmnÆ�3�n�m�QmnÆ�3�n�m�++ �0Æ�3 � �0Æ�3:Ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé äëÿ J2 è J3 âðàâåíñòâî (88) ïðåâðàùàåò åãî â òîæäåñòâî. Òàêèìîáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (85) óäîâëåòâîðÿåòñÿ íàéäåí�íûì â ðàáîòå ðåøåíèåì çàäà÷è î ïðîâîäèìîñòè. Ïðè÷èñëåííîì àíàëèçå ñèñòåìû óðàâíåíèé (27), (28) ðà�âåíñòâî (85) òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿêîíòðîëÿ ïðàâèëüíîñòè âû÷èñëåíèé.8. Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ ÑËÓ×ÀÈÂ çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ÷åòûðå ÷àñòíûõ ñëó�÷àÿ, êîãäà íåêîòîðûå ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ìî�äåëè èìåþò êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ èëè îíè ñâÿçàíûêàêèìè-òî ñîîòíîøåíèÿìè.1. Â ïðåäåëå �! 0 ìîäåëü ñòàíîâèòñÿ äâóõêîìïî�íåíòíîé. Ïðè ýòîì Pnm = Qnm = Nnm = 0, òàê ÷òî�n = Æn0, D2n = 0 è âûðàæåíèÿ (1), (3), (27), (46)151



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001è äð. ïåðåõîäÿò â ñîîòâåòñòâóþùèå �îðìóëû ðàáî�òû [8℄. Îòëè÷èå â âèäå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ Mnmñâÿçàíî ñ ðàçëè÷íûì îïðåäåëåíèåì âåëè÷èí �n.2. Ïðè Æ3 ! 0 ìîäåëü òàêæå ñòàíîâèòñÿ äâóõ�êîìïîíåíòíîé, îäíàêî âêëþ÷åíèÿ âòîðîãî òèïà �îð�ìàëüíî ñîõðàíÿþòñÿ (� 6= 0), õîòÿ èõ ñâîéñòâà íå îò�ëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ ïåðâîé êîìïîíåíòû (�3 = �1).Â ýòîì ñëó÷àå èìååì Pnm = Nnm = 0, òàê ÷òî óðàâ�íåíèå (27) ïåðåõîäèò â ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâåíñòâîèç [8℄, à èç (28) íàõîäèì�n = Æn0 � 1Xm=0Qnm�m:Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (32) (ïðè h3 = 1) ñó÷åòîì ÿâíîãî âèäà Qnm èç (29) è îïðåäåëåíèÿ (25)äàåòC2n+1 = �Æn0 � 1Xm=0B2m (2n+ 2m)!(2n+ 1)! dn+m+1: (89)Êàê ñëåäóåò èç (26), êîý��èöèåíòû D2n = 0 ïðèÆ3 = 0. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàçëîæåíèå êîì�ïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà (3) (ïðè D2n = 0) â îêðåñòíî�ñòè òî÷êè z = z0 (ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (9)) è âûðà�æåíèå (2) ñ C2n+1 èç (89) ñîâïàäàþò. Ý��åêòèâíàÿïðîâîäèìîñòü (45), (46), êàê è â ïðåäûäóùåì ïðå�äåëüíîì ñëó÷àå, ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé �îð�ìóëîé èç [8℄ ñ � = 1=�0.3. Â áîëåå ñëîæíîì ñëó÷àå � ! R, �3 ! �2 ðàñ�ñìàòðèâàåìàÿ òðåõêîìïîíåíòíàÿ ìîäåëü ïåðåõîäèòâ äâóõêîìïîíåíòíóþ, îòëè÷àþùóþñÿ îò èññëåäîâàí�íîé â [8℄ òîëüêî ïåðèîäîì ðåøåòêè (2~a = p2 a âìåñòî2a) � ñì. ðèñ. 1 ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè, ïîâåðíóòû�ìè íà 45Æ. Ïîêàæåì, ÷òî â òàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàòíàéäåííîå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåøåíèå â ïðåäåëå�! R, Æ3 ! Æ2 ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì â [8℄.Ïðè � = R è Æ3 = Æ2 èìååì Nnm = Mnm èQnm = Pnm. Â ýòîì ñëó÷àå, âû÷èòàÿ (28) èç (27), äëÿ¾ïåðåìåííîé¿ �n � �n ïîëó÷èì îäíîðîäíóþ ñèñòåìóóðàâíåíèé ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ äåòåðìèíàíòîì. Êàêèçâåñòíî, òàêàÿ ñèñòåìà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøå�íèå, òàê ÷òî �n = �n, (ïðè ýòîì D2n = B2n), ãäå �nóäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ�n + 1Xm=0(Mnm + Pnm)�m = Æn0: (90)Íàïðàâèì hEi ïî äèàãîíàëè êâàäðàíòà; ñîîòâåòñòâó�

þùèé êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ~�1(z) äàåòñÿ ñóïåð�ïîçèöèåé âûðàæåíèé (3) è (13) ïðè � = �:~�1(z) = 1p2 ��1(z)��1(z)� = �zei�=4 ++ 1Xn=0 1�i(�1)np2 B2n n�(2n)(z)+�(2n)(z�z0)o : (91)Çäåñü ó÷òåíû ðàâåíñòâà D2n = B2n è B2n = (�1)n��B2n � ñì. (42); íåñóùåñòâåííûå äëÿ äàëüíåéøåãîêîíñòàíòû '0 è '0 îïóùåíû. Äàëåå, èñïîëüçóÿ �îð�ìóëó ñëîæåíèÿ è ñîîòíîøåíèå îäíîðîäíîñòè äëÿ äçå�òà-�óíêöèè Âåéåðøòðàññà [19; 20℄, à òàêæå î÷åâèä�íûå ðàâåíñòâà}(z0) = 0; }0(z0) = 0; �(iz) = �i�(z);}(iz) = �}(z); }0(iz) = i}0(z);ñïðàâåäëèâûå â ðàññìàòðèâàåìîì ëåìíèñêàòè÷å�ñêîì ñëó÷àå, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî�(z) + �(z � z0) = ��(z0) + ei�=4~�(~z);~z = zei�=4: (92)Çäåñü �(z) è �(z � z0) � äçåòà-�óíêöèè ñ ïîëóïåðè�îäàìè a è ia, à ~�(~z) � ñ ïîëóïåðèîäàìè ~a = a=p2 èi~a = ia=p2. Ïåðåéäÿ â (91) ê ïåðåìåííîé ~z, ñ ó÷åòîì(92) ïîëó÷èì~�1(~z) = �~z+ei�=4 1Xn=0 in 1�i(�1)np2 B2n~�(2n)(~z): (93)Â (93) òàêæå îïóùåíà íåñóùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà.Çàìåòèì, ÷òî ðàçëîæåíèå ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé(92) ïî ñòåïåíÿì z è ~z ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (6) è (17)ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ
2n + d2n = (�1)n~
2n; (94)ãäå ~
2n îòëè÷àåòñÿ îò 
2n çàìåíîé a ! ~a = a=p2.(Â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà (94) ïðè n = 1; 2; 3; : : :ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, èñïîëüçóÿ âûðà�æåíèÿ äëÿ 
2n è d2n èç (7) è (11).) Ñ ó÷åòîì (94)óðàâíåíèå (90) ïðèíèìàåò âèä�n + 1Xm=0(�1)(n+m+1)=2 ~Mnm�m = Æn0; (95)ãäå ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ~Mnm îòëè÷àåòñÿ îò Mnm èç(29) òîëüêî çàìåíîé 
n+m+1 ! ~
n+m+1, ò. å. ~Mnmîòíîñèòñÿ ê êâàäðàòíîé ðåøåòêå ñ ïîëóïåðèîäîì~a = a=p2.152



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 1, 2001 Ý��åêòèâíûå ýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè : : :Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ââåäåíèå ¾ïåðåìåííûõ¿ ~�nñîãëàñíî �4k = ~�4k, �4k+1 = �~�4k+1, �4k+2 = �~�4k+2,�4k+3 = ~�4k+3, ãäå k = 0; 1; 2; : : : , ïðèâîäèò ñèñòåìóóðàâíåíèé (95) ê âèäó~�n + 1Xm=0 ~Mnm~�m = Æn0: (96)Ïðè ýòîì äëÿ ïîòåíöèàëà (93) ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëü�íîå âûðàæåíèå~�1(~z) = �~z + 1Xn=0 ~B2n~�(2n)(~z): (97)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ ñ öåíòðîì âòî÷êå z = 0 ïðè � = R è h3 = h2 íàõîäèì~�2(~z) = 1p2 ��2(z)��2(z)� = 1Xn=0 ~A2n+1~z2n+1: (98)Òî÷íî òàêîé æå âèä (ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñäâèãîìïî ~z) ïðèíèìàåò ïðè � = R, h3 = h2 è ïîòåíöèàë~�3(~z). Â âûðàæåíèÿõ (97) è (98) êîý��èöèåíòû ~B2nè ~A2n+1 ñâÿçàíû ñ âåëè÷èíàìè ~�n èç (96) òàêèìè æåïî �îðìå ñîîòíîøåíèÿìè, ÷òî è B2n, A2n+1 ñ �n �ñì. (25) è (31).Òàêèì îáðàçîì, ïðè � = R è �3 = �2 êîìïëåêñ�íûé ïîòåíöèàë â ñèñòåìå êîîðäèíàò (~x; ~y), ïîâåð�íóòîé íà 45Æ îòíîñèòåëüíî (x; y), ïðèíèìàåò òîòæå âèä, ÷òî è äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîé ìîäåëè, ðàñ�ñìîòðåííîé â [8℄, íî äëÿ ðåøåòêè ñ ïîëóïåðèîäîì~a = a=p2.Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (94) ïîçâîëÿåò âûðà�çèòü êîý��èöèåíò d2n ÷åðåç 
2n. Êàê ñëåäóåò èç(5)�(8), 
2n / (
2)n / 1=a4n. Ïîýòîìó ~
2n=
2n == (a=~a)4n = 4n, è èç (94) ïîëó÷àåìd2n = [(�4)n � 1℄ 
2n: (99)Ýòî ðàâåíñòâî äàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü âåëè÷è�íû d2n ïî èçâåñòíûì êîý��èöèåíòàì 
2n.4. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå � = R, Æ3 = �Æ2 (ò. å.h3 = 1=h2 èëè �2�3 = �21) èìååì Nnm = �Mnm,Pnm = �Qnm, òàê ÷òîŜnm =  Mnm �QnmQnm �Mnm ! :Òàêóþ æå ñòðóêòóðó èìåþò âñå íå÷åòíûå ñòåïåíèŜ. Ïîýòîìó èç (36) ñëåäóåò, ÷òî �2k+1 = ��2k+1. Âñå÷åòíûå ñòåïåíè Ŝ òàêæå èìåþò îäèíàêîâóþ ñòðóêòó�ðó (îòëè÷íóþ îò íå÷åòíûõ ñòåïåíåé Ŝ) òàêóþ, ÷òî�2k = �2k. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè � = R è Æ3 = �Æ2

èìååì �n = (�1)n�n. Â ÷àñòíîñòè, �0 = �0, òàê ÷òîèç (46) ñëåäóåò f = 1 èëè �e = �1. Ýòî æå çàêëþ�÷åíèå ñäåëàíî â [17℄ íà îñíîâå ïðèáëèæåííîãî âûðà�æåíèÿ äëÿ ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè (äèýëåêòðè�÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè).Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ðàâåíñòâî f = 1èìååò ìåñòî ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ�0R2Æ2 + �0�2Æ3 = 0:Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ìåíÿòü íåêîòîðûå ý��åêòèâ�íûå õàðàêòåðèñòèêè (êîý��èöèåíò Õîëëà, òåðìîýäñè ò. ï.) òàêîé ñèñòåìû, îñòàâëÿÿ íåèçìåííîé åå ïðî�âîäèìîñòü. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. A. L. Efros and B. I. Shklovskii, Phys. Stat. Sol. (b)76, 475 (1976).2. J. P. Straley, J. Phys. C 9, 783 (1976).3. J. B. Keller, J. Math. Phys. 5, 548 (1964).4. À. Ì. Äûõíå, ÆÝÒÔ 59, 110 (1970).5. Á. ß. Áàëàãóðîâ, ÆÝÒÔ 81, 665 (1981).6. Þ. Ï. Åìåö, Ýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîì�ïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ñ ðåãóëÿðíîé ñòðóêòó�ðîé, Íàóêîâà äóìêà, Êèåâ (1986).7. Á. ß. Áàëàãóðîâ, ÆÝÒÔ 79, 1561 (1980).8. Á. ß. Áàëàãóðîâ, Â. À. Êàøèí, ÆÝÒÔ 117, 978(2000).9. À. Ì. Äûõíå, ÆÝÒÔ 59, 641 (1970).10. Á. ß. Áàëàãóðîâ, ÆÝÒÔ 85, 568 (1983).11. Á. ß. Áàëàãóðîâ, ÔÒÒ 28, 2068 (1986).12. Á. È. Øêëîâñêèé, ÆÝÒÔ 72, 288 (1977).13. D. J. Bergman and D. Stround, Phys. Rev. B 32, 6097(1985).14. Á. ß. Áàëàãóðîâ, ÆÝÒÔ 93, 1888 (1987).15. Á. ß. Áàëàãóðîâ, ÔÒÏ 21, 1978 (1987).16. Á. ß. Áàëàãóðîâ, ÔÒÒ 30, 3501 (1988).17. Þ. Ï. Åìåö, ÆÝÒÔ 114, 1121 (1998).18. Lord Rayleigh, Phil. Mag. 34, 481 (1892).19. �. Áåéòìåí, À. Ýðäåéè, Âûñøèå òðàíñöåíäåíòíûå�óíêöèè, ò. 3, Íàóêà, Ìîñêâà (1967).20. Ñïðàâî÷íèê ïî ñïåöèàëüíûì �óíêöèÿì, ïîä. ðåä.Ì. Àáðàìîâèöà, È. Ñòèãàí, Íàóêà, Ìîñêâà (1979).153


