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ÊÎËËÀÏÑ ÂÈÕ�ÅÂÛÕ ËÈÍÈÉ Â �ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈÊÅÅ. À. Êóçíåöîâ *, Â. Ï. �óáàí**Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè èì. Ë. Ä. Ëàíäàó �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê117334, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 18 ìàÿ 2000 ã.Ïðåäëîæåí íîâûé ìåõàíèçì êîëëàïñà â ãèäðîäèíàìèêå, ñâÿçàííûé ñ ¾îïðîêèäûâàíèåì¿ âèõðåâûõ ëè-íèé. Â ðåçóëüòàòå êîëëàïñà ïðîèñõîäèò �îðìèðîâàíèå òî÷å÷íûõ îñîáåííîñòåé ïîëÿ çàâèõðåííîñòè �ðîòîðà îáîáùåííîãî èìïóëüñà. Â òî÷êå êîëëàïñà âåëè÷èíà çàâèõðåííîñòè j
j ðàñòåò êàê (t0 � t)�1, à ååïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè t! t0 ïðèáëèæàåòñÿ ê êâàçèäâóìåðíîìó: âäîëü ¾ìÿãêîãî¿ íàïðàâ-ëåíèÿ ïðîèñõîäèò ñæàòèå ïî çàêîíó l1 / (t0 � t)3=2, à ïî äâóì äðóãèì � ¾æåñòêèì¿ � íàïðàâëåíèÿì �êàê l2 / (t0� t)1=2. Ïîêàçàíî, ÷òî äàííûé ñöåíàðèé êîëëàïñà èìååò ìåñòî â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿäëÿ òðåõìåðíîé èíòåãðèðóåìîé ãèäðîäèíàìèêè ñ ãàìèëüòîíèàíîì H = R j
jdr.PACS: 47.15.Ki, 47.32.C1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÏðîáëåìà êîëëàïñà â ãèäðîäèíàìèêå èäåàëüíîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè êàê ïðîöåññà îáðàçîâàíèÿîñîáåííîñòè çà êîíå÷íîå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èçöåíòðàëüíûõ â òåîðèè ðàçâèòîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîéòóðáóëåíòíîñòè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îñîáåííîñòèñòåïåííîãî òèïà ïðîäóöèðóþò â êîðîòêîâîëíîâîé îá�ëàñòè ñòåïåííûå õâîñòû â ñïåêòðå òóðáóëåíòíîñòèè ïîýòîìó êîëëàïñû âàæíû ñ òî÷êè çðåíèÿ êîëìîãî�ðîâñêèõ ñïåêòðîâ [1℄. Êëàññè÷åñêèå ïðèìåðû òàêèõñïåêòðîâ � ñïåêòð Ôèëëèïñà [2℄ äëÿ âåòðîâîãî âîë�íåíèÿ è ñïåêòð Êàäîìöåâà�Ïåòâèàøâèëè àêóñòè÷å�ñêîé òóðáóëåíòíîñòè [3℄. Â ïåðâîì ñëó÷àå â êà÷åñòâåîñîáåííîñòåé âûñòóïàþò ¾áàðàøêè¿ � çàîñòðåíèÿïîâåðõíîñòè, à âî âòîðîì ñëó÷àå � ñêà÷êè ïëîòíî�ñòè (óäàðíûå âîëíû).Âîïðîñ î êîëëàïñå â ãèäðîäèíàìèêå ñòîèò äàâíî.Íàïðèìåð, Ñà�ìàí â 1981 ã. [4℄ ðàññìàòðèâàë ýòóïðîáëåìó êàê îäíó èç öåíòðàëüíûõ â ãèäðîäèíàìè�êå (ñì. òàêæå ñòàòüè [6℄ è ññûëêè òàì), õîòÿ, êàê íàìêàæåòñÿ, åùå Ë. Ô. �è÷àðäñîí è À. Í. Êîëìîãîðîâäîëæíû áûëè ïîíèìàòü âàæíîñòü ýòîé ïðîáëåìû.Íåñìîòðÿ íà ñòîëü äîëãóþ èñòîðèþ ýòîãî âîïðîñà,çíà÷èòåëüíîãî ïîíèìàíèÿ ïðèðîäû êîëëàïñà â ãèä�ðîäèíàìèêå äî ñèõ ïîð íåò, õîòÿ íà ñåãîäíÿøíèé ìî�ìåíò èìååòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî ÷èñëåííûõ ýêñïåðè�*E-mail: kuznetso�itp.a.ru**E-mail: ruban�itp.a.ru

ìåíòîâ, ñâèäåòåëüñòâóþùèõ â ïîëüçó åãî ñóùåñòâî�âàíèÿ (î ÷åì åùå ðå÷ü ïîéäåò íèæå). ×òî êàñàåòñÿòåîðèè, òî çäåñü ñóùåñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ íåò, êàêíåò è åäèíîãî ìíåíèÿ î ñàìîì ïðåäìåòå � êîëëàïñåâ íåñæèìàåìîé ãèäðîäèíàìèêå: âûñêàçûâàþòñÿ ñî�îáðàæåíèÿ î òîì, ÷òî êîëëàïñ âîîáùå íåâîçìîæåí(ñì., íàïðèìåð, ðàçä. 7.8 êíèãè [5℄ è ññûëêè òàì).Â òåîðèè åäèíñòâåííîå, íà íàø âçãëÿä, èñêëþ÷åíèåïðåäñòàâëÿåò ðàáîòà Çàõàðîâà 1988 ã. [7℄ (áîëåå ïî�äðîáíàÿ ïóáëèêàöèÿ ïîÿâèëàñü â 1999 ã. [8℄), â êî�òîðîé ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíàÿ òåîðèÿ êîëëàïñàäâóõ àíòèïàðàëëåëüíûõ âèõðåâûõ íèòåé êîíå÷íîé,íî ìàëîé òîëùèíû â êâàçèäâóìåðíîì ïðèáëèæåíèè,êîãäà òå÷åíèå â îñíîâíîì äâóìåðíî, à çàâèñèìîñòüâäîëü òðåòüåé êîîðäèíàòû ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííîé (îáýòîì ñì. òàêæå [9℄).Çíà÷èòåëüíûå äîñòèæåíèÿ ïî êîëëàïñó â ãèä�ðîäèíàìèêå îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâà�íèþ óðàâíåíèé Ýéëåðà. Äîñòàòî÷íî ìíîãî ÷èñëåí�íûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñâèäåòåëüñòâóþò â ïîëüçó òîãî,÷òî âåëè÷èíà çàâèõðåííîñòè j
j îáðàùàåòñÿ â áåñ�êîíå÷íîñòü â îòäåëüíûõ òî÷êàõ çà êîíå÷íîå âðåìÿ.Èç ðàáîò [10�13℄ ñëåäóåò, ÷òî j
j ðàñòåò â òî÷êåêîëëàïñà êàê (t0 � t)�1, ãäå t0 � âðåìÿ êîëëàïñà.Ïðè ýòîì ñîãëàñíî [10; 13℄ ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñ�øòàá êîëëàïñèðóþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîêðàùàåò�ñÿ êàê (t0 � t)1=2. Â ïîñëåäíåé ðàáîòå Êåððà [14℄ñîîáùàåòñÿ îá àíèçîòðîïèè êîëëàïñèðóþùåé îáëà�ñòè. Îáðàáîòêà ÷èñëåííûõ äàííûõ äàëà äâà ìàñøòà�893



Å. À. Êóçíåöîâ, Â. Ï. �óáàí ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000áà, îäèí èç êîòîðûõ ñîêðàùàåòñÿ êîðíåâûì îáðà�çîì: l1 / (t0 � t)1=2, à äðóãîé óìåíüøàåòñÿ ëèíåé�íî ñî âðåìåíåì: l2 / t0 � t. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òîâ áîëüøèíñòâå èçâåñòíûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâíà÷àëüíîå òå÷åíèå îáëàäàëî îïðåäåëåííîé ñèììåò�ðèåé ëèáî áûëî áëèçêî ê ñèììåòðè÷íîìó, âñëåäñòâèå÷åãî ïîÿâëÿëîñü íåñêîëüêî îñîáåííîñòåé. Òàê, íà�ïðèìåð, â [10℄ ðàññìàòðèâàëàñü ýâîëþöèÿ äâóõ àíòè�ïàðàëëåëüíûõ âèõðåâûõ òðóáîê, êîãäà êîëëàïñ îáÿ�çàí íåóñòîé÷èâîñòè Êðîó [15℄, âåäóùåé íà íåëèíåé�íîé ñòàäèè óæå ïðè ó÷åòå âÿçêîñòè ê ïåðåñîåäèíå�íèþ âèõðåâûõ ëèíèé. Êàê ñëåäñòâèå ýòîãî êîëëàïñíàáëþäàëñÿ â äâóõ ñèììåòðè÷íûõ òî÷êàõ.Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì íîâûé ìåõàíèçìîáðàçîâàíèÿ êîëëàïñà, ñâÿçàííûé ñ ¾îïðîêèäûâàíè�åì¿ íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âèõðåâûõ ëèíèé.Âàæíî, ÷òî ýòîò ìåõàíèçì íå ñâÿçàí íè ñ êàêîé ñèì�ìåòðèåé íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, à ñàì êîëëàïñâîçìîæåí â îäíîé îòäåëüíîé òî÷êå. Ïî-âèäèìîìó,èìåííî òàêîé ðåæèì íàáëþäàëñÿ â ÷èñëåííîì ñ÷å�òå [16℄. Äàííûé ìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèÿ êîëëàïñàïîëíîñòüþ óêëàäûâàåòñÿ â êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ êà�òàñòðî� [17℄. Êîëëàïñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîöåññîáðàçîâàíèÿ êàóñòèêè äëÿ ñîëåíîèäàëüíîãî âåêòîð�íîãî ïîëÿ, êàêîâûì ÿâëÿåòñÿ çàâèõðåííîñòü. Ïî�íÿòü, êàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò êîëëàïñ íåïîñðåä�ñòâåííî â ýéëåðîâîì îïèñàíèè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñü�ìà ñëîæíûì. Ýòî ñâÿçàíî, âî-ïåðâûõ, ñ íàëè÷èåìñêðûòîé ñèììåòðèè â óðàâíåíèÿõ Ýéëåðà � ñèììåò�ðèè ëàãðàíæåâà âèäà ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ëàãðàíæåâûõìàðêåðîâ (relabeling symmetry) (ïîäðîáíåå îá ýòîìñì. îáçîðû [18; 19℄). Ýòà ñèììåòðèÿ ïîðîæäàåò ñî�õðàíÿþùóþñÿ â êàæäîé ëàãðàíæåâîé òî÷êå âåêòîð�íóþ âåëè÷èíó � èíâàðèàíò Êîøè, êîòîðûé âûðàæà�åòñÿ ÷åðåç ðîòîð ñêîðîñòè è ìàòðèöó ßêîáè îòîáðà�æåíèÿ îò ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ ê ëàãðàíæåâûì, èïî ýòîé ïðè÷èíå ñèëüíî íåëîêàëåí â òåðìèíàõ ñêî�ðîñòè æèäêîñòè. Èíâàðèàíò Êîøè, ñ îäíîé ñòîðî�íû, èçâåñòåí êàê èíâàðèàíò, õàðàêòåðèçóþùèé ñâîé�ñòâî âìîðîæåííîñòè âèõðåâûõ ëèíèé â æèäêîñòü, ñäðóãîé, âñå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ çàâèõðåííîñòè:òåîðåìà Êåëüâèíà, èíâàðèàíò Ýðòåëÿ, òîïîëîãè÷å�ñêèé èíâàðèàíò Õîï�à, õàðàêòåðèçóþùèé çàóçëåí�íîñòü òå÷åíèÿ, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ýòîãîèíâàðèàíòà. Âìîðîæåííîñòü âèõðåâûõ ëèíèé îçíà�÷àåò, ÷òî æèäêèå ÷àñòèöû ïðèêëååíû ê äàííîé âè�õðåâîé ëèíèè è íèêîãäà åå íå ïîêèäàþò. �àçðóøåíèåâìîðîæåííîñòè âîçìîæíî òîëüêî çà ñ÷åò âÿçêîñòè,ò. å. âíå ðàìîê èäåàëüíîé ãèäðîäèíàìèêè. Ïîýòîìóñëåäóþùèì åñòåñòâåííûì øàãîì â îïèñàíèè âèõðå�âîãî äâèæåíèÿ ñòàëî ââåäåíèå ñìåøàííîãî ëàãðàí�æåâî-ýéëåðîâà îïèñàíèÿ, êîãäà îñíîâíûì îáúåêòîì

âûñòóïàåò âèõðåâàÿ ëèíèÿ [20; 21℄. Êàæäàÿ âèõðå�âàÿ ëèíèÿ íóìåðóåòñÿ ñâîèì (äâóìåðíûì) ëàãðàí�æåâûì ìàðêåðîì, à òðåòüÿ êîîðäèíàòà ñëóæèò ïàðà�ìåòðîì, çàäàþùèì êðèâóþ. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå, íà�çâàííîå íàìè ïðåäñòàâëåíèåì âèõðåâûõ ëèíèé, ÿâ�ëÿåòñÿ êëþ÷åâûì äëÿ îïèñàíèÿ êîëëàïñà â ãèäðîäè�íàìèêå êàê ïðîöåññà �îðìèðîâàíèÿ êàóñòèêè áåçäè�âåðãåíòíîãî ïîëÿ ðîòîðà ñêîðîñòè.Ïëàí ñòàòüè ñëåäóþùèé. Â ðàçä. 2 ââîäèòñÿïðåäñòàâëåíèå âèõðåâûõ ëèíèé è ðàçúÿñíÿåòñÿ åãîñìûñë. �àçäåë 3 ïîñâÿùåí òðåõìåðíîé èíòåãðèðóå�ìîé ãèäðîäèíàìèêå, ââåäåííîé íàìè â ðàáîòå [20℄.Åå ãàìèëüòîíèàí íåîáû÷åí � âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìî�äóëü j
j: H = Z j
jdr: (1)Äàííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíà ñ ïî�ìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ âèõðåâûõ ëèíèé è ìåòîäàîáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Â ïðåäñòàâëåíèè âèõðå�âûõ ëèíèé ãàìèëüòîíèàí (1) ðàñïàäàåòñÿ íà ñóì�ìó ãàìèëüòîíèàíîâ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ âèõðå�âûõ ëèíèé. Äèíàìèêà êàæäîé âèõðåâîé ëèíèè îïè�ñûâàåòñÿ òî÷íî èíòåãðèðóåìûì îäíîìåðíûì óðàâíå�íèåì Ëàíäàó�Ëè�øèöà äëÿ ãåéçåíáåðãîâñêîãî �åð�ðîìàãíåòèêà èëè åãî êàëèáðîâî÷íî-ýêâèâàëåíòíûìàíàëîãîì � íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà.Èíòåãðèðóåìàÿ ãèäðîäèíàìèêà, òàêèì îáðàçîì, åñòüãèäðîäèíàìèêà ñâîáîäíûõ âèõðåâûõ íèòåé. Êàê äëÿãèäðîäèíàìèêè ñâîáîäíûõ ÷àñòèö � ãèäðîäèíàìèêèñ íóëåâûì äàâëåíèåì (ñì., íàïðèìåð, [22℄), òàê è äëÿäëÿ èíòåãðèðóåìîé ãèäðîäèíàìèêè òèïè÷íûì ÿâëÿ�åòñÿ âîçíèêíîâåíèå îñîáåííîñòè òèïà êàóñòèêè. Äëÿãèäðîäèíàìèêè ñ íóëåâûì äàâëåíèåì ïëîòíîñòü âêàóñòèêå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Ïëîòíîñòü,îäíàêî, � ñêàëÿðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà â îòëè÷èå îòáåçäèâåðãåíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ 
. Ïîñëåäíåå îá�ñòîÿòåëüñòâî íàêëàäûâàåò îïðåäåëåííûå îãðàíè÷å�íèÿ íà ñòðóêòóðó ïîëÿ âáëèçè îñîáåííîñòè. Êàê ïî�êàçàíî â ðàçä. 4, ñòðóêòóðà îñîáåííîñòè ñèëüíî àíè�çîòðîïíà, ïðèîáðåòàåò áëèíîîáðàçíóþ �îðìó. Ïðî�ñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå âáëèçè òî÷êè êîëëàï�ñà ïðè t ! t0 ïðèáëèæàåòñÿ ê êâàçèäâóìåðíîìó:âäîëü ¾ìÿãêîãî¿ íàïðàâëåíèÿ ñæàòèå ïðîèñõîäèò ïîçàêîíó l1 / (t0 � t)3=2, à ïî äâóì äðóãèì � ¾æåñò�êèì¿ � íàïðàâëåíèÿì êàê l2 / (t0 � t)1=2. Â òî÷�êå êîëëàïñà çàâèõðåííîñòü ëåæèò â ïëîñêîñòè ¾áëè�íà¿, à åå âåëè÷èíà j
j ðàñòåò êàê (t0 � t)�1. Ýòîïîâåäåíèå ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæå�íèÿ. Â âûðîæäåííîì ñëó÷àå, ÷åìó ïîñâÿùåí ïîñëåä�íèé ðàçäåë ñòàòüè, ðàññìîòðåí êîëëàïñ òîïîëîãè÷å�ñêè íåòðèâèàëüíîãî îñåñèììåòðè÷íîãî ðàñïðåäåëå�894



ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000 Êîëëàïñ âèõðåâûõ ëèíèé â ãèäðîäèíàìèêåíèÿ çàâèõðåííîñòè � òàê íàçûâàåìîãî îòîáðàæåíèÿÕîï�à, êîãäà ëþáûå äâå âèõðåâûå ëèíèè çàöåïëå�íû îäèí ðàç. Â ýòîì ñëó÷àå â òî÷êå êîëëàïñà äâàñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ßêîáè îáðàùàþòñÿâ íóëü, âñëåäñòâèå ÷åãî çàâèõðåííîñòü â òî÷êå êîë�ëàïñà, îêàçûâàåòñÿ, èìååò áîëåå ñèëüíóþ ñèíãóëÿð�íîñòü: j
j / (t0 � t)�2. Çàêëþ÷åíèå ïîñâÿùåíî îáñó�æäåíèþ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî íàáëþäåíèþêîëëàïñà äëÿ ãèäðîäèíàìèêè Ýéëåðà è èõ ñîîòâåò�ñòâèþ òåîðèè, ïðåäñòàâëåííîé â äàííîé ðàáîòå.2. Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÂÈÕ�ÅÂÛÕ ËÈÍÈÉ�àññìîòðèì óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òè�ïà �
�t = rot �rotÆHÆ
 �
� ; (2)ãäå Hf
g � ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû, 
(r; t) == rotp(r; t)� ïîëå îáîáùåííîé çàâèõðåííîñòè, ïðåä�ñòàâëÿþùåå ñîáîé ðîòîð êàíîíè÷åñêîãî èìïóëüñà p.Âåêòîðíîå ïîëå v = rot(ÆH=Æ
) (3)åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ñêîðîñòü æèäêîñòè. Ïî îïðå�äåëåíèþ, div v = 0, ò. å. ìû èìååì äåëî ñ íåñæèìàå�ìîé ñðåäîé. Åñëè ãàìèëüòîíèàí ñîâïàäàåò ñ êèíåòè�÷åñêîé ýíåðãèåé æèäêîñòè,H = Z p22 dr = ZZ 
(r1) �
(r2)8�jr1 � r2j dr1dr2;òî âûðàæåíèå (3) çàäàåò îáû÷íîå ñîîòíîøåíèå
 = rotv ìåæäó ñêîðîñòüþ v è çàâèõðåííîñòüþ 
,à óðàâíåíèå (2) ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå Ýéëåðàäëÿ çàâèõðåííîñòè 
:�
�t = rot[v �
℄; divv = 0:Âàæíûì ñâîéñòâîì óðàâíåíèé (2) ÿâëÿåòñÿ âìîðî�æåííîñòü âèõðÿ â æèäêîñòü, ñîãëàñíî ÷åìó âñå ëà�ãðàíæåâû ÷àñòèöû ïðè t > 0 îñòàþòñÿ íà ñâî�åé ñîáñòâåííîé âèõðåâîé ëèíèè. Ïîýòîìó åñòåñòâåí�íûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ââåäåíèå ñìåøàííîãî ëàãðàí�æåâî-ýéëåðîâà îïèñàíèÿ â òåðìèíàõ âèõðåâûõ ëè�íèé, êîãäà êàæäàÿ âèõðåâàÿ ëèíèÿ íóìåðóåòñÿ ñâî�èì (äâóìåðíûì) ëàãðàíæåâûì ìàðêåðîì �, ïðèíàä�ëåæàùèì íåêîòîðîìó äâóìåðíîìó ìíîãîîáðàçèþN ,à ïàðàìåòð s, çàäàþùèé êàæäóþ âèõðåâóþ ëèíèþ,

èìååò ñìûñë ýéëåðîâîé ïåðåìåííîé. Â ïðåäñòàâëå�íèè âèõðåâûõ ëèíèé 
 èìååò âèä [20℄
(r; t) = ZN 
0(�)d2� �� Z Æ (r�R(s; �; t)) �R�s ds: (4)Çäåñü êàæäîé âèõðåâîé ëèíèè � ñîîòâåòñòâóåò çà�ìêíóòàÿ êðèâàÿ r = R(s; �; t), òàê ÷òîRs = �R=�s�åå êàñàòåëüíûé âåêòîð. Âåëè÷èíà 
0(�), ÿâëÿÿñü ëà�ãðàíæåâûì èíâàðèàíòîì, õàðàêòåðèçóåò ìîùíîñòüêàæäîé âèõðåâîé ëèíèè. Âïðî÷åì, áåç îãðàíè÷åíèÿîáùíîñòè ýòó �óíêöèþ ìîæíî ïîëàãàòü ðàâíîé åäè�íèöå, ÷òî äîñòèãàåòñÿ ïîäõîäÿùèì ïåðåîïðåäåëåíè�åì ìàðêåðîâ � è çàìåíîé îðèåíòàöèè ëèíèé íà ïðî�òèâîïîëîæíóþ â òåõ îáëàñòÿõ ìíîãîîáðàçèÿ N , ãäå
0(�) < 0. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ìíî�æèòåëü 
0(�) â ñîîòâåòñòâóþùèõ �îðìóëàõ áóäåìîïóñêàòü. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé òîïîëîãèè âèõðå�âûõ ëèíèé îáîáùåíèåì (4) ñëóæèò �îðìóëà
(r; t) = Z Æ(r �R(a; t))(
0(a) � ra)��R(a; t)d3a; (5)â êîòîðîé 
0(a) � ëàãðàíæåâ èíâàðèàíò Êîøè, õà�ðàêòåðèçóþùèé ñâîéñòâî âìîðîæåííîñòè. Ïðè ýòîìóñëîâèå diva
0(a) = 0 ãàðàíòèðóåò ïîïåðå÷íîñòü ïî�ëÿ 
(r; t): div
(r) = 0. Â âûðàæåíèè (5) âåêòîð(
0(a)ra)R(a; t) = b åñòü êàñàòåëüíûé âåêòîð êâèõðåâîé ëèíèè â òî÷êår = R(a; t): (6)Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà s â ïðåäñòàâëåíèè (4), íàïðè�ìåð, ìîæåò ñëóæèòü ýëåìåíò äóãè âèõðåâîé ëèíèèíà÷àëüíîãî ïîëÿ 
0(a), ïîïåðå÷íûå ê ýòîé ëèíèèêîìïîíåíòû âåêòîðà a ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå ïàðà�ìåòðà �.Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ â (5) ïî ïåðåìåííûì aâåêòîð 
(r; t) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ÿêîáèàí îòîáðàæå�íèÿ (6) J = detjj�R=�ajj è èíâàðèàíò Êîøè 
0(a):
(R) = 1J (
0(a) � ra)R(a): (7)Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â ýòîì âûðàæåíèè ÿêîáèàííå ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíûì åäèíèöå: J 6= 1. Ïðèíöè�ïèàëüíî, ÷òî ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ íåñæèìà�åìîñòè ïîëÿ ñêîðîñòè.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ âèõðåâûõ ëèíèé ïîëó�895



Å. À. Êóçíåöîâ, Â. Ï. �óáàí ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000÷àþòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè (5) â óðàâíåíèå âìîðî�æåííîñòè (2) [20, 21℄:[f(
0(a) � ra)R(a; t)g �� fRt(a; t)� v(R(a; t); t)g℄ = 0: (8)Ýòî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îïèñûâàåò ïîïåðå÷íóþ äè�íàìèêó âèõðåâûõ ëèíèé, òàê êàê ëþáûå äâèæåíèÿâäîëü êðèâîé íå ïðèâîäèò ê åå èçìåíåíèþ. Â ÷àñò�íîñòè, îòñþäà ìîæíî ïîíÿòü, ïî÷åìó íà ÿêîáèàí Jíå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, îáÿçàííûõóñëîâèþ íåñæèìàåìîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ïåðå�õîäå îò ýéëåðîâà îïèñàíèÿ ê ïîëíîñòüþ ëàãðàæå�âó ÿêîáèàí J � 1. Ïðè ïåðåõîäå æå ê ñìåøàííî�ìó ëàãðàíæåâî-ýéëåðîâó îïèñàíèþ ñîãëàñíî óðàâíå�íèÿì äâèæåíèé (8) â îòîáðàæåíèè (6) èñêëþ÷àåòñÿäâèæåíèå ëàãðàíæåâûõ ÷àñòèö âäîëü âèõðåâûõ ëè�íèé. Èìåííî ïî ýòîé ïðè÷èíå ÿêîáèàí óæå íå îáÿçàíáûòü ðàâíûì åäèíèöå. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿãëàâíûì è, êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, â îñíîâ�íîì ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ, ïî÷åìó âîçìîæåí êîëëàïñ âãèäðîäèíàìèêå.Óðàâíåíèå (8), êàê ïîêàçàíî â [20, 21℄, ìîæåòáûòü çàïèñàíî â ãàìèëüòîíîâîé �îðìå:[f(
0(a) � ra)R(a; t)g �Rt(a)℄ == ÆHf
fRggÆR(a) ����
0 : (9)Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò äâèæåíèå âèõðåâûõ íè�òåé äëÿ ñèñòåì ñ ïðîèçâîëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì ��óíêöèîíàëîì, çàâèñÿùèì òîëüêî îò 
(r; t).Ïîëåçíî èìåòü â âèäó, ÷òî âûðàæåíèÿ äëÿ òà�êèõ âàæíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû, êàê åå èìïóëüñP = R p dr è óãëîâîé ìîìåíò M = R [r � p℄dr, áóäó�÷è ïðåîáðàçîâàíû ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿìê òàêîìó âèäó, ãäå âìåñòî p �èãóðèðóåò çàâèõðåí�íîñòü 
 = rotp, è ïåðåïèñàíû çàòåì â òåðìèíàõâèõðåâûõ ëèíèé, èìåþò ñëåäóþùèé âèä:P � 12 Z [r�
℄dr == ZN d2� � 12 Z [R�Rs℄ds; (10)M � 13 Z [r� [r�
℄℄dr == ZN d2� � 13 Z [R� [R�Rs℄℄ds: (11)Çíàêè ¾�¿ â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ îçíà÷àþò, ÷òî ðà�âåíñòâà èìåþò ìåñòî ñ òî÷íîñòüþ äî èíòåãðàëîâ

ïî áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïîâåðõíîñòè. Ìû âèäèìçäåñü, ÷òî èìïóëüñ è óãëîâîé ìîìåíò ñèñòåìû ñêëà�äûâàþòñÿ èç èìïóëüñîâ è óãëîâûõ ìîìåíòîâ êàæ�äîé âèõðåâîé íèòè, ïðè÷åì èìïóëüñ çàìêíóòîé ëè�íèè ðàâåí îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè,íàòÿíóòîé íà êîíòóð.Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè ñäâèãå R íà ïîñòîÿí�íûé âåêòîð R0, R! R0 = R0 +R;èìïóëüñ P îñòàåòñÿ íåèçìåííûìè, à ìîìåíò èìïóëü�ñàM èñïûòûâàåò õîðîøî èçâåñòíîå ïðåîáðàçîâàíèå:M!M0 = [R0 �P℄ +M: (12)3. ÈÍÒÅ��È�ÓÅÌÀß �ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈÊÀÂ ýòîì è äâóõ ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû ïîêàæåì,êàêèì îáðàçîì è ïî÷åìó âîçìîæåí êîëëàïñ â òðåõ�ìåðíîé èíòåãðèðóåìîé ãèäðîäèíàìèêå. Ýòà ìîäåëüáûëà ââåäåíà íàìè â ðàáîòå [20℄. Åå ãàìèëüòîíèàíâûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìîäóëü 
(r; t):H = Z j
(r)jdr; (13)à óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèåì âìî�ðîæåííîñòè (2) ñ îáîáùåííîé ñêîðîñòüþv = rot � ;ãäå � = 
=
� åäèíè÷íûé âåêòîð, êàñàòåëüíûé ê âè�õðåâîé ëèíèè. Ïîëàãàÿ âñå âèõðåâûå ëèíèè çàìêíó�òûìè, âûáèðàÿ èõ ìàðêèðîâêó òàêèì îáðàçîì, ÷òî�áû 
0(�) = 1, è ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå (4) â (13),ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãàìèëüòîíèàí ðàñïàäàåòñÿ íà ñóì�ìó ãàìèëüòîíèàíîâ âèõðåâûõ ëèíèé1):HfRg = Z d2� Z �����R�s ���� ds: (14)Ñòîÿùèé çäåñü èíòåãðàë ïî s ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéäëèíó âèõðåâîé íèòè ñ èíäåêñîì �. Óðàâíåíèå äâè�æåíèÿ äëÿ âåêòîðàR(�; s) ñîãëàñíî (9) áóäåò ëîêàëü�íûì ïî ýòèì ïåðåìåííûì � îíî íå ñîäåðæèò âçàè�ìîäåéñòâèÿ ñ äðóãèìè âèõðÿìè:[Rs �Rt℄ = [� � [� � �s℄℄: (15)1) Îòìåòèì, ÷òî ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿâñåõ ñèñòåì, ó êîòîðûõ ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä H == R F (�; (�r)�; (�r)2�; : : : )j
jdr. Äëÿ èëëþñòðàöèè èäåè îêîëëàïñå âèõðåâûõ ëèíèé ìû âûáðàëè èç äàííîãî êëàññà íàè�áîëåå ïðîñòîé ïðèìåð (13), êîòîðûé ê òîìó æå îáëàäàåò îïðå�äåëåííûì �èçè÷åñêèì ñìûñëîì.896



ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000 Êîëëàïñ âèõðåâûõ ëèíèé â ãèäðîäèíàìèêåÁëàãîäàðÿ ýòîìó îáñòîÿòåëüñòâó ñîõðàíÿþòñÿ íåòîëüêî ïîëíûå ýíåðãèÿ, èìïóëüñ è óãëîâîé ìîìåíòñèñòåìû, íî è ñîîòâåòñòâóþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå èí�âàðèàíòû êàæäîé âèõðåâîé ëèíèè: åå äëèíàH(�) = Z jRs(�)jds;èìïóëüñ P(�) = 12 Z [R(�)�Rs(�)℄ds;óãëîâîé ìîìåíòM(�) = 13 Z [R(�)� [R(�)�Rs(�)℄℄ds:Óðàâíåíèå (15) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî çàìåís ! ~s(s; t). Ïîýòîìó åãî ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñè�òåëüíî Rt ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà âäîëü âèõðåâîéíèòè � ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå èçìåíÿþùåãî çàâèõðåí�íîñòü 
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ 
 äîñòà�òî÷íî íàéòè îäíî êàêîå-ëèáî ðåøåíèå ñëåäóþùåãîèç (15) óðàâíåíèÿjRsjRt = [� � �s℄ + �Rs (16)ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè �. Âîçíèêàþùåå îòñþ�äà óðàâíåíèå äëÿ � êàê �óíêöèè äëèíû íèòè l(dl = jRsjds) è âðåìåíè t (ïðè âûáîðå � = 0) ñâî�äèòñÿ [20℄ ê èíòåãðèðóåìîìó îäíîìåðíîìó óðàâíå�íèþ Ëàíäàó�Ëè�øèöà äëÿ ãåéçåíáåðãîâñêîãî �åð�ðîìàãíåòèêà: ���t = �� � �2��l2 � ; (17)ãäå � � �óíêöèè äëèíû íèòè l è âðåìåíè t. Â ñâîþî÷åðåäü ýòî óðàâíåíèå êàëèáðîâî÷íî-ýêâèâàëåíòíîíåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà (ÍÓØ) [23℄i t +  ll + 2j j2 = 0 (18)è ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê íåìó ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçî�âàíèÿ Õàñèìîòî [24℄: (l; t) = �(l; t) exp24i lZ �(~l; t)d~l35 ;ãäå �(l; t) � êðèâèçíà, à �(l; t) � êðó÷åíèå ëèíèè.�àññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì (13)èìååò ïðÿìîå îòíîøåíèå ê ãèäðîäèíàìèêå. Êàê èç�âåñòíî [25; 26℄, ëîêàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ òîí�êîé âèõðåâîé íèòè â ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè îòíî�øåíèÿ òîëùèíû íèòè ê õàðàêòåðíîìó ïðîäîëüíîìó

ìàñøòàáó ïðèâîäèò ê ãàìèëüòîíèàíó âèäà (14) îä�íîé íèòè. Ñóòü ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ ñîñòîèò â çà�ìåíå ëîãàðè�ìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà êîíñòàí�òó. Êîãäà òîëùèíû âèõðåâûõ �èëàìåíòîâ ìàëû ïîñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè, ãàìèëüòîíè�àí âèõðåâûõ íèòåé â òîì æå ñàìîì ïðåäïîëîæåíèèáóäåò ñóììîé ãàìèëüòîíèàíîâ, ÷òî â ¾íåïðåðûâíîì¿ïðåäåëå äàåò ãàìèëüòîíèàí (13).Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ìîäåëü òðåõìåðíîéòî÷íî èíòåãðèðóåìîé ãèäðîäèíàìèêè � ãèäðîäèíà�ìèêè ñâîáîäíûõ âèõðåé. Ïðè ýòîì êàæäûé èç âèõ-ðåé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåëèíåéíûé îáúåêò ñî ñâîåéâíóòðåííåé äèíàìèêîé. Êàê ìû óâèäèì íèæå, â ðàì�êàõ ýòîé ìîäåëè âîçìîæíî ïîÿâëåíèå îñîáåííîñòåé.Îíî îáóñëîâëåíî ïåðåñå÷åíèåì âèõðåâûõ ëèíèé �ÿâëåíèåì, ðîäñòâåííûì îïðîêèäûâàíèþ âîëí â ãà�çîäèíàìèêå.3.1. Ñòàöèîíàðíûå âèõðè�àññìîòðèì òåïåðü ïðîñòåéøèå ðåøåíèÿ óðàâíå�íèÿ (15) � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðîñòðàíåíèå çàìêíó�òîé âèõðåâîé ëèíèè: Rt = V � onst. Â ýòîì ñëó÷àåñêîðîñòü V îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ[Rs �V℄ = [� � [� � �s℄℄: (19)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ñëåäóåò èç âà�ðèàöèîííîãî ïðèíöèïàÆ(H(�) �V �P(�)) = 0; (20)ò. å. ðåøåíèå (19) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàöèîíàðíóþòî÷êó ãàìèëüòîíèàíà ïðè �èêñèðîâàííîì èìïóëüñåP(�). Óðàâíåíèå (19) ïðîñòî èíòåãðèðóåòñÿ. Ëåãêîâèäåòü, ÷òî (19) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî ÷åðåç áè�íîðìàëü b è êðèâèçíó êðèâîé � â âèäå[� �V℄ = �[� � b℄; (21)îòêóäà èìååì V = �b: (22)Ïîñòîÿíñòâî ñêîðîñòèV â ýòîì âûðàæåíèè îçíà÷àåòïîñòîÿíñòâî êðèâèçíû �, ò. å. âèõðåâàÿ ëèíèÿ ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé êîëüöî ðàäèóñîì r = 1=�, èV = 1=r: (23)Ïðè ýòîì íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ êîëüöà ïåðïåíäè�êóëÿðíî åãî ïëîñêîñòè. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òîòî÷íûé îòâåò äëÿ ñêîðîñòè òîíêîãî âèõðåâîãî êîëü�öà ([27℄), èìåþùåãî òîëùèíó d � r, ñ ëîãàðè�ìè�÷åñêîé òî÷íîñòüþ (� lg (r=d)) ñîâïàäàåò ñ (22), ÷òî,10 ÆÝÒÔ, âûï. 4 (10) 897



Å. À. Êóçíåöîâ, Â. Ï. �óáàí ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, êàê ðàç è îòëè÷àåò äàííóþìîäåëü îò óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.Ïðèìå÷àòåëüíî òàêæå, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèåâ âèäå êîëüöà óñòîé÷èâî, ïðè÷åì óñòîé÷èâî ïî Ëÿïó�íîâó. Èìïóëüñ P âèõðåâîãî êîëüöà ïðåäñòàâëÿåò ñî�áîé îðèåíòèðîâàííóþ ïëîùàäü, íàòÿíóòóþ íà âèõ-ðåâîé êîíòóð: P = Sn;ãäå S � âåëè÷èíà ïëîùàäè, à n � åå íîðìàëü. Ïî�ñêîëüêó ãàìèëüòîíèàí íèòè ñîâïàäàåò ñ åå äëèíîé,ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èìïóëüñà èëè, ÷òî òî æåñàìîå, ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà ïëîùàäè, ïðè �èê�ñèðîâàííîé äëèíå êîíòóðà, î÷åâèäíî, äîñòèãàåòñÿäëÿ çàìêíóòîé êðèâîé â âèäå îêðóæíîñòè. Ýòî èåñòü äîêàçàòåëüñòâî óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ðå�øåíèÿ (22) â âèäå âèõðåâîãî êîëüöà.4. ÊÎËËÀÏÑÏîëó÷åííîå ðåøåíèå (22), (23) ïîçâîëÿåò âûïè�ñàòü ïðîñòåéøèå îòîáðàæåíèÿ R = R(�; s; t).Ïóñòü âñå çàìêíóòûå âèõðåâûå ëèíèè îðèåíòèðî�âàíû îäèíàêîâî, íàïðèìåð âäîëü îñè z, è èìåþò âèäîêðóæíîñòåé. Ïîñêîëüêó, êàê áóäåò âèäíî â äàëüíåé�øåì, êîëëàïñ â ýòîé ìîäåëè � ÿâëåíèå ÷èñòî ëîêàëü�íîå, äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ äîñòàòî÷íî îãðà�íè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì íåêîòîðîé âèõðåâîé òðóá�êè, êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå â âèäå òîðà.Ïóñòü êîëüöåâûå âèõðåâûå ëèíèè íåïðåðûâíî ðàñ�ïðåäåëåíû âíóòðè òðóáêè. Êàæäóþ âèõðåâóþ ëè�íèþ âíóòðè òðóáêè áóäåì íóìåðîâàòü äâóìåðíûìïàðàìåòðîì �, êîòîðûé áóäåò ïðîáåãàòü âñå òî÷êèïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òðóáêè ïðè t = 0. Â êà÷åñòâåïàðàìåòðà s � òðåòüåé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé �âîçüìåì ýëåìåíò äóãè s: ds = rd�, ãäå � ïîëÿðíûéóãîë âîêðóã îñè z. Òîãäà èñêîìîå îòîáðàæåíèå ñ ïî�ìîùüþ (22) çàïèøåòñÿ â âèäåR = R0(�)+r(�) os�ex++ r(�) sin �ey+V (�)tez : (24)Â ýòîé �îðìóëå ex, ey, ez � åäèíè÷íûå âåêòîðû ñî�îòâåòñòâóþùèõ îñåé.Äëÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ÿêî�áèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåíÿåòñÿ ëèíåéíî ñî âðåìåíåì:J = �(X;Y; Z)�(�1; �2; s)) = J0(�; s) +A(�; s)t: (25)Çäåñü A(�; s) � êîý��èöèåíò, ëèíåéíî çàâèñÿùèé îòïðîèçâîäíûõ ñêîðîñòè ïî �, J0 � íà÷àëüíîå çíà÷å�íèå ÿêîáèàíà.

Çàâèñèìîñòü J (25) îò âðåìåíè îçíà÷àåò, ÷òî äëÿêàæäîé �èêñèðîâàííîé ïàðû � è s âñåãäà ñóùåñòâó�åò òàêîé ìîìåíò âðåìåíè t = ~t(�; s) (t > 0 èëè t < 0),êîãäà ÿêîáèàí îáðàòèòñÿ â íóëü:J(�; s; t) = 0:Îáîçíà÷èì ÷åðåç t0 ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèèt = ~t(�; s) ïðè t > 0. È ïóñòü ýòîò ìèíèìóì äîñòèãà�åòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå a = a0 (çäåñü ìû îáîçíà÷èëèòî÷êó (�1; �2; s) êàê a). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè t = t0�~t�a ����a=a0 = 0èëè raJ(a; t)ja=a0 = 0; (26)ïîñêîëüêóraJ(a; t)ja=a0 + �J(a; t)�t �~t�a ����a=a0 = 0:ßñíî òàêæå, ÷òî ïðè t = t0 òåíçîð âòîðûõ ïðîèçâîä�íûõ J îòíîñèòåëüíî a,2ij = �2J�ai�aj ;áóäåò ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûì â òî÷êå a = a0.Îòñþäà íåòðóäíî ïîëó÷èòü, êàê ÿêîáèàí âåäåò ñåáÿâ ìàëîé îêðåñòíîñòè a = a0. �àçëîæåíèå ÿêîáèàíàâáëèçè ýòîé òî÷êè (â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ)ïðè t! t0 èìååò âèäJ(a; t) = �(t0 � t) + ij�ai�aj + :::; (27)ãäå � = � �J(a; t)�t ����t=t0;a=a0 > 0; �a = a� a0:Ýòî � ãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ÿêîáèàíà2).�åîìåòðè÷åñêè äàííîå ðàçëîæåíèå ñîîòâåòñòâó�åò äîñòàòî÷íî ïðîñòîé êàðòèíå. Ïîâåðõíîñòü J == J(a; t) äå�îðìèðóåòñÿ ñî âðåìåíåì òàê, ÷òî ååìèíèìóì äîñòèãàåò ïëîñêîñòè J = 0 ïðè t = t0 âòî÷êå a = a0, ãäå èìååò ìåñòî êàñàíèå ïîâåðõíî�ñòè J = J(a; t). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ãëàäêèõ îòîá�ðàæåíèé â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïîâåðõíî�ñòè J = J(a; t) è J = 0 êàñàþòñÿ â îòäåëüíîé òî÷�êå. Â âûðîæäåííûõ ñèòóàöèÿõ êàñàíèå âîçìîæíî â2) Íàïðèìåð, ÷ëåí, ñîäåðæàùèé ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå, â îáùåì ñëó÷àåïðåäñòàâëÿåò ìàëóþ äîáàâêó ê ïåðâîìó ÷ëåíó (27).898



ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000 Êîëëàïñ âèõðåâûõ ëèíèé â ãèäðîäèíàìèêåíåñêîëüêèõ òî÷êàõ îäíîâðåìåííî èëè äàæå íà öåëîéêðèâîé. Ê âûðîæäåííîìó ñëó÷àþ îòíîñèòñÿ òàêæåñèòóàöèÿ, êîãäà äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöûßêîáè Ĵ îáðàùàþòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî â òî÷êåêîëëàïñà (òàêîé ïðèìåð áóäåò ðàññìîòðåí íàìè âñëåäóþùåì ðàçäåëå). Òîãäà ïî ñîîòâåòñòâóþùèì íà�ïðàâëåíèÿì â (27) íåîáõîäèìî óäåðæèâàòü ñëåäóþ�ùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ. Ïîâòîðÿåì, ÷òî âñå ýòè ñëó�÷àè íå îòíîñÿòñÿ ê ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ.Â ñîîòâåòñòâèè ñ (7) îáðàùåíèå ÿêîáèàíà â íóëüâ òî÷êå êàñàíèÿ îçíà÷àåò ïîÿâëåíèå îñîáåííîñòè äëÿçàâèõðåííîñòè ïðè t = t0:
(r; t) = 
0(�)Rs�(t0 � t) + ij�ai�aj : (28)Âàæíî, ÷òî ÷èñëèòåëü â ýòîé äðîáè � òàíãåíöèàëü�íûé ê âèõðåâîé ëèíèè âåêòîð � ïî ñâîåìó ãåîìåòðè�÷åñêîìó ñìûñëó íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êå êàñà�íèÿ (ýòî îïÿòü æå â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå). Òàêèìîáðàçîì, â òî÷êå êàñàíèÿ çàâèõðåííîñòü îáðàùàåòñÿâ áåñêîíå÷íîñòü ïî çàêîíó (t0�t)�1, à ðàçìåð êîëëàï�ñèðóþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ â êîîðäèíàòàõ a ñóæàåòñÿêàê pt0 � t.Äàííûé òèï êîëëàïñà âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòåîïðîêèäûâàíèÿ âèõðåâûõ ëèíèé, êîãäà îäíà âèõðå�âàÿ ëèíèÿ äîãîíÿåò äðóãóþ. Â òðåõìåðíîé íåâûðîæ-äåííîé ñèòóàöèè ýòî âïåðâûå âîçíèêàåò âñåãäà â îò�äåëüíîé òî÷êå.Êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî, äëÿ äàííîãîòèïà êîëëàïñà çàâèñèìîñòü (28) äëÿ 
(r; t), ïîëó�÷åííàÿ äëÿ ÷àñòíîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, âäåéñòâèòåëüíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùèé îòâåò,êîòîðûé ãîäèòñÿ íå òîëüêî äëÿ èíòåãðèðóåìîé ãèä�ðîäèíàìèêè, íî òàêæå ïðèìåíèì ê äðóãèì ñèñòå�ìàì âèäà (2), äîïóñêàþùèì êâàçèèíåðöèîííûé ðå�æèì êîëëàïñà. Êàêèì êðèòåðèÿì äîëæåí óäîâëåòâî�ðÿòü ãàìèëüòîíèàí êîíêðåòíîé ñèñòåìû, ÷òîáû ìîæ�íî áûëî óòâåðæäàòü, ÷òî êâàçèèíåðöèîííûé êîë�ëàïñ ðåàëèçóåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå ïðè íåêîòîðûõíà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, ëèáî ÷òî òàêîé êîëëàïñ â äàí�íîé ñèñòåìå âîîáùå íåâîçìîæåí? Îòâåò íà ýòîò âî�ïðîñ ïîêà íåèçâåñòåí, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò îáøèðíîåïîëå äåÿòåëüíîñòè äëÿ áóäóùèõ èññëåäîâàíèé.4.1. Íåñòàöèîíàðíûå âèõðè�àññìîòðèì òåïåðü èíòåãðèðóåìóþ ãèäðîäèíà�ìèêó â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà çàìêíóòûå âèõðåâûå ëè�íèè íå ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå êàæ�äîìó âèõðåâîìó êîíòóðó ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåò�ñòâèå îïðåäåëåííóþ âèõðåâóþ ëèíèþ â âèäå êîëüöà.Åñòåñòâåííûé ïóòü � ââåñòè (ñðåäíåå) íàïðàâëåíèå

n, à òàêæå ñðåäíþþ ïëîùàäü êîíòóðà S = �r20 ñ ïî�ìîùüþ âûðàæåíèÿ äëÿ èìïóëüñà âèõðåâîé ëèíèè:P = nS:Ïðè ýòîì ïîëîæåíèå R0 öåíòðà êîëüöà ìåíÿåòñÿ ëè�íåéíî ñî âðåìåíåì. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñðåäíÿÿ ñêî�ðîñòü äâèæåíèÿ V0 çàìêíóòîé âèõðåâîé ëèíèè îáÿ�çàíà áûòü íàïðàâëåíà âäîëü èìïóëüñà, ÷òîáû âûïîë�íÿëñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà. Çíà÷åíèåñðåäíåé ñêîðîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ �óíêöè�åé �óíäàìåíòàëüíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ëèíèè,íå çàâèñÿùèõ îò âûáîðà íà÷àëà êîîðäèíàò. Òàêîâû�ìè ÿâëÿþòñÿ ãàìèëüòîíèàí (ò. å. äëèíà L), èìïóëüñè ïðîåêöèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà íà íàïðàâëåíèå èì�ïóëüñà. Ïðè ýòîì óâåëè÷åíèå ðàçìåðîâ êîíòóðà â �ðàç äîëæíî ïðèâîäèòü ê óìåíüøåíèþ ñêîðîñòè â �ðàç: V0 = 8�2 PL3U �16�2P 2L4 ;M �PL5 � : (29)Òî÷íûé âèä �óíêöèè U(�; �), ïåðâûé èç àðãóìåíòîâêîòîðîé çàäàåò ìåðó ¾ñêîìêàííîñòè¿ âèõðåâîé ëè�íèè è ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ 0 � � � 1, à âòîðîéîïðåäåëÿåò ìåðó çåðêàëüíîé àñèììåòðèè, íàì ïîêàíåèçâåñòåí. Â áîëåå-ìåíåå ðàçóìíîì ïðèáëèæåíèè,íå ïðèâîäÿùåì ê ÷ðåçìåðíûì îøèáêàì, ìîæíî ïî�ëàãàòü, ÷òî U(�; �) � U(1; 0) = 1.Ïîñëå ââåäåíèÿ ñðåäíèõ õàðàêòåðèñòèê ìîæíîïðåäñòàâèòü R(�; s; t) â âèäå ñóììû ~R(�; s; t) èÆr(�; s; t): R(�; s; t) = ~R(�; s; t) + Ær(�; s; t); (30)ãäå ñðåäíåå çíà÷åíèå ~R(�; s; t) äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì~R(�; s; t) = R0 + r0 os�0 e0x + r0 sin�0 e0y;_R0 = V0n; (31)à �0 � ïîëÿðíûé óãîë â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿð�íîé ê ëîêàëüíîé îñè z0, íàïðàâëåííîé âäîëü åäèíè÷�íîãî âåêòîðà n, ñâÿçü ìåæäó r0 è V0 äàåòñÿ �îðìó�ëîé (29). Âåêòîð-�óíêöèÿ Ær(�;s; t) îïèñûâàåò îòêëî�íåíèÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, íåìàëûå) îò ñðåäíåãî çíà÷å�íèÿ ~R(�; s; t).Ââåäåííîå ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèé (29)�(31)ðàçäåëåíèå ñðåäíåãî è îñöèëëÿòîðíîãî äâèæåíèéäëÿ êàæäîãî âèõðåâîãî êîíòóðà ïîêàçûâàåò, ÷òîîòîáðàæåíèåR = R(�; s; t) ïðè êàæäîì �èêñèðîâàí�íîì çíà÷åíèè a = (�; s) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåé�íî ðàñòóùóþ �óíêöèþ âðåìåíè ñ íåëèíåéíûìè îñ�öèëëÿöèÿìè, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâ�íåíèÿ Ëàíäàó�Ëè�øèöà (17) èëè åãî êàëèáðîâî÷�899 10*



Å. À. Êóçíåöîâ, Â. Ï. �óáàí ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000íî-ýêâèâàëåíòíîãî àíàëîãà (18). Ëèíåéíàÿ çàâèñè�ìîñòü îòðàæàåò òîò �àêò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ìî�äåëü åñòü ìîäåëü ñâîáîäíûõ âèõðåé. Ïîýòîìó êîë�ëàïñ âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå ¾íàåçäà¿ îäíîãî âèõðÿíà äðóãîé, ïðè ýòîì â ñèëó íåïðåðûâíîñòè 
 ìåæäóäâóìÿ ¾êðàéíèìè¿ âèõðÿìè ïðîèñõîäèò îáðàùåíèåçíà÷åíèÿ çàâèõðåííîñòè â áåñêîíå÷íîñòü. Ïîõîæàÿñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ ðàññìîòðåííîé â [22℄ ìî�äåëè îáðàçîâàíèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð âîÂñåëåííîé. Â îñíîâå ýòîé ìîäåëè ëåæèò ïðåäïîëîæå�íèå îá èçíà÷àëüíî ïûëåâèäíîì ðàñïðåäåëåíèè ìàñ�ñû, êîãäà åå ïîâåäåíèå ìîæåò áûòü îïèñàíî ñ ïîìî�ùüþ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè äëÿ ïëîòíîñòè � èñêîðîñòè v ñ íóëåâûì äàâëåíèåì:�t + div �v = 0; (32)dvdt = vt + (v � r)v = 0: (33)Èíòåãðèðîâàíèå ýòîé ñèñòåìû â ëàãðàíæåâûõ ïåðå�ìåííûõ äàåò, ÷òî âñå ÷àñòèöû ñâîáîäíûå, äâèãàþòñÿñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ:r = a+ v(a)t; (34)à ïëîòíîñòü � âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íà÷àëüíîå çíà÷åíèå�0 è ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ (34):�(r; t) = �0(a)J : (35)Ïîÿâëåíèå êðóïíîìàñøòàáíûõ (çíà÷èòåëüíî ïëîò�íûõ) ñòðóêòóð â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè ñâÿçàíî ñ ÿâëå�íèåì îïðîêèäûâàíèÿ � çà ñ÷åò îñîáåííîñòåé ïëîò�íîñòè áëàãîäàðÿ îáðàùåíèþ â íóëü ÿêîáèàíà J îòîá�ðàæåíèÿ (34). Â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòèñòðóêòóðû èìåþò áëèíîîáðàçíóþ �îðìó è ìîãóòáûòü ðàññìîòðåíû â êà÷åñòâå ïðîòîãàëàêòèê. Ôîð�ìóëà àíàëîãè÷íàÿ (35), êàê ìû âèäåëè âûøå, èìååòìåñòî äëÿ çàâèõðåííîñòè 
 (ñì. (7)). Èìååòñÿ, îä�íàêî, îäíî îòëè÷èå îò (35), ñâÿçàííîå ñ âåêòîðíûìõàðàêòåðîì ïîëÿ
 � åãî ïîïåðå÷íîñòüþ. Ýòî, ïîæà�ëóé, åäèíñòâåííîå ðàçëè÷èå, õîòÿ è ñóùåñòâåííîå.Â äàííîé çàäà÷å íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñòðóê�òóðà îñîáåííîñòè ïðè t ! t0, íî t < t0, ò. å. â íåêî�òîðîì ñìûñëå íà íà÷àëüíîé ñòàäèè êîëëàïñà, à íåíà åãî ðàçâèòîé ñòàäèè, êîòîðàÿ íåñîìíåííî èìååòñâîå çíà÷åíèå äëÿ àñòðî�èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, íîîñòàåòñÿ äàëåêî íå ÿñíîé äëÿ íåñæèìàåìîé ãèäðîäè�íàìèêè, êîãäà íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ íåîáõîäèì ó÷åòâÿçêîñòè. 4.2. Ñòðóêòóðà îñîáåííîñòè�àññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî, êàêîâà ñòðóêòóðàêîëëàïñèðóþùåé îáëàñòè â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëî�

æåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, èç ñêàçàííîãî âûøå ñòàíîâèòñÿÿñíûì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå äëÿ çàâèõðåííîñòè âáëè�çè îñîáåííîñòè ïðè t ! t0 áóäåò çàäàâàòüñÿ ïðåæ�íèì âûðàæåíèåì (28). Âî-âòîðûõ, ñòðóêòóðà îñîáåí�íîñòè áóäåò â îñíîâíîì îïðåäåëÿòüñÿ ÿêîáèàíîì �çíàìåíàòåëåì â (28). ×èñëèòåëü (
0(a) � ra)R �âåêòîð, òàíãåíöèàëüíûé ê âèõðåâîé ëèíèè, ñëåäóåòâçÿòü â òî÷êå a = a0 è t = t0 è ñ÷èòàòü åãî ïîñòîÿí�íûì.Ñîãëàñíî (28), ÿêîáèàí ñîäåðæèò ïîëîæèòåëü�íî-îïðåäåëåííóþ ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó ij . Ýòàìàòðèöà ïðè t < t0 ïðåäïîëàãàåòñÿ íåâûðîæäåííîé:âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíû, à ñà�ìà îíà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê äèàãîíàëüíîìó âè�äó. Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ñæàòèå ïî âñåìòðåì ãëàâíûì íàïðàâëåíèÿì â a-ïðîñòðàíñòâå áó�äåò èäòè ïî îäíîìó è òîìó æå çàêîíó la / pt0 � t.Ñîîòâåòñòâåííî, âáëèçè ñèíãóëÿðíîé òî÷êè 
 áóäåòèìåòü àâòîìîäåëüíóþ àñèìïòîòèêó:
(r; t) = 
0(�)Rs(t0 � t)(�+ ij�i�j) ; (36)ãäå � = �a=pt0 � t � àâòîìîäåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ âa-ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî (36) íå îçíà÷àåò, ÷òî ñæàòèåè â r-ïðîñòðàíñòâå áóäåò òàêèì æå.Îáðàùåíèå ÿêîáèàíà â íóëü â òî÷êå êîëëàïñàîçíà÷àåò îáðàùåíèå â íóëü îäíîãî èç ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé ìàòðèöû ßêîáè (â íåâûðîæäåííîé ñèòóà�öèè). Ýòî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (îáîçíà÷èì åãî ÷å�ðåç �1), êàê ëåãêî âèäåòü, ñîâïàäàåò â îêðåñòíîñòèòî÷êè êîëëàïñà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæè�òåëÿ (ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ äðóãèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å�íèé �2�3) ñ ñàìèì ÿêîáèàíîì (27).Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó ßêîáè Ĵ â âèäå ðàçëîæå�íèÿ ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ïðÿìîé (Ĵ j (n)i == �nj (n)i) è ñîïðÿæåííîé (h ~ (n)jĴ = �nh ~ (n)j) ñïåê�òðàëüíûõ çàäà÷:Jik � �xk�ai = 3Xn=1�n (n)i ~ (n)k : (37)Çäåñü äâà ðåïåðà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïðÿìîé èñîïðÿæåííîé ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ âçàèìíî îðòîãî�íàëüíû: h ~ (n)j (m)i = Ænm:Â îêðåñòíîñòè òî÷êè a = a0 äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷å�íèÿ �2;3 ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè, à�1 � J�2�3 = �(t0 � t) + ijaiaj�2�3 :Çäåñü äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè ìû ïîìåñòèëè íà÷àëî êî�îðäèíàò â òî÷êó a = a0. ×òî êàñàåòñÿ ñîáñòâåííûõ900



ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000 Êîëëàïñ âèõðåâûõ ëèíèé â ãèäðîäèíàìèêåâåêòîðîâ, òî è èõ ìîæíî â ýòîé îêðåñòíîñòè ñ÷èòàòüïîñòîÿííûìè.�àçëîæèì äàëåå âåêòîðû x è ra â (37) ïî ñîîò�âåòñòâóþùèì áàçèñàì, îáîçíà÷àÿ ñîîòâåòñòâóþùèåïðîåêöèè ÷åðåç Xn è An:Xn = hxj (n)i; ��An = h ~ (n)jrai:Âåêòîð a ïðè ýòîì çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ïðîåêöèè Anñëåäóþùèì îáðàçîì:a� =Xn  (n)� j ~ (n)j2An:Â ðåçóëüòàòå (37) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå�X1�A1 = � + �mnAmAn; (38)�X2�A2 = �2; �X3�A3 = �3: (39)Çäåñü�mn = �� (n)�  (m)� j ~ (n)j2j ~ (m)j2(�2�3)�1;� = �(t0 � t)(�2�3)�1:Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ïî âòîðîìó (X2) è òðå�òüåìó (X3) � ¾æåñòêèì¿ � íàïðàâëåíèÿì ñæàòèåïðîèñõîäèò òî÷íî òàê æå, êàê è âî âñïîìîãàòåëü�íîì a-ïðîñòðàíñòâå, ò. å. / p� , à âäîëü ¾ìÿãêî�ãî¿ íàïðàâëåíèÿ X1 � êàê �3=2. Ñîîòâåòñòâåííî,â íîâûõ àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ �1 = X1=�3=2,�2 = X2=�1=2, �3 = X3=�1=2 èíòåãðèðîâàíèå ñèñòå�ìû (39) äàåò äëÿ �2, �3 ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü îò �,à äëÿ �1 � êóáè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü:�1 = (1 + �ij�i�j)�1 + �1i�i�21 + 13�11�31 ;i; j = 2; 3; (40)�2 = �2�2; �3 = �3�3: (41)Ñîîòíîøåíèÿ (40), (41) âìåñòå ñ (36) îïðåäåëÿþòíåÿâíóþ çàâèñèìîñòü 
 îò âðåìåíè è êîîðäèíàò. Íà�ëè÷èå äâóõ ðàçëè÷íûõ àâòîìîäåëüíîñòåé ïîêàçûâà�åò, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè t ê t0 ïðîñòðàíñòâåííîåðàñïðåäåëåíèå 
 ñòàíîâèòñÿ ñèëüíî ñïëþñíóòûì âïåðâîì íàïðàâëåíèè, ïðèíèìàÿ áëèíîîáðàçíóþ �îð�ìó. Íàïðàâëåíèå ïîëÿ 
 ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ èçóñëîâèå íåñæèìàåìîñòè: div
 = 0. Îíî â ãëàâíîìïîðÿäêå íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà íàïðàâëåíèåòàíãåíöèàëüíîãî âåêòîðà Rs â òî÷êå êîëëàïñà:(Rs(a0; t) � r(1=J)) + ::: = 0: (42)

Î÷åâèäíî, ÷òî ãðàäèåíò îò J ïðè t ! t0 â ãëàâíîìïðèáëèæåíèè îïðåäåëÿåòñÿ ìÿãêèì íàïðàâëåíèåì:rJ � ��3=2 �J��1 e1:Âêëàä îò äðóãèõ íàïðàâëåíèé ïðè ýòîì ìàë ïî ïà�ðàìåòðó � .Îòñþäà â ñèëó (42) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðRs, à ñîîò�âåòñòâåííî, è ïîëå 
 îðòîãîíàëüíû ìÿãêîìó íàïðàâ�ëåíèþ, ò. å. ëåæàò â ïëîñêîñòè ¾áëèíà¿, ÷òî ñîãëàñó�åòñÿ ñ ¾ïîïåðå÷íîñòüþ¿ äâèæåíèÿ ñàìèõ âèõðåâûõëèíèé (ñð. ñ (8)).5. Ï�ÈÌÅ� ÊÎËËÀÏÑÀ ÂÂÛ�ÎÆÄÅÍÍÎÌ ÑËÓ×ÀÅÂ ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðåëè êîëëàïñâ íåâûðîæäåííîé ñèòóàöèè, êîãäà òîëüêî îäíî ñîá�ñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû ßêîáè â òî÷êå êàñàíèÿîáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì ïðèìåðêîëëàïñà, êîãäà äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðè�öû ßêîáè îäíîâðåìåííî îáðàùàþòñÿ â íóëü â òî÷�êå êîëëàïñà. �å÷ü ïîéäåò î íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëå�íèè çàâèõðåííîñòè ñ íåòðèâèàëüíîé òîïîëîãèåé âè�õðåâûõ ëèíèé ñî ñòåïåíüþ çàöåïëåíèÿ, ðàâíîé åäè�íèöå. Ýòî � ñïåöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, îíî ñòðîèò�ñÿ ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ Õîï�à. Äëÿ îòûñêàíèÿñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëÿ 
 ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ýê�âèâàëåíòíûõ ñïîñîáîâ. Ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿñïîñîáà, óêàçàííîãî â ðàáîòå [28℄.Ñëåäóÿ ýòîé ðàáîòå, ïðåäñòàâèì ïîëå 
 ÷åðåçn-ïîëå (n2 = 1):
�(r) = 132���(n � [�� � �n℄); (43)ãäå n-ïîëå áóäåì ïðåäïîëàãàòü ãëàäêèì è èìåþùèìíà áåñêîíå÷íîñòè r !1 çíà÷åíèå n = e.Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîé òî÷êå n = n0 íàåäèíè÷íîé ñ�åðå S2 ñîîòâåòñòâóåò, ñîãëàñíî (43),âèõðåâàÿ ëèíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâëÿÿ åäè�íè÷íûé âåêòîð n ÷åðåç ñ�åðè÷åñêèå óãëû � è ',ìîæíî 
 çàïèñàòü â âèäå
 = 116[r'�r os �℄; (44)òàê ÷òî ïåðåìåííûå ' è os � âûñòóïàþò â êà÷åñòâåïåðåìåííûõ Êëåáøà. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ âèõðå�âàÿ ëèíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåìäâóõ ïîâåðõíîñòåé, ' = onst è os � = onst, ò. å.ïðîîáðàçîì òî÷êè íà ñ�åðå R3 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòàÿâèõðåâàÿ ëèíèÿ. Èíäåêñîì Õîï�à N îòîáðàæåíèÿR3 ! S2 íàçûâàåòñÿ (öåëîå) ÷èñëî çàöåïëåíèé äâóõ901



Å. À. Êóçíåöîâ, Â. Ï. �óáàí ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000âèõðåâûõ ëèíèé � ïðîîáðàçîâ äâóõ òî÷åê íà åäèíè÷�íîé ñ�åðå. Îòîáðàæåíèå Õîï�à (ñ èíäåêñîì N = 1)ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé �îðìóëû:(n � �) = U(e � �)U y; U = 1 + i(a � �)1� i(a � �) ; (45)ãäå � � ìàòðèöû Ïàóëè.Âûðàæàÿ îòñþäà âåêòîð n è ïîäñòàâëÿÿ çàòåìâ (43), ïîëó÷àåì (ñì. [29℄)
0(a) = e(1� a2) + 2a(e � a) + 2[e� a℄(1 + a2)3 : (46)Ñèëîâûå ëèíèè äàííîãî ïîëÿ, êàê ïîêàçàíî â ðàáî�òå [29℄, ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè, ïðè÷åì ëþáûå äâåëèíèè îêàçûâàþòñÿ åäèíîæäû çàöåïëåííûìè äðóã ñäðóãîì. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì îáðàçîâàíèå îñîáåííîñòèíåèçáåæíî. Äàííîå ïîëå íå èìååò îñîáûõ òî÷åê, à åãîàáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà çàâèñèò òîëüêî îò jaj. Åäèíè÷�íûé âåêòîð � (a) âñþäó îïðåäåëåí, ÷òî âåñüìà óäîá�íî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåíåíèÿ íàøåé ìîäåëè. Äëÿ� èìååì ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòü:� (a) = e(1� a2) + 2a(e � a) + 2[e� a℄(1 + a2) : (47)Ñêîðîñòü êàæäîãî êîëüöà ñâÿçàíà ñ áèíîðìàëüþb(�) è ðàäèóñîì r(�) ñîîòíîøåíèåìV(�) = b(�)=r(�):�àäèóñû êîëåö r(�) è èõ îðèåíòàöèè b(�) ïðè ýòîìÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ. Ìåíÿþòñÿ òîëü�êî ïîëîæåíèÿ öåíòðîâ êîëåö, ïðè÷åì ýòî äâèæåíèåïðîèñõîäèò ñ ïîñòîÿííîé äëÿ êàæäîãî êîëüöà ñêîðî�ñòüþ.Â äàííîé çàäà÷å âìåñòî ïåðåìåííûõ � è s óäîá�íî ñðàçó èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííûå a, ÷åðåç êîòîðûåîòîáðàæåíèå R(a; t) çàïèñûâàåòñÿ â âèäåR(a; t) = a+ tV(a); (48)ãäå ñêîðîñòü V(a) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êàñàòåëüíûéâåêòîð � ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿV(a) = [� (a) � (� (a) � ra)� (a)℄: (49)Îòñþäà ìîæíî âû÷èñëèòü ÿêîáèàíJ(a; t) = det Î + t��V(a)�a � : (50)Îòìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü êàæäîãî êîëüöà íåèçìåííàâäîëü âèõðåâîé ëèíèè. Ïîýòîìó äåòåðìèíàíò ìàòðè�öû �V(a)=�a, îïðåäåëÿþùèé êîý��èöèåíò ïðè t3 â

âûðàæåíèè äëÿ ÿêîáèàíà J , ðàâåí íóëþ. Â ðåçóëü�òàòå J èìååò êâàäðàòè÷íóþ çàâèñèìîñòü ïî âðåìåíèt: J = 1 + t1(a) + t22(a):Îáðàçîâàíèþ îñîáåííîñòè ñîîòâåòñòâóåò îáðàùåíèåâ íóëü äàííîãî âûðàæåíèÿ. Êîý��èöèåíòû 1 è 2îïðåäåëÿþò ìîìåíò êîëëàïñà t0, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿìèíèìàëüíûì ïîëîæèòåëüíûì êîðíåì óðàâíåíèÿmina J(a; t0) � Jmin(t0) = 0:Âû÷èñëåíèÿ ïî �îðìóëàì (47), (49) è (50) ïðèâîäÿòê âûðàæåíèÿìV(a) == �2(1+a2)2 �[e� a℄(1�a2)+2a(e � a)�2ea2� ; (51)J(a; t) =(1+a2)3�8ta3(1+a2)+4t2(1+a23�a21�a22)(1 + a2)3 ; (52)ãäå a3 � ïðîåêöèÿ âåêòîðà a íà îñü e.Àíàëèçèðóÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå, ìîæíî ïîêà�çàòü, ÷òî ïðè t < 1 ìèíèìóì ÿêîáèàíà ñëåäóåò èñ�êàòü íà îñè ñèììåòðèè, ò. å. ïðè a1 = 0; a2 = 0. Âýòîì ñëó÷àåJaxis = (1� a23)2 + 4(t� a3)2(1 + a23)2 ; (53)îòêóäà âèäíî, ÷òî îñîáåííîñòü èìååò ìåñòî ïðèt0 = 1, a3 = 1, ïðè÷åì ÿêîáèàí îáðàùàåòñÿ â íóëü ïîêâàäðàòè÷íîé àñèìïòîòèêå. Òàêèì îáðàçîì, â äàí�íîì ïðèìåðå j
jmax / (t0 � t)�2. Ëåãêî ïðîâåðÿåò�ñÿ òàêæå, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè â òî÷êå êàñàíèÿ èìå�åò äâà íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûåâåêòîðû êîòîðûõ ëåæàò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêó�ëÿðíîé îñè e. Â îêðåñòíîñòè êîëëàïñà ïîëå 
 íà�ïðàâëåíî âäîëü âåêòîðà e. Ñæàòèå ïî ýòîìó íàïðàâ�ëåíèþ ëèíåéíî ïî âðåìåíè l3 / (t0 � t), à â ïåðïåí�äèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè � áîëåå áûñòðîå, ïî çàêîíól1;2 / (t0�t)3=2. Â ðåçóëüòàòå ñòðóêòóðà îñîáåííîñòèîêàçûâàåòñÿ ñèëüíî âûòÿíóòîé âäîëü îñè àíèçîòðî�ïèè.6. ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß�àññìàòðèâàÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü ñ ãà�ìèëüòîíèàíîì H = R j
jdr, ìû ïðèøëè ê âûâî�äó, ÷òî êàæäàÿ âèõðåâàÿ ëèíèÿ â äàííîé ñèñòå�ìå äâèæåòñÿ íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ. Èìåííî ýòî902



ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000 Êîëëàïñ âèõðåâûõ ëèíèé â ãèäðîäèíàìèêåñâîéñòâî äåëàåò âîçìîæíûì îáðàçîâàíèå ñèíãóëÿð�íîñòåé â çàâèñèìîñòè ïîëÿ îáîáùåííîé çàâèõðåííî�ñòè 
(r; t) çà êîíå÷íîå âðåìÿ èç ãëàäêèõ íà÷àëü�íûõ äàííûõ. Òèïè÷íàÿ îñîáåííîñòü ðàññìàòðèâàå�ìîãî òèïà âûãëÿäèò êàê áåñêîíå÷íîå ñãóùåíèå âèõ-ðåâûõ ëèíèé â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè. Êîë�ëàïñ, òàêèì îáðàçîì, â èíòåãðèðóåìîé ãèäðîäèíà�ìèêå èìååò ÷èñòî èíåðöèîííîå ïðîèñõîæäåíèå. Åñ�ëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òàêîé òèï êîëëàïñà âîçìî�æåí â ãèäðîäèíàìèêå Ýéëåðà, òî àñèìïòîòèêà çà�âèõðåííîñòè âáëèçè îñîáåííîñòè � òî÷êè îïðîêè�äûâàíèÿ âèõðåé � áóäåò â íåâûðîæäåííîé ñèòóà�öèè çàäàâàòüñÿ �îðìóëàìè (28) èëè (36), ÷òî ÿñ�íî óæå èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé, ò. å. ðîòîð ñêîðîñòèîáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü êàê (t0 � t)�1. Èìåííîòàêàÿ çàâèñèìîñòü â ñèíãóëÿðíîé òî÷êå íàáëþäàåò�ñÿ ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ,â òîì ÷èñëå è çäåñü öèòèðîâàííûõ [6; 10�14℄. Îäíà�êî íå âñå ýêñïåðèìåíòû îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëåííîìó èí�òåãðèðîâàíèþ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà íåïðåðûâíûõ ðàñ�ïðåäåëåíèé. Ïåðâûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû [6℄ (îðàçâèòèè ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ñì. [12℄) îòíîñèëèñü êêîëëàïñó äâóõ àíòèïàðàëëåëüíûõ âèõðåâûõ �èëà�ìåíòîâ, êîòîðûå, êàê áûëî ïîêàçàíî â [15℄, ëèíåé�íî íåóñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî ïîïåðå÷íûõ âîçìóùå�íèé. Òåîðèÿ êîëëàïñà äëÿ òîíêèõ âèõðåâûõ íèòåéêàê íåëèíåéíîé ñòàäèè íåóñòîé÷èâîñòè Êðîó áûëàðàçðàáîòàíà Çàõàðîâûì [7; 8℄ (ñì. òàêæå [9℄). Åe âû�âîäû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåí�òàìè âïëîòü äî ðàññòîÿíèé, ñðàâíèìûõ ñ ðàçìåðîìêîðà �èëàìåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññòîÿíèå ìåæ�äó âèõðåâûìè íèòÿìè ñîêðàùàåòñÿ êàê pt0 � t. Ïðèìåíüøèõ ðàññòîÿíèÿõ êîðû âèõðåâûõ �èëàìåíòîâòåðÿþò ñâîþ êðóãëóþ �îðìó. Îíè ñòàíîâÿòñÿ ïëîñ�êèìè, à ñàì ïðîöåññ ïðèòÿæåíèÿ íèòåé çàìåäëÿåò�ñÿ [30; 31℄. Ýòà æå òåíäåíöèÿ íàáëþäàåòñÿ è â ÷èñ�ëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ Êåððà [10℄, íà íàø âçãëÿä,íàèáîëåå ïðîäâèíóòûõ äëÿ çàäà÷è ïåðåñîåäèíåíèÿ,ãäå â îòëè÷èå îò [6℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ êîëëàïñ äâóõàíòèïàðàëëåëüíûõ âèõðåé, íî íåïðåðûâíî ðàñïðåäå�ëåííûõ. Ýòè ýêñïåðèìåíòû ïîìèìî åñòåñòâåííîãî ñî�êðàùåíèÿ ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ðàñïðåäåëåí�íûìè âèõðÿìè âïåðâûå ïîêàçàëè îáðàçîâàíèå äâóõñèíãóëÿðíîñòåé â äâóõ ñèììåòðè÷íûõ òî÷êàõ (ðàçó�ìååòñÿ, ÷òî î ñèíãóëÿðíîñòÿõ çäåñü ìîæíî ãîâîðèòüòîëüêî óñëîâíî, â ìåðó ÷èñëåííûõ âîçìîæíîñòåé).Ïðè ýòîì ïðè ïðèáëèæåíèè ê ìîìåíòó êîëëàïñà íà�áëþäàëñÿ âçðûâíîé ðîñò ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíûçàâèõðåííîñòè ïî çàêîíó (t0�t)�1. Ïî ïîñëåäíèì ñî�îáùåíèÿì Êåððà [14℄, îáðàáîòêà ÷èñëåííûõ äàííûõäàëà äâà ìàñøòàáà, îäèí èç êîòîðûõ ñîêðàùàåòñÿêîðíåâûì îáðàçîì: l1 / (t0 � t)1=2, à äðóãîé óìåíü�

øàåòñÿ ëèíåéíî ñî âðåìåíåì: l2 / t0 � t.Â ðàáîòå [11℄ áûëà ïðåäïðèíÿòà óñïåøíàÿ ïîïûò�êà íàáëþäåíèÿ êîëëàïñà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, íåîáëàäàþùåãî íèçêîé ñèììåòðèåé. Íà÷àëüíàÿ çàâè�õðåííîñòü áûëà ñîñðåäîòî÷åíà â îêðåñòíîñòè öèëèí�äðà, ïðè ýòîì îíà áûëà ïðîìîäóëèðîâàíà ïî óãëóòàê, ÷òî ïðîñòåéøèå ñèììåòðèè îòñóòñòâîâàëè. Âýòîì ýêñïåðèìåíòå, â êîòîðîì äîñòèãíóòî íàèëó÷�øåå íà äàííûé ìîìåíò ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîåðàçðåøåíèå, íàáëþäàëîñü âîçíèêíîâåíèå îòäåëüíîéêîëëàïñèðóþùåé îáëàñòè ñ ðîñòîì çàâèõðåííîñòè âöåíòðå ïî çàêîíó (t0 � t)�1.Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû âñåõ ñóùåñòâóþùèõ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ èäåàëüíîé ãèäðîäè�íàìèêè óêëàäûâàþòñÿ â ïðåäñòàâëåíèå î êîëëàï�ñå êàê ïðîöåññå �îðìèðîâàíèÿ êàóñòèêè áåçäèâåð�ãåíòíîãî ïîëÿ ðîòîðà ñêîðîñòè. Èìååòñÿ ïîëíîå ñî�îòâåòñòâèå ñ ïîâåäåíèåì ìàêñèìóìà çàâèõðåííîñòè.Îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû êîëëàï�ñèðóþùåé îáëàñòè èìååòñÿ ëèøü êà÷åñòâåííîå ñî�ãëàñèå � â ïîëüçó ýòîãî ãîâîðÿò ðåçóëüòàòû ðà�áîò [30; 31℄, ãäå íàáëþäàëîñü ïîäæàòèå êîðà âèõðÿíà íà÷àëüíîé ñòàäèè ïåðåñîåäèíåíèÿ (â ïðåíåáðåæå�íèè âÿçêîñòüþ), à òàêæå ðåçóëüòàòû Êåððà. Âñå ýòîïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåííûé çäåñüñöåíàðèé êîëëàïñà êàê ñãóùåíèÿ âèõðåâûõ ëèíèé âîêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè âûãëÿäèò âïîëíå ïðàâ�äîïîäîáíûì. Ïîâòîðÿåì, ÷òî åñëè òàêîé ñöåíàðèéèìååò ìåñòî, òî ïîâåäåíèå çàâèõðåííîñòè â îêðåñò�íîñòè ñèíãóëÿðíîé òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíè�åì (28) èëè (36). Ñòðóêòóðà ýòîé îáëàñòè äîëæíàáûòü ñèëüíî àíèçîòðîïíîé: ïî îäíîìó èç ïåðïåíäè�êóëÿðíûõ ê çàâèõðåííîñòè íàïðàâëåíèé ïðîèñõîäèòáîëåå áûñòðîå ñæàòèå (/ �3=2), ÷åì ïî äâóì äðóãèì(/ �1=2). �àñïðåäåëåíèå ñòàíîâèòñÿ áëèçêèì ê äâó�ìåðíîìó, ñèëüíî íàïîìèíàþùåìó òàíãåíöèàëüíûéðàçðûâ. Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ â ýòîé îáëàñòè àïïðîê�ñèìèðóåòñÿ ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ëèíåéíîé çàâèñè�ìîñòüþ: v? � 
maxX1;ò. å. òå÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òå÷åíèå ñ ëèíåéíûìøèðîì (shear flow). Äàííûé òèï êîëëàïñà ïî ñóùå�ñòâóþùåé êëàññè�èêàöèè [32℄ îòíîñèòñÿ ê ñëàáûì:ýíåðãèÿ, ïîïàäàåìàÿ â îñîáåííîñòü (ïðè ó÷åòå âÿç�êîñòè), ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè óìåíüøåíèè âÿçêî�ñòè �. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî è ñàì òåìï äèññèïà�öèè ýíåðãèè � R 
2dr îò êîëëàïñèðóþùåé îáëàñòèòàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè âÿçêîñòè � ! 0.Ñëåäóåò åùå ðàç îòìåòèòü, ÷òî, â îòëè÷èå îò ðàñ�ñìîòðåííîé âûøå ìîäåëè ñâîáîäíûõ âèõðåé, â íà�ñòîÿùåé ýéëåðîâñêîé ãèäðîäèíàìèêå âèõðåâûå ëè�903



Å. À. Êóçíåöîâ, Â. Ï. �óáàí ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000íèè âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé ïîïàðíî â ñîîò�âåòñòâèè ñ ãàìèëüòîíèàíîìHEuler == 18� ZZ Rs(�; s) �R�(�; �)jR(�; s)�R(�; �)jd2�ds d2�d�: (54)Ñ òî÷êè çðåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû êîëëàïñàïðèíöèïèàëüíî âàæíî, ÷òî �óíêöèÿ âçàèìî�äåéñòâèÿ (�óíêöèÿ �ðèíà îïåðàòîðà Ëàïëà�ñà) èìååò îñîáåííîñòü ïðè ðàâíûõ àðãóìåíòàõR(�; s) ! R(�; �). Åñëè áû ýòîé îñîáåííîñòè íå áû�ëî è �óíêöèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ áûëà áû ïîëíîñòüþðåãóëÿðíîé, òî ëþáîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèåâèõðåâûõ ëèíèé, òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîåíåêîòîðîìó ãëàäêîìó ïîëþ 
0(a), â òîì ÷èñëåî÷åíü ñèíãóëÿðíîå, ïîðîæäàëî áû äîñòàòî÷íîãëàäêîå ïîëå ñêîðîñòåé v(r). Ïîýòîìó ïðîèçâîëüíàÿíà÷àëüíàÿ ñèíãóëÿðíîñòü ïîëÿ îáîáùåííîé çàâè�õðåííîñòè íå ìîãëà áû ¾ðàññîñàòüñÿ¿ â ñëåäóþùèåìîìåíòû âðåìåíè, îíà ìîãëà áû òîëüêî ïåðåíî�ñèòüñÿ ïîòîêîì æèäêîñòè. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ èäåàëüíîé ñðåäû îáðàòèìû âî âðåìåíè,îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è îáðàçîâàòüñÿ èç ãëàäêèõíà÷àëüíûõ äàííûõ ÷åðåç êîíå÷íîå âðåìÿ ñèíãó�ëÿðíîñòü òàêæå íå ìîãëà áû. Òàêèì îáðàçîì, ñàìîñóùåñòâîâàíèå êîëëàïñà âèõðåâûõ ëèíèé è åãî âîç�ìîæíûå òèïû çàâèñÿò â ñèñòåìàõ ñ êâàäðàòè÷íûìèïî 
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