
ÆÝÒÔ, 2000, òîì 118, âûï. 4 (10), ñòð. 849�862 

 2000
ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÅ�ÅÍÎÑ Â ÑËÓ×ÀÉÍÛÕÂÎËÍÎÂÛÕ ÏÎËßÕÂ. È. Êëÿöêèí a;b*, È. �. ßêóøêèí a**a Èíñòèòóò �èçèêè àòìîñ�åðû èì. À. Ì. Îáóõîâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê109017, Ìîñêâà, �îññèÿb Òèõîîêåàíñêèé îêåàíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â. È. Èëüè÷åâàÄàëüíåâîñòî÷íîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê690041, Âëàäèâîñòîê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 4 àïðåëÿ 2000 ã.�àññìàòðèâàåòñÿ äè��óçèÿ ÷àñòèö è ïîëÿ ïàññèâíîé ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ âîëíîâûõ ïîëÿõ. Îñîáåííî-ñòüþ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ ïåðåíîñà (êîý��èöèåíòîâ äè�-�óçèè) â íóëü â îáû÷íî èñïîëüçóåìûõ ïðèáëèæåíèÿõ (äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ èëèäè��óçèîííîãî), ïðèâîäÿùèõ ê óðàâíåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàíêà. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ âîç-ìóùåíèé â ïåðâîì íåèñ÷åçàþùåì ïîðÿäêå ìàëîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ýòèõ êîý��èöè-åíòîâ ïåðåíîñà äëÿ âîëí ðàçëè÷íîé ïðèðîäû.PACS: 92.60.Dj, 92.60.Ek1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ. ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÄÈÔÔÓÇÈÈ×ÀÑÒÈÖ Â ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÎËÍÎÂÛÕÏÎËßÕ ÑÊÎ�ÎÑÒÈ È ÂÍÅØÍÈÕ ÑÈËÄâèæåíèå ÷àñòèö â áûñòðîïåðåìåííûõ ñëó÷àé�íûõ ïîëÿõ ñêîðîñòè èëè ïîä äåéñòâèåì áûñòðîïå�ðåìåííûõ ñëó÷àéíûõ ñèë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæ�íóþ ïðîáëåìó, èìåþùóþ ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæå�íèÿ â ìåõàíèêå, ãèäðîäèíàìèêå, �èçèêå ïëàçìû èò. ï. Ïðè ýòîì õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêèéïåðåíîñ â áûñòðîïåðåìåííûõ êîëåáàòåëüíûõ è âîë�íîâûõ ïîëÿõ ïðèâîäèò ê ðÿäó âàæíûõ �èçè÷åñêèõÿâëåíèé, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê óñêîðåíèå Ôåðìè,ñòîõàñòè÷åñêèé íàãðåâ ïëàçìû è ò. ï. [1; 2℄. Îáû÷íîåîïèñàíèå ýòèõ ÿâëåíèé îñíîâûâàåòñÿ íà óðàâíåíèèÔîêêåðà�Ïëàíêà, êîý��èöèåíòû êîòîðîãî âûðàæà�þòñÿ ÷åðåç êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè ñëó÷àéíûõ ïî�ëåé è âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ óñðåäíåíèÿ,ðàçâèòûõ äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïîëó÷åííûåòàêèì îáðàçîì ðåçóëüòàòû, õîòÿ è îòðàæàþò îñíîâ�íûå ÷åðòû èçó÷àåìûõ ÿâëåíèé, íî íå èìåþò óíèâåð�ñàëüíîãî õàðàêòåðà è ÷åòêî îïðåäåëåííîé îáëàñòèïðèìåíèìîñòè.*E-mail: klyatskin�hotmail.
om**E-mail: yakushk�omega.ifaran.ru

Âìåñòå ñ òåì èçâåñòíî, ÷òî øèðîêèé êëàññçàäà÷ ïîääàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïîëíîìó îïèñà�íèþ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèáëèæåíèÿ äåëü�òà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, äè���óçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ èëè èõ íåêîòîðûõîáîáùåíèé íà îñíîâå �óíêöèîíàëüíîé òåõíèêè ñ âà�ðèàöèîííûìè ïðîèçâîäíûìè (ñì., íàïðèìåð, [3�7℄).Âû÷èñëåíèå êîý��èöèåíòîâ ïåðåíîñà äëÿ ñëó÷àé�íûõ âîëíîâûõ ïîëåé óêàçûâàåò íà òî, ÷òî îíèìîãóò áûòü â ðÿäå ñëó÷àåâ âåëè÷èíàìè âòîðîãîïîðÿäêà ìàëîñòè ïî îòíîøåíèþ ê âåëè÷èíàì,�èãóðèðóþùèì â îáû÷íûõ âàðèàíòàõ òåîðèè êî�ðîòêîêîððåëèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé. Â ñèëóýòîãî îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðàçâèòèåîáùåé ìåòîäèêè âûâîäà óðàâíåíèé äëÿ ñòàòèñòè�÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñòîõàñòè÷åñêîãî ïåðåíîñà÷àñòèö è ïîëåé è âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâïåðåíîñà ñ ó÷åòîì ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëî�ñòè, åñëè êîý��èöèåíòû ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòèîáðàùàþòñÿ â íóëü.Îáùàÿ ìåòîäèêà òàêèõ âû÷èñëåíèé áûëà ïðåäëî�æåíà åùå â ðàáîòå [8℄ (ñì. òàêæå [3; 9℄). Ýòà ìåòîäè�êà ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿöåëûé ðÿä ÿâëåíèé, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðûõ ðàçíû�ìè àâòîðàìè ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû, âû�7 ÆÝÒÔ, âûï. 4 (10) 849



Â. È. Êëÿöêèí, È. �. ßêóøêèí ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000÷èñëÿòü ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè àíñàìáëåé÷àñòèö è ïîëåé, à òàêæå óêàçûâàòü îáëàñòè ïðèìå�íèìîñòè ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé.Äëÿ îïèñàíèÿ äè��óçèè ÷àñòèö â ïîëå ñëó÷àé�íûõ ñêîðîñòåé u(r; t) îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ äè��å�ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêàddtr(t) = u(r; t); r(0) = r0: (1)Äè��óçèÿ æå ÷àñòèö â ïîëå ñëó÷àéíûõ âíåøíèõñèë f(r; t) ñ ëèíåéíûì òðåíèåì îïèñûâàåòñÿ ñèñòå�ìîé óðàâíåíèéddtr(t) = v(t); ddtv(t) = ��v(t) + f(r; t);r(0) = r0; v(0) = v0: (2)Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå èíäèêàòîðíûå �óíêöèèäëÿ óðàâíåíèé (1) è (2),'(r; t) = Æ (r(t) � r) ;'(r;v; t) = Æ (r(t)� r) Æ (v(t) � v) ; (3)îïèñûâàåìûå óðàâíåíèÿìè Ëèóâèëëÿ (ñì., íàïðè�ìåð, [3℄) ��t'(r; t) = � ��r fu(r; t)'(r; t)g ;'(r; 0) = Æ(r� r0);� ��t + v ��r � � ��vv�'(r;v; t) == �f(r; t) ��v'(r;v; t);'(r;v; 0) = Æ(r� r0)Æ(v � v0): (4)
Òîãäà ñðåäíåå çíà÷åíèå èíäèêàòîðíîé �óíêöèè'(r; t) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïîëÿfu(r; t)g áóäåò îïèñûâàòü îäíîòî÷å÷íóþ ïëîòíîñòüâåðîÿòíîñòåé ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû,P (r; t) = h'(r; t)iu = hÆ (r(t)� r)iu ;à ñðåäíåå çíà÷åíèå èíäèêàòîðíîé �óíêöèè '(r;v; t)ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ff(r; t)gáóäåò îïèñûâàòü ñîâìåñòíóþ îäíîòî÷å÷íóþ ïëîò�íîñòü âåðîÿòíîñòåé ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû è åå ñêîðî�ñòè,P (r;v; t) = h'(r;v; t)if == hÆ (r(t) � r) Æ (v(t) � v)if :Óñðåäíèì óðàâíåíèÿ (4) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçà�

öèé ñëó÷àéíûõ ïîëåé fu(r; t)g è ff(r; t)g. Â ðåçóëü�òàòå ïîëó÷àåì íåçàìêíóòûå óðàâíåíèÿ��tP (r; t) = � ��r hu(r; t)'(r; t)i ;P (r; 0) = Æ(r� r0);� ��t + v ��r � � ��vv�P (r;v; t) == � ��v hf(r; t)'(r;v; t)i ;P (r;v; 0) = Æ(r � r0)Æ(v � v0); (5)
ñîäåðæàùèå êîððåëÿöèè hu(r; t)'(r; t)i èhf(r; t)'(r;v; t)i. Áóäåì ñ÷èòàòü ïîëÿ u(r; t) è f(r; t)ãàóññîâûìè ñëó÷àéíûìè ïîëÿìè, îäíîðîäíûìè âïðîñòðàíñòâå è ñòàöèîíàðíûìè âî âðåìåíè ñ íóëå�âûìè ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè è êîððåëÿöèîííûìèòåíçîðàìèB(u)ij (r� r0; t� t0) = hui(r; t)uj(r0; t0)i ;B(f)ij (r� r0; t� t0) = hfi(r; t)fj(r0; t0)i : (6)Òîãäà ðàñùåïëåíèå êîððåëÿöèé ìîæíî îñóùåñòâèòüíà îñíîâå �îðìóëû Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (ñì., íàïðè�ìåð, [3; 6; 10℄)hfk(x; t)R[t; f(y; �)℄i = Z dx0 Z dt0Bkl(x; t;x0; t0)��� ÆÆ fl(x0; t0)R[t; f(y; �)℄� ; (7)ñïðàâåäëèâîé äëÿ êîððåëÿöèè ãàóññîâà ñëó÷àé�íîãî ïîëÿ f(x; t) ñ ïðîèçâîëüíûì �óíêöèîíàëîìR[t; f(y; �)℄ îò íåãî. Ñëåäîâàòåëüíî óðàâíåíèÿ (5)ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå��tP (r; t)=� ��ri Z dr0 tZ0 dt0B(u)ij (r�r0; t�t0)��� ÆÆuj(r0; t0)'(r; t)�u ;P (r; 0) = Æ(r� r0);� ��t + v ��r � � ��vv�P (r;v; t) == ��vi Z dr0 tZ0 dt0B(f)ij (r� r0; t� t0)���� ��rk Ærk(t)Æfj(r0; t0)+ ��vk Ævk(t)Æfj(r0; t0)�'(r;v; t)�f ;P (r;v; 0) = Æ(r� r0)Æ(v � v0):

(8)
850



ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000 Ñòîõàñòè÷åñêèé ïåðåíîñ â ñëó÷àéíûõ âîëíîâûõ ïîëÿõÄàëåå äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàìêíóòûõ óðàâíåíèé òðå�áóåòñÿ èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû. Ïðî�ñòåéøèìè òàêèìè ìåòîäàìè ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæå�íèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè âî âðåìåíè ñëó÷àé�íûõ ïîëåé u(r; t) è f(r; t) è äè��óçèîííîå ïðèáëè�æåíèå.1.1. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòèÂ ïðèáëèæåíèè äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè âîâðåìåíè ñëó÷àéíûõ ïîëåé u(r; t) è f(r; t) êîððåëÿöè�îííûå òåíçîðû (6) àïïðîêñèìèðóþòñÿ âûðàæåíèÿìèBij(r; t) = 2Beffij (r)Æ(t � t0); (9)ãäå Beffij (r) = 12 1Z�1 dtBij(r; t) = 1Z0 dtBij(r; t): (10)Ó÷èòûâàÿ òåïåðü ðàâåíñòâàÆ'(r; t)Æuj(r0; t0) ����t=t0 = � ��rj fÆ(r� r0)'(r; t0)g ;Ærk(t)Æfj(r0; t0) ����t=t0 = 0;Ævk(t)Æfj(r0; t0) ����t=t0 = ÆkjÆ(r(t0)� r0); (11)âûòåêàþùèå èç (4) è (2), óðàâíåíèÿ (8) ìîæíî ïåðå�ïèñàòü â çàìêíóòîé �îðìå, ñîîòâåòñòâóþùåé óðàâ�íåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàíêà,��tP (r; t) = D(u)ij �2�ri�rj P (r; t);P (r; 0) = Æ(r� r0); (12)� ��t + v ��r � � ��vv�P (r;v; t) == D(f)ij �2�vi�vj P (r;v; t);P (r;v; 0) = Æ(r� r0)Æ(v � v0); (13)ñ äè��óçèîííûìè òåíçîðàìèD(u)ij = 1Z0 d�B(u)ij (0; �);D(f)ij = 1Z0 d�B(f)ij (0; �): (14)

Ïðè ýòîì ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1)è (2) ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûìè ìàðêîâñêèìè ïðîöåññà�ìè, ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà êîòîðûõ òàê�æå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (12), (13). Óñëîâèåìïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàí-íîñòè âî âðåìåíè ñëó÷àéíûõ ïîëåé u(r; t) è f(r; t) ÿâ�ëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, óñëîâèå ìàëîñòè âðåìåííîãî ðàäè�óñà êîððåëÿöèè �0 ñëó÷àéíûõ ïîëåé u(r; t) è f(r; t) ïîñðàâíåíèþ ñî âñåìè âðåìåííûìè ìàñøòàáàìè, âîç�íèêàþùèìè â çàäà÷å, ÷òî òðåáóåò ñîîòâåòñòâóþùåéìàëîñòè �ëóêòóèðóþùèõ ïàðàìåòðîâ.Â îáùåì ñëó÷àå, èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (13) ïî r;ïîëó÷àåì çàìêíóòîå óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðî�ÿòíîñòåé ñêîðîñòè ÷àñòèöû:� ��t � � ��vv�P (v; t) = ��viD(f)ij ��vj P (v; t);P (r;v; 0) = Æ(v � v0); (15)êîòîðîå èìååò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿò�íîñòåé, îïèñûâàþùååñÿ óðàâíåíèåì� ��vvP (v) = � ��viD(f)ij ��vj P (v): (16)Ñêîðîñòü óñòàíîâëåíèÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàâè�ñèò îò ïàðàìåòðà �. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãîçíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå(16) óñòàíàâëèâàåòñÿ áûñòðî, à âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé äëÿ ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû áó�äåò îïèñûâàòüñÿ óðàâíåíèåì (12) ñ äè��óçèîííûìòåíçîðîì D(u)ij = 1�2 1Z0 d�B(f)ij (0; �);÷òî îçíà÷àåò ñòàòèñòè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ðàñ�ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è çàäà÷å î äè��óçèè ÷àñòèöû âñëó÷àéíîì ïîëå ñêîðîñòåé âèäàu(r; t) = 1� f(r; t): (17)Ïåðåõîä îò óðàâíåíèÿ (13) ê óðàâíåíèþ (12) ñîñòàâ�ëÿåò òàê íàçûâàåìóþ ïðîáëåìó Êðàìåðñà (ñì., íà�ïðèìåð, [11℄).1.2. Äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèåÓ÷åò êîíå÷íîñòè âðåìåííîãî ðàäèóñà êîððå�ëÿöèè ñëó÷àéíûõ ïîëåé u(r; t) è f(r; t) ìîæíîïðîâåñòè â ðàìêàõ äè��óçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ.Ýòî ïðèáëèæåíèå áîëåå íàãëÿäíî è �èçè÷íî,÷åì �îðìàëüíîå ìàòåìàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèåäåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ. Îíî851 7*



Â. È. Êëÿöêèí, È. �. ßêóøêèí ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000ñïðàâåäëèâî òàêæå äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ �ëóê�òóàöèé ïàðàìåòðîâ ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîéñèñòåìû è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íå òîëüêî óñëîâèÿïðèìåíèìîñòè äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ïðèáëè�æåíèÿ, íî è îïèñàòü íîâûå �èçè÷åñêèå ý��åêòû,ïîðîæäåííûå êîíå÷íîñòüþ âðåìåííîãî ðàäèóñàêîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ. Â ðàìêàõäè��óçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîâëèÿíèå ñëó÷àéíûõ âîçäåéñòâèé íà âðåìåííûõìàñøòàáàõ ïîðÿäêà �0 íåñóùåñòâåííî, ò. å. ñèñòåìàíà ýòèõ ìàñøòàáàõ ýâîëþöèîíèðóåò êàê ñâîáîäíàÿ.Â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèÿ äëÿñîîòâåòñòâóþùèõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé (8) ÿâëÿ�þòñÿ òî÷íûìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå óïðîùåíèÿ çàäà÷èîñóùåñòâëÿþòñÿ íà óðîâíå �óíêöèîíàëüíîé çàâèñè�ìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è îò �ëóêòóèðóþùèõ ïàðàìåò�ðîâ. Òàê, äëÿ çàäà÷è (1) â äè��óçèîííîì ïðèáëèæå�íèè èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ è åå âàðèàöèîííàÿ ïðî�èçâîäíàÿ íà âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà âðåìåí�íîãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè �0 ñëó÷àéíîãî ïîëÿ u(r; t)îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé��t Æ'(r; t)Æui(r0 ; t0) = 0;Æ'(r; t)Æui(r0 ; t0) ����t=t0 = � ��ri nÆ(r� r0)'(r; t0)o ;��t'(r; t) = 0; '(r; t)jt=t0 = '(r; t0): (18)Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå ñèñòåìû (18) â ïåðâîå èçóðàâíåíèé (8), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå��tP (r; t) = D(u)ij (t) �2�ri�rj P (r; t);P (r; 0) = Æ(r � r0); (19)ãäå òåïåðü äè��óçèîííûé òåíçîð èìååò âèäD(u)ij (t) = tZ0 d�B(u)ij (0; �): (20)Óðàâíåíèå (19) 
 äè��óçèîííûì òåíçîðîì (20)ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ âðåìåí t. Îäíàêî â ýòîì ñëó�÷àå ðåøåíèå çàäà÷è (1) r(t) íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûììàðêîâñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì, òàê êàê åãî ìíî�ãîâðåìåííàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé íå äîïóñêàåò�àêòîðèçàöèè ñ ïîìîùüþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåéïåðåõîäà. Â àñèìïòîòè÷åñêîì ñëó÷àå t � �0 ðåøå�íèå èñõîäíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1) â äè��óçè�îííîì ïðèáëèæåíèè óæå áóäåò ìàðêîâñêèì ñëó÷àé�íûì ïðîöåññîì, îïèñûâàþùèìñÿ óðàâíåíèåì (12) ñêîý��èöèåíòîì äè��óçèè (14), ò. å. â ýòîì àñèìïòî�òè÷åñêîì ñëó÷àå äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèå ñîâ�ïàäàåò ñ ïðèáëèæåíèåì äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè

âî âðåìåíè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ u(r; t). Ýòî îáóñëîâëå�íî, î÷åâèäíî, îòñóòñòâèåì ñðåäíåãî ïîòîêà â óðàâíå�íèè (1).Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà�÷è (2) âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèé r(t) èv(t), âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (8), â äè��óçèîííîìïðèáëèæåíèè íà ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà âðåìåííîãî ðà�äèóñà êîððåëÿöèè �0 ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f(r; t) îïèñû�âàþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé, âû�òåêàþùåé èç (2) ïðè t0 < t,ddt Ærk(t)Æfj(r0; t0) = Ævk(t)Æfj(r0; t0) ;ddt Ævk(t)Æfj(r0; t0) = �� Ævk(t)Æfj(r0; t0) ; (21)íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ êîòîðîé,Ærk(t)Æfj(r0; t0) ����t=t0 = 0;Ævk(t)Æfj(r0; t0) ����t=t0 = ÆkjÆ(r(t0)� r0); (22)îäíàêî, ñîäåðæàò ñëó÷àéíîñòè â âèäå ñòîõàñòè÷å�ñêîé �óíêöèè r(t0).�åøåíèå ñèñòåìû (21) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ�ìè (22) èìååò âèäÆvk(t)Æfj(r0; t0) = Ækje��(t�t0)Æ(r(t0)� r0);Ærk(t)Æfj(r0; t0) = 1�Ækj h1� e��(t�t0)i Æ(r(t0)� r0): (23)Äàëåå, ñ÷èòàÿ, ÷òî íà òàêèõ ìàñøòàáàõ âðåìåíè äåé�ñòâèå ñëó÷àéíûõ ñèë íåñóùåñòâåííî è äëÿ äèíàìèêèñàìîé ÷àñòèöû, ìû ìîæåì çàìåíèòü çíà÷åíèå r(t0),âõîäÿùåå â (23), íà r(t), èñïîëüçóÿ óïðîùåííóþ ñè�ñòåìó óðàâíåíèé (2),ddtr(t) = v(t); ddtv(t) = ��v(t) (24)ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìèr(t)jt=t0 = r(t0); v(t)jt=t0 = v(t0); (25)îòêóäà ñëåäóåò, ÷òîr(t0) = r(t) � 1�v he�(t�t0) � 1i ;v(t0) = e�(t�t0)v(t): (26)Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (23) è (26), ìîæíî òåïåðüóðàâíåíèå (8) çàïèñàòü â çàìêíóòîì âèäå [9℄:� ��t + v ��r � � ��vv�P (r;v; t) = ��vi ���D(1)ij (v; t) ��vj +D(2)ij (v; t) ��rj �P (r;v; t); (27)852



ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000 Ñòîõàñòè÷åñêèé ïåðåíîñ â ñëó÷àéíûõ âîëíîâûõ ïîëÿõãäå ââåäåíû êîý��èöèåíòû äè��óçèèD(1)ij (v; t) = tZ0 d�e��� ��B(f)ij � 1� �e�� � 1�v; �� ;D(2)ij (v; t) = 1� tZ0 d� �1� e��� ���B(f)ij � 1� �e�� � 1�v; �� : (28)
Óðàâíåíèå (28) ïðàâèëüíî îïèñûâàåò îäíîòî÷å÷�íóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé è äëÿ âðåìåí t < �0.Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è (2) fr(t);v(t)gíå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ìàðêîâñêèì ñëó÷àéíûì ïðî�öåññîì, òàê êàê åãî ìíîãîâðåìåííàÿ ïëîòíîñòü âå�ðîÿòíîñòåé íå äîïóñêàåò �àêòîðèçàöèè ñ ïîìîùüþïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà. Â àñèìïòîòè÷å�ñêîì ñëó÷àå t� �0 ðåøåíèå èñõîäíîé äèíàìè÷åñêîéñèñòåìû (2) óæå áóäåò ìàðêîâñêèì ñëó÷àéíûì ïðî�öåññîì. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âåðõíèå ïðåäåëû â èí�òåãðàëàõ (28) çàìåíèòü íà áåñêîíå÷íîñòü. Ïðè ýòîììû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàíêà äëÿ îä�íîâðåìåííîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé,� ��t + v ��r � � ��vv�P (r;v; t) = ��vi���D(1)ij (v) ��vj +D(2)ij (v) ��rj �P (r;v; t);P (r;v; 0) = Æ(r � r0)Æ(v � v0); (29)ñ êîý��èöèåíòàìè äè��óçèèD(1)ij (v) = 1Z0 d�e��� ��B(f)ij � 1� �e�� � 1�v; �� ;D(2)ij (v) = 1� 1Z0 d� �1� e������B(f)ij � 1� �e�� � 1�v; �� : (30)
Îòìåòèì, ÷òî ïðèáëèæåíèþ äåëüòà-êîððåëèðî-âàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ (ò. å. óðàâíåíèþ (12)) ñî�îòâåòñòâóåò óðàâíåíèå (27) ñ êîý��èöèåíòàìè äè���óçèèD(1)ij (v) = 1Z0 d�B(f)ij (0; �) ; D(2)ij (v) = 0:

Ïðè îòñóòñòâèè òðåíèÿ óðàâíåíèå (29) óïðîùà�åòñÿ è ïðèíèìàåò âèä [1℄� ��t + v ��r�P (r;v; t) = ��vi ���D(1)ij (v) ��vj +D(2)ij (v) ��rj �P (r;v; t);P (r;v; 0) = Æ(r� r0)Æ(v � v0) (31)ñ êîý��èöèåíòàìè äè��óçèèD(1)ij (v) = 1Z0 d�B(f)ij (v�; �) ;D(2)ij (v) = 1Z0 �d�B(f)ij (v�; �) : (32)Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà � ðàñ�ñìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à àíàëîãè÷íà çàäà÷å Êðàìåð�ñà äëÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîëÿñëó÷àéíûõ ñèë f(r; t). Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî ïëîò�íîñòü âåðîÿòíîñòåé ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû áóäåò îïè�ñûâàòüñÿ óðàâíåíèåì (19), ÷òî ñòàòèñòè÷åñêè ýêâè�âàëåíòíî ïåðåõîäó ê äèíàìè÷åñêîìó óðàâíåíèþ (1)ñ ïîëåì ñêîðîñòåé âèäà (17).Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íîâîå ïîëå ~u(r; t) ñ åäè�íè÷íîé äèñïåðñèåé, òàêîå ÷òîu(r; t) = �u~u(r; t);ãäå äèñïåðñèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé�2u = B(u)ii (0; 0):Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ñëó÷àéíîå ïîëå èìååò âîëíî�âîå ïðîèñõîæäåíèå è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî êîððåëÿöè�îííûé òåíçîð èìååò ñòðóêòóðóB(u)ij (r; t) = Z dkF (u)ij (k) 
os fk � r�!(k)tg ; (33)ãäå ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ F (u)ij (k) òàêîâà, ÷òîR dkF (u)ii (k) = 1, è ! = !(k) > 0 � äèñïåðñèîííàÿêðèâàÿ äëÿ âîëíîâûõ äâèæåíèé.Òàê, íàïðèìåð, äëÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí !(k) = 
k,ãäå 
 � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà, äëÿ ãðàâè�òàöèîííûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè ãëóáîêîé æèäêîñòè!(k) = pgk, äëÿ âíóòðåííèõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëíâ ñòðàòè�èöèðîâàííîé ñðåäå !(k) = Npk2 � k2z=k,ãäå N � ÷àñòîòà Áðåíòà�Âÿéñÿëÿ, äëÿ âîëí �îññáèâ àòìîñ�åðå è îêåàíå !(k) = ��kx=k2, ãäå � � ãðà�äèåíò ñèëû Êîðèîëèñà â íàïðàâëåíèè y, è ò. ï.853



Â. È. Êëÿöêèí, È. �. ßêóøêèí ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000Ïóñòü ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèþ �ij(0) = 0, ãäå �ij(!) = R dkF (u)ij (k) �� Æ(! � !(k)) (â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîâûïîëíÿåòñÿ áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå �ij(!)=!2 ! 0ïðè ! ! 0). Òîãäà äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèèñëó÷àéíîãî âîëíîâîãî ïîëÿ ~u(r; t) èìååò ìåñòîñîîòíîøåíèå 1Z0 B(u)ij (0; t)dt = 0 (34)è, ñëåäîâàòåëüíî, êàê ïðèáëèæåíèå äåëü�òà-êîððåëèðîâàííîñòè ïîëÿ ñêîðîñòè, òàê è äè���óçèîííîå ïðèáëèæåíèå äëÿ íàèáîëåå èíòåðåñíîãîñëó÷àÿ t � �0 íå ïðèâîäÿò ê êîíå÷íîìó ðåçóëüòàòó,òàê êàê êîý��èöèåíòû äè��óçèè îáðàùàþòñÿ âíóëü. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà íåîáõî�äèìî ó÷èòûâàòü ÷ëåíû âûñøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.Â ñëó÷àå æå t . �0 êîý��èöèåíòû äè��óçèèîòëè÷íû îò íóëÿ, îäíàêî ïîâåäåíèå ÷àñòèö çà òàêîéïåðèîä âðåìåíè íå èìååò óíèâåðñàëüíîãî õàðàêòåðàè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ìîäåëè ñëó÷àéíîãî ïîëÿñêîðîñòåé.Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ñòîõàñòè�÷åñêîé çàäà÷è (2) î äè��óçèè ÷àñòèöû â ñëó÷àéíîìïîëå ñèë, èìåþùèõ âîëíîâóþ ïðèðîäó, êîððåëÿöèîí�íàÿ �óíêöèÿ êîòîðûõ èìååò âèä àíàëîãè÷íûé (33),ò. å.B(f)ij (r; t) = Z dkF (f)ij (k) 
os fk � r�!(k)tg ; (35)óðàâíåíèÿ (19) è (31) ñ êîý��èöèåíòàìè äè��ó�çèè (30), (32) ïî-ïðåæíåìó èìåþò ñìûñë, òàê êàêêîý��èöèåíòû äè��óçèè â ýòîì ñëó÷àå íå îáðàùà�þòñÿ â íóëü. Òàê, ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (35) â (32)è èíòåãðèðóÿ ïî âðåìåíè, âèäèì, ÷òî êîý��èöèåíòäè��óçèè íå ðàâåí íóëþ,D(1)ij (v) � Z dkF (f)ij (k)Æ (k � v�!(k)) 6= 0;èç-çà íàëè÷èÿ ðåçîíàíñà ¾âîëíà�÷àñòèöà¿:k � v = !(k):Ïóñòü ìàêñèìóì ñïåêòðàëüíîé �óíêöèè Fij(k)ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó âîëíîâîìó ÷èñëó km, àìàêñèìóì ñïåêòðàëüíîé �óíêöèè �ij(!) � ÷àñòîòå!m: Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâåííûé è âðåìåííîé êîð�ðåëÿöèîííûå ìàñøòàáû êàê l � 2�=km, �0 � 2�=!m:Ïðè ýòîì âåëè÷èíà " = �u�0=l äëÿ ðåàëüíûõ âîë�íîâûõ ïîëåé, êàê ïðàâèëî, ìàëà è ìîæåò ðàññìàò�ðèâàòüñÿ êàê îñíîâíîé ìàëûé ïàðàìåòð çàäà÷è, ò. å." � 1: Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî âî âñåé îáëàñòè,

ãäå îïðåäåëåí ñïåêòð ïîëÿ ñêîðîñòåé, ñïðàâåäëèâîíåðàâåíñòâî �uk � !(k): Ïîñëåäíåå óñëîâèå îáóñëîâ�ëèâàåò îòñóòñòâèå ðåçîíàíñîâ ìåæäó ðàçíûìè êîì�ïîíåíòàìè ïîëÿ ñêîðîñòè.Ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìóìîâ ñïåêòðàëüíûõ �óíê�öèé Fij(k) è �ij(!) îòíþäü íå îçíà÷àåò ïðèñóòñòâèÿêâàçèðåãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé â ïîëå ñëó÷àéíûõñêîðîñòåé. Èõ ñóùåñòâîâàíèå îáóñëîâëåíî òåì, ÷òîñàìî ïîëå ñêîðîñòåé ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì äè��å�ðåíöèðîâàíèÿ (ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè) äðóãèõâñïîìîãàòåëüíûõ âîëíîâûõ ïîëåé (íàïðèìåð, ïîëÿïîòåíöèàëà äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé èëèïîëÿ ñìåùåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà è ò. ï.). Êîíå÷íî,åñëè ñïåêòðàëüíûå �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ î÷åíü ¾óç�êèìè¿, ò. å. èìåþò äåëüòà-îáðàçíûé âèä îòíîñèòåëü�íî öåíòðàëüíîé ÷àñòîòû (âîëíîâîãî ÷èñëà), òî âîç�ìîæíî ïðåäâàðèòåëüíî óïðîñòèòü çàäà÷ó ïóòåì äè�íàìè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ ïî áûñòðûì îñöèëëÿöèÿìñ öåíòðàëüíîé ÷àñòîòîé (âîëíîâûì ÷èñëîì) èñõîä�íûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Îäíàêî äëÿ áîëü�øèíñòâà ãåî�èçè÷åñêèõ âîëíîâûõ çàäà÷ òàêàÿ ñèòó�àöèÿ íå îñóùåñòâëÿåòñÿ.Îòìåòèì, ÷òî ãèïîòåçà ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîñòðàí�ñòâåííîé îäíîðîäíîñòè èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, îãðà�íè÷åííóþ ïðèìåíèìîñòü è íåñïðàâåäëèâà, íàïðè�ìåð, äëÿ âîëí â àòìîñ�åðíîì èëè îêåàíè÷åñêîì âîë�íîâîäàõ, ïðè ðàññìîòðåíèè ïåðåíîñà îãðàíè÷åííû�ìè âîëíîâûìè ïàêåòàìè è ò. ï. Â äàëüíåéøåì ìûîãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ãàóññîâà ñòàòèñòè÷åñêèîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé, ñîñðåäîòî�÷èâ âíèìàíèå íà ïðèíöèïèàëüíîé ñòîðîíå âîïðîñà.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíêðåòíûõ êîëè÷åñòâåííûõ ðåçóëü�òàòîâ íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ñòàòèñòè÷åñêèå ìî�äåëè ñàìîãî âîëíîâîãî ïîëÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êâàäðà�òè÷íûõ ÷ëåíîâ. Ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, âîçíèêà�þò ñðåäíèé ïåðåíîñ (ñòîêñîâ äðåé�) è äè��óçèÿ÷àñòèö, êîòîðûå äëÿ ðàçíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ðàñ�ñìàòðèâàëèñü, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [12�14℄ íà îñíîâåïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî â ñâîå âðåìÿ Òåéëîðîì [15℄.Íàøåé æå öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ê óêàçàííî�ìó êëàññó çàäà÷ áîëåå îáùåãî è ïîñëåäîâàòåëüíîãîïîäõîäà, ñïðàâåäëèâîãî äëÿ âîëí ðàçëè÷íîé ïðèðî�äû, è ïîçâîëÿþùåãî ïîëó÷èòü íåêîòîðûå îáîáùåíèÿòåîðèè ïåðåíîñà, îñíîâàííîé íà óðàâíåíèè Ôîêêå�ðà�Ïëàíêà. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ðàç�ëè÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè àíñàìáëåé÷àñòèö, ïåðåíîñèìûõ âîëíîâûìè òå÷åíèÿìè, è àíà�ëèçèðîâàòü íà îñíîâå ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîé òîïî�ãðà�èè [5�7℄ ý��åêòû, ñâÿçàííûå ñ êëàñòåðèçàöèåéè îáðàçîâàíèåì êîãåðåíòíûõ ñòðóêòóð â ïîëÿõ ïëîò�íîñòè ïðèìåñè.Äàëåå ìû áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðèì äè��óçèþ854



ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000 Ñòîõàñòè÷åñêèé ïåðåíîñ â ñëó÷àéíûõ âîëíîâûõ ïîëÿõïàññèâíîé ïðèìåñè (÷àñòèö è ïîëÿ ïëîòíîñòè êîí�öåíòðàöèè ïðèìåñè) â ñëó÷àéíîì ïîëå ñêîðîñòåé,èìåþùåì âîëíîâóþ ïðèðîäó, äëÿ êîòîðîé, êàê ìûâèäåëè ðàíåå, äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèå ýêâèâà�ëåíòíî ïðèáëèæåíèþ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè ïî�ëÿ ñêîðîñòåé è ïðèâîäèò ê íóëåâûì êîý��èöèåíòàìäè��óçèè.2. ÄÈÔÔÓÇÈß ÏÀÑÑÈÂÍÎÉ Ï�ÈÌÅÑÈ ÂÑËÓ×ÀÉÍÎÌ ÏÎËÅ ÑÊÎ�ÎÑÒÅÉÄè��óçèÿ ïàññèâíîé ïðèìåñè â ñëó÷àéíîì ïîëåñêîðîñòåé u(r; t) îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíè�åì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿ�þùèìñÿ óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè äëÿ ïëîòíîñòèêîíñåðâàòèâíîé ïðèìåñè:� ��t + �u ��r ~u(r; t)� �(r; t) = 0;�(r; 0) = �0(r); (36)ãäå ~u(r; t) � ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíîå â ïðîñòðàí�ñòâå è ñòàöèîíàðíîå âî âðåìåíè ñëó÷àéíîå âîëíîâîåâåêòîðíîå ïîëå ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì h~u(r; t)i = 0;è êîððåëÿöèîííûì òåíçîðîìh~ui(r; t)~uj(r0; t0)i = Bij(r� r0; t� t0)(Bii(0; 0) = 1) :Îáùàÿ ìàññà ïðèìåñè ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ, ò. å.M = M(t) = Z dr�(r; t) = Z dr�0(r) = M0:Ëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåð�âîãî ïîðÿäêà (36) ìîæåò áûòü ðåøåíî ìåòîäîìõàðàêòåðèñòèê. Ââîäÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êðèâûå(òðàåêòîðèè ÷àñòèöû), äèíàìèêà êîòîðûõ îïèñûâà�åòñÿ óðàâíåíèåì (1),ddtr(t) = �u~u(r; t); r(0) = r0; (37)(36) ìîæíî çàïèñàòü â âèäåddt�(t) = ��u �~u(r; t)�r �(t);�(0) = �0(r0): (38)Òàêàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è ñîîòâåòñòâóåò ëàãðàí�æåâó îïèñàíèþ, â òî âðåìÿ êàê èñõîäíîå äèíàìè÷å�ñêîå óðàâíåíèå (36) ñîîòâåòñòâóåò ýéëåðîâó îïèñà�íèþ.

�åøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (37), (38) çàâèñèò îòõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà � íà÷àëüíîãî çíà�÷åíèÿ r0, ÷òî áóäåì îòìå÷àòü âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé:r(t) = r(tjr0); �(t) = �(tjr0): (39)Ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (39) ìîæíî ðàññìàòðèâàòüêàê àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðà r0, ðå�øåíèå êîòîðîãî r0 = r0(r; t) ñóùåñòâóåò, òàê êàê ðàñ�õîäèìîñòü j(tjr0) = det jjjik(tjr0)jj îòëè÷íà îò íóëÿ,ãäå jik(tjr0) = �ri(tjr0)�r0k :Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (36)ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðàâåíñòâà�(r; t) = Z dr0�0(r0)Æ (r(tjr0)� r) ; (40)óñòàíàâëèâàþùåãî ñâÿçü ìåæäó ëàãðàíæåâûìè è ýé�ëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.Äåëüòà-�óíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (40)ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðíîé �óíêöèåé äëÿ ïîëîæåíèÿëàãðàíæåâîé ÷àñòèöû, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåóñðåäíåíèÿ åå ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãîïîëÿ ñêîðîñòåé f~u(r; t)g ïîëó÷àåì õîðîøî èçâåñò�íóþ ñâÿçü îäíîâðåìåííîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåéïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû â ëàãðàíæåâîì îïèñàíèèP (t; rjr0) = hÆ (r(tjr0)� r)i ñî ñðåäíåé ïëîòíîñòüþ âýéëåðîâîì îïèñàíèè (ñì., íàïðèìåð, [10℄)h�(r; t)i = Z dr0�0(r0)P (t; rjr0) : (41)3. ËÀ��ÀÍÆÅÂÎ ÎÏÈÑÀÍÈÅÂâåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ èíäèêàòîðíîé �óíêöèèêîîðäèíàòû ëàãðàíæåâîé ÷àñòèöû,'(r; t) = Æ (r(t)� r) ; (42)à òàêæå ïåðâîé è âòîðîé âàðèàöèîííûõ ïðîèçâîä�íûõ, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ â äàëüíåéøåìñòàòèñòè÷åñêèõ ñðåäíèõ:Æ'(r; t)Æ~ui(r0; t0) = �uSi(r; t; r0; t0);Æ2'(r; t)Æ~ui(r0; t0)Æ~uj(r00; t00) = �2uSij(r; t; r0; t0; r00; t00): (43)Äëÿ èíäèêàòîðíîé �óíêöèè èìååì ñòîõàñòè÷å�ñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ��t'(r; t) = ��u ��rk f~uk(r; t)'(r; t)g ;'(r; 0) = Æ(r� r0); (44)855



Â. È. Êëÿöêèí, È. �. ßêóøêèí ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå èíòåãðàëüíîãîóðàâíåíèÿ'(r; t) = Æ(r� r0)� �u ��rk �� tZ0 d� ~uk(r; �)'(r; �): (45)Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ïåðâîé âàðèàöèîííîé ïðîèç�âîäíîé (43), ó÷èòûâàÿ, ÷òî îíà îòëè÷íà îò íóëÿòîëüêî ïðè t � t0; ïîëó÷àåì ñòîõàñòè÷åñêîå èíòå�ãðàëüíîå óðàâíåíèåSi(r; t; r0; t0) = L̂i(r; r0)'(r; t0)�(t � t0)�� �u ��rk tZt0 d� ~uk(r; �)Si(r; � ; r0; t0); (46)ãäå äåéñòâèå îïåðàòîðà L̂j(r; r0) íà �óíêöèþ f(r)îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîéL̂i(r; r0)f(r) = � ��ri fÆ(r� r0)f(r)g : (47)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ âòîðîé âàðèàöèîííîéïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåì ñòîõàñòè÷åñêîå èíòåãðàëüíîåóðàâíåíèåSij(r; t; r0; t0; r00; t00) = L̂i(r; r0)Sj(r; t0; r00; t00)�� �(t� t0)�(t0 � t00) ++ L̂j(r; r00)Si(r; t00; r0; t0)�(t � t00)�(t00 � t0)���u ��rl tZmaxft0;t00g d� ~ul(r; �)Sij (r; � ; r0; t0; r00; t00): (48)Óñðåäíèì òåïåðü óðàâíåíèå (44) ïî àíñàìáëþðåàëèçàöèé ïîëÿ f~u(r; t)g: Òîãäà äëÿ ëàãðàíæå�âîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöûP (r; t) = h'(r; t)i ; èñïîëüçóÿ ïîäõîä ðàáîò [3�6℄, ñó÷åòîì �îðìóëû Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (7) ïîëó÷àåìóðàâíåíèå��tP (r; t) = ��2u ��rk �� Z dr0 tZ0 dt0Bki(r�r0; t�t0) hSi(r; t; r0; t0)i ;P (r; 0) = Æ(r� r0): (49)

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (49) ïî âðåìåíè â èíòåð�âàëå (t1; t) ; ãäå t1 < t; ïîëó÷àåì ðàâåíñòâîP (r; t)� P (r; t1) = ��2u ��rl tZt1 d� Z dr00 �� �Z0 dt00Blj(r� r00; � � t00) hSj(r; � ; r00; t00)i : (50)Óñðåäíèì òåïåðü óðàâíåíèå (46) ïî àíñàìáëþðåàëèçàöèé ïîëÿ f~uk(r; t)g: Òîãäà äëÿ âåëè÷èíûhSi(r; t; r0; t0)i ïîëó÷àåì óðàâíåíèåhSi(r; t; r0; t0)i = L̂i(r; r0)P (r; t0)�(t � t0)�� �2u ��rl tZt0 d� Z dr00 tZ0 dt00 ��Blj(r� r00; � � t00) hSij(r; � ; r0; t0; r00; t00)i : (51)Äëÿ �óíêöèè hSij(r; t; r0; t00; r00; t)i èñïîëüçóåìïðèáëèæåííîå âûðàæåíèåhSij(r; t; r0; t00; r00; t)i == L̂i(r; r0) hSj(r; t0; r00; t00)i �(t� t0)�(t0 � t00) ++ L̂j(r; r00) hSi(r; t00; r0; t0)i �(t� t00)�(t00 � t0); (52)ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåíåáðåæåíèþ âàðèàöèîííûìèïðîèçâîäíûìè òðåòüåãî ïîðÿäêà â (48). Ñ ó÷åòîìýòîãî ïðèáëèæåíèÿ è ðàâåíñòâà (50) óðàâíåíèå (51)ìîæíî çàïèñàòü â âèäå çàìêíóòîãî èíòåãðàëüíîãîóðàâíåíèÿ:hSi(r; t; r0; t0)i = L̂i(r; r0)P (r; t)�(t� t0) ++ �2uL̂i(r; r0) ��rl tZt0 d� Z dr00 �Z0 dt00 ��Blj(r� r00; � � t00) hSj(r; � ; r00; t00)i �� �2u ��rl tZt0 d� Z dr00 t0Z0 dt00 ��Blj(r� r00; � � t00)L̂i(r; r0) hSj(r; t0; r00; t00)i �� �2u ��rl tZt0 d� Z dr00 �Zt0 dt00 ��Blj(r� r00; � � t00)L̂j(r; r00) hSi(r; t00; r0; t0)i : (53)�åøàÿ óðàâíåíèå (53) äëÿ hSi(r; t; r0; t0)i ìåòîäîìïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïî ïàðàìåòðó �2u 
òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ÷ëåíîâ (ïðè ýòîì âðåìåííûå856



ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000 Ñòîõàñòè÷åñêèé ïåðåíîñ â ñëó÷àéíûõ âîëíîâûõ ïîëÿõàðãóìåíòû ti ó �óíêöèé P (r; ti) ìîæíî çàìåíèòü íàt), èìååìhSi(r; t; r0; t0)i = nL̂i(r; r0) ++ �2uL̂i(r; r0) ��rl tZt0 d� Z dr00 �Z0 dt00 ��Blj(r� r00; t00)L̂j(r; r00)�� �2u ��rl tZt0 d� Z dr00 t0Z0 dt00 ��Blj(r � r00; � � t00)L̂i(r; r0)L̂j(r; r00)�� �2u ��rl tZt0 d� Z dr00 �Zt0 dt00 ��Blj(r� r00; � � t00)L̂j(r; r00) L̂i(r; r0)oP (r; t): (54)Ïîäñòàâëÿÿ (54) â óðàâíåíèå (49), ìîæíî âûïîë�íèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåì ïðîñòðàíñòâåííûì ïå�ðåìåííûì è ïîëó÷èòü óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêàïî r (â êîòîðîì ìîæíî îïóñòèòü ÷ëåíû ñ ïðîèçâîä�íîé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðîïîðöèîíàëüíûå �4u):��tP (r; t) = ��2u tZ0 dt0 �Bki(0; t0)�ri ��rk P (r; t) ++ �2u tZ0 dt0Bki(0; t0) �2�rk�riP (r; t) ++ �4u �2�rk�rl tZ0 dt0Bki(0; t� t0) tZt0 d� �� t0Z0 dt00 �2Blj(0; � � t00)�ri�rj P (r; t) ++ �4u �2�rk�rl tZ0 dt0 �2Bki(0; t� t0)�ri�rj tZt0 d� �� �Zt0 dt00Blj(0; � � t00)P (r; t) ++ �4u �2�rk�rj tZ0 dt0 �Bki(0; t� t0)�rl tZt0 d� �� t0Z0 dt00 �Blj(0; � � t00)�ri P (r; t) +

+ �4u �2�rk�ri tZ0 dt0 �Bki(0; t� t0)�rl tZt0 d� �� �Z0 dt00 �Blj(0; t00)�rj P (r; t) ++ �4u �2�rk�rj tZ0 dt0 �2Bki(0; t� t0)�ri�rl tZt0 d� �� �Z0 dt00Blj(0; t00)P (r; t) ++ �4u �2�rk�ri tZ0 dt0 �2Bki(0; t� t0)�rl�rj tZt0 d� �� �Zt0 dt00Blj(0; � � t00)P (r; t) �� �4u �3�rk�rl�rj tZ0 dt0Bki(0; t� t0) tZt0 d� �� t0Z0 dt00 �Blj(0; � � t00)�ri P (r; t)�� �4u �3�rk�rl�ri tZ0 dt0 �Bki(0; t� t0)�rj tZt0 d� �� �Zt0 dt00Blj(0; � � t00)P (r; t) �� �4u �3�rk�ri�rj tZ0 dt0 �Bki(0; t� t0)�rl tZt0 d� �� �Z0 dt00Blj(0; t00)P (r; t): (55)Óðàâíåíèå (55) íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, óðàâ�íåíèåì äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, òàê êàê ìî�æåò ïðèâîäèòü ê îòðèöàòåëüíûì âåëè÷èíàì â îáëà�ñòè åå ìàëûõ çíà÷åíèé. Âìåñòå ñ òåì åãî ðåøåíèåïðàâèëüíî îïèñûâàåò ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòû è âýòîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ Ôîê�êåðà�Ïëàíêà. Èñïîëüçóÿ òåïåðü ñïåêòðàëüíîå ïðåä�ñòàâëåíèå ïîëÿ ñêîðîñòåé (33) è åãî ñâîéñòâà, ìîæíîâûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè â êîý��èöè�åíòàõ óðàâíåíèÿ, è äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé âðåìåí(t� �0) óðàâíåíèå (55) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå��tP (r; t) = ��2u Z dk!(k)kiFki(k) ��rk P (r; t)+857



Â. È. Êëÿöêèí, È. �. ßêóøêèí ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000+ �4u�2 Z dk1 Z dk2!22 k1lk1jFki(k1)Flj(k2)�� Æ (!1 � !2) �2�rk�riP (r; t) ++ �4u�2 Z dk1 Z dk2!22 k1lk2iFki(k1)Flj(k2)�� Æ (!1 � !2) �2�rk�rj P (r; t); (56)ãäå !1 = !(k1), !2 = !(k2):Óðàâíåíèå (56) óæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíå�íèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà, îïèñûâàþùåå ïëîòíîñòü âå�ðîÿòíîñòè ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû, ïåðåíîñèìîé ñòàòè�ñòè÷åñêè îäíîðîäíûì ãàóññîâûì âîëíîâûì ïîëåìñêîðîñòåé.Äëÿ èçîòðîïíûõ �ëóêòóàöèé ïîëÿ ~u(r; t) óðàâíå�íèå (56) óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä��tP (r; t) = DN �2�r2P (r; t); (57)ñîîòâåòñòâóþùèé ãàóññîâîìó ñëó÷àéíîìó âåêòîðíî�ìó ïðîöåññó r(t) ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì hr(t)i = r0 èäèñïåðñèåé�2r (t) = D(r(t)� r0)2E = 2NDN t; (58)ãäå N � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, à DN � êîý���èöèåíò äè��óçèè,DN = �4u �2N Z dk1 �� Z dk2!22 k1lk1jFii(k1)Flj(k2)Æ(!1 � !2): (59)Â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòðàëüíûé òåíçîð âîëíîâîãî ïîëÿñêîðîñòåé èìååò ñòðóêòóðóFki(k) = F s(k)�Æik � kikkk2 �+ F p(k)kikkk2 ; (60)ãäå F s(k) è F p(k) � ñîîòâåòñòâåííî ñîëåíîèäàëüíàÿè ïîòåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ñïåêòðàëüíîãî òåí�çîðà, !(k) � !(k), è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êîý��èöè�åíòà äè��óçèè ïîëó÷àåì âûðàæåíèåDN = �4u �2N Z dk1!21 k21Fii(k1)�� Z dk2Fll(k2)Æ(!1 � !2) == �4u �2N Z dk1!21 k21 [F s(k1) (N � 1) + F p(k1)℄2 �� Z dk2Æ(!1 � !2): (61)

Äëÿ àíèçîòðîïíîé ñðåäû ïîÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàí�ñòâåííàÿ àñèììåòðèÿ âåêòîðíîãî ïðîöåññà r(t). Åãîñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèÿ îïèñûâàþòñÿ âûðàæå�íèÿìèhrm(t)i = r0m + t�2u Z dk!(k)kiFmi(k);�2r (t) = Dr2(t)� hr(t)i2E == t�4u� Z dk1 Z dk2!22 k1lk1jFii(k1)Flj(k2)�� Æ(!1 � !2) + t�4u� Z dk1 Z dk2!22 k1lk2i �� Fki(k1)Flk(k2)Æ (!1 � !2) : (62)
Êàê ìû âèäèì, êîý��èöèåíò äè��óçèè îêàçû�âàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì íå äèñïåðñèè ïîëÿ ñêî�ðîñòåé, à åå êâàäðàòó. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âäàííîé çàäà÷å îòñóòñòâóþò ðåçîíàíñû òèïà ¾âîë�íà�÷àñòèöà¿, ÷òî âåäåò ê óìåíüøåíèþ ïîðÿäêà äèñ�ïåðñèè ñêîðîñòè ñëó÷àéíîãî äðåé�à ÷àñòèö. Çàäà÷àîêàçûâàåòñÿ ïîäîáíîé çàäà÷àì î êîëåáàíèÿõ ìàÿò�íèêà Êàïèöû èëè î âèõðåâîì äðåé�å çàðÿæåííûõ÷àñòèö â áûñòðîïåðåìåííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå [1℄,ãäå îñíîâíîé ý��åêò òàêæå èìååò êâàäðàòè÷íóþ âå�ëè÷èíó. 4. ÝÉËÅ�ÎÂÎ ÎÏÈÑÀÍÈÅÏåðåéäåì òåïåðü ê ñòàòèñòè÷åñêîìó îïèñàíèþýéëåðîâà ïðåäñòàâëåíèÿ. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷è�òàòü, ÷òî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ ïëîòíîñòèïîñòîÿííî, �0(r) = �0 = 
onst, è, ñëåäîâàòåëüíî,ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ �(r; t) áóäåò ñòàòèñòè÷åñêè îä�íîðîäíîé â ïðîñòðàíñòâå, ò. å. âñå åå îäíîòî÷å÷íûåñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè íå áóäóò çàâèñåòü îòïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êè r.Ââåäåì èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ, àíàëîãè÷íóþ�óíêöèè (42) â ëàãðàíæåâîì îïèñàíèè,'(r; t; �) = Æ (�(r; t)� �) ; (63)è ïåðâóþ è âòîðóþ âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå:Æ'(r; t; �)Æ~ui(r0; t0) = �uSi(r; t; r0; t0; �);Æ2'(r; t; �)Æ~ui(r0; t0)Æ~uj(r00; t00) = �2uSij(r; t; r0; t0; r00; t00; �): (64)Äëÿ èíäèêàòîðíîé �óíêöèè '(r; t; �) ñ ïîìîùüþóðàâíåíèÿ (36) ïîëó÷àåì ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå858



ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000 Ñòîõàñòè÷åñêèé ïåðåíîñ â ñëó÷àéíûõ âîëíîâûõ ïîëÿõËèóâèëëÿ (ñì., íàïðèìåð, [4�7℄), êîòîðîå çàïèøåì ââèäå ��t'(r; t; �) = �uN̂(r; t; �)'(r; t; �);'(r; 0; �) = Æ(�(r; 0)� �0); (65)ãäå̂N(r; t; �) = � ��r ~u(r; t) ++ �~u(r; t)�r �1 + ����� : (66)Óðàâíåíèå (65) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå èíòå�ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ'(r; t; �) = Æ(�(r; 0)� �0) ++ �u tZ0 d�N̂(r; � ; �)'(r; � ; �): (67)Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ïåðâîé âàðèàöèîííîé ïðîèç�âîäíîé (64) ïîëó÷àåì ñòîõàñòè÷åñêîå èíòåãðàëüíîåóðàâíåíèåSi(r; t; r0; t0; �) = N̂i(r; r0; �)'(r; t0; �)�(t� t0) ++ �u tZt0 d�N̂(r; � ; �)Si(r; � ; r0; t0; �); (68)ãäå N̂i(r; r0; �) = nL̂i(r; r0) + M̂i(r; r0; �)o ;îïåðàòîð L̂i(r; r0) îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé (47), à äåé�ñòâèå îïåðàòîðà M̂i(r; r0; �) íà �óíêöèþ f(r; �) îïè�ñûâàåòñÿ �îðìóëîéM̂i(r; r0; �)f(r; �) = �Æ(r� r0)�ri ���1 + ����� f(r; �): (69)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ âòîðîé âàðèàöèîííîéïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåì ñòîõàñòè÷åñêîå èíòåãðàëüíîåóðàâíåíèåSij(r; t; r0; t0; r00; t00; �) == N̂i(r; r0; �)Sj(r; t0; r00; t00; �)�(t� t0)�(t0�t00)++N̂j(r; r00; �)Si(r; t00; r0; t0; �)�(t�t00)�(t00�t0)++�u tZmaxft0;t00gd� N̂(r; � ; �)Sij (r; � ; r0; t0; r00; t00; �): (70)

Äàëåå áóäåì äåéñòâîâàòü, êàê è â ñëó÷àå ëàãðàí�æåâà îïèñàíèÿ. Óñðåäíèì óðàâíåíèå (65) ïî àíñàì�áëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ f~uk(r; t)g: Òîãäà äëÿ ýéëåðîâîéïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè P (t; �) = h'(r; t; �)i ñ ó÷åòîì�îðìóëû Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (7) ïîëó÷àåì óðàâíå�íèå��tP (t; �)=�2u Z dr0 tZ0 dt0 �Bki(r�r0; t�t0)�rk ���1 + ����� hSi(r; t; r0; t0)i ;P (0; �) = Æ(�� �0): (71)
Óñðåäíèì òåïåðü óðàâíåíèå (68) ïî àíñàìáëþðåàëèçàöèé ïîëÿ f~uk(r; t)g: Òîãäà äëÿ âåëè÷èíûhSi(r; t; r0; t0; �)i ïîëó÷àåì óðàâíåíèåhSi(r; t; r0; t0; �)i = N̂i(r; r0; �)P (t0; �)�(t� t0)�� �2u tZt0 d� Z dr00 tZ0 dt00 ��rkBkj(r� r00; � � t00)�� hSij(r; � ; r0; t0; r00; t00; �)i++ �2u tZt0 d� Z dr00 tZ0 dt00 �Bkj(r� r00; � � t00)�rk ���1 + ����� hSij(r; � ; r0; t0; r00; t00; �)i : (72)Äëÿ �óíêöèè hSij(r; t; r0; t0; r00; t00)i èñïîëüçóåìïðèáëèæåííîå âûðàæåíèåhSij(r; t; r0; t0; r00; t00; �)i == N̂i(r; r0; �) hSj(r; t0; r00; t00; �)i �(t� t0)�(t0 � t00) ++N̂j(r; r00; �) hSi(r; t00; r0; t0; �)i �(t�t00)�(t00�t0); (73)ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåíåáðåæåíèþ âàðèàöèîííûìèïðîèçâîäíûìè òðåòüåãî ïîðÿäêà â (70). Ñ ó÷åòîìýòîãî ïðèáëèæåíèÿ óðàâíåíèå (72) ìîæíî çàïèñàòüâ âèäå çàìêíóòîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:hSi(r; t; r0; t0; �)i = N̂i(r; r0; �)P (t; �)�(t� t0)���2uN̂i(r; r0; �) tZt0 d� Z dr00 �Z0 dt00 �Blj(r� r00; � � t00)�rl ���1 + ����� hSj(r; � ; r00; t00; �)i �859



Â. È. Êëÿöêèí, È. �. ßêóøêèí ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000� �2u tZt0 d� Z dr00 t0Z0 dt00 ��rlBlj(r� r00; � � t00)�� N̂i(r; r0; �) hSj(r; t0; r00; t00; �)i �� �2u tZt0 d� Z dr00 �Zt0 dt00 ��rlBlj(r � r00; � � t00)�� N̂j(r; r00; �) hSi(r; t00; r0; t0; �)i++ �2u tZt0 d� Z dr00 t0Z0 dt00 �Blj(r� r00; � � t00)�rl ���1 + ����� N̂i(r; r0; �) hSj(r; t0; r00; t00; �)i++ �2u tZt0 d� Z dr00 �Zt0 dt00 �Blj(r� r00; � � t00)�rl ���1 + ����� N̂j(r; r00; �) hSi(r; t00; r0; t0; �)i : (74)�åøàÿ óðàâíåíèå (74) äëÿ hSi(r; t; r0; t0; �)i ìåòî�äîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïî ïàðàìåòðó�2u 
 òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ÷ëåíîâ (ïðè ýòîì âðåìåí�íûå àðãóìåíòû ti ó �óíêöèé P (ti; �) ìîæíî çàìå�íèòü íà t) è èíòåãðèðóÿ ïî r00, ïîëó÷àåì ïðè t > t0hSi(r; t; r0; t0; �)i == T̂i(r; t; r0; t0; �)P (t; �)�(t � t0); (75)ãäå îïåðàòîð T̂i(r; t; r0; t0; �) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí�ñòâîì̂Ti(r; t; r0; t0; �) = �Æ(r� r0)�ri ����++ �2u �Æ(r� r0)�ri ���� tZt0 d� �Z0 dt00 �� �Blj(0; � � t00)�rl�rj �1 + ����� ����++ �2u �2Æ(r� r0)�ri�rl tZt0 d� t0Z0 dt00 �� �Blj(0; � � t00)�rj ���� ����++ �2u �3Æ(r� r0)�ri�rj�rl tZt0 d� �Zt0 dt00Blj(0; � � t00) ����+

+ �2u �2Æ(r� r0)�ri�rl tZt0 d� �Zt0 dt00 �� �Blj(0; � � t00)�rj ���� ������ �2u tZt0 d� t0Z0 dt00 �Blj(0; � � t00)�rl�rj ���1 + ����� �Æ(r� r0)�ri ���� ������ �2u �2Æ(r� r0)�ri�rj tZt0 d� �Zt0 dt00 �Blj(0; � � t00)�rl ���1 + ����� ������ �2u �Æ(r� r0)�ri tZt0 d� �Zt0 dt00 �2Blj(0; � � t00)�rl�rj ���1 + ����� ���� ����: (76)Ïîäñòàâëÿÿ (76) â (71) è âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâà�íèå ïî r0, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå��tP (t; �) = ��2u tZ0 dt0 �2Bki(0; t0)�rk�ri �2��2 �2P (t; �)�� �4u tZ0 dt0 �2Bki(0; t0)�rk�ri t0Z0 d� tZ� dt00 �� �2Blj(0; t00 � �)�rl�rj �2��2 �2 �2��2 �2P (t; �) ++ �4u tZ0 dt0 �3Bki(0; t0)�rk�ri�rl t0Z0 d� tZt0 dt00 �� �Blj(0; t00 � �)�rj �2��2 �2 ����P (t; �)�� �4u tZ0 dt0 �4Bki(0; t0)�rk�ri�rj�rl t0Z0 d� t0Z� dt00 ��Blj(0; t00 � �) �2��2 �2P (t; �)�� �4u tZ0 dt0 �3Bki(0; t0)�rk�ri�rl t0Z0 d� t0Z� dt00 �� �Blj(0; t00 � �)�rj �2��2 �2P (t; �) +860



ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000 Ñòîõàñòè÷åñêèé ïåðåíîñ â ñëó÷àéíûõ âîëíîâûõ ïîëÿõ+ �4u tZ0 dt0 �2Bki(0; t0)�rk�ri t0Z0 d� tZ� dt00 ���2Blj(0; t00��)�rl�rj �1+ ����� �2��2 �2 ����P (t; �): (77)Èñïîëüçóÿ òåïåðü ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëå�íèå (33) è âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíèâ êîý��èöèåíòàõ óðàâíåíèÿ äëÿ áîëüøèõ âðåìåí,ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå óðàâíåíèå��tP (t; �) = ~D(2)N �2��2 �2P (t; �) ++ ~D(3)N �2��2 �2 ����P (t; �); (78)ãäå N � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà è~D(2)N =�4u�2 Z dk1k1kk1ik1l(k1j�k2j)Fki(k1)�� Z dk2!22 Flj(k2)Æ(!1 � !2);~D(3)N = ��4u�2 Z dk1k1kk1ik1lk2jFki(k1)�� Z dk2!22 Flj(k2)Æ(!1 � !2): (79)
Óðàâíåíèå (78) ñïðàâåäëèâî êàê äëÿ èçîòðîï�íûõ, òàê è äëÿ íåèçîòðîïíûõ �ëóêòóàöèé ïîëÿ ñêî�ðîñòåé. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àéíûõ èçîòðîïíûõñæèìàåìûõ âîëíîâûõ ïîëÿõ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿò�íîñòåé P (t; �) â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè ÿâ�ëÿåòñÿ ëîãíîðìàëüíûì è äîëæíà îñóùåñòâëÿòüñÿêëàñòåðèçàöèÿ ïîëÿ ïðèìåñè (ñì. [4�7℄). Ïðè ýòîìäëÿ êîý��èöèåíòà ~D(2)N ñ ó÷åòîì �îðìóëû (60) ïî�ëó÷àåì âûðàæåíèå~D(2)N = �4u �2N Z dk1!2(k1)k41F p(k1)�� [F s(k1)(N � 1) + F p(k1)℄ Z dk2Æ(!1 � !2):Â ñëó÷àå àíèçîòðîïíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (78) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ Ýéðèëîãàðè�ìà ïëîòíîñòè. Ïðè ýòîì â îáëàñòè ìàëûõçíà÷åíèé � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïðèíèìàåò îòðèöà�òåëüíûå çíà÷åíèÿ. Îäíàêî îáëàñòü áîëüøèõ ïëîò�íîñòåé, à ñëåäîâàòåëüíî, è ìîìåíòíûå �óíêöèè ïî�ëÿ �(r; t) îïèñûâàþòñÿ ïðàâèëüíî. Íåêîòîðîå èç�ìåíåíèå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â îáëàñòè áîëü�øèõ ïëîòíîñòåé íå ïðåïÿòñòâóåò êëàñòåðèçàöèè ïî�ëÿ ïðèìåñè.

5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÒàêèì îáðàçîì, ó÷åò ïåðâûõ íåèñ÷åçàþùèõïîïðàâîê ê óðàâíåíèþ äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíî�ñòåé êàê äè��óíäèðóþùèõ ÷àñòèö, òàê è ñàìîãîïîëÿ ïàññèâíîé êîíñåðâàòèâíîé ïðèìåñè â ñëó�÷àéíûõ âîëíîâûõ ïîëÿõ ïðèâîäèò ê îòëè÷íûì îòíóëÿ êîý��èöèåíòàì ïåðåíîñà. Äëÿ ñæèìàåìûõàíèçîòðîïíûõ âîëíîâûõ ïîëåé ñêîðîñòè âîçíè�êàþò ñðåäíèé ïåðåíîñ ÷àñòèö (ñòîêñîâ äðåé�) èàíèçîòðîïèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïîëîæå�íèÿ ëàãðàíæåâûõ ÷àñòèö. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæåîñóùåñòâëÿåòñÿ êëàñòåðèçàöèÿ ïîëÿ ïàññèâíîé êîí�ñåðâàòèâíîé ïðèìåñè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, îäíàêî,÷òî ýòè ïðîöåññû ïðîòåêàþò íà ðàçíûõ ïðîñòðàí�ñòâåííûõ ìàñøòàáàõ, ÷òî âûðàæàåòñÿ ðàçëè÷íûìèñòåïåíÿìè âîëíîâûõ âåêòîðîâ ki â êîý��èöèåíòàõäè��óçèè â óðàâíåíèÿõ (56) è (78). Òàê, ìåëêîìàñ�øòàáíûå �ëóêòóàöèè ïîëÿ ñêîðîñòåé îêàçûâàþòíà êëàñòåðèçàöèþ ïðèìåñè â ýéëåðîâîì îïèñàíèèñóùåñòâåííî áîëüøåå âëèÿíèå, ÷åì íà äè��óçèþëàãðàíæåâûõ ÷àñòèö. Åñëè âîëíîâîå ïîëå èìååòäîñòàòî÷íî øèðîêèé ñïåêòð, íàïðèìåð, çàòóõàþ�ùèé ñòåïåííûì îáðàçîì ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõçíà÷åíèÿõ âîëíîâûõ ÷èñåë, êàê ýòî õàðàêòåðíî äëÿòóðáóëåíòíîñòè, âîçìîæíî ïîÿâëåíèå ðàñõîäèìîñòèâ âûðàæåíèÿõ äëÿ êîý��èöèåíòîâ äè��óçèè (79).Ïðè ýòîì ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàí è âêëàä ðåçîíàíñ�íûõ ý��åêòîâ â êîý��èöèåíò äè��óçèè (59).Àâòîðû ïðèçíàòåëüíû ðåöåíçåíòó çà ñäåëàííûåçàìå÷àíèÿ. Ó÷åò ýòèõ çàìå÷àíèé ïðèâåë ê çíà÷è�òåëüíîìó óâåëè÷åíèþ Ââåäåíèÿ. Îäíàêî, êàê íàäå�þòñÿ àâòîðû, ñòàëî áîëåå ÿñíûì ìåñòî äàííîãî èñ�ñëåäîâàíèÿ â îãðîìíîé îáëàñòè àíàëèçà ñòîõàñòè÷å�ñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.Äàííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîä�äåpæêå Pîññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõèññëåäîâàíèé (ïðîåêòû 98-05-64479, 99-05-64350 è00-15-98608). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. �. Ì. Çàñëàâñêèé, �. Ç. Ñàãäååâ, Ââåäåíèå â íåëè�íåéíóþ �èçèêó, Íàóêà, Ìîñêâà (1988).2. À. Äæ. Ëèõòåíáåðã, Ì. À. Ëèáåðìàí, �åãóëÿðíàÿ èñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìèêà, Ìèð, Ìîñêâà (1984).3. Â. È. Êëÿöêèí, Ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è âîë�íû â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ, Íàóêà, Ìîñêâà(1980).861
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