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ÂÛÍÓÆÄÅÍÍÎÅ ÑÂÅ�ÕÈÇËÓ×ÅÍÈÅ ÄËß ÍÀÁÎ�ÀÒ�ÅÕÓ�ÎÂÍÅÂÛÕ ÀÒÎÌÎÂ�. À. Èñìàèëîâ, À. ß. Êàçàêîâ*�îñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò àýðîêîñìè÷åñêîãî ïðèáîðîñòðîåíèÿ190000, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 4 àïðåëÿ 2000 ã.N òðåõóðîâíåâûõ àòîìîâ âçàèìîäåéñòâóþò îäíîâðåìåííî ñ êëàññè÷åñêèìè è êâàíòîâàííûì ïîëÿìè, êâà-çèðåçîíàíñíûìè ðàçëè÷íûì àòîìíûì ïåðåõîäàì. Ïðè ýòîì êëàññè÷åñêèå è êâàíòîâàííîå ïîëÿ îáìåíè-âàþòñÿ �îòîíàìè ñ ïîìîùüþ àòîìîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò ïðîöåññ ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ èìååòêîëëåêòèâíûé õàðàêòåð. ×èñëî �îòîíîâ â êâàíòîâàííîé ìîäå îñöèëëèðóåò, ïðè÷åì àìïëèòóäà ýòèõ îñ-öèëëÿöèé ïðîïîðöèîíàëüíà N2. ×àñòîòà îñöèëëÿöèé îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòîòàìè êëàññè÷åñêèõ è âíåøíèõïîëåé.PACS: 42.50.Fx, 32.80.-t1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÄèíàìèêà äâóõ- è òðåõóðîâíåâûõ àòîìîâ ïîäâîçäåéñòâèåì êâàçèðåçîíàíñíûõ êëàññè÷åñêèõ ïî�ëåé èãðàåò âàæíóþ ðîëü âî ìíîãèõ çàäà÷àõ êâàíòî�âîé îïòèêè è ëàçåðíîé ñïåêòðîñêîïèè è ê íàñòîÿùå�ìó âðåìåíè õîðîøî èçó÷åíà (ñì., íàïðèìåð, [1; 2℄).Â òî æå âðåìÿ äèíàìèêà êâàíòîâûõ ñèñòåì, ñîñòî�ÿùèõ èç àòîìîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ îäíîâðåìåí�íî ñ êëàññè÷åñêèìè è êâàíòîâàííûì ïîëÿìè, èñ�ñëåäîâàíà ñóùåñòâåííî ìåíüøå. Â ðàáîòàõ [3�9℄ îá�ñóæäàëèñü ðàçëè÷íûå �èçè÷åñêèå àñïåêòû äèíàìè�êè äâóõóðîâíåâîãî àòîìà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî îä�íîâðåìåííî ñ êëàññè÷åñêèì è êâàíòîâàííûì ïîëÿ�ìè. Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êî�ãäà ñ âíåøíèìè ïîëÿìè âçàèìîäåéñòâóåò íàáîð òðåõ�óðîâíåâûõ àòîìîâ.Ïóñòü òðåõóðîâíåâûé àòîì âçàèìîäåéñòâóåò îä�íîâðåìåííî ñ êëàññè÷åñêèìè ïîëÿìè I2 è I3 è êâàí�òîâàííîé ìîäîé Iq , êîòîðûå êâàçèðåçîíàíñíû ðàç�ëè÷íûì àòîìíûì ïåðåõîäàì (ñì. ñõåìó óðîâíåé èïîëåé íà ðèñ. 1). �àíåå áûëî ïîêàçàíî [6�8℄, ÷òî ïðèîïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ â òàêèõ �èçè÷åñêèõ ñèñòå�ìàõ ïðîèñõîäèò îáìåí �îòîíàìè ìåæäó êëàññè÷å�ñêèìè è êâàíòîâàííûì ïîëÿìè. Ïðè ýòîì àòîì ìîæ�íî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ïîñðåäíèêà ïðè òàêîìîáìåíå. Â äàííîé ðàáîòå ìû îáñóäèì ñèòóàöèþ, êî�*E-mail: akazak�mail.ru
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�èñ. 1. Ñõåìà óðîâíåé è ïîëåé (ñì. ïîÿñíåíèÿ âòåêñòå)ãäà N > 1 òðåõóðîâíåâûõ àòîìîâ âçàèìîäåéñòâó�þò ñ êëàññè÷åñêèìè è êâàíòîâàííûì ïîëÿìè. Íà�øà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ýòîì îáìåí �îòîíàìèïðèîáðåòàåò êîëëåêòèâíûé õàðàêòåð. Àíàëîãè÷íàÿçàäà÷à äëÿ íàáîðà äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ îáñóæäà�ëàñü â [10℄. Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ ÷èñëî àòîìîâ ïðåäïî�ëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì, â òî æå âðåìÿ îíî ñ÷è�òàåòñÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøèì ÷èñëà Àâîãàäðî. Ïðèýòîì ìîæíî íå ó÷èòûâàòü îáðàòíîãî âëèÿíèÿ àòî�ìîâ íà àìïëèòóäó êëàññè÷åñêèõ ïîëåé.Ìû ïîëàãàåì, ÷òî âñå àòîìû îäèíàêîâû è íå îá�ñóæäàåì ïðîñòðàíñòâåííûå ý��åêòû. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî àòîìû ëîêàëèçîâàíû â îáëàñòè, ðàçìåðû êîòî�ðîé â ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðàâëåíèÿõ ìíîãî ìåíü�øå, ÷åì äëèíû âîëí ðàññìàòðèâàåìûõ ïîëåé. Ïîñ-798



ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000 Âûíóæäåííîå ñâåðõèçëó÷åíèå : : :1 3 4 22 4�èñ. 2. Ôèçè÷åñêàÿ ñõåìà: 1 � èñòî÷íèê âíåøíåãîèçëó÷åíèÿ, 2 � çåðêàëà ðåçîíàòîðà, 3 � ïëîñêîñòüñ çàêðåïëåííûìè àòîìàìè, 4 � îïòè÷åñêèå ýëåìåí-òûëåäíåå óñëîâèå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî ðàçëè÷íû�ìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîìåñòèòü àòîìûíà ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ ðàñ�ïðîñòðàíåíèÿ ïîëåé (ñì. ðèñ. 2).Ìû íà÷íåì ñ îáñóæäåíèÿ ñèòóàöèè, êîãäà ýëåê�òðîìàãíèòíûå ïîëÿ âçàèìîäåéñòâóþò ñ îäíèì àòî�ìîì. Âçàèìîäåéñòâèå âíåøíèõ ïîëåé ñ àòîìîì ìîæ�íî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ�àáè, êîòîðûå çàâèñÿò îò ïðîèçâåäåíèÿ àìïëèòóäûïîëÿ íà âåëè÷èíó ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòðè÷íîãî ýëå�ìåíòà. Îáû÷íî ïàðàìåòð �àáè êëàññè÷åñêîãî ïîëÿçíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò òàêîâîé äëÿ êâàíòîâàííî�ãî ïîëÿ. Ìû áóäåì îáñóæäàòü íàøó çàäà÷ó èìåí�íî â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè. Ïðè ýòîì äèíàìèêó íà�øåé êâàíòîâîé ñèñòåìû ìîæíî ¾ðàñùåïèòü¿ íà äâå÷àñòè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, âçàèìîäåéñòâèå ñ êëàññè�÷åñêèìè ïîëÿìè îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùèå ¾áû�ñòðûå¿ îñöèëëÿöèè â ïîâåäåíèè êâàíòîâîé ñèñòå�ìû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà ýòîì �îíå ïðèñóòñòâóåò¾ìåäëåííàÿ¿ ýâîëþöèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû, îïðåäå�ëÿåìàÿ âçàèìîäåéñòâèåì àòîìà ñ êâàíòîâàííîé ìî�äîé. Èñïîëüçóÿ íàäëåæàùóþ ïðîöåäóðó óñðåäíåíèÿ(ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå äåòàëè îáñóæäà�ëèñü â [9℄), ìû âûâåäåì ãàìèëüòîíèàí, óïðàâëÿþ�ùèé ¾ìåäëåííîé¿ äèíàìèêîé íàøåé ñèñòåìû. Ñ ïî�ìîùüþ �îðìàëèçìà Áàðãìàííà�Ôîêà ìû ïîëó÷èìðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíîé çàäà÷è. Çàòåììû ïåðåíåñåì ýòè ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ N > 1. Âèòîãå ìû âû÷èñëèì ÷èñëî �îòîíîâ â êâàíòîâàííîéìîäå n(t) è ïîêàæåì, ÷òî îíî îñöèëëèðóåò ñ àìïëè�òóäîé, ïðîïîðöèîíàëüíîé N2. Ýòîò �àêò ñâèäåòåëü�ñòâóåò, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå àòîìîâ ñ êâàíòîâàííîéìîäîé â íàøåé ñèòóàöèè íîñèò êîëëåêòèâíûé õàðàê�òåð. �àçóìååòñÿ, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëè�âû ëèøü â ðàìêàõ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé, â òîì÷èñëå ïðè ó÷åòå óêàçàííîãî âûøå ñîîòíîøåíèÿ ìåæ�äó ïàðàìåòðàìè �àáè êëàññè÷åñêèõ è êâàíòîâàííîãîïîëåé.Îáñóäèì âêðàòöå �èçè÷åñêóþ ðåàëèçóåìîñòü ñõå�

ìû ðèñ. 1. Êàê èçâåñòíî, äëÿ ñâîáîäíûõ àòîìîâ, âçà�èìîäåéñòâóþùèõ ñ âíåøíèìè ïîëÿìè â äèïîëüíîìïðèáëèæåíèè, îïèñàííûå â ýòîé ñõåìå òðè ïåðåõîäàíå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî îïòè÷åñêè îòêðûòûìè.Îäíàêî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îäèí èç àòîìíûõ ïåðåõî�äîâ âçàèìîäåéñòâóåò ñ âíåøíèì êëàññè÷åñêèì ïîëåìâ êâàäðóïîëüíîì ïðèáëèæåíèè. Èíîé âàðèàíò ðåà�ëèçàöèè òàêîé ñõåìû óðîâíåé è ïîëåé ïðåäîñòàâëÿ�þò òðåõóðîâíåâûå ñèñòåìû, ðåàëèçîâàííûå íà îñíî�âå (àñèììåòðè÷íûõ) êâàíòîâûõ ÿì � ïðè ýòîì íåòñèììåòðèéíûõ îãðàíè÷åíèé è âñå òðè àòîìíûõ ïåðå�õîäà ìîãóò áûòü îïòè÷åñêè îòêðûòûìè â äèïîëüíîìïðèáëèæåíèè. Ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü ýòè äâå âîç�ìîæíîñòè, îáñóæäàÿ èõ â ðàìêàõ îáùåãî ïîäõîäà.2. ÎÄÈÍ ÀÒÎÌÄèíàìèêó òðåõóðîâíåâîãî àòîìà, âçàèìîäåéñòâó�þùåãî ñ êëàññè÷åñêèìè è êâàíòîâàííûì ïîëÿìè ñî�ãëàñíî ñõåìå ðèñ. 1, ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ãà�ìèëüòîíèàíàH = !a+a+ diagf�3; �2; �1g+ �(a+J� + aJ+)++0B� 0 0 �3 exp(�i
3t)0 0 �2 exp(�i
2t)�3 exp(i
3t) �2 exp(i
2t) 0 1CA(1)(ìû èñïîëüçóåì îáû÷íîå â êâàíòîâîé îïòèêå ïðèáëè�æåíèå âðàùàþùåéñÿ âîëíû). ÇäåñüJ� = 0B� 0 0 01 0 00 0 0 1CA ; J+ = JT� ;�m,m = 1; 2; 3;� ýíåðãèè àòîìíûõ óðîâíåé,
3, 
2 è! � ÷àñòîòû ñîîòâåòñòâåííî êëàññè÷åñêèõ ìîíîõðî�ìàòè÷åñêèõ ïîëåé è êâàíòîâàííîé ìîäû, ïàðàìåòðû�3, �2 è � õàðàêòåðèçóþò âçàèìîäåéñòâèå àòîìà ñýòèìè ïîëÿìè. Ïàðàìåòðû �3, �2 èìåþò ñìûñë ïàðà�ìåòðîâ �àáè êëàññè÷åñêèõ ïîëåé. Ñ ïîìîùüþ ñäâèãàïî øêàëå ýíåðãèé ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî �1 = 0.�àìèëüòîíèàí (1) äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå F 
C3,ãäå F � �îêîâñêîå ïðîñòðàíñòâî, C � êîìïëåêñíàÿïëîñêîñòü. Íàñ èíòåðåñóåò ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùå�ãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðài�	(t)�t = H	(t):799



�. À. Èñìàèëîâ, À. ß. Êàçàêîâ ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000Ïóñòü J0 = diagf1;�1; 0g. Ïîäñòàíîâêà	(t) = exp ��i!t�a+a+ J02 ���(t) (2) îòäåëÿåò îïòè÷åñêóþ ÷àñòîòó, è ìû ïîëó÷àåì
i��(t)�t = 264�(a+J� + aJ+) +0B� �3 � �3 0 �3 exp[i�3t℄0 �2 � �2 �2 exp[i�2t℄�3 exp[�i�3t℄ �2 exp[�i�2t℄ 0 1CA375�(t): (3)Çäåñü è íèæå �3 = !=2�
3; �2 = �!=2�
2;�3 = �3 �
3; �2 = �2 �
2:Îáñóäèì ñíà÷àëà ðåøåíèå ñëåäóþùåé íà÷àëüíîé çàäà÷è:i��(t)�t = 0B� �3 � �3 0 �3 exp[i�3t℄0 �2 � �2 �2 exp[i�2t℄�3 exp[�i�3t℄ �2 exp[�i�2t℄ 0 1CA�(t); �(0) = E; (4)ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ìàòðèöà �(t) îïèñûâà�åò äèíàìèêó òðåõóðîâíåâîãî àòîìà, âçàèìîäåéñòâó�þùåãî òîëüêî ñ êëàññè÷åñêèìè ïîëÿìè. Ïîñëå ïîä�ñòàíîâêè~�(t) = exp [diagf�i�3;�i�2; 0gt℄ �(t)íàõîäèìi�~�(t)�t = �~�(t); � = 0B� �3 0 �30 �2 �2�3 �2 0 1CA :Ìàòðèöà � èìååò òðè âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõçíà÷åíèÿ �1, �2, �3 (íàñ ñåé÷àñ íå èíòåðåñóþò èõòî÷íûå çíà÷åíèÿ). Âîîáùå ãîâîðÿ, îíè ðàçëè÷íû èèìåþò òîò æå ïîðÿäîê âåëè÷èíû, ÷òî è �3, �2 (èëè, âèíûõ òåðìèíàõ, R2, R3). Ïðè ýòîì îíè ñóùåñòâåííîïðåâîñõîäÿò Rq , ý��åêòèâíûé ïàðàìåòð �àáè êâàí�òîâàííîé ìîäû. Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåí�íûå âåêòîðûem = (em3; em2; em1)T ; m = 1; 2; 3;íîðìèðîâàííûå íà åäèíèöó, òàê ÷òîe2m3 + e2m2 + e2m1 = 1:Èç âèäà ìàòðèöû � ñëåäóåò, ÷òî ýòè âåêòîðû îðòîãî�íàëüíû è îáðàçóþò áàçèñ â C3. Íåòðóäíî ïîêàçàòü,÷òî â îáùåé ñèòóàöèè (êîãäà �3�2 6= 0)em2em3 6= 0; em1em2em3 6= 0:Èç íàøèõ ðàññìîòðåíèé ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå íà�÷àëüíîé çàäà÷è (4) îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì�(t) = exp [diagf�3; �2; 0git℄U �� exp [�diagf�3; �2; �1git℄U�1; (5)

ïðè÷åì U = 0B� e33 e23 e13e32 e22 e12e31 e21 e11 1CA� óíèòàðíàÿ ìàòðèöà, U�1 = UT (çäåñü ìû èñïîëü�çóåì íîðìèðîâêó âåêòîðîâ em).Ìû ðàñùåïèì äèíàìèêó êâàíòîâîé ñèñòåìû ñ ïî�ìîùüþ ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå (3)�(t) = �(t)'(t): (6)Òîãäà äëÿ �óíêöèè '(t) ïîëó÷èìi�'(t)�t = ���1(t)(a+J� + aJ+)�(t)'(t): (7)Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (7) ïðîïîðöèîíàëüíà Rq .Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò ¾ìåä�ëåííóþ¿ ýâîëþöèþ íàøåé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì ñîîò�íîøåíèå (6) îïèñûâàåò âîëíîâóþ �óíêöèþ â âèäåïðîèçâåäåíèÿ ¾áûñòðîãî¿ è ¾ìåäëåííîãî¿ ñîìíîæè�òåëåé.Äëÿ òîãî ÷òîáû îïèñàòü äèíàìèêó êâàíòîâîé ñè�ñòåìû â ñòàðøåì àñèìïòîòè÷åñêîì ïîðÿäêå (îòíî�ñèòåëüíî ìàëîãî ïàðàìåòðà Rq=(R2; R3)) íàì íàäëå�æèò óñðåäíèòü óðàâíåíèå (7). Ïóñòü� = �3 � �2 = ! +
2 �
3:800



ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000 Âûíóæäåííîå ñâåðõèçëó÷åíèå : : :Òîãäà îïåðàòîðû ��1(t)(a+J�+aJ+)�(t) (ìû îïóñêà�åì èõ òî÷íûå ãðîìîçäêèå âûðàæåíèÿ) èìåþò ãàðìî�íèêè ñ ÷àñòîòàìè �[� � (�m � �g)℄, ãäå j;m = 1; 2; 3.Óñòðàíÿÿ ¾áûñòðûå¿ ãàðìîíèêè (ñì. äåòàëè â [9℄),ìû ïîëó÷èì óñðåäíåííûé ãàìèëüòîíèàíHan = �h��1(t)(a+J� + aJ+)�(t)i;êîòîðûé óïðàâëÿåò ¾ìåäëåííîé¿ ýâîëþöèåé êâàíòî�âîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.1. j� � (�m � �j)j � �2;3 äëÿ íåêîòîðûõ m 6= j.Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïðèõîäèì (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðî�ñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé) ê îáû÷íîé ìîäåëè Äæåéí�ñà�Êàììèíãñà.2. Ìû â äàëüíåéøåì áóäåì îáñóæäàòü äðóãóþñèòóàöèþ, êîãäà j�j � �2;3: (8)Ïðè ýòîì ìû èìååìHav = � �a exp(�i�t) + a+ exp(i�t)�S;ãäåS = Udiagfe33e32; e23e22; e13e12gU�1; rankS = 3:Íàñ èíòåðåñóåò ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâ�íåíèÿ Øðåäèíãåðài�'(t)�t = Hav'(t):Ïðè ýòîì ÷èñëà sm = em2em3 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåí�íûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû S. Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþ�ùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû em;m = 1:2; 3. Íàáîð ýòèõâåêòîðîâ îáðàçóåò áàçèñ â C3. Òîãäà'(t) = 3Xm=1 �m(t)em;ïðè÷åì �óíêöèè �m(t) ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â �î�êîâñêîì ïðîñòðàíñòâå. Îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìèóðàâíåíèÿi��m(t)�t =�sm �a exp(�i�t)+a+ exp(i�t)� �m(t): (9)Òàêèå óðàâíåíèÿ îáñóæäàëèñü â [8; 9℄. Èõ ðåøåíèÿáûëè ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ �îðìàëèçìà Áàðãìàí�íà�Ôîêà. Ïðè ýòîì âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ïðåäñòàâëÿ�åòñÿ â âèäå àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè f(z) è a! d=dz,a+ ! z (äåòàëè ñì., íàïðèìåð, â [11℄). Ïóñòü'(0; z) = ('3(0; z); '2(0; z); '1(0; z))T� íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, ãäå �óíêöèè 'm(0; z),m = 1; 2; 3; � êîìïîíåíòû âåêòîðà '(0; z). Òîãäà'(0; z) = 3Xm=1Qm(z)em;

ãäå (Q3; Q2; Q1) = ('3(0; z); '2(0; z); '1(0; z))U;è ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿóðàâíåíèÿ (9) îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì�m(t; z) == exp ��sm(1� ei�t) z� + �2s2m(e�i�t + i�t� 1)�2 ���Qm �z � �sm(1� e�i�t)� � :Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû �(t) (ñì. ñîîòíîøåíèå(5)) è exp[�i!t(a+a + J0=2)℄ óíèòàðíû. Ó÷èòûâàÿñîîòíîøåíèÿ (2), (6), ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òîâîëíîâûå �óíêöèè 	(t) è '(t) ñâÿçàíû óíèòàðíûìïðåîáðàçîâàíèåì. Äàëåå, �îêîâñêèå îïåðàòîðû a+è a êîììóòèðóþò ñ ìàòðè÷íûì îïåðàòîðàìè �(t) èexp[�i!tJ0=2℄. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îïåðàòîð G ïî�ëèíîìèàëåí ïî a+a è íå èìååò ìàòðè÷íîé ñòðóêòó�ðû, òîhGi = h	(t); G	(t)i == Z dz dz exp(�zz)'(z; t)G'(z; t) == 3Xm=1Z dz dz exp(�zz)�m(z; t)G�m(z; t):Ïy
òü, ê ïðèìåðó,'3(0; z) = '2(0; z) = 0; '1(0; z) =  (z);òàê ÷òî òîëüêî óðîâåíü 1 çàñåëåí â íà÷àëüíûé ìî�ìåíò. ÒîãäàQ3(z) =  (z) sin� sin �; Q2(z) =  (z) 
os� sin �;Q1(z) =  (z) 
os �;ãäå ïàðàìåòðû � , � îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìèsin� sin � = e13; 
os� sin � = e12; 
os � = e11:Åñëè  (z) = zm=pm!;ò. å. êâàíòîâàííàÿ ìîäà èìååò òî÷íî m �îòîíîâ âíà÷àëüíûé ìîìåíò, ìû íàõîäèìhn(t)i = ha+ai == m+ �2 4 sin2 �t=2�2 3Xm=1(em1em2em3): (10)4 ÆÝÒÔ, âûï. 4 (10) 801



�. À. Èñìàèëîâ, À. ß. Êàçàêîâ ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 20003. N ÀÒÎÌÎÂÂûïèøåì ãàìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé âçàèìî�äåéñòâèå N èäåíòè÷íûõ òðåõóðîâíåâûõ àòîìîâ ñêëàññè÷åñêèìè ïîëÿìè è êâàíòîâàííîé ìîäîé ñî�ãëàñíî ñõåìå ðèñ. 1. Îí äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâåJ = F 
 �
Nk=1C3� :Ïðîñòðàíñòâî J îáðàçóþò ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýëå�ìåíòîâ f je�1 ; e�2 ; : : : ; e�k ; : : : ; e�N i, ãäå f 2 F , ÷èñ�ëà �k ðàâíû 1, 2 èëè 3, ek � ñîáñòâåííûå âåêòîðûìàòðèöû �, ââåäåííûå âûøå. Ìû ïîíèìàåì � êàê
ìíîæåñòâî N òàêèõ ÷èñåë è íàçûâàåì âåêòîðû e�k¾êîìïîíåíòàìè¿ âîëíîâîé �óíêöèè. Íèæå ìû èñ�ïîëüçóåì ñëåäóþùèå óäîáíûå îáîçíà÷åíèÿ: ìàòðè÷�íûé îïåðàòîð A(k) äåéñòâóåò êàê ìàòðè÷íûé îïåðà�òîð A íà k-þ êîìïîíåíòó âîëíîâîé �óíêöèè:A(k)f je�1 ; e�2 ; : : : ; e�k ; : : : ; e�N i == f je�1 ; e�2 ; : : : ; Ae�k ; : : : ; e�N i:Îòìåòèì, ÷òî A(k) è B(m) êîììóòèðóþò, åñëèm 6= k.Íàø ãàìèëüòîíèàí ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âè�äå:H = !a+a+ NXk=18>><>>:0B� �3 0 00 �2 00 0 0 1CA(k) ++� �a+J (k)� + aJ (k)+ �+ 0B� 0 0 �3 exp(�i
3t)0 0 �2 exp(�i
2t)�3 exp(i
3t) �2 exp(i
2t) 0 1CA(k)9>>=>>; :Îïòè÷åñêóþ ÷àñòîòó ìîæíî îòäåëèòü ïðåîáðàçîâàíèåì:	(t) = exp"�i!t a+a+ NXk=1 J (k)0 =2!#�(t): (11)Òîãäà i��(t)�t = NXk=12664� �a+J (k)� + aJ (k)+ �+0B� �3 � �3 0 �3 exp[i�3t℄0 �2 � �2 �2 exp[i�2t℄�3 exp[�i�3t℄ �2 exp[�i�2t℄ 0 1CA(k)3775�(t):Ïîäñòàíîâêà �(t) = NYk=1�(k)(t)'(t) (12)ðàçäåëÿåò ¾áûñòðûå¿ è ¾ìåäëåííûå¿ ÷àñòè âîëíîâîé �óíêöèè. Äëÿ ¾ìåäëåííîé¿ ÷àñòè íàõîäèìi�'(t)�t = � NYm=1 h�(m)(t)i�1 NXk=1 �a+J (k)� + aJ (k)+ � NYn=1�(n)(t)'(t) = � NXk=1 ���1(t)(a+J� + aJ+)�(t)�(k) '(t):Êàê è â ñëó÷àå îäíîãî àòîìà, ïîñëåäíèé îïåðà�òîð èìååò ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòàìè �[� � (�m � �j)℄,m; j = 1; 2; 3, è ìû áóäåì îáñóæäàòü ñëó÷àéj�j � �2;3. Ïðîöåäóðà óñðåäíåíèÿ (àíàëîãè÷íàÿ îïè�ñàííîé âûøå) ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â êàæäîìñëàãàåìîì ýòîé ñóììû îòäåëüíî, è ìû ïîëó÷àåìi�'(t)�t = Hav'(t); (13)
Hav = � �a exp(�i�t) + a+ exp(i�t)� NXk=1S(k): (14)Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò âàæíîå îáñòîÿòåëü�ñòâî: óñðåäíåííûé ãàìèëüòîíèàí (14) ÿâëÿåòñÿ ïðî�èçâåäåíèåì �îêîâñêîãî îïåðàòîðà� �a exp(�i�t) + a+ exp(i�t)�802



ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000 Âûíóæäåííîå ñâåðõèçëó÷åíèå : : :è ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðàNXk=1S(k):Ñëåäîâàòåëüíî, íàøà çàäà÷à ðàñùåïëÿåòñÿ íà íàáîðîäíîìåðíûõ çàäà÷ ïðè çàïèñè åå â áàçèñå ñîáñòâåí�íûõ âåêòîðîâ ýòîãî ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà. Ýòîò îïå�ðàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ìàòðè÷íûõ îïåðà�òîðîâ, ó êîòîðûõ òîëüêî ñîîòâåòñòâóþùèå òðåõìåð�íûå áëîêè íåòðèâèàëüíû è êîòîðûå êîììóòèðóþòäðóã ñ äðóãîì. Ïåðåõîäÿ â íàäëåæàùèé áàçèñ, ïîëó�÷àåì '(t) =X���(t)je�1e�2 : : : e�N i:Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â óðàâíåíèå(13), íàõîäèìi���(t)�t = �j�j NXk=1 s�k!�� �a exp(�i�t) + a+ exp(i�t)� ��(t);ãäå j�j =  NXk=1 s�k! :Îòìåòèì, ÷òîj�j = A(�)s3 +B(�)s2 + [N �A(�) �B(�)℄ s1;ãäå A(�) =  NXk=1 Æ3;�k! ; B(�) =  NXk=1 Æ2;�k! :Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (9) ñòî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìî�æåì ñâåñòè çàäà÷ó ê óæå ðåøåííîé ðàíåå. Åñëè âíà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âîëíîâàÿ �óíêöèÿ'(0; z) =X� Q�(z)je�1e�2 : : : e�N i;òî��(t) == exp��j�j(1� ei�t)z� + �2j�j2(e�i�t + i�t� 1)�2 ���Q� �z � �j�j(1� e�i�t)� � :Îòìåòèì, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå âêëþ÷àåò çàâèñè�ìîñòü îò � òîëüêî ÷åðåç j�j.

Äëÿ ïðîñòîòû ìû îáñóäèì çäåñü òîëüêî îäèí ñïå�öèàëüíûé ñëó÷àé íà÷àëüíîé çàäà÷è. Ïóñòü â íà÷àëü�íûé ìîìåíò òîëüêî óðîâåíü 1 äëÿ êàæäîãî àòîìà çà�ñåëåí, à êâàíòîâàííàÿ ìîäà ñîäåðæèò ðîâíî m �î�òîíîâ. ÒîãäàQ� = zm(m!)�1=2[sin�℄A(�)[
os�℄B(�) �� [sin � ℄A(�)+B(�)[
os � ℄N�A(�)�B(�);ãäå � , � èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è ðàíåå.Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîðûNYk=1�(k)(t) èexp"�i!t a+a+ NXk=1 J (k)0 =2!# (15)óíèòàðíû, è â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (11),(12) âîëíîâûå �óíêöèè 	(t) è '(t) ñâÿçàíû óíèòàð�íûìè îïåðàòîðàìè. Äàëåå, �îêîâñêèé îïåðàòîð a+aêîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðàìè (15). Ñëåäîâàòåëüíî, åñ�ëè îïåðàòîð G ïîëèíîìèàëåí ïî a+a (è íå èìååòìàòðè÷íîé ñòðóêòóðû), òîhGi = h	(t); G	(t)i == Z dz dz exp(�zz)'(z; t)G'(z; t):B èòîãå äëÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ G ïîëó÷àåìhGi = NXA=1CAN N�AXB=1 CBN [sin�℄2A �� [
os�℄2B [sin � ℄2A+2B [
os � ℄2N�2A�2B �� Z dz dz exp(�zz)'�(z; t)G'�(z; t)����A(�)=A;B(�)=B :Ïîëàãàÿ G = a+a, íàõîäèìhn(t)i = m+ �2 4 sin2(�t=2)�2 �� 24N(N � 1) 3Xm=1(em1)2em2em3!2 ++ N 3Xm=1(em1em2em3)235 : (16)Âûøå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî 3Xm=1(em1)2em2em3!2 6= 0;803 4*



�. À. Èñìàèëîâ, À. ß. Êàçàêîâ ÆÝÒÔ, òîì 118, âûï. 4 (10), 2000åñëè �3�2 6= 0. Ìû îïóñêàåì ãðîìîçäêèå ÿâíûå âû�ðàæåíèÿ äëÿ ñîìíîæèòåëåé 3Xm=1(em1)2em2em3!2 ; 3Xm=1(em1em2em3)2:Ñîîòíîøåíèå (16) ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòà�òîì äàííîé ðàáîòû. Îíî ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî �î�òîíîâ â êâàíòîâàííîé ìîäå îñöèëëèðóåò, ïðè÷åì àì�ïëèòóäà ýòèõ îñöèëëÿöèé ïðîïîðöèîíàëüíà N2, ãäåN � ÷èñëî àòîìîâ. Ýòîò �àêò äåìîíñòðèðóåò êîë�ëåêòèâíûé õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ñ êâàí�òîâàííûì ïîëåì. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåä�ëèâ äëÿ ëþáîãî âûáîðà íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ àòî�ìîâ (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå àòîìû íàõîäÿòñÿ âîäèíàêîâîì íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè).4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÎáñóäèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Êàê áûëî ïîêà�çàíî â [6�8℄, ïðè âçàèìîäåéñòâèè åäèíè÷íîãî àòîìà ñêëàññè÷åñêèìè ïîëÿìè è êâàíòîâàííîé ìîäîé îäíî�âðåìåííî âîçìîæåí îáìåí �îòîíàìè ìåæäó êëàññè�÷åñêèìè è êâàíòîâàííîé ìîäàìè. Â äàííîé ðàáîòåìû ðàññìîòðåëè âçàèìîäåéñòâèå N òðåõóðîâíåâûõàòîìîâ ñ êëàññè÷åñêèìè ïîëÿìè è êâàíòîâàííîé ìî�äîé. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îáìåí �îòîíà�ìè ïðèîáðåòàåò êîëëåêòèâíûé õàðàêòåð. À èìåííî,àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé ÷èñëà �îòîíîâ â êâàíòîâàí�íîé ìîäå ïðîïîðöèîíàëüíà N2. Ïðè ýòîì ÷àñòîòàîñöèëëÿöèé ñîâïàäàåò ñ� = ! +
2 �
3;ãäå !, 
2, 
3 � ñîîòâåòñòâåííî ÷àñòîòû êâàíòîâàí�íîé ìîäû è êëàññè÷åñêèõ ïîëåé, ïðè÷åì ìû ïîëà�ãàëè, ÷òî j�j � �2; �3 (�2; �3 � ïàðàìåòðû �àáèêëàññè÷åñêèõ ïîëåé). Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ¾îáû÷íî�ãî¿ ñâåðõèçëó÷åíèÿ (ñì. [12; 13℄) âðåìåííàÿ äèíàìè�êà �îòîíîâ â êâàíòîâàííîé ìîäå çàâèñèò îò ÷èñ�ëà �îòîíîâ N . Îïèñàííîå â ðàáîòå ÿâëåíèå � êîë�ëåêòèâíûé ïåðåáðîñ �îòîíîâ èç êëàññè÷åñêèõ ìîäâ êâàíòîâàííóþ è îáðàòíî � ìîæåò áûòü ïîíÿòîêàê âûíóæäåííîå ñâåðõèçëó÷åíèå. Âûêëàäêè, ñ ïî�ìîùüþ êîòîðûõ áûë ïîëó÷åí îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëü�òàò (16), äåìîíñòðèðóþò èíòåð�åðåíöèîííóþ ïðèðî�äó ýòîãî ÿâëåíèÿ.Àòîì, âçàèìîäåéñòâóþùèé ñ êâàçèðåçîíñíûìèêëàññè÷åñêèìè ïîëÿìè, ìîæíî ïîíèìàòü êàê àòîì¾îäåòûé ïîëåì¿. Òàêèì îáðàçîì, ìû îáñóæäàëè âçà�èìîäåéñòâèå êâàíòîâàííîé ìîäû ñ íàáîðîì òàêèõîäåòûõ ïîëåì àòîìîâ. Äëÿ ¾îáû÷íîãî¿ ñâåðõèçëó�÷åíèÿ èñòî÷íèêîì �îòîíîâ â êâàíòîâàííîé ìîäå

ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíî èíâåðòèðîâàííûå àòîìû. Â íà�øåì ñëó÷àå òàêèì èñòî÷íèêîì ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷å�ñêèå ïîëÿ. Îòìåòèì, ÷òî â ýêñïåðèìåíòàõ ïðè ðåàëè�çàöèè ¾îáû÷íîãî¿ ñâåðõèçëó÷åíèÿ ÷àñòî èñïîëüçó�þò îïòè÷åñêóþ íàêà÷êó äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ íà÷àëü�íûõ ñîñòîÿíèé àòîìîâ, êîòîðûå çàòåì (÷åðåç îïðåäå�ëåííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè) ãåíåðèðóþò èìïóëüññâåðõèçëó÷åíèÿ. Îòëè÷èå íàøåé ñõåìû çàêëþ÷àåòñÿâ òîì, ÷òî ïåðåêà÷êà �îòîíîâ â êâàíòîâàííóþ ìî�äó ïðîèñõîäèò â òî âðåìÿ, êîãäà àòîìû âçàèìîäåé�ñòâóþò ñ êëàññè÷åñêèìè ïîëÿìè, è ïîä âîçäåéñòâè�åì òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðè ýòîì êëàññè÷åñêèåïîëÿ ¾âûíóæäàþò¿ àòîìû ïåðåáðàñûâàòü �îòîíûâ êâàíòîâàííóþ ìîäó, ÷òî è îïðàâäûâàåò íàçâàíèå¾âûíóæäåííîå ñâåðõèçëó÷åíèå¿ äëÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íàøà êâàíòîâàÿ ñèñòåìà íå îáëàäà�åò äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ (êàêîâûìâ ñëó÷àå ¾îáû÷íîãî¿ ñâåðõèçëó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñ�ëî âîçáóæäåíèé â ñèñòåìå).Â äàííîé ðàáîòå ìû èñïîëüçîâàëè ïðåäïîëîæå�íèÿ îá èäåíòè÷íîñòè àòîìîâ è èõ íà÷àëüíûõ ñî�ñòîÿíèé. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè ïðåäïîëîæå�íèÿ ìîæíî ñìÿã÷èòü, ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèåïîïðàâêè. Óñëîâèå (8) íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷èòåëü�íûì ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, àíàëîãè÷íûå ðåçóëü�òàòû ñïðàâåäëèâû è äëÿ íàáîðà äâóõóðîâíåâûõàòîìîâ [10℄. Îäíàêî ñèòóàöèÿ, ðàññìîòðåííàÿ âäàííîé ðàáîòå, ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïåðñïåêòèâíîéäëÿ ïðèëîæåíèé. Â ñàìîì äåëå, äëÿ òðåõóðîâíå�âûõ àòîìîâ ÷àñòîòà êâàíòîâàííîé ìîäû áëèçêà(â îïòè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ) ê ðàçíîñòè èëè ñóììå÷àñòîò êëàññè÷åñêèõ ìîä è ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íîäàëåêà îò çíà÷åíèé ýòèõ ÷àñòîò. Ïîýòîìó äàííóþ�èçè÷åñêóþ ñèñòåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêíîâûé èñòî÷íèê êîãåðåíòíîãî èçëó÷åíèÿ. Ïðèýòîì íå òðåáóåòñÿ ñïåöèàëüíî ¾ïîäãîòàâëèâàòü¿èíâåðòèðîâàííîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå àòîìîâ. Âýòîì ñìûñëå çäåñü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ïàðàëëåëüñ èçâåñòíûì ÿâëåíèåì ¾óñèëåíèÿ áåç èíâåðñèèíàñåëåííîñòè¿ [14℄.Àâòîðû áëàãîäàðíû Í. Á. Äåëîíå è Ä. À. Ôèðñî�âó çà öåííûå çàìå÷àíèÿ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Â. C. Ëåòîõîâ, Â. Ï. ×åáîòàåâ, Íåëèíåéíàÿ ñïåêòðî�ñêîïèÿ ñâåðõâûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ, Ìîñêâà, Íàóêà(1990).804
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