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ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÌÎÄÓËÈ ÓÏ�Ó�ÎÑÒÈÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÎÉ Ñ�ÅÄÛ ÏÎÄ ÄÀÂËÅÍÈÅÌÀ. Ï. Êî÷êèí*Èíñòèòóò �èçèêè âûñîêèõ äàâëåíèé èì. Ë. Ô. Âåðåùàãèíà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê142430, Òðîèöê, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 30 èþíÿ 1998 ã.,ïîñëå ïåðåðàáîòêè 26 ñåíòÿáðÿ 1999 ã.Â òåîðèè íàòóðàëüíîé äå�îðìàöèè äàíî îïðåäåëåíèå òåíçîðà äè��åðåíöèàëüíûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè ïðèäå�îðìàöèÿõ ïðîèçâîëüíîé âåëè÷èíû, íàéäåíà åãî ñâÿçü ñ âåëè÷èíàìè, èçìåðÿåìûìè êàê â àêóñòè÷å-ñêèõ, òàê è ìåõàíîñòàòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ, ïðîèçâîäèìûõ ïîñðåäñòâîì ïðèëîæåíèÿ äîïîëíèòåëüíîéìàëîé íàãðóçêè. Êàê èëëþñòðàöèÿ ïðèâåäåíî âûðàæåíèå ýòîãî òåíçîðà äëÿ òåëà, èçîòðîïíîãî äî ïðèëî-æåíèÿ íàãðóçêè, à äëÿ àíèçîòðîïíîãî òåëà ïîä äàâëåíèåì âû÷èñëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêàïî ñäâèãó, âîçíèêàþùåìó â ðåçóëüòàòå åãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî ñæàòèÿ, �îðìóëû, ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòüýòîò òåíçîð èç ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé.PACS: 05.70.Ce, 62.20.D
, 62.50.+p1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ðàáîòå [1℄ ðàçâèò ìåòîä ðàññìîòðåíèÿ êîíå÷�íûõ óïðóãèõ äå�îðìàöèé èçîòðîïíîé ñðåäû ñ ïî�ìîùüþ òåíçîðà íàòóðàëüíûõ äå�îðìàöèé, ãëàâíûåçíà÷åíèÿ êîòîðîãî áûëè ââåäåíû â ðàññìîòðåíèåâ [2℄ ïðè âû÷èñëåíèè âèðòóàëüíîé ðàáîòû äå�îð�ìàöèè â ñëó÷àå, êîãäà ïðèðàùåíèå òåíçîðà äå�îð�ìàöèè ñîîñíî ñàìîé äå�îðìàöèè. Â [3℄ îáñóæäåíàçàäà÷à îá îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè èçîòðîïíîãî òå�ëà, ïîäâåðãíóòîãî ïðåäâàðèòåëüíîìó ñæàòèþ ïðîèç�âîëüíîé âåëè÷èíû â êàìåðå âûñîêîãî äàâëåíèÿ, ïðè�÷åì â òåðìèíàõ íåëèíåéíîé òåîðèè íàòóðàëüíîé äå��îðìàöèè óäàëîñü êîððåêòíî ââåñòè ïîíÿòèÿ ìîäó�ëÿ Þíãà è êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà ïîä äàâëåíèåì.Ýòî îêàçàëîñü âîçìîæíûì â ñèëó ïðîñòîòû óðàâíå�íèÿ ñîñòîÿíèÿ, êîãäà òåíçîð íàïðÿæåíèé ñîîñåí ñòåíçîðîì äå�îðìàöèé, òàê ÷òî âñå îñîáåííîñòè ïîâå�äåíèÿ âåùåñòâà îïðåäåëÿþòñÿ ëèøü çàâèñèìîñòÿìèîò èíâàðèàíòîâ òåíçîðà äå�îðìàöèè ñêàëÿðíûõ êî�ý��èöèåíòîâ ïðè íàïðàâëÿþùèõ òåíçîðàõ (ïåðâûõòðåõ ñòåïåíÿõ òåíçîðà äå�îðìàöèè).Ïðè ðàññìîòðåíèè äîïîëíèòåëüíûõ ìàëûõ äå��îðìàöèé ïðåäâàðèòåëüíî íàãðóæåííîãî òåëà èìå�åò ñìûñë âûðàæàòü ðåçóëüòàòû ÷åðåç äè��åðåíöè�*E-mail: ko
hkin�hppi.troitsk.ru

àëüíûå ìîäóëè óïðóãîñòè, à â àíèçîòðîïíîì ñëó�÷àå ýòî çà÷àñòóþ ñòàíîâèòñÿ ñàìûì ðàçóìíûì ïó�òåì, ïîñêîëüêó óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ êðèñòàëëîâíèçêîé ñèììåòðèè ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî ãðî�ìîçäêèì.Â ðàáîòå [4℄ ìåòîä òåîðèè íàòóðàëüíîé äå�îð�ìàöèè ðàñïðîñòðàíåí íà àíèçîòðîïíûå ñðåäû. Îïè�ñàííûé òàì ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äåëàåò âîç�ìîæíûì âû÷èñëåíèå äè��åðåíöèàëüíûõ ìîäóëåéóïðóãîñòè ïðîèçâîëüíîé îäíîðîäíîé ñðåäû, ÷òî èÿâëÿåòñÿ öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû. Èñïîëüçóåìûåçäåñü îáîçíà÷åíèÿ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ ââåäåí�íûìè â [4℄; òàì æå âûÿñíåí è ðÿä óïîìèíàåìûõçäåñü �àêòîâ, ÷òî ìû íå áóäåì êàæäûé ðàç ñïåöè�àëüíî îãîâàðèâàòü â öåëÿõ ýêîíîìèè ìåñòà. Ññûëêèíà [4℄, íàïðèìåð �îðìóëû (12b), (C.12b) è Ïðèëîæå�íèå C áóäóò âûãëÿäåòü ñîîòâåòñòâåííî, êàê [4 (12b)℄,[4 (C.12b)℄ è [4, C℄.Ê ýòîìó äîáàâèì, ÷òî âñëåäñòâèå àääèòèâíîñòèè êîììóòèðóåìîñòè â òåîðèè íàòóðàëüíîé äå�îðìà�öèè îáúåìíîé è ñäâèãîâîé äå�îðìàöèé ïðè ëþáîéèõ âåëè÷èíå îêàçàëîñü âîçìîæíûì ïîñòðîåíèå ðàç�ëîæåíèé ïî ñòåïåíÿì ñäâèãà, ò. å. ðàññòîÿíèÿ äî ãèä�ðîñòàòè÷åñêîé êðèâîé (à íå íà÷àëà êîîðäèíàò, êàêâî âñåõ èçâåñòíûõ ðàíåå �îðìóëèðîâêàõ íåëèíåéíîéòåîðèè äå�îðìàöèé).723 5*



À. Ï. Êî÷êèí ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 4, 20002. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÂÅËÈ×ÈÍÛ ÒÅÎ�ÈÈÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈ ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÎ�Î ÒÅËÀÏóñòü äå�îðìàöèÿ ïåðåâîäèò ïðîèçâîëüíóþ òî÷�êó �i íåíàïðÿæåííîãî òåëà â òî÷êó xi â ðåçóëüòàòåñìåùåíèÿ íà âåêòîð ui: xi = �i+ui. Èñõîäíûìè âåëè�÷èíàìè, îïèñûâàþùèìè äå�îðìàöèþ, â [1; 3℄ ÿâëÿ�þòñÿ ìàòðèöû � è îáðàòíàÿ åé �, ïðè÷åì èõ ýëåìåí�òû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (� � òåíçîðäèñòîðñèè): �ij = ��i�xj ; �ij = �xi��j ;� = E � �T; �ij = �uj�xi : (1)Äàëåå, ââîäèòñÿ òåíçîð íàòóðàëüíîé äå�îðìàöèès = �12 ln 
; 
 = ��T: (2)Òàê ââåäåííàÿ âåëè÷èíà 
 îòëè÷àåòñÿ îò èñïîëüçî�âàâøåéñÿ â [1; 3℄ âåëè÷èíû 
 = �T�, íî, êàê îáúÿñ�íåíî â [4℄, îáå îíè îðòîãîíàëüíî-ïîäîáíû: åñëè 
 èç(2) îáîçíà÷èòü êàê 
0 è ââåñòè àíàëîãè÷íûå îáîçíà�÷åíèÿ äëÿ s, òî
 = O
0OT; s = Os0OT; (2a)ãäå � = OTS = S0OT; 
 = S2; 
0 = S20 ; (2á)ïðè÷åì S; S0 � ñèììåòðè÷íûå, à O � îðòîãîíàëü�íàÿ ìàòðèöû [5℄.Òàê êàê òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè àíè�çîòðîïíîãî ñëó÷àÿ ÿâëÿþòñÿ s0; 
0, S0, âåëè÷èíûs; 
; S â ýòîé ðàáîòå ïîÿâëÿòüñÿ íå ìîãóò. Ïîýòîìóâ äàëüíåéøåì (êàê è â (2)) äëÿ êðàòêîñòè â äå�îðìà�öèîííûõ ïåðåìåííûõ èíäåêñ ¾0¿ îïóñêàåòñÿ (êðîìåðàçä. 9, ãäå ñíîâà ïðèäåòñÿ âñïîìíèòü î ðàçëè÷èèñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí ñ èíäåêñîì ¾0¿ è áåç).3. ÈÇÌÅ�ÅÍÈÅ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈ ÏÎÄÈÔ�ÀÊÖÈÎÍÍÎÉ ÊÀ�ÒÈÍÅÓÏ�Ó�Î�Î �ÀÑÑÅßÍÈß ÍÀÌÎÍÎÊ�ÈÑÒÀËËÅÂåêòîðû à��èííîãî (âîîáùå ãîâîðÿ) áàçèñà ðå�øåòêè Áðàâå êðèñòàëëà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòîéòðàäèöèåé îáîçíà÷èì ÷åðåç ai, à êîíòðàâàðèàíòíûåâåêòîðû � êàê bi (âåêòîðû îáðàòíîé ðåøåòêè).Ââåäåì ìàòðèöû � ïåðåõîäà îò äåêàðòîâà áàçèñàfikg ê à��èííîìó áàçèñó faig:ai = �ki ik; �ki = ik � ai; (3)

(a � b � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â E(3)) è îáðàò�íûå èì ìàòðèöû �, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îïðåäåëÿ�åòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûé (è áèîðòîãîíàëüíûé ê faig)áàçèñ fbig ïî �îðìóëåbi = �ikik; �ik = bi � ik:Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â à��èííîì áàçèñå åñòügij = ai � aj = �ki �kj = (�T�)ij ; (4)à îáðàòíûé ê íåìó (êîíòðàâàðèàíòíûé) �gij = bi � bj = �ik�jk = (��T)ij (4a)ñ îáû÷íûìè ïðàâèëàìè ïîäúåìà è îïóñêàíèÿ èíäåê�ñîâ, òàê ÷òî, åñëè îáîçíà÷èòü (íî òîëüêî â ýòîì ðàç�äåëå) êîîðäèíàòû òåíçîðîâ â äåêàðòîâîì áàçèñå áóê�âàìè (
̂i, �̂ij):
 = 
̂kik = 
ibi = 
iai;� = �̂kl(ik 
 il) = �i��j(ai 
 bj) == �ij(ai 
 aj) = : : : ; (5)òî èç (3), (4), (4a) ñðàçó æå ñëåäóåò ñâÿçü êîìïîíåíòâ ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ, íàïðèìåð�̂ij = �ik�lj�k��l ; �i��j = �ik�lj �̂kl (5a)(â (5) ñèìâîë 
 îçíà÷àåò êðîíåêåðîâñêîå ïðîèçâå�äåíèå âåêòîðîâ èç E(3), îïðåäåëÿþùåå áàçèñ â ïðî�ñòðàíñòâå E(3)
E(3) òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå íåïðåðûâíîé(ò. å. íå ñîïðîâîæäàþùåéñÿ �àçîâûì ïðåâðàùåíè�åì) äå�îðìàöèè âåêòîðû ai ïåðåõîäÿò âa0i = T ji aj : (6)Òîãäà òî÷êà � = �iaiïåðåõîäèò ïîñëå äå�îðìàöèè â òî÷êór = �ia0i = �iT ji aj ;ò. å. xi = T ij �j :Êàê ïîêàçàíî â [4℄, â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíà�òàõ êîìïîíåíòû �i��j òåíçîðà � ÿâëÿþòñÿ àáñîëþò�íûìè ïðîèçâîäíûìè îò êîîðäèíàò �i òî÷êè äî äå��îðìàöèè ïî åå êîîðäèíàòàì xj ïîñëå äå�îðìà�öèè, à ïîñêîëüêó â à��èííûõ êîîðäèíàòàõ ñèìâîëûÊðèñòî��åëÿ ðàâíû íóëþ, ýòè ïðîèçâîäíûå ñâîäÿò�ñÿ ê îáûêíîâåííûì ÷àñòíûì ïðîèçâîäíûì (ñì. [6℄èëè [7℄): �i��j = ��i=�xj = (T�1)ij : (7)724



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 4, 2000 Äè��åðåíöèàëüíûå ìîäóëè óïðóãîñòè : : :Òåïåðü î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó b0i �a0j = bi �aj = Æij ,÷òî b0i = �i��jbj (8)èëè, ââîäÿ íå ìåíåå òðàäèöèîííûå âåêòîðûgi = 2�bi, g0i = �i��jgj :Âåêòîðû gi èçìåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî â ñòðóê�òóðíîì ýêñïåðèìåíòå ïî ìåòîäó Ëàóý (ïîñëå òîãîêàê îïðåäåëåíû èõ àáñîëþòíûå âåëè÷èíû ïî ìåòîäóÁðýããà, èëè ñðàçó, åñëè èìååòñÿ ñïåêòðàëüíûé àíà�ëèçàòîð). Èìåííî, äëÿ âûáðàííîãî ðå�ëåêñà (ñ âåê�òîðîì g äî äå�îðìàöèè è g0 ïîñëå) ìîæíî íàïèñàòü(mi � öåëûå ÷èñëà, k � âîëíîâîé âåêòîð ïàäàþùåéâîëíû)g = kf
os' sin#; sin' sin#; 
os#� 1g = migi; (9)g0 = kf
os'0 sin#0; sin'0 sin#0; 
os#0 � 1g == mig0i = m0igi; (9à)ãäå m0i = mj�j��i = 12�g0 � ai: (9á)Ïîýòîìó òðè íåçàâèñèìûõ ðå�ëåêñà (� = 1; 2; 3)g� = m�igi; g0� = m0�igi (10)âïîëíå îïðåäåëÿþò ìàòðèöó �:�i��j = (m�1)i�m0�j : (11)Òåïåðü, åñëè èçâåñòíà ïåðâîíà÷àëüíàÿ îðèåíòà�öèÿ êðèñòàëëà, ò. å. ìàòðèöû � (èëè �), ïî �îðìó�ëàì (5), (5a) âû÷èñëÿþòñÿ êîìïîíåíòû ìàòðèöû � âäåêàðòîâîì áàçèñå:�̂ij = �ik�lj�k��l ;ïîñëå ÷åãî (ñì. (2á)) íàõîäÿòñÿ ìàòðèöà S, à çàòåìè ìàòðèöà ïîâîðîòà O:S =p�̂�̂T; O = �̂S�1 = S�1�̂: (12)Òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ äå�îðìàöèè òàêèì ìåòî�äîì çàâèñèò îò ðàçìåðîâ äè�ðàêöèîííûõ ïÿòåí, ò. å.äëÿ èäåàëüíîãî êðèñòàëëà îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîé�ñòâàìè ðåøåòî÷íîé ñóììû äëÿ òðåõìåðíîé äè�ðàê�öèîííîé ðåøåòêè (õîòÿ è ìîæåò áûòü òàêæå îöåíå�íà èç âûðàæåíèé äëÿ ïîëíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ âïÿòíå, �, è ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíû äè��åðåíöè�àëüíîãî ñå÷åíèÿ (d�=do)max â ìåòîäå Ëàóý, ñì. [8℄),ò. å., ïîñêîëüêó Æo � (a=L)2, èç (9), (9a), (11) ñëåäóåò�s��m��'�Æ'�pÆo�a=L � 10�8�10�7 (13)

(çäåñü ñèìâîë � îòíîñèòñÿ ê èçìåðÿåìîìó èçìåíå�íèþ íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû, a � ïîñòîÿííàÿ ðåøåò�êè, L � ðàçìåð îáðàçöà).Ýòà æå îöåíêà ñïðàâåäëèâà è â äèíàìè÷åñêîé òåî�ðèè ðàññåÿíèÿ [9℄ (ðàçóìååòñÿ, äëÿ àñèìïòîòè÷åñêèõçíà÷åíèé àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ, ò. å. ïðè èçìåðåíèÿõèíòåíñèâíîñòè íà ðàññòîÿíèÿõ îò îáðàçöà r � L).Ê óøèðåíèþ äè�ðàêöèîííîãî ïÿòíà ïðèâî�äèò [10℄ íàëè÷èå â îáðàçöå äå�åêòîâ, ïðîòÿæåí�íîñòü êîòîðûõ ñðàâíèìà ñ åãî ðàçìåðàìè (íàïðèìåð,äèñëîêàöèîííûå ëèíèè èëè õàîòè÷åñêè ðàñïðåäå�ëåííûå ïî êðèñòàëëó îøèáêè íàëîæåíèÿ), ÷òî âñâîþ î÷åðåäü âûçûâàåò ïîòåðþ òî÷íîñòè èçìåðåíèéäå�îðìàöèè. Êîíå÷íûå æå äå�åêòû, óâåëè÷èâàÿäè��óçíûé �îí è îñëàáëÿÿ èíòåíñèâíîñòü ãëàâíîãîìàêñèìóìà, îñòàâëÿþò øèðèíó ëèíèè íåèçìåííîé,õîòÿ è ìîãóò ïðèâîäèòü ê èñêàæåíèþ ñðåäíåé(ïî êðèñòàëëó) ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè [10℄. Åñëèäå�îðìàöèÿ â ýòîì ïîñëåäíåì ñëó÷àå íå âûçûâàåòïåðåðàñïðåäåëåíèÿ äå�åêòîâ, âëèÿþùåãî íà òàêîåèñêàæåíèå ÿ÷åéêè, ïðèâåäåííàÿ îöåíêà òî÷íîñòèñîõðàíÿåòñÿ. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå îøèáêè, ïðîèñ�òåêàþùèå â îñíîâíîì îò íåòî÷íîãî îïðåäåëåíèÿâåëè÷èíû k, çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþò (13), òàê ÷òîïðèâåäåííàÿ îöåíêà òî÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîâîçìîæíîé. 4. ÈÇÎÒÅ�ÌÈ×ÅÑÊÈÉÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÉ ÒÅÍÇÎ�ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÕ ÌÎÄÓËÅÉ ÓÏ�Ó�ÎÑÒÈÈ ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÀßÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÎÍÍÀßÂÎÑÏ�ÈÈÌ×ÈÂÎÑÒÜÏ�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÎ ÍÀ��ÓÆÅÍÍÎ�ÎÒÅËÀ1. Êàê ïîêàçàíî â [4℄, òåíçîð íàïðÿæåíèé � àíè�çîòðîïíîé ñðåäû, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì ðàâ�íîâåñèÿ ��ij=�xj + fi = 0; (14)åñòü �óíêöèÿ îò íåñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà � è ïîòî�ìó Æ�ij = ��ij��kl Æ�kl: (15)Îäíàêî áåññìûñëåííî ââîäèòü òåíçîð äè��åðåíöè�àëüíûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè êàê ïðîèçâîäíóþ îò �ïî �, ïîòîìó ÷òî äå�îðìàöèÿ ïîâîðîòà, óâåëè÷èâàÿ÷èñëî åãî ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò (äëÿ ýòîé ïðîèçâîä�íîé îíî ðàâíî 54), íå âíîñèò íîâîé èí�îðìàöèè î�èçè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ñðåäû. Êðîìå òîãî, òàê îïðå�äåëåííûé òåíçîð çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëà îòñ÷åòàäå�îðìàöèè.725



À. Ï. Êî÷êèí ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 4, 2000Èìåííî, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ äå��îðìàöèÿ ñêëàäûâàåòñÿ èç ïðåäâàðèòåëüíîé, ïåðå�âîäÿùåé �i â �xi, è ïîñëåäóþùåãî ñìåùåíèÿ íà u0i:�xi = �i + �ui; xi = �xi + u0i; (16)òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ��ij = ��i=��xj , è îïðåäåëèâ ïî àíà�ëîãèè ñ (1) �0ij = ��xi�xj = Æij � �u0i�xj ; (17)î÷åâèäíûì îáðàçîì ïîëó÷àåì�ij = ��ik�0kj : (17a)Îòñþäà ïîíÿòíî, ÷òî�qi ���qj = �0qi ���0qj ; (18)à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèìåíåíèå òàêîãî îïåðàòîðà êâåëè÷èíå, íå çàâèñÿùåé îò âûáîðà íà÷àëà îòñ÷åòàäå�îðìàöèè, ñíîâà äàåò âåëè÷èíó, îò ýòîãî âûáîðàíå çàâèñÿùóþ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè çà íîâîå íà÷àëî îò�ñ÷åòà âûáðàòü òî÷êó òåêóùåé äå�îðìàöèè (÷òî ìûáóäåì îòìå÷àòü çíà÷êîì ¾
¿), ãäå �0 = E, ïîëó÷àåò�ñÿ �qi ���qj = ���0qj �����
 :Ïîýòîìó âìåñòî óïîìèíàâøèõñÿ êîìïîíåíò ïðî�èçâîäíûõ èç (15) åñòåñòâåííåå ðàññìàòðèâàòü âåëè�÷èíû Nijkl = � ��ij��qk �ql � � ��ij��0lk ����
 ; (19)÷åðåç êîòîðûå ýòè êîìïîíåíòû ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ:��ij=��lk = �Nijkm�ml: (20)Ââåäåííûé òàêèì îáðàçîì òåíçîð N íàçîâåìäè��åðåíöèàëüíûì òåíçîðîì ý��åêòèâíûõ ìîäó�ëåé óïðóãîñòè (èçîòåðìè÷åñêèì). Ñ ïîìîùüþ åãîêîìïîíåíò óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (14) ïðè ïðîèç�âîëüíûõ äå�îðìàöèÿõ çàïèñûâàþòñÿ â âèäåNijkm�ml �2ul�xj�xk + fi = 0: (21)Ýòèõ óðàâíåíèé äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðîâ ñìåùåíèÿðîâíî òðè, òàê ÷òî íå òðåáóåòñÿ ïðèâëå÷åíèÿ äîïîë�íèòåëüíûõ óñëîâèé ðàâåíñòâà íóëþ òåíçîðà êðèâèç�íû åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿþùèõñÿ îáîáùåíè�åì óñëîâèé Ñåí-Âåíàíà (êàê â [1℄).2. Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ òåíçîðà N , âûðàæàÿåãî êîìïîíåíòû ÷åðåç êîìïîíåíòû ââåäåííîãî â [4℄

òåíçîðà Y , êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü òåðìîäèíàìè÷å�ñêîé äå�îðìàöèîííîé âîñïðèèì÷èâîñòüþ:Yijkl = ���0ij=�skl�T : (22)Çäåñü �0 � ¾òåðìîäèíàìè÷åñêèé¿ òåíçîð íàïðÿæå�íèé, íàõîäèìûé èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (p � äàâëå�íèå, � � ïëîòíîñòü, �0 � ñäâèãîâîå íàïðÿæåíèå):�0 = �(�f=�s)T = �pE + �0; (23)f � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû ìàññû âåùåñòâà,òåíçîð íàòóðàëüíîé äå�îðìàöèè àíèçîòðîïíîé ñðå�äû, s, îïðåäåëåí â (2), à �0 è � ñâÿçàíû ñîîòíîøåíè�ÿìè � = ��0; � = �2MTD;M = (�
 �); D � Ds
 = �s=�
 (24)(çäåñü 
 � çíàê êðîíåêåðîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ îïå�ðàòîðîâ èç E(3)).Èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ âåëè÷èí èñêëþ÷àåòñÿ,î÷åâèäíî, äå�îðìàöèîííûé ïîâîðîò, íî îíè, âîîá�ùå ãîâîðÿ, íåñèììåòðè÷íû ïî ïåðåñòàíîâêå ïàð(ij) $ (kl), ïîýòîìó Y èìååò â îáùåì ñëó÷àå 36ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò. Ó÷òÿ, ÷òî�
ij��kl = �(�im�jm)��kl = ÆikÆml�jm + �imÆjkÆml == Æik�jl + �ilÆjk; (25)è îáîçíà÷èâ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ îò s ïî 
 ÷åðåçD(2) (ñì. Ïðèëîæåíèå), ñ ó÷åòîì (24), [4 (A.3a)℄ èñèììåòðè÷íîñòè 
 ïîëó÷èì��ij��qk = �2Æik(D�0)qn�nj � 2�mi(D�0)mqÆjk �� 4�mi �(D�0)mn�
uq �nj�uk; (26)ïðè÷åì �(D�0)mn�
uq � �(Dmnrs�0rs)�
uq == D(2)mnrsuq�0rs +DmnrsYrstvDtvuq :Ñíîâà âñïîìèíàÿ (24) è [4 (A.3a)℄, ïîëó÷àåìNijkl = �Æik�jl�Æjk�il+4�mi�njD(2)mnrsuq�0rs�uk�ql++ 4�mi�njDmnrsYrstvDtvuq�uk�ql : (27)Ó÷òÿ òàêæå [4 (A.7)℄, çàïèøåì ýòî âûðàæåíèå â âèäåN = �2�+(E
�)+4MTfD(2)[�0℄+DYDgM (27a)(ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå çäåñü, î÷åâèäíî, ìîæíî çàïè�ñàòü â âèäå �Y�T).726



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 4, 2000 Äè��åðåíöèàëüíûå ìîäóëè óïðóãîñòè : : :Ïîñìîòðèì, êàê ìîæíî èçìåðèòü N â ýêñïåðè�ìåíòå ïî ñòàòè÷åñêîìó íàãðóæåíèþ. Ïðåäñòàâèì ñå�áå ïðåäâàðèòåëüíî íàãðóæåííûé (â ÷àñòíîñòè, ãèä�ðîñòàòè÷åñêè ñæàòûé â êàìåðå äàâëåíèÿ) îáðàçåöìîíîêðèñòàëëà, ê êîòîðîìó äëÿ èçìåðåíèÿ ìîäóëåéâ òî÷êå ïðåäâàðèòåëüíîãî íàãðóæåíèÿ ïðèêëàäûâà�åòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ íàãðóçêà, âûçûâàþùàÿ èçìå�íåíèå òåíçîðà íàïðÿæåíèé Æ�ij , ïîñëå ÷åãî èçó÷àåò�ñÿ ñìåùåíèå ðåíòãåíîâñêèõ ðå�ëåêñîâ, âûçûâàåìîåäîïîëíèòåëüíîé äå�îðìàöèåé. Èç (15), (17a) è (20)ñëåäóåòÆ�ij = ��ij���nk (�nk � ��nk) == ��ij���nk ��nl(�0lk � Ælk) = �NijklÆ�0lk: (28)Åñëè ïîìå÷àòü âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê íåíà�ãðóæåííîìó ñîñòîÿíèþ, èíäåêñîì ¾0¿, à ê ïðåäâà�ðèòåëüíî íàãðóæåííîìó � ÷åðòîé ñâåðõó, òî èç (10),(9á) äëÿ ïðîèçâîëüíîé òðîéêè ðå�ëåêñîâ (m0�i � öå�ëûå ÷èñëà) èìååìg�0 = m0�igi0; �g� = m�igi0; g� = m�igi0; (29)ãäå m�i = 12� �g� � a0i = m0�j�j��i ;m�i = 12�g� � a0i = m0�j�j��i : (30)Îïðåäåëèâ îáðàòíóþ ê m�i ìàòðèöó (ñì. (11)),(m�1)i� = ��i��j(m�10 )j�; (31)ïîëó÷èì (m�1)i�m�j = ��i��k�k��j = �0i��j :Òàêèì îáðàçîì, èç ñòðóêòóðíûõ äàííûõ ìîæ�íî ïîëó÷èòü òåíçîð �0, à èçìåðåíèå òåíçîðà � (ïðèðàçëè÷íûõ îðèåíòàöèÿõ îáðàçöà) äàåò âîçìîæíîñòüîïðåäåëåíèÿ N â êðèñòàëëîãðà�è÷åñêîé ñèñòåìå êî�îðäèíàò.Íàïðèìåð, ïðè îäíîîñíîé äå�îðìàöèè ïðîèç�âîëüíî îðèåíòèðîâàííîãî ïðåäâàðèòåëüíî íàãðó�æåííîãî îáðàçöà, ïîëàãàÿ, ÷òî !ij åñòü ìàòðèöàîïåðàòîðà ïîâîðîòà îáðàçöà îò ëàáîðàòîðíûõîñåé ê êðèñòàëëîãðà�è÷åñêèì ïðè åãî ðåàëüíîéîðèåíòàöèè, çàïèñàííàÿ â ëàáîðàòîðíîì áàçèñå:e(
r)i = !ei = !jiej ; (32)èìååì Nijkl = !ii0!jj0!kk0!ll0N (
r)i0j0k0m0 : (33)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îäíîîñíîå ðàñòÿæåíèå ïðîèçâîäèò�ñÿ âäîëü îñè z ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû:Æ� = tb33; (bpq)ij = ÆipÆjq ; (34)ïîëó÷àåì èç (28)t!3i!3j = N (
r)ijkl Æ�0(
r)lk ; (35)ãäå Æ�0(
r)lk = !ml!nkÆ�0mn: (35a)Òàê êàê ÷èñëî êîìïîíåíò òåíçîðà N ñëèøêîì âå�ëèêî, ÷òîáû íå ïðîâîäèòü ëèøíèõ èçìåðåíèé, íàäîèìåòü ââèäó, ÷òî èõ öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà K (ñì. ñëåäóþùèé ðàçäåë,�îðìóëû (37), (37a) è (35á)), êîòîðûé âûðàæàåòñÿ÷åðåç N ñ ïîìîùüþ (39), (39a). Î êîíêðåòíûõ âû�÷èñëåíèÿõ ïî ýòèì �îðìóëàì ñì. íèæå â ðàçä. 8.5. ÏÎËÍÎÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÉ ÏÎÈÍÄÅÊÑÀÌ ÒÅÍÇÎ�ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÌÎÄÓËÅÉÓÏ�Ó�ÎÑÒÈ K1. Ïîëíîñèììåòðè÷íûìè áóäåì íàçûâàòü òåíçî�ðû, îáëàäàþùèå ïåðåñòàíîâî÷íîé ñèììåòðèåé êàêâíóòðè ïåðâîé è âòîðîé ïàð èíäåêñîâ, òàê è ïî ïå�ðåñòàíîâêå ýòèõ ïàð. Òàêîé ñèììåòðèåé, î÷åâèäíî,îáëàäàþò âåëè÷èíû (çíà÷îê T îçíà÷àåò ïðè ïîñòî�ÿííîé òåìïåðàòóðå)HTijkl = �� �2f�sij�skl�T = � �(�0ij=�)�skl !T == Y Tijkl + �0ijÆkl: (36)Ïîäîáíîå æå ïîñòðîåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ àäèàáàòè�÷åñêèõ òåíçîðîâ Y� , H� (� � ýíòðîïèÿ) ñ çàìåíîé fíà ýíåðãèþ " åäèíèöû ìàññû. Òîëüêî â ýòîì ìåñòåïðîÿâëÿåòñÿ ðàçíèöà â âû÷èñëÿåìûõ âåëè÷èíàõ, âñåæå ïðî÷èå ïðåîáðàçîâàíèÿ íîñÿò ãåîìåòðè÷åñêèé õà�ðàêòåð è îäèíàêîâû êàê äëÿ àäèàáàòè÷åñêèõ, òàêè äëÿ èçîòåðìè÷åñêèõ ìîäóëåé. Ïîýòîìó â äàëüíåé�øèõ �îðìóëàõ (òàì, ãäå íåò íåîáõîäèìîñòè) ìû áó�äåò ãîâîðèòü ïðîñòî î ìîäóëÿõ, îïóñêàÿ çíà÷êè ¾T¿èëè ¾�¿.Âûáîð â êà÷åñòâå ìîäóëÿ óïðóãîñòè âåëè÷èíû Híå áûë áû óäà÷íûì, ïîñêîëüêó, êàê âèäíî èç (36), âíåì èìååòñÿ ëèíåéíîå ïî íàïðÿæåíèþ ñëàãàåìîå, ÿâ�íî íå îòíîñÿùååñÿ ê ñîñòîÿíèþ òåëà. Íàèáîëåå áëèç�727



À. Ï. Êî÷êèí ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 4, 2000êèé ê âîñïðèèì÷èâîñòè èçîòåðìè÷åñêèé ñèììåòðè÷�íûé òåíçîð ìîæíî ââåñòè ïî �îðìóëåKTijkl = 12�Yijkl + Yklij� == HTijkl � 12��0ijÆkl + �0klÆij�; (37)èëè, áîëåå êðàòêîK = H� 12��0ihE +Eih�0� (37a)(çäåñü (aihb)ijkl = aijbkl), ïîñëå ÷åãî (36) äàåòY = H� �0ihE = K + 12�Eih�0 � �0ihE�: (38)Âèäíî, ÷òî äëÿ ãèäðîñòàòè÷åñêè ñæàòîãî òåëà ìî�äóëè Y è K ñîâïàäàþò, âñëåäñòâèå ÷åãî òåíçîð Y âýòîì ñëó÷àå ñèììåòðè÷åí ïî ïåðåñòàíîâêå ïåðâîé èâòîðîé ïàð êîîðäèíàò.Ïîäñòàâëÿÿ (38) â (27a), ïîëó÷èìN = N 0 +R; (39)ãäå N 0 = �2�+(E 
 �) + 12�Eih� � �ihE�++ 4MTD(2)[�0℄M; R = �K�T (39à)(âèä ñëàãàåìîãî, ñîäåðæàùåãî � , ïîíÿòåí èç (24) è[4 (36a)℄). Êîìïîíåíòû òåíçîðà N 0 èçâåñòíû, êîëüñêîðî èçâåñòíû òåíçîðû íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé,ïðè÷åì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â N 0 åñòü âû÷èñëÿåìàÿâåëè÷èíà, êàê è � (ñì. ðàçä. 8), à îò ñâîéñòâ ìàòå�ðèàëà çàâèñèò òîëüêî K.Ïîñêîëüêó â îòëè÷èå îò N òåíçîð K (à ïîòîìóè R) îáëàäàåò òîé æå ïåðåñòàíîâî÷íîé ñèììåòðè�åé ïî èíäåêñàì, ÷òî è òåíçîð óïðóãîñòè ëèíåéíîéòåîðèè, îí èìååò ìàêñèìóì 21 ðàçëè÷íóþ êîìïîíåí�òó. À òàê êàê ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ f èíâàðèàíòíà îò�íîñèòåëüíî ñîáñòâåííûõ ïîâîðîòîâ ãðóïïû ñèììåò�ðèè íåäå�îðìèðîâàííîãî êðèñòàëëà, èñòèííîå ÷èñ�ëî ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò òåíçîðà K â êðèñòàëëå ñëþáîé êîíêðåòíîé ãðóïïîé ñèììåòðèè ñîâïàäàåò ñïðèâîäèìûì â [11℄ äëÿ ëèíåéíîé òåîðèè.Óðàâíåíèå (35) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäåR(
r)ijklÆ�0(
r)lk = t!3i!3j �N 0(
r)ijkl Æ�0(
r)lk ; (35á)ïîçâîëÿþùåì óìåíüøèòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ îðèåíòà�öèé êðèñòàëëà â ýêñïåðèìåíòàõ â ñëó÷àå ñàìîé îá�ùåé (òðèêëèííîé) ñèììåòðèè äî øåñòè (áîëüøåå èõ

êîëè÷åñòâî ìîãëî áû áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ óâå�ëè÷åíèÿ òî÷íîñòè èçìåðåíèé). Èç ýòèõ ýêñïåðèìåí�òîâ íàõîäèòñÿ R(
r), à çàòåì è K(
r) ïî �îðìó�ëàì (39), (39a).2. Äëÿ èëëþñòðàöèè âû÷èñëèì ïî (37) òåíçîðìîäóëåé óïðóãîñòè èçîòðîïíîãî òåëà. Â ýòîì ñëó�÷àå [1; 3℄ �0 = �pE + 2��+ ��2; (40)îòêóäàK = ��0�s +12�(2��+��2)ihE�Eih(2��+��2)� == KabPab + 2��+ + 2�X12; (41)ãäå ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà Kab èìååò ýëåìåíòûK11 = K � 2�3 ; K12 = �+ 2 ���I1s � 2�3 ;K13 = �2 + ���I1s ;K22 = 2 ���k2 ; K23 = 2 ���k2 ; K33 = ���k3 ; (41à)ïðè÷åì K = � �p�I1s = �V �p�V ; (41á)I1s = Sp s = ln(�0=�), �0 � ïëîòíîñòü íåäå�îðìèðî�âàííîãî âåùåñòâà [4 (10)℄.Îïåðàòîð �+ (ñì. [4, A℄) ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé ïðî�ñòðàíñòâà ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãàT+(2) (è ïðîåêòîðîì íà íåãî). Çäåñü �èãóðèðóþòîïåðàòîðûPab = eaiheb; Xab = (ea 
 eb)+; (41â)ãäå [(a
 b)+℄ijkl = (aikbjl + bilajk + bikajl + ailbjk)=4,ea � âåêòîðû áàçèñà B2(s) = fE; �; �2g [4 (B.7a)℄.Íà ãèäðîñòàòè÷åñêîé îñè (ïðè � = �2 = 0) ïî�ëó÷àåòñÿ K = K11P11 + 2��+ == �K�2�3 �EihE+2��+; (41ã)èëè, â èíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ (ñì. [4 (A.3a), (A.7)℄)Kijkl = KÆijÆkl+��ÆikÆjl+ÆilÆjk�23ÆijÆkl� ; (41ä)îòêóäà âèäíî, ÷òî ýòî ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ îáû÷�íûì âûðàæåíèåì â [11℄, íî ñ ìîäóëÿìè âñåñòîðîííå�ãî ñæàòèÿ K è ñäâèãà �, îïðåäåëåííûìè ïîä äàâëå�íèåì, êàê ñîîòâåòñòâåííî â [12℄ è [3℄.728



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 4, 2000 Äè��åðåíöèàëüíûå ìîäóëè óïðóãîñòè : : :6. ÀÄÈÀÁÀÒÈ×ÅÑÊÈÅÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÌÎÄÓËÈÓÏ�Ó�ÎÑÒÈ Ï�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÎÍÀ��ÓÆÅÍÍÎ�Î ÒÅËÀ×òîáû óìåòü âû÷èñëÿòü àäèàáàòè÷åñêèå ìîäó�ëè èç ðåçóëüòàòîâ óëüòðàçâóêîâûõ ýêñïåðèìåíòîâ,ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà â îäíî�ðîäíî íàãðóæåííîé óïðóãîé ñðåäå. Îòñ÷èòûâàÿ äå��îðìàöèþ â ïîëå çâóêîâîé âîëíû îò ðàâíîâåñíîãîçíà÷åíèÿ �xi ïðè äàííûõ �0, T è îáîçíà÷àÿ ñìåùå�íèå â ïîëå çâóêîâîé âîëíû ÷åðåç u0i, ïîëó÷èì, âñïî�ìíèâ (16)�(17à):��kl�xj = ��kp ��0pl�xj = ���kp �2u0p�xl�xj : (42)�àçóìååòñÿ, ìû òåì ñàìûì ïðåäïîëàãàåì ìàëîå âû�äåëåíèå òåïëà âñëåäñòâèå äèññèïàöèè çâóêîâîé ýíåð�ãèè. Ïðè ìàëûõ u0i ìîæíî ïèñàòü dvi=dt � �2u0=�t2,ïîýòîìó óðàâíåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà èìååòâèä ���2u0i�t2 = ��ij��qk ��qk�xj = � ��ij��qk ��ql �2u0l�xj�xk : (43)Òàêèì îáðàçîì, â ýòî óðàâíåíèå âõîäèò óæå ðàññìîò�ðåííûé íàìè (íî àäèàáàòè÷åñêèé) òåíçîð N , èãðàþ�ùèé çäåñü òó æå ðîëü, ÷òî è òåíçîð ëèíåéíîé òåîðèè�ijkl â �îðìóëå (23.1) èç [11℄):���2u0i�t2 = N ijkl �2u0l�xj�xk : (43a)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ñþäà u(r) = u0 exp i(kr � !t)è äåëåíèÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ óðàâíåíèÿ íà k2 óðàâíå�íèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ìîä è ñêîðîñòåéçâóêà ïðèíèìàåò âèä�
2ui = Nij(n)uj ; n = k=k; (44)ãäå îïåðàòîð N(n), äåéñòâóþùèé â E(3), ñ ìàòðè÷�íûìè ýëåìåíòàìèNij(n) = Nikljnknl (44a)(è àíàëîãè÷íî äëÿ îïåðàòîðîâ T (n), R(n)) ñóòü (ñì.(39), (39a), [4 (A.7)℄)Nij(n) = pÆij + pninj � 12�ni�jknk + �iknknj��� �ij +R0ij(�0;n); (44á)ãäå R0 = R+ T ,T [�0℄ = 4MTD(2)[�0℄M (44â)

è, ñîîòâåòñòâåííî,R0ij(�0;n) = Tij(�0;n) +Rij(n): (44ã)Ïîñêîëüêó ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò îïåðàòî�ðà R0, äåéñòâóþùåãî â E(3)
E(3) òî æå, ÷òî è âëèíåéíîé òåîðèè, ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî íàõîæäåíèåèç ýêñïåðèìåíòà âåëè÷èíû R0, à çàòåì è R (à çíà�÷èò, è K) ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè Riklj ïðè èç�âåñòíîì òåíçîðå íàïðÿæåíèé � íå ìíîãèì ñëîæíåå(åñëè îòáðîñèòü ñïåöè�èêó ýêñïåðèìåíòîâ ñ íàïðÿ�æåííûì òåëîì), ÷åì íàõîæäåíèå îáû÷íîãî òåíçîðàìîäóëåé óïðóãîñòè � èç [11℄. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîäó�ëåé â îáùåì ñëó÷àå òðèêëèííîé ñèíãîíèè òðåáóþò�ñÿ, î÷åâèäíî, èçìåðåíèÿ ñêîðîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿâñåõ òðåõ àêóñòè÷åñêèõ ìîä íå ìåíåå ÷åì íà ñåìèðàçëè÷íî îðèåíòèðîâàííûõ îáðàçöàõ.7. ËÎÊÀËÜÍÛÅ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅÌÎÄÓËÈ ÓÏ�Ó�ÎÑÒÈÊàê îòìå÷åíî â ðàçä. 4, íåêîòîðûå âåëè÷èíû (àñðåäè íèõ K) îêàçûâàþòñÿ çàâèñÿùèìè îò âûáîðàíà÷àëà îòñ÷åòà äå�îðìàöèè (ñì. òàêæå [13℄), ÷òîèìååò ñâîåé ïðè÷èíîé íåïåðåñòàíîâî÷íîñòü ýëåìåí�òîâ T (2) = E(3) 
 E(3). Ïîýòîìó, êàê è â [4℄, ìûâûäåëèì äâà âàðèàíòà òàêîãî âûáîðà: åñòåñòâåííûé,èëè àáñîëþòíûé, êîãäà çà íà÷àëî âûáèðàåòñÿ òî÷êà,â êîòîðîé � = 0, è êàñàòåëüíûé, ïðè êîòîðîì íà÷à�ëîì îòñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ òî÷êà òåêóùåé äå�îðìàöèè �s,ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëÿåìûå âåëè÷èíû ïîìå�÷àþòñÿ èíäåêñîì ¾
¿. �àçóìååòñÿ, âûáîð íà÷àëà îò�ñ÷åòà äå�îðìàöèè íå îêàçûâàåò íèêàêîãî âëèÿíèÿíà íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû (N èëè, êàê ñëåäóåò èç(39), R).Â ðåçóëüòàòå äîñòàòî÷íî ïðîäîëæèòåëüíûõ âû�÷èñëåíèé, èñïîëüçóþùèõ âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðè÷�íûõ ïðîèçâîäíûõ îò ìàòðè÷íî-çíà÷íîé �óíêöèèln 
 [4, F℄ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì îò áàçèñà B2(
) êB1(
) = fE; 
; 
2g [4, B℄ ñ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì�0 ! 0 (ñì. (17a)), èç (39a) ïîëó÷àåìN 0 = 2�+(� 
E)�� + 12(Eih� � �ihE); (45)è, ïîñêîëüêóR = K
, âûðàæåíèå N ÷åðåç K
 èç (39)ïðèíèìàåò âèäN = 2�+(� 
E)�� + 12(Eih� � �ihE) +K
; (46)èëè â êîìïîíåíòàõNijkl = 12(�ikÆjl � Æik�jl + Æil�jk � �ilÆjk) ++ 12(Æij�kl � �ijÆkl) +K
ijkl :729



À. Ï. Êî÷êèí ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 4, 2000×èñëî ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò òåíçîðîâ K è K
 ìîæåòîêàçàòüñÿ ðàçëè÷íûì: ïåðâûé ñîîòíåñåí ñ èñõîäíîéñèììåòðèåé êðèñòàëëà (äî äå�îðìàöèè), à âòîðîé �ñ ñèììåòðèåé èñêàæåííîé äå�îðìàöèåé ðåøåòêè.Âèäíî, ÷òî âåëè÷èíû N è K
 â ãèäðîñòàòè÷åñêèíàãðóæåííîì äàæå àíèçîòðîïíîì òåëå ñâÿçàíû ìåæ�äó ñîáîé îñîáåííî ïðîñòî:N = K
:8. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÂÛ�ÀÆÅÍÈÉ ÄËßÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÌÎÄÓËÅÉÓÏ�Ó�ÎÑÒÈ ÒÅËÀ ÏÎÄ ÄÀÂËÅÍÈÅÌ1. Èíòåðåñóÿñü â äàëüíåéøåì èçìåðåíèÿìè ïîäãèäðîñòàòè÷åñêèì äàâëåíèåì, ïîëîæèì [4℄� = �0 = �pE; D(2)[�pE℄ = �pD(2)[E℄;N 0 = 2p�+ � pT [E℄: (47)Òîãäà �îðìóëà (44á), ñ ïîìîùüþ êîòîðîé èç ýêñ�ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ èçâëåêàþòñÿ Rijkl, ïåðåõî�äèò â Nij(n) = pÆij + pninj +R0ij(n); (47a)ãäå (ñì. (44â), (44ã))R0ij(n) = �pTij(E;n) +Rij(n): (47á)Òåíçîð ìîäóëåé óïðóãîñòè K âû÷èñëÿåòñÿ èç(39), (39a) ïîñëå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿòåíçîðà R: â ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå (èçîòåðìè÷åñêèåìîäóëè) � èç ñîîòíîøåíèé (35á), â äèíàìè÷åñêîì(àäèàáàòè÷åñêèå ìîäóëè) � èç (47a). Ïîýòîìó íàìïðåäñòîèò ðàññìîòðåòü âñå �èãóðèðóþùèå â ñîîòíî�øåíèè (39) âåëè÷èíû.Èç (24), (2á) è [4 (A.6a)℄ âèäíî, ÷òî âîçìîæíàçàïèñü M = (S 
 S)
T; � = 
B; (48)ãäå
 = (O 
O); B = �2(S 
 S)D: (48a)Òîãäà, êàê íåòðóäíî âèäåòü èç (39a),K = ��1R(�T)�1 � B�1 ~RB�1 == B�1 ~NB�1 ���1N 0(�T)�1 ; (49)ãäå ~R = 
TR
; ~N = 
TN
; (49a)ïðè÷åì��1N 0(�T)�1 = 2p(B�1)2 � pD�1D(2)[E℄D�1: (49á)

Îïåðàòîð B�1, êàê ÿñíî èç (48a), ìîæåò áûòü çàïè�ñàí êàê B�1 = �12D�1(S�1 
 S�1); (50)ãäå D�1 åñòü ìàòðè÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò 
 ïî s,�óíêöèÿ 
 = exp(�2s) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì�óíêöèè exp(�ts) = Eat ea = zt=2 ~Eat ea;z = exp(�2I1s=3) = (�=�0)2=3 (51)(ñì. [4 (10)℄), à ñîîòâåòñòâèå ýòèõ îáîçíà÷åíèé îáî�çíà÷åíèÿì ðàáîòû [3℄ (�îðìóëû (C.6)�(C.6b)) çàäà�åòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè~E1t = at=3; ~E2t = bt; ~E3t = 
t: (51a)Âû÷èñëåíèå D�1 â áàçèñå B2(s) (ñì. (41â)) äà�åò (ñóììèðîâàíèå ïî a �àêòè÷åñêè ïðîâîäèòñÿ îò 1äî 2): D�1 = �2(
 
E)+P + aEa+12 Z1a: (52)Çäåñü ââåäåíû âåëè÷èíû (ñì. (41â), [4 (A.2), (A.3)℄)P = Pabgab = eaihea;Q = I � P ; Zab = XabQ; (52a)ãäå P ïðîåêöèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî Ls (îáðàçîâàí�íîå âñåìè ñòåïåíÿìè s), gab = heaebi � êîíòðàâà�ðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â Ls, Q � ïðîåêöèÿíà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå L? ê Ls äî T+(2),I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð â T (2) [4 (A.4)℄, âåëè÷è�íû Xab îïðåäåëåíû â (41â), à âñå Z âû÷èñëÿþòñÿ,êàê [4 (A.3), (A.6), (B.15)�(B.17)℄Zab = Xab �Yab;Yab = XabP = q
abqdf
 Pdf ; q
ab = he
eaebi: (52á)Âûðàæåíèå äëÿ D(2)[E℄ â áàçèñå B1(
) (ñì. (45))ïðîùå âñåãî ïîëó÷èòü ïî �îðìóëå [4 (Ñ.12)℄. Ïî�ëàãàÿ â íåé f(
) � S(
) = �(1=2) ln 
 è âñïîì-íèâ �îðìóëó (A.7) èç [3℄, çàêëþ÷àåì, ïîñêîëüêóS0(
) = �
�1=2, ÷òî(S0)2 = J
12I
3 ; (S0)3 = � 12I
3 ; (53)ïðè÷åì, êàê ÿñíî èç (51) è [4 (B.7a)℄,J
p = 3E12p: (54)730



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 4, 2000 Äè��åðåíöèàëüíûå ìîäóëè óïðóãîñòè : : :Äàëåå, âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòîâ â [1; 3℄è èõ âûðàæåíèå äðóã ÷åðåç äðóãà, ïîëó÷èìI
3 = 13J
3 � 12J
1 J
2 + 16(J
1 )3 == E16 � 92E12E14 + 92(E12 )3: (54à)Òåïåðü ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òîD(2)[E℄ = 12(
�2 
E)+P + CaZ1a;Ca = Æa1 (S0)2 + 2(S0)3Ea2 : (55)Ïåðåìíîæàÿ (52) è (55) ñ ó÷åòîì êîììóòèðóåìî�ñòè Xab ñ P [4℄, ïðèâåäåííûõ òàì æå ïðàâèë ïåðå�ìíîæåíèÿ îïåðàòîðîâ Zab [4 (34a)℄ è òîæäåñòâ(
n 
 
�n)+P = Ea2nEb�2n(ea 
 eb)+P ==Ea2nEb�2neaebe
ihe
=Ea0 qba
ebihe
=e
ihe
=P ; (56)ïîëó÷àåìûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, èç ñîîòíîøåíèéEat+t0 = EbtE
t0qab
; (56a)âûâîäèìûõ ïåðåìíîæåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñïî�íåíò, è çàìåòèâ, ÷òî äåéñòâóþùàÿ â Ls ÷àñòü èñêî�ìîãî îïåðàòîðà ñîñòîèò èç ñëàãàåìûõ, èìåþùèõ âèä(56) ñ n = 0; 1; 2, ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé èìå�åì: D�1D(2)[E℄D�1 = 2P + T abZab; (57)ãäåT ab = 14
dE
+12 Ed+12 �� Cf (Æa1qg
dqbgf + Æa
 qbdf + Æadqb
f + Æaf qb
d): (57a)Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò èìååò âèäK = B�1 ~NB�1 + p�T ab � 2Uab�Zab;~N = 
TN
; (58)ãäå, êàê ìîæíî óáåäèòüñÿ èç (50), (52) è[4 (A.6)�(A.6b)℄,B�1 = P �BabZab; Bab = 12
E
+12 Ea�1Ed�1qb
d;Uab = B
d+ Bfg+ qa
fqbdg; Bab+ = 12(Bab +Bba):Âðàùåíèå 
 ïðè ãèäðîñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèèàíèçîòðîïíîãî îáðàçöà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äèñòîð�ñèþ ñ ïîìîùüþ (12), ïðè÷åì îíî çàâèñèò îò âûáîðàíà÷àëüíîé êðèñòàëëîãðà�è÷åñêîé ïëîñêîñòè, íåïî�äâèæíîé ïðè íàãðóæåíèè, ò. å. îðèåíòàöèè è ñïîñîáàêðåïëåíèÿ îáðàçöà â êàìåðå äàâëåíèÿ.

Ïðèâåäåííûå çíà÷åíèÿ ìîäóëåé ñòàíîâÿòñÿ�óíêöèÿìè äàâëåíèÿ, êàê òîëüêî â (58) âåëè÷èíûñäâèãîâ e2 = �(p) è e3 = �2(p) âûðàæàþòñÿ ÷åðåçäàâëåíèå ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (23).2. Ïîëó÷åííûå äî ñèõ ïîð �îðìóëû ÿâëÿþòñÿòî÷íûìè è ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ, íàïðèìåð, ïðè ðàñ�ñìîòðåíèè äå�îðìàöèé â àíèçîòðîïíûõ ðåçèíàõ, àäëÿ âû÷èñëåíèé K òðåáóþò (êðîìå, ðàçóìååòñÿ, ïî�ëó÷àåìûõ èç ýêñïåðèìåíòà âåëè÷èí 
 è R) çíà÷åíèéEab , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ (â âèäå, ïàðàìåòðèçîâàí�íîì ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè òåíçîðà ñäâèãà) ïî�îðìóëàì (C.7)�(C.7b) èç [3℄.Ïðîâåäåì òåïåðü âû÷èñëåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî âòî�ðîãî ïîðÿäêà ïî ñäâèãó, ò. å. ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè� j�j3 è âûøå, ãäåj�j =ph�2i =p2k2;íî ñ÷èòàÿ ñæàòèå (êàê è äàâëåíèå) âåëè÷èíàìè ïðî�èçâîëüíûìè (ò. å. èìåÿ â âèäó ïðåæäå âñåãî òâåðäîåòåëî). Èç ðàçëîæåíèé (C.8), (C.8a) èç [3℄ è (51), (51a)ïîëó÷àåì E1t = zt=2�1 + t23 k2� ;E2t = zt=2��t� t36 k2� ;E3t = zt=2� t22 + t44!k2� ; (59)à (54a) äàåò I
3 = z3; (60)îòêóäà(S0)2 = 1z2 �32 + 2k2� ; (S0)3 = � 12z3 (61)è äàëåå, äëÿ êîý��èöèåíòîâ â (55)C1 = 12z2 �1 + 43k2� ; C2 = 2z2 �1 + 23k2� ;C3 = � 2z2 �1 + k23 � : (62)Òåïåðü èç (57), (57a) ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç äîêà�çàííûõ â [4℄ ñîîòíîøåíèé äëÿ âåëè÷èí Z [4 (35a)℄ èç(49) ïîëó÷àåìK = ~N + k23 � ~N ;Q	+ + � ~N ;Z13	+ = �1 + 23k2� ~N �� k23 � ~N ;P	+ + � ~N ;X13	+ � � ~N ;Y13	+; (63)ãäå fa; bg+ = ab + ba (ïîñêîëüêó X11 = I, ïîíÿòíî,÷òî Y11 = P è Z11 = Q).731



À. Ï. Êî÷êèí ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 4, 2000Âåëè÷èíû Zab âû÷èñëÿþòñÿ, êàê óïîìèíàëîñü, ñïîìîùüþ (52á), ïðè÷åì äëÿ Y13 èìååì ïðåäñòàâëå�íèÿY13 = 13(P13 + P31) + aP22 + b(P23 + P32)� 
P33 == k23 �P̂22 � P̂33�: (63à)Çäåñü a = 13 �1� 12 
ose
2 '� ;b = 3k2k3jgj ; 
 = 2k22jgj ; (63á)à îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí jgj; ' ñì. â [4 (B.8a)℄. Âå�ëè÷èíû P̂ab ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîîòâåòñòâóþùèåïðîåêöèîííûå îïåðàòîðû (41â), ïîñòðîåííûå íà âåê�òîðàõ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà [4 (B.20)℄, âñëåä�ñòâèå ÷åãî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â (63a) íå ñîäåð�æèò, êàê îáúÿñíÿåòñÿ â [4.B℄, íèêàêèõ îñîáåííîñòåé;íàïðîòèâ, êîý��èöèåíòû ïðè Pab â (63a) íåîáõîäè�ìî âû÷èñëÿòü òî÷íî, êàêîå áû ïðèáëèæåíèå ïî j�jíàñ íè èíòåðåñîâàëî.Ïðåäñòàâëåíèå Y13 â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçè�ñå îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ïðè ìàøèííûõ ðàñ÷åòàõâáëèçè îñîáåííîñòåé jgj.Èç (52a) è [4 (B.8a)℄ âèäíî, ÷òîP = P̂11 + P̂22 + P̂33 = 13P11 ++ 1jgj�2k22P22�9k3(P23+P32)+6k2P33�; (64)ïðè÷åì, êàê óæå óïîìèíàëîñü, â ïîñëåäíåì âûðàæå�íèè íåëüçÿ ïðåíåáðåãàòü íè îäíèì ñëàãàåìûì.3. �èäðîñòàòè÷åñêîå ñæàòèå ïðèâîäèò ê îáúåì�íîé è ñäâèãîâîé äå�îðìàöèÿì îáðàçöà [1; 3℄:xi = �i=�+ u0i; � = ��0; �0 = E � �0; (65)è, åñëè det�0 = 1, ò. å. �2 = z (51), âðàùåíèå O, êàêìîæíî óâèäåòü èç (12), ñëåäóþùèì îáðàçîì âûðà�æàåòñÿ ÷åðåç ¾äåâèàòîðíûé¿ âêëàä â äèñòîðñèþ �0:O = E + 12(�0T � �0) ++18(3�0T2��0q � �0�0T � �0T�0); (66)÷òî íóæíî ïîäñòàâèòü â (49a), (63) äëÿ âû÷èñëåíèÿ~N . Ìû íå áóäåì âûïèñûâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå âû�ðàæåíèÿ ââèäó èõ ãðîìîçäêîñòè è îòñóòñòâèÿ ïðèí�öèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé.4. Èìåþùàÿñÿ â ðàñïîðÿæåíèè ýêñïåðèìåíòàòî�ðîâ àïïàðàòóðà îáû÷íî ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü èëè

èçîòåðìè÷åñêèå, èëè àäèàáàòè÷åñêèå òåíçîðû ìîäó�ëåé óïðóãîñòè. Åñëè æå, íàïðèìåð, èç óëüòðàçâóêî�âûõ èçìåðåíèé íàéäåí àäèàáàòè÷åñêèé òåíçîð ìî�äóëåé óïðóãîñòè K� , ìîæíî, äåéñòâóÿ ñòàíäàðòíûìîáðàçîì [12℄, ñ ïîìîùüþ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ òîæ�äåñòâ ïîëó÷èòü è èçîòåðìè÷åñêèé òåíçîð, êîòîðûé,êàê ëåãêî âèäåòü, çàïèñûâàåòñÿ â îäíîé èç �îðì:KT = K� � �
sT ��T�s ��+*��T�s �� == K� � T�
s ���0�T �s�����0�T �s ; (67)ãäå 
s � òåïëîåìêîñòü åäèíèöû ìàññû âåùåñòâà ïðè�èêñèðîâàííîé äå�îðìàöèè, à���0�T �s = �� �p�T �sE +���0�T �s : (67a)Âûðàæåíèå äëÿ N ëåãêî ïîëó÷èòü â èçîòðîï�íîì (äî äå�îðìàöèè) ïðîèçâîëüíî äå�îðìèðîâàí�íîì òåëå èç (41), ÷òî ìîæåò ïðåäñòàâèòü èíòåðåñäëÿ ïðèêèäî÷íîé îðèåíòèðîâêè ïðè ïðîâåäåíèè ýêñ�ïåðèìåíòà.9. ÊÀÊ Ï�ÅÄËÀ�ÀÅÌÀß ÔÎ�ÌÓËÈ�ÎÂÊÀÒÅÎ�ÈÈ ÑÎÎÒÍÎÑÈÒÑß Ñ �ÀÍÅÅÈÇÂÅÑÒÍÛÌÈ?Óìåñòíî ñäåëàòü íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ïî ïîâîäóñîîòâåòñòâèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàíåå ïîëó�÷åííûì è øèðîêî îáñóæäàåìûì (ñì., íàïðèìåð, [14℄è öèòèðóåìûå òàì ðàáîòû).1. Ïðåæäå âñåãî ìû ñ÷èòàåì ýéëåðîâû ïåðåìåí�íûå åäèíñòâåííî àäåêâàòíûìè çàäà÷å ïî äå�îðìà�öèè, ïîñêîëüêó òîëüêî â íèõ (è òîëüêî ñ èñïîëüçî�âàíèåì ïîíÿòèÿ íàòóðàëüíîé äå�îðìàöèè) ïðîèñõî�äèò ðàçäåëåíèå íà íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû âñåñòîðîí�íåãî ñæàòèÿ è ñäâèãà (ïîäðîáíîñòè ñì. â [1; 3℄).2. Äàëåå, êàê îáúÿñíåíî â [4℄, òåðìîäèíàìè÷å�ñêîé ïåðåìåííîé â àíèçîòðîïíîì ñëó÷àå, àíàëîãè÷�íîé òåíçîðó Ëàãðàíæà äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû, ÿâëÿ�åòñÿ òåíçîð u0, îïðåäåëÿåìûé èç
0 = E � 2u0 (68)ñ êîìïîíåíòàìèu0ij = 12 � �ui�xj + �uj�xi � �ui�xk �uj�xk� (68a)(ïîäîáíîå ïîñòðîåíèå äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû, ò. å.äëÿ òåíçîðà 
 = �T� (ñì. (2a)) ïðèâîäèò ê îáû÷íîìóòåíçîðó Ëàãðàíæà [11℄, â êîòîðîì êâàäðàòè÷íûé ïî732



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 4, 2000 Äè��åðåíöèàëüíûå ìîäóëè óïðóãîñòè : : :ñìåùåíèþ u ÷ëåí èìååò âèä �(�uk=�xi)(�uk=�xj);çíàê ìèíóñ îáúÿñíÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì ýéëåðîâûõïåðåìåííûõ). Èìåííî ïî âåëè÷èíå u0 äîëæíà áðàòü�ñÿ ïðîèçâîäíàÿ îò òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëàâ óðàâíåíèè Ìóðíàãàíà�Áåð÷à äëÿ íàõîæäåíèÿ òåí�çîðà íàïðÿæåíèé â àíèçîòðîïíîì òåëå (ïðîöåäóðàíàõîæäåíèÿ � äëÿ ýòîãî âàðèàíòà òåîðèè îïèñàíàâ [4℄).3. Îïðåäåëÿåìûé â [14℄ àäèàáàòè÷åñêèé òåíçîðóïðóãèõ ìîäóëåé C ñâÿçàí ñ âû÷èñëÿåìûì â íàñòîÿ�ùåé ðàáîòå ñîîòíîøåíèåì (ìû î÷åâèäíûì îáðàçîìóïðîùàåì èíäåêñíóþ çàïèñü è îïóñêàåì â äàëüíåé�øåì èíäåêñ ¾0¿ ïðè òåíçîðå u; u è u0 îáîçíà÷àþòðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû òåíçîðà u):C�uu0 = � �2"�u �u0 = DsuH�ss0Ds0u0 +D(2)suu0 [�0℄; (69)è, ïîñêîëüêó, êàê ëåãêî ïîíÿòü èç (68),Dsu = �2D; D(2)suu0 = 4D(2); (70)ãäå D è D(2) � èñïîëüçîâàâøèåñÿ ðàíåå âåëè÷èíû,ñâÿçü ýòîãî òåíçîðà ñ R, êàê íåòðóäíî óâèäåòü èç(39a), (24), (48) è (50) ïîñëå ó÷åòà âûòåêàþùåãî èç[4 (C.5)℄ ðàâåíñòâà DE = �:5
�1, åñòüC� = (S�1 
 S�1) ~R(S�1 
 S�1)�� �D�0ih
�1 + 
�1ih�0D�; (69à)÷òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè ñþäà âñåõ óæå èçâåñòíûõ íàìâåëè÷èí ìîæåò áûòü äàëåå ðàçëîæåíî îáû÷íûì îá�ðàçîì ïî ñòåïåíÿì äåâèàòîðà íàòóðàëüíîé äå�îð�ìàöèè. Ïîñëå ýòîãî íóæíî âûðàçèòü òåíçîð s ÷åðåçu, êàê �0:5 ln(E � 2u) ïî �îðìóëàì èç [4,F℄, ïðè�÷åì, êàê âèäíî èç (65), E � 2u = �2(E � 2u0). Îä�íàêî, íå ïðèáåãàÿ ê íàòóðàëüíîé äå�îðìàöèè, ïðè�øëîñü áû âûðàæàòü ðåçóëüòàò êàê �óíêöèþ âåëè�÷èíû u = 0:5(1 � �2)E + �2u0, è, åñëè u0 ñ÷èòàòü÷èñòî äåâèàòîðíûì âêëàäîì, ÷òî îïðåäåëÿåòñÿ óñëî�âèåì det(E � 2u0) = 1, ñòàíîâèòñÿ âèäíî, ÷òî äåâè�àòîðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ìàñøòàáèðóåòñÿ ãèäðîñòàòè�÷åñêèì ñæàòèåì �2 = (�=�0)2=3, âñëåäñòâèå ÷åãî ñòà�íîâèòñÿ íåâîçìîæíûì íåçàâèñèìîå ðàçëîæåíèå ïîãèäðîñòàòè÷åñêîé è äåâèàòîðíîé ñîñòàâëÿþùèì äå��îðìàöèè, ÷òî ìû ñ÷èòàåì îñíîâíûì äîñòèæåíèåìòåîðèè íàòóðàëüíîé äå�îðìàöèè.4. Òåïåðü ðàññìîòðèì �ëóêòóàöèè äå�îðìàöèèïîä äàâëåíèåì. Ïîäîáíî [12℄, êîý��èöèåíòû C 0uu0êâàäðàòè÷íîé �îðìû ïî îòêëîíåíèÿì îò ðàâíîâåñ�íûõ çíà÷åíèé Æu0 íàéäåì èç [4 (64)℄ � âûðàæåíèÿ

äëÿ ïîòåíöèàëà �èááñà àíèçîòðîïíîãî òåëà ïîä äàâ�ëåíèåì, ' = f + p=�:C 0uu0 = � �2'�u�u0 == ��Dsu �2'�s�s0Ds0u0 + �'�s D(2)suu0 � ; (71)îòêóäà ïîëó÷àåìC 0uu0 = Dsu(Hss0 + pEihE)Ds0u0 +(�+ pE)D(2)suu0 : (71a)Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó â ðàâíîâåñèè �+ pE = 0,îêàçûâàåòñÿ, ÷òî C0 è K = H + pEihE ïîäîáíû, òàê÷òî �ëóêòóàöèè âåëè÷èí s òàê æå ñâÿçàíû ñ ìàòðè�öåé K, êàê �ëóêòóàöèè u0 ñ C0, è ïîòîìó äëÿ ãèä�ðîñòàòè÷åñêè ñæàòîãî îáðàçöà ìîæíî ïîëüçîâàòü�ñÿ êðèòåðèÿìè óñòîé÷èâîñòè, ñ�îðìóëèðîâàííûìèâ [14℄, çàìåíèâ òàì ìàòðèöó C0 (êîòîðóþ íóæíî îïðå�äåëÿòü ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïî u0, à íå u) íà K.10. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÌû ïîêàçàëè, ÷òî èç âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâîïðåäåëåíèÿ òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè àíèçîòðîï�íîãî òåëà â íåëèíåéíîé ìàêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèèòîëüêî ïîëíîñèììåòðè÷íûé òåíçîð K îäíîâðåìåííîîáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: âî-ïåðâûõ, ïðèìàëûõ äå�îðìàöèÿõ ïåðåõîäèò â òåíçîð ìîäóëåéóïðóãîñòè ëèíåéíîé òåîðèè, âî-âòîðûõ, ïðè ëþáûõäå�îðìàöèÿõ îáëàäàåò ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ðàç�ëè÷íûõ êîìïîíåíò (ñîâïàäàþùèì ñ ÷èñëîì êîìïî�íåíò òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè ëèíåéíîé òåîðèèäëÿ êàæäîé ñèíãîíèè íåäå�îðìèðîâàííîãî êðèñòàë�ëà [11℄) è, â-òðåòüèõ, ïîääàåòñÿ ðàñ÷åòó, åñëè èç�âåñòíà çàâèñèìîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè (èëè, äëÿ åãîàäèàáàòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, ýíåðãèè) îò äå�îðìàöèè.Âñå ïðî÷èå ìîäóëè (êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ðàñ�ñìîòðåíèè ÷àñòíûõ çàäà÷): òåíçîð ý��åêòèâíûõóïðóãèõ ìîäóëåé N , òåíçîð òåðìîäèíàìè÷åñêîé âîñ�ïðèèì÷èâîñòè Y , ëîêàëüíàÿ ìîäè�èêàöèÿ K
 ïîë�íîñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà K âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òåí�çîð K, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåçòåíçîð H âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî äå�îðìàöèè îòñâîáîäíîé ýíåðãèè åäèíèöû ìàññû òåëà f (èëè, äëÿàäèàáàòè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ, ýíåðãèè åäèíèöûìàññû ").Ïîêàçàíî, ÷òî íà ëèíèè ãèäðîñòàòè÷åñêîé äå�îð�ìàöèè âñå ýòè âåëè÷èíû îáëàäàþò ïîëíîé ïåðåñòàíî�âî÷íîé ñèììåòðèåé ïî èíäåêñàì è èìåþò ìàêñèìóì21 ðàçëè÷íóþ êîìïîíåíòó, ïðè÷åì Y = K, N = K
,à îòëè÷èå K îò N (ñì. (63)) ïðîÿâëÿåòñÿ â ñëó÷àåïðîèçâîëüíîãî êðåïëåíèÿ îáðàçöà â ïåðâîì ïîðÿäêå733



À. Ï. Êî÷êèí ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 4, 2000ïî äåâèàòîðíîé ÷àñòè äèñòîðñèè (âñëåäñòâèå âîçíè�êàþùåãî ïîä äàâëåíèåì ïîâîðîòà àíèçîòðîïíîãî îá�ðàçöà), à ïðè åãî ñèììåòðè÷íîì êðåïëåíèè, èñêëþ�÷àþùåì ïîâîðîò, âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî äåâèàòîðóäå�îðìàöèè, íåíóëåâîìó â àíèçîòðîïíîì òåëå äàæåâ ãèäðîñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå.Â îêðåñòíîñòè ëèíèè ãèäðîñòàòè÷åñêîé äå�îðìà�öèè ðàçëè÷èå ìåæäó Y è K (ñì. (38)), ðàâíî êàêè ìåæäó N è K
 (ñì. (46)), îïðåäåëÿåòñÿ óæå âå�ëè÷èíîé ñäâèãîâîãî íàïðÿæåíèÿ, ò. å. ïðîÿâëÿåòñÿâ ïåðâîì ïîðÿäêå ïî âîçíèêàþùåé äîïîëíèòåëüíîéñäâèãîâîé äå�îðìàöèè, óâåëè÷èâàÿ, õîòÿ è òðèâè�àëüíûì îáðàçîì, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò òåí�çîðîâ Y è N .Èñõîäÿ èç âñåãî ýòîãî, ìû íàõîäèì ðàçóìíûìñ÷èòàòü òåíçîðîì ìîäóëåé óïðóãîñòè íåëèíåé�íîé òåîðèè èìåííî âåëè÷èíó K, îïðåäåëÿåìóþâûðàæåíèÿìè (36)�(37a) è ñâÿçàííóþ ñ äðóãèìèîáñóæäàâøèìèñÿ çäåñü âåëè÷èíàìè ñîîòíîøåíèÿ�ìè (38), (39).Àâòîð áëàãîäàðåí äèðåêöèè Èíñòèòóòà çà ïðåäî�ñòàâëåííóþ âîçìîæíîñòü âåñòè ýòó ðàáîòó â ñòîëüíåïðîñòîå äëÿ íàøåé íàóêè âðåìÿ. Àâòîð òàêæå ïðè�çíàòåëåí Ñ. Ì. Ñòèøîâó çà íåëèöåïðèÿòíóþ êðèòè�êó ïåðâîíà÷àëüíîãî òåêñòà ñòàòüè, ñòàâøóþ �àêòè�÷åñêè ïðè÷èíîé íàïèñàíèÿ äàííîé ðàáîòû.
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