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ÑÓÌÌÛ Ï�ÎÈÇÂÅÄÅÍÈÉ ÊÓËÎÍÎÂÑÊÈÕ ÂÎËÍÎÂÛÕÔÓÍÊÖÈÉ ÏÎ ÂÛ�ÎÆÄÅÍÍÛÌ ÑÎÑÒÎßÍÈßÌÌ. È. ×èáèñîâ*�îññèéñêèé íàó÷íûé öåíòð ¾Êóð÷àòîâñêèé èíñòèòóò¿123182, Ìîñêâà, �îññèÿÀ. Ì. ÅðìîëàåâPhysique Theorique, Faulte des Sienes CP 227, Universite Libre de BruxellesB-1050 Bruxelles, BelgiumÌ. ØåðêàíèUFR Physique Corpusulaire FST Fes-Saiss, MorooÔ. ÁðóéàðD�epartment de physique, unit�e Fyam, B�atiment Mar de HemptinneB-1348, Louvain-la-Neuve, BelgiumÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 19 àâãóñòà 1999 ã.Ñóììû ïðîèçâåäåíèé êóëîíîâñêèõ âîëíîâûõ �óíêöèé ïî âûðîæäåííûì ñîñòîÿíèÿì âûðàæåíû ÷åðåçêâàäðàòè÷íûå �îðìû, çàâèñÿùèå îò âîëíîâîé �óíêöèè òîëüêî îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ðàâíûìè íóëþ óãëî-âûìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè l = m = 0. Ýòè ñóììû âñòðå÷àþòñÿ âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ �èçèêè àòîìîâ èìîëåêóë, íàïðèìåð â èññëåäîâàíèÿõ âîçìóùåíèÿ âîçáóæäåííûõ àòîìíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ïîòåíöèàëü-íîé ÿìîé ìàëîãî ðàçìåðà, Æ-ïîòåíöèàëîì. Ñóììû áûëè íàéäåíû ïðè èññëåäîâàíèè ïðåäåëà êóëîíîâñêîé�óíêöèè �ðèíà G(r; r0; E), êîãäà ýíåðãåòè÷åñêèé ïàðàìåòð E ñòðåìèòñÿ ê àòîìíîìó óðîâíþ ýíåðãèè:E ! En, En = �Z2=2n2. Èñïîëüçîâàëàñü �óíêöèÿ �ðèíà, íàéäåííàÿ Ë. Õîñòëåðîì è �. Ïðàòòîì â 1963ãîäó. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âûðîæäåíèÿ êóëîíîâñêèõ óðîâíåé ýíåðãèè, êîòîðîå, âñâîþ î÷åðåäü, îáóñëîâëåíî ÷åòûðåõìåðíîé ñèììåòðèåé êóëîíîâñêîé çàäà÷è.PACS: 34.10+x, 34.70+e1. Çàäà÷à îá óðîâíÿõ ýíåðãèè ñèñòåìû, ñîñòî�ÿùåé èç îòðèöàòåëüíîãî è ïîëîæèòåëüíîãî èîíîâA� + B+, ñòàëêèâàåòñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ âû÷èñëå�íèÿ ñóìì [1�4℄Q(0)n (R) �Xl;m  �nlm(R) nlm(R); (1)Q(1)n (R) �Xl;m  �nlm(R)d nlm(R)dR (2)êóëîíîâñêèõ âîëíîâûõ �óíêöèé  nlm è èõ ïðîèçâîä�íûõ d nlm=dR ïî ñîñòîÿíèÿì, ïðèíàäëåæàùèõ îäíî�ìó è òîìó æå çíà÷åíèþ ãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà*E-mail: hib�qq.nfi.kiae.su

n (R � ðàññòîÿíèå îò êóëîíîâñêîãî öåíòðà). Óðîâíèýíåðãèè àòîìà âîäîðîäà è âîäîðîäîïîäîáíûõ èîíîâH, He+, Li++; ::: âûðîæäåíû ïî óãëîâûì êâàíòîâûì÷èñëàì l;m, òàê ÷òî ñóììèðîâàíèå â (1) è (2) ïðî�âîäèòñÿ ïî ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèÿì ñ îäíîé è òîé æåýíåðãèåé. Ñóììû (1) è (2) èìåþò �óíäàìåíòàëüíîåçíà÷åíèå, ïîñêîëüêó îíè ïðèíàäëåæàò ïðîñòåéøèìêâàíòîâûì îáúåêòàì.2. Â ðàáîòàõ [1�4℄ óðîâíè ýíåðãèè ñèñòå�ìû A� + B+ èññëåäîâàëèñü â ïðèáëèæåíèèÆ-ïîòåíöèàëà, â êîòîðîì ýòè óðîâíè îïðåäåëÿþòñÿêóëîíîâñêîé �óíêöèåé �ðèíà G(r;R; E). Òî÷�íîå âûðàæåíèå äëÿ ýòîé �óíêöèè áûëî íàéäåíîÕîñòëåðîì è Ïðàòòîì [5; 6℄:313



Ì. È. ×èáèñîâ, À. Ì. Åðìîëàåâ, Ì. Øåðêàíè, Ô. Áðóéàð ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 2, 2000G(r; r0; E) = �(1� Zn�)2�jr� r0j � ��(x=n�) � ��(y=n�)���WZn�;1=2� xn��MZn�;1=2� yn�� ;x = r + r0 + jr� r0j; y = r + r0 � jr� r0j;n� = (�2E)�1=2; (3)ãäåM;W � �óíêöèè Óèòòåêåðà, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøå�íèÿìè óðàâíåíèÿ [7℄W 00Zn�;1=2(�) +��14 + Zn�� �WZn�;1=2(�) = 0; (3a)è òàêîå æå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè M . ÔóíêöèÿW ðåãóëÿðíà íà áåñêîíå÷íîñòè, � ! 1, à �óíêöèÿM ðåãóëÿðíà â íà÷àëå êîîðäèíàò, � = 0. �àçëîæå�íèå �óíêöèè �ðèíà ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì  nlmèìååò âèä [8℄G(r; r0; E) =Xnlm  �nlm(r) nlm(r0)E �En ; (4)ãäå çíàê ñóììû ïðåäïîëàãàåò ñóììèðîâàíèå ïî äèñ�êðåòíûì ñîñòîÿíèÿì ñ îòðèöàòåëüíûìè ýíåðãèÿìèè èíòåãðèðîâàíèå ïî ñîñòîÿíèÿì êîíòèíóóìà.Ñóììû (1), (2) ìîæíî âû÷èñëèòü â îáùåì âè�äå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ n, àíàëèçèðóÿ âû�ðàæåíèå (3) äëÿ �óíêöèè �ðèíà â ïðåäåëå E ! En.Ôóíêöèÿ ÓèòòåêåðàM ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíà�öèåé WnZ;1=2(�) è W�nZ;1=2(��) �óíêöèé Óèòòåêå�ðà [7℄:�(1� Zn�)MZn�;1=2(�) = (�1)1+Zn� �� �(1� Zn�)�(1 + Zn�)WZn�;1=2(�) + (�1)Zn� ��W�Zn�;1=2(��): (5)Ôóíêöèÿ W�Zn�(��) ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàåòïðè � ! 1. Åñëè ýíåðãèÿ E áëèçêà ê ñîáñòâåííî�ìó çíà÷åíèþ En = �Z2=2n2, òî èíäåêñ �óíêöèé Wáëèçîê ê öåëîìó çíà÷åíèþ Zn� = n. Â ýòîì ïðåäåëåïåðâûé ÷ëåí â (5) ÿâëÿåòñÿ ïðåîáëàäàþùèì, à â ðàç�ëîæåíèè (4) ãëàâíûì ÿâëÿåòñÿ ðåçîíàíñíûé ÷ëåí,ïðîïîðöèîíàëüíûé (E�En)�1. Òîãäà �óíêöèÿ �ðè�íà îêàçûâàåòñÿ áëèçêîé ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ:G(r;R; E ! En) ' Pl;m �nlm(r) nlm(R)E �En == 1(E �En) Z2�n3n!(n� 1)! 1(x� y) ��� n��(Zy) � n��(Zx)�Wn;1=2�Zxn ���Wn;1=2�Zyn �; (6)

ãäå èñïîëüçîâàëîñü ðàçëîæåíèå ðåçîíàíñíîé ãàì�ìà-�óíêöèè â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäåëå�(1� Zn�) = ��(Zn�) sin(�Zn�) �����Zn�!n !! (�1)nZ2n3�(n) 1E �En :Èç (6) ïîëó÷àåìXl;m  �nlm(r) nlm(R) = Z2�n3n!(n� 1)! 1(x� y) ��� n ��(Zy) � n ��(Zx)�Wn;1=2�Zxn ���Wn;1=2�Zyn �: (7)Ïðåäåë �óíêöèè �ðèíà (3) ïðè E ! En èñïîëüçî�âàëñÿ â ðàáîòàõ [9�11℄ äëÿ âû÷èñëåíèÿ áîðíîâñêèõàìïëèòóä ïåðåõîäîâ ìåæäó âûñîêîâîçáóæäåííûìèñîñòîÿíèÿìè àòîìîâ ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ñ ýëåêòðîíà�ìè. Ïðè ñóììèðîâàíèè è óñðåäíåíèè ïî âûðîæäåí�íûì ñîñòîÿíèÿì ýòè àìïëèòóäû èíòåãðàëüíî çàâè�ñÿò îò ñóìì (7). Â ðàáîòå Â. À. Ôîêà [12℄ ðàññìàòðè�âàëèñü ñóììû, àíàëîãè÷íûå ñóììàì (1) è (7), íî äëÿâîëíîâûõ �óíêöèé â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè.Ôóíêöèÿ ÓèòòåêåðàWn;1=2 ñ öåëî÷èñëåííûì çíà�÷åíèåì n ïåðâîãî èíäåêñà ìîæåò áûòü âûðàæåíà÷åðåç íîðìèðîâàííóþ êóëîíîâñêóþ �óíêöèþ  n00ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè óãëîâûõ êâàíòîâûõ ÷èñåël = m = 0. Êóëîíîâñêèå �óíêöèè âîäîðîäîïîäîá�íûõ èîíîâ ðàâíû [13℄ nlm(r) = fnl(r)Ylm(�; '); �nl(r) = onst � rfnl(r);fnl(r) = 2Z3=2n2(2l + 1)!s (n+ l)!(n� l � 1)!�2Zrn �l �� exp��Zrn �F ��n+ l + 1; 2l+ 2; 2Zrn � ; (8)�00nl(r) + 2�En + Zr � l(l+ 1)2r2 ��nl(r) = 0;En = � Z22n2 : (9)Ïðè ïåðåõîäå ê ïåðåìåííîé � óðàâíåíèå (9) äëÿl = 0 ïðåîáðàçóåòñÿ ê óðàâíåíèþ�00n0(�) +��14 + n� ��n0(�) = 0; � = 2Zrn ; (10)êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (3a) äëÿ �óíêöèèWn;1=2. Ñðàâíèâàÿ àñèìïòîòèêè �óíêöèé W è �n0ïðè r !1, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèåWn;1=2(�) = (�1)n+1n!r4�nZ �n0(�); (11)314



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 2, 2000 Ñóììû ïðîèçâåäåíèé êóëîíîâñêèõ âîëíîâûõ �óíêöèé : : :â êîòîðîì �óíêöèÿ �n0 íîðìèðîâàíà íà òðåõìåð�íûé îáúåì (äåëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ðàäèàëüíîé�óíêöèè íà p4�), à åå ïåðåìåííàÿ r çàìåíåíà íà � .Ïîäñòàâëÿÿ (11) â (7), ïîëó÷àåìbQ(0)n (r;R) �Xl;m  nlm(r) �nlm(R) == 4Z2n2 �0n0(�y)�n0(�x)� �n0(�y)�0n0(�x)�x � �y ; (12)�x = zn [r +R+ jr�Rj℄ ;�y = zn [r +R� jr�Rj℄ :Âûðàæåíèå (12) èìååò áîëåå îáùóþ �îðìó, ÷åìñóììû (1), (2): bQ(0)n (r;R) çàâèñèò îò äâóõ âåêòîðîâ,r, R, è ñóììû (1), (2) ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç÷àñòíîå çíà÷åíèå bQ(0)n ïðè r = R, ñì. íèæå.Äè��åðåíöèðóÿ (12) ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþR è âûðàæàÿ âòîðûå ïðîèçâîäíûå �00n0 èç óðàâíå�íèÿ (10), ïîëó÷àåì áîëåå îáùåå âûðàæåíèå äëÿ âòî�ðîé ñóììû:bQ(1)n (r;R) �Xl;m  nlm(r)d nlm(R)dR ==�2Z(R�r os�)njr�Rj3 ��0n0(�y)�n0(�x)��n0(�y)�0n0(�x)�++ 4Z2(R� r os�)n2jr�Rj2 ��0n0(�x)�0n0(�y) ++��14 + n2(R� r)2ZR(R� r os�)��n0(�x)�n0(�y)�; (13)� � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè r è R.Â ìîäåëè Æ-ïîòåíöèàëà [4℄ ñóììà bQ(0)n (r;R), îïðå�äåëÿåìàÿ �îðìóëîé (12), ïðîïîðöèîíàëüíà ïðåäåëóïðè E ! En âîëíîâîé �óíêöèè ñèñòåìû A� + B+äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìîìåíò ýëåêòðîíà èçîëèðîâàííî�ãî èîíà A� ðàâåí íóëþ, L = 0. Ñóììà æå bQ(1)n (r;R),îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé (13), ïðîïîðöèîíàëüíà òà�êîìó æå ïðåäåëó äëÿ ñëó÷àÿ L = 1.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììû (1) èññëåäóåì ïðåäåë ðà�âåíñòâà (12) ïðè r ! R. Â ýòîì ïðåäåëå y ! x,�y ! �x è ÷èñëèòåëü â (12) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïåð�âûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ÷èñëèòåëÿ â (12) â ðÿä Òåéëî�ðà ðàâåí�0n0(�y)�n0(�x)� �n0(�y)�0n0(�x) '' (�x � �y)��d�n0d�x �2 +��14 + n�x��2n0(�x)�+ :::;

ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â (12), ïîëó÷àåì ïåðâóþñóììó (1):Q(0)n (R) �Xl;m ��� nlm(R)���2 == �d�n0(R)dR �2 + 2�En + ZR��2n0(R): (14)Ìû âèäèì, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ìîäóëåé âîëíîâûõ�óíêöèé äëÿ ñîñòîÿíèé ñ �èêñèðîâàííîé ýíåðãèåéè ñ �èêñèðîâàííûì ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì nîêàçûâàåòñÿ, ñîãëàñíî �îðìóëå (14), ðàâíîé êâàä-ðàòè÷íîé �îðìå îò �óíêöèè òîëüêî îäíîãî ñîñòîÿ�íèÿ � �óíêöèè �n0(R) � ñ ðàâíûì íóëþ îðáèòàëü�íûì ìîìåíòîì l = 0 è ñ òåì æå çíà÷åíèåì n. Ôàêòñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (14) ñâÿçàí ñ âûðîæäå�íèåì êóëîíîâñêèõ óðîâíåé ýíåðãèè: äëÿ çíà÷åíèéóãëîâûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë l � n� 1, �l � m � l ýòèýíåðãèè çàâèñÿò òîëüêî îò n è íå çàâèñÿò îò l;m.Ïðè íàëè÷èè âûðîæäåíèÿ �óíêöèÿ �ðèíà â êàæ�äîì ïîëþñå, ò. å. ïðè E ! En, îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîéïðîèçâåäåíèé âîëíîâûõ �óíêöèé âûðîæäåííûõ ñî�ñòîÿíèé, ñì. ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå (4). Â îòñóò�ñòâèå æå âûðîæäåíèÿ �óíêöèÿ G(r; r0; E) çàâèñèò âïîëþñå îò âîëíîâîé �óíêöèè òîëüêî îäíîãî ñîñòîÿ�íèÿ.Èñïîëüçóÿ òåîðåìó ñëîæåíèÿ ñ�åðè÷åñêèõ �óíê�öèé Ylm(�; ') [13; 14℄, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïðîâåñòèñóììèðîâàíèå ïî ìàãíèòíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó m,ìû ìîæåì ïðåîáðàçîâàòü äâîéíûå ñóììû (12) è (1),(2) ê îäíîêðàòíûì:bQ(0)n (r;R) �Xl;m  nlm(r) �nlm(R) == 14�Xl (2l+ 1)Pl(os�)fnl(r)fnl(R);Q(0)n (R) = 14�Xl (2l + 1)����fnl(R)����2; (15)Q(1)n (R) =12 dQ(0)n (R)dR == 14�Xl (2l + 1)fnl(R)dfnldR : (16)Â ïðåäåëå r ! R óãîë �=0, os�=1 è Pl(1)=1, òàê÷òî ñóììû (15), (16) è (1), (2) íå çàâèñÿò îò ñ�åðè�÷åñêèõ óãëîâ âåêòîðàR. Îäíàêî èç ýòèõ îáùèõ �îð�ìóë êîíêðåòíîå âûðàæåíèå äëÿ ïðàâîé ÷àñòè �îð�ìóëû (14) íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî: äàëüíåéøåå ñóì�ìèðîâàíèå ïî l â (15), (16) â îáùåì âèäå ïðîâåñòè315



Ì. È. ×èáèñîâ, À. Ì. Åðìîëàåâ, Ì. Øåðêàíè, Ô. Áðóéàð ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 2, 2000íåëüçÿ. Ýòî ñóììèðîâàíèå âîçìîæíî òîëüêî ïðè èñ�ïîëüçîâàíèè âûðàæåíèÿ (3), íàéäåííîãî Õîñòëåðîìè Ïðàòòîì [5; 6℄ ïðè òî÷íîì ðåøåíèè äè��åðåíöè�àëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ êóëîíîâñêîé �óíêöèè �ðè�íà. Êîíêðåòíàÿ �îðìà ïðàâîé ÷àñòè (14) îïðåäåëÿ�åòñÿ, ïî-âèäèìîìó, ëèøü ñïåöè�èêîé êóëîíîâñêîãîïîëÿ.3. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå äëÿ ñèñòåìû ñ äåé�ñòâèòåëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì îêàçûâàåòñÿ âîçìîæ�íûì íà îñíîâå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà íà�ïèñàòü ëèíåéíîå èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíå�íèå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ êâàäðàòà ìîäóëÿ âîëíîâîé�óíêöèè ýòîé ñèñòåìû. Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (9) íà�0nl è èíòåãðèðóÿ åãî îäèí ðàç, ïîëó÷àåì��0nl(r)�2 + 2�En � Ul(r)��2nl(r) == 2 1Zr �2nl(r0)dUl(r0)dr0 dr0; (17)à óìíîæàÿ (9) íà �nl è èñïîëüçóÿ (17), ïîëó÷àåìóðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè:%00nl(r) + 8�En � Ul(r)�%nl(r) == 4 1Zr %nl(r0)dUl(r0)dr0 dr0; (18)%nl(r) � j�nl(r)j2; Ul(r) � �Zr + l(l + 1)2r2 :Íàïîìíèì, ÷òî ðàäèàëüíûå �óíêöèè ñâÿçàííûõñîñòîÿíèé (E < 0) âåùåñòâåííû. Ïðè ïîëó÷å�íèè ýòèõ óðàâíåíèé èñïîëüçîâàëîñü ãðàíè÷íîå óñëî�âèå: �nl(r) ýêñïîíåíöèàëüíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðèr ! 1. �àâåíñòâî (17) è óðàâíåíèå (18) ïðèìåíÿ�ëèñü â [15℄ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõ�íîñòè ìåòàëëà. Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ (18) ïî r, ïî�ëó÷èì óðàâíåíèå, îáñóæäàâøååñÿ Ñîëîâüåâûì [16℄:%000 + 8(E � U)%0 � 4%U 0 = 0:Ïîäñòàâèâ äëÿ l = 0 ðàâåíñòâî (17) â (14), ïðåîá�ðàçóåì ïåðâóþ ñóììó ê âèäóQ(0)n (R) �Xl;m ��� nlm(R)���2 == 2 1ZR �2n0(r)dU0(r)dr dr: (19)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èíòåãðàë â (17), (19) åñòü ñèëà (âèñïîëüçóåìûõ â ýòîé ñòàòüå áåçðàçìåðíûõ àòîìíûõåäèíèöàõ), äåéñòâóþùàÿ ñî ñòîðîíû ÿäðà íà ÷àñòü

ïëîòíîñòè ýëåêòðîííîãî çàðÿäà, ðàñïîëîæåííîãî âèíòåðâàëå r;1. Ïåðâàÿ ñóììà, Q(0)n , ïðîïîðöèîíàëü�íà óäâîåííîé âåëè÷èíå ýòîé ñèëû.Èñïîëüçóÿ dU0=dr = Z=r2, ìîæíî çàïèñàòü (19)â ñëåäóþùåé �îðìå:Q(0)n (R) �Xl;m ��� nlm(R)���2 = 2Z 1ZR  2n0(r)dr: (19a)Ïîñêîëüêó ïðàâûå ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (17) è óðàâ�íåíèÿ (18) ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü ÷èñëåííûì ìíîæèòå�ëåì, ìîæíî çàïèñàòü ñóììó (1) åùå è â òàêîì âèäå:Q(0)n (R) �Xl;m ��� nlm(R)���2 == 12%00n0(R) + 4�En � U0(R)�%n0(R): (19á)Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â êâàçèêëàññè÷åñêîìïðèáëèæåíèè äëÿ �óíêöèè �n0 ïðàâàÿ ÷àñòü â ðà�âåíñòâå (14) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Äåéñòâèòåëüíî, âêâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè èìååì�n0(R) = exp(S(R)); (20)exp(S) �S0�2+p2(R)!=0! �S0�2+p2(R)=0;p(R) =p2(En � U(R)): (21)Ïîäñòàâëÿÿ (20) è (21) â ïðàâóþ ÷àñòü (14), ïîëó÷à�åì Qsn (R) ' exp(2S) �S0�2 + p2(R)! = 0: (22)4. Âòîðàÿ ñóììà (2) ïîëó÷àåòñÿ ïðè äè��åðåí�öèðîâàíèè (14) ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå âåêòîðà Rèëè (÷òî áîëåå ñëîæíî) ïðè èññëåäîâàíèè ïðåäåëàâûðàæåíèÿ (13) ïðè r! R:Q(1)n (R) =12 dQ(0)n (R)dR =Xlm  �nlm(R)d nlm(R)dR == �Z 2n00(R) = � ZR2�2n0(R): (23)Ýòî ñîîòíîøåíèå ëåãêî ïîëó÷èòü òàêæå ïðè äè��å�ðåíöèðîâàíèè (19a).Íà ðèñóíêàõ 1 è 2 ïîêàçàíû ñóììû (1) è (2) êàê�óíêöèè ðàññòîÿíèÿ äî ÿäðà R, âû÷èñëåííûå äëÿàòîìà âîäîðîäà (Z = 1): äëÿ âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿ�íèé n = 4; 5; 6; 7 è 8 â ñëó÷àå Q(0)n (R), ðèñ. 1, è n = 4è 8 â ñëó÷àå Q(1)n (R), ðèñ. 2. Îáå ñóììû áûëè âû�÷èñëåíû êàê ïðÿìûì ñóììèðîâàíèåì ïî l, �îðìóëû316



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 2, 2000 Ñóììû ïðîèçâåäåíèé êóëîíîâñêèõ âîëíîâûõ �óíêöèé : : :

�èñ. 1. Ñóììà (1) äëÿ àòîìà âîäîðîäà (Z = 1) êàê�óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ îò ÿäðà R äëÿ ïÿòè çíà÷åíèéãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà n = 4�8

�èñ. 2. Ñóììà (2) äëÿ àòîìà âîäîðîäà (Z = 1) êàê�óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ îò ÿäðà R äëÿ çíà÷åíèé ãëàâ-íîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà n = 4 è 8(15), (16), òàê è ïî ïîëó÷åííûì íàìè �îðìóëàì (14),(19) è (19a), (19á) äëÿ Q(0)n (R) è ïî �îðìóëå (23)äëÿ Q(1)n (R). Äëÿ êàæäîé ñóììû è êàæäîãî äàííîãîçíà÷åíèÿ n ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïî âñåì èñïîëüçîâàí�íûì �îðìóëàì ëåãëè íà îäíó êðèâóþ, ò. å. ðåçóëüòà�òû âñåõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ñîâïàëè ìåæäó ñîáîé. Íàðèñóíêàõ 1 è 2 âèäíî, ÷òî ñóììà Q(0)n (R) íå èìå�åò íóëåé ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ R. Ïðè R ! 1ýòà ñóììà óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ ñòóïåíüêàìè, â ñå�ðåäèíå êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ñóììû ðàâíà íó�ëþ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (23) ïðîèçâîäíàÿ�óíêöèè Q(0)n (R) ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó �óíê�öèè  n00(R), èìåþùåé n� 1 íóëåé.Ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòíîøåíèé (14),(23) îáóñ-ëîâëåí âûðîæäåíèåì êóëîíîâñêèõ óðîâíåé ýíåðãèè,êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ÷åòûðåõìåðíîé ñèì�ìåòðèè çàäà÷è îá àòîìå âîäîðîäà è âîäîðîäîïîäîá�

íûõ èîíàõ. Â ðàáîòå Â. À. Ôîêà [12℄ èññëåäîâàëîñüóðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ àòîìà âîäîðîäà â èì�ïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè è áûëî íàéäåíî, ÷òî äî�ïóñêàåìàÿ ýòèì óðàâíåíèåì ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèéòîæäåñòâåííà ÷åòûðåõìåðíîé ãðóïïå âðàùåíèé. Âðàáîòå [12℄ èññëåäîâàëàñü òàêæå ñóììà ïðîèçâåäå�íèé âîëíîâûõ �óíêöèé â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëå�íèè, àíàëîãè÷íàÿ ñóììå (1) â êîîðäèíàòíîì ïðåä�ñòàâëåíèè. Äëÿ òàêîé ñóììû â [12℄ áûëî íàéäå�íî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå, çàâèñÿùåå îò ÷åòû�ðåõìåðíûõ èìïóëüñîâ. Âîïðîñ î ñâÿçè ñóìì â èì�ïóëüñíîì è êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèÿõ äîñòàòî÷�íî ñëîæåí è òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.Â íåäàâíî îïóáëèêîâàííûõ îáçîðàõ [17,18℄îáñóæäàþòñÿ ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå ñâîéñòâàìêóëîíîâñêîé �óíêöèè �ðèíà è ÷åòûðåõìåðíîéñèììåòðèè àòîìà âîäîðîäà. Ïîëó÷åííûå íàìèâûðàæåíèÿ äëÿ ñóìì (1), (2) ìîãóò áûòü äîáàâëåíûê ñïèñêó îáñóæäàåìûõ â ýòèõ îáçîðàõ ñâîéñòââîäîðîäîïîäîáíûõ èîíîâ.Äàííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîä�äåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå�äîâàíèé ïî ïðîãðàììå ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõøêîë (ïðîåêò 96-15-96815).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. È. Â. Êîìàðîâ, Ï. À. Ïîãîðåëûé, À. Ñ. Òèáèëîâ,Îïò. è ñïåêòð. 27, 198 (1969).2. L. P. Presnyakov, Phys. Rev. A 2, 1720 (1970).3. Ò. Ì. Êåðåñåëèäçå, Ì. È. ×èáèñîâ, ÆÝÒÔ 68, 12(1975).4. Þ. Í. Äåìêîâ, Â. Í. Îñòðîâñêèé, Ìåòîä ïîòåí�öèàëîâ íóëåâîãî ðàäèóñà â àòîìíîé �èçèêå, Ë�Ó,Ëåíèíãðàä (1975). Ïåð. Zero-Range Potentials andTheir Appliations in Atomi Physis, Plenum press,New-York and London, Ch. 7.4 (1988).5. L. Hostler and R. H. Pratt, Phys. Rev. Lett. 10, 469(1963).6. L. Hostler, J. Math. Phys. 5, 591 (1964).7. Ñ. �ðàäøòåéí, È. Ì.�ûæèê, Òàáëèöû èíòåãðàëîâ,ñóìì, ðÿäîâ è ïðîèçâåäåíèé, Ôèçìàòãèç, Ìîñêâà(1962).8. À. È. Áàçü, ß. Á. Çåëüäîâè÷, À. Ì. Ïåðåëîìîâ,�àññåÿíèå, ðåàêöèè è ðàñïàäû â íåðåëÿòèâèñòñêîéêâàíòîâîé ìåõàíèêå, Íàóêà, Ìîñêâà (1971).9. È. Ë. Áåéãìàí, À. Ì. Óðíîâ, Â. Ï. Øåâåëüêî,ÆÝÒÔ 58, 1825 (1970).10. È. Ë. Áåéãìàí, À. Ì. Óðíîâ, JQSRT 14, 1009 (1974).317
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