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в приближении сильной связи при помощи метода статистики уровней исследова­

ны электронный спектр и волновые функции новой квазикристаллической структуры -
двумерной рещетки Фибоначчи. Это самоподобная структура, состоящая из трех элемен­

тарных структурных единиц. Рассмотрены .центровая. и сверщинная. декорации данной 

структуры. Показано, что энергетический электронный спектр двуМерной решетки Фи­
боначчи содержит сннryлярную часть, но, в отличие от одномерной решетки Фибонач­

ЧИ, спектр не содержит иерархической щелевой структуры. Мера разрешенных состояний 

(мера Лебега) спектра ненулевая и для случая «центровой. декорации близка к единице. 

Исследован характер локализации волновых функций и обнаружена их .критичность •. 

PACS: 71.23.F 

1. ВВЕДЕНИЕ 

@1999 

Электронный спектр двумерной квазипериодической структуры изучалея на приме­

ре паркета Пенроуза, построенного из двух CТPYJ<1]pHЫX единиц [1]. Было показано, что 
плотность состояний сильно синryлярна, но мера разрешенных состояний спектра (ме­

ра Лебега) не равна нулю. В то же время, как и для одномерной квазикристаллической 

структуры, волновые функции критичны, т. е. не являются ни локализованными, ни 

делокализованными, а убывают по степенному закону. Кроме паркета Пенроуза пред­

. ставляется интересным рассмотреть и другие двумерные структурные квазикристалли­
ческие образования. В настоящей работе объектом исследования является двумерная 

квазипериодическая последовательность Фибоначчи. Построение модели проводится 

следующим образом. Orкладывая на плоскости по осям в декартовой системе коорди­

нат последовательность Фибоначчи, получаем решетку Фибоначчи, состоящую из трех 

структурных единиц (рис. 1). ПЛощади трех элементарных структурных единицсоотно­
сятся как 1, т и т2 = т+ 1, где т = (1 +.,(5)/2 - «золотое сечение •. Так же как одномер­
ная решетка Фибоначчи и паркет Пенроуза, двумерная решетка Фибоначчи является 

самоподобной. На практике подобную структуру можно получить, например, методом 

литоrpафии. 

К настоящему времени не существует достаточно общей методики исследования 

электронных свойств квазипериодических структур. В силу отсутствия у квазикристал­

лов трансляционной симметрии традиционные методы расчета зонной структуры твер­

дых тел, основанные на теореме Блоха, непосредственно не применимы. Поэтому, как 
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Рис. 1. Фрагмент двумерной решетки 

Фибоначчи, состоящей из коротких S 
и длинных L отрезков, L / S = Т, где 

т = (1 + ,[5>/2 - «золотое сечение» 

ЭТО принято [2], объектом исследования были выбраны рациональные аппроксиман­
ты двумерной решетки Фибоначчи. Двумерная решетка Фибоначчи рассматривалась 

как структурный предел последовательности рациональных аппроксимант с увеличи­

вающимся периодом. 

2. ЭЛЕКТРОННЫЙ СПЕКТР 

электронныIe свойства двумерной ре щетки Фибоначчи исследовались в приближе­

нии сильной связи методом статистики уровней. для минимизации числа свободных 
параметров задачи использовался гамильтониан с постоянными интеrpалами перено­

са для ближайщих соседей. Как показывают результаты для одно-, двух- И трехмер­

ных квазикристаллов, подобный вид гамильтониана позволяет воспроизвести характер­

ные черты квазикристаллического объекта и качественно рассмотреть влияние квазипе­

риодичности на электронную структуру квазикристалла соответствующей размерности 

[1-6]. В работе рассмотрена «центровая» И «вершинная» декорации аппроксимант ато-
. мами одного сорта: атомы с одной s-орбиталью на атом расположены в центрах или 
в узлах ячеек. для этого случая гамильтониан системы можно написать в следующем 

виде: 

j j,jii 

При наличии в системе атомов только одного компонента диаroнальные элементы g j 

можно положить равными нулю. В этом случае уравнение Шредингера в приближении 

сильной связи запишется следующим образом: 

L tijфj = ЕФi, 
j 

(1) 

.rдe интеrpалы переноса пропорциональны т-2 (Т - расстояние между атомами) толь-
1(:0 для ближайших соседей - для атомов, расстояние между которыми не превыщает 

т (учет последующих соседей не вносит качественно HOBoro и усложняет расчет). для 
анализа электронных свойств исследуемоro объекта была проведена численная диaro­

нализация матриц гамильтониана уравнения (1) для различных аппроксимант при на-
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ложенных периодических граничных условиях и исследовано распределение энергети­

ческих уровней. 

Гладкость энергетического спектра исследовалась методом статистикИ уровней 

(LS-метод) [1,5,6]. Ключевыми здесь являются два соотношения. Первое - доля со­

седних межуровневых цромежутков с шириной 6.E~BN{3: 

D(f3) = N ~ 1 ~! 8 (fЗ -lgN С~З+!В- с;з) ) , (2) 

J 

где N - число атомов в базисе аппроксиманты, В = C;N - С;! - общая ширина зо-

ны, 8 - тета-функция ХевисаЙДа. Второе - доля заполнения зоны межуровневыми 

промежугками с шириной 6.E~BN{3: 

1 С;'+!-С;' N-! ( ( )) F(f3) = В ~(С;з+! - $j)8 f3 -lgN J В J . (3) 

. Если В = const; то в термодинамическом пределе вне зависимости от степени гладкости 
спектра эти функции должны удщmетворять следующим условиям [1,5,6]: 

D(f3) = 1 при f3 > -1 и F(f3) = О при f3 < -1. 

для кристаллических и аморфных систем (с гладкими спектрами) кривые D(f3) и F(f3) 
в термодинамическом пределе испытывают скачок от О до 1 при f3 = -1 [1,5,6]. Поэто­
му считается, что энергетический спектр является негладким или сингулярным, если 

в термодинамическом пределе зависимость величины межуровневых промежутков от 

размера системы отличается от закона 1/ N. 
Локализацщ>нное поведение волновых функций двумерной решетки Фибоначчи 

изучалось методом статистики 2р-норм волновых функций [1,5]. Последняя опреде­
ляется следующим образом: 

(4) 

где 'Фn - амплитуды электронной волновой функции (коэффициенты разложения воя­

новой функции по базису сильной связи). 

Рассматривая двумерную решетку Фибоначчи как структурный предел ряда аппрок­

симант с растущим периодом, можно найти термодинамический предел в поведении 

кривых, описывающих статистику распределения 2р-норм собственных векторов га­

мильтониана уравнения (1). Статистический анализ распределения 2р-норм волновых 
функций осуществлялся расчетом величины I 2p(,) [1,5], описывающей долю состоя­
ний, у которых 2р-нормы 1I'Ф112р ~ N"'f, т. е. 

, 
1 N 

I2p(,) == N L 8(, - 19N IIФ(n)1I2р)· 
n=! 

(5) 

Классификация волновых функций проводилась по нормировочному интегралу [1]. 
Волновые функции считаются делокализованными, если 

J IФ(г)1 2 dr '" Rd , , 

jrj<R 
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где d - размерность пространства, локализованными - если существует нормировка 

00 

волновые функции, которые не могуг быть нормированными в бесконечной системе, 

но не являются делокализованными, считаются «критическими». 

3. РЕЗУЛЬТАТЫ 

в работе исследовались четыре аппроксиманты двумерной решетки Фибон~ччи: 

5/3, 8/5, 13/8, 21/13. При вершинной декорации элементарные ячейки данных аппрок­
симант содержат в базисе соответственно 64, 169,441, 1156 атомов. При центровой де­
корации элементарные ячейки аппроксимант содержат в базисе соответственно 49, 144, 
400, 1089 атомов. На рис. 2 показаны графики интегральной плотности состояний, рас­
считанные по значениям энергетических уровней в 21 k-точке, для аппроксимант 8/5, 
13/8, 21/13 решетки Фибоначчи. 

На рисунке 2 видно, что кривые интегральной плотности состояний довольно бы­
стро сходятся и не обнаруживают наличия иерархической щелевой структуры, характер­

ной для канторова множества спектра одномерноro квазикристалла. для аппроксимант 

8/5, 13/8 и 21/13 были рассчитаны величины D(fЗ) и F(fЗ). Расчеты свидетельствуют, 
что кривые D(fЗ) для этих трех аппроксимант почти сходятся к термодинамическому 

пределу в области оfЗ < -1. Это означает, что ширина всех межуровневых промежут­
ков в пределе N --+ 00 меньше, чем в традиционных системах (для кристаллических и 

аморфных систем в термодинамическом пределе зависимость величин этих промежут­

ков от размера системы определяется соотношением f::.E '" I/N [1]). Расчет зависимо­
сти F(fЗ) для упомянутых аппроксимант в районе fЗ > -1 показывает, чtо конечная доля 
зоны заполнена более широкими межуровневыми промежутками, чем в традиционных 

системах. Итак, полученные результаты показывают, что при N --+ 00 энергетический 

. спектр решетки Фибоначчи содержит сингулярную часть. 
Расчет плотности состояний для аппроксимант 8/5, 13/8,21/13 был выполнен при 

помощи метода треугольников с использованием 21 k-точки неприводимой части зоны 
Бриллюэна соответствующей аппроксиманты. На рисунках 3, 4 показаны кривые плот­
ности электронных состояний. Как следует из рис. 4, для случая вершинной декорации 
вид спектра зависит от «четности» номера аппроксиманты, что свидетельствует о нали­

чии некоторой топологической особенности двумерной решетки Фибоначчи. Кривые 

плотности электронных состояний с ростом порядка аппроксиманты становятся менее 

гладкими и более «пиковыми». Это подтверждает вывод о присутствии в энергетиче­

ском спектре рассматриваемой структурыl сингулярной части, так как в противном слу­

чае наблюдалась бы сходимость плотности электронных состояний к гладкой кривой. 

Гладкость спектра зависит от энергетическоro диапазона: энергетический спектр бо­

лее гладкий в области малых энергий спектра, а сильные осцилляции присутствуют, в 

основном, при высоких энергиях в спектре. Однако с ростом порядка аппроксиманты 

длина гладкого участка энергетического спектра уменьшается. Поэтому можно пола­

гать, что в термодинамическом пределе (квазикристалл) сильные осцилляции плотности 

состояний, отражающие наличие сингулярной части в спектре, присугствуют во всем 
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Рис. 3. ПЛотность состояний для периодических аппроксимант 13/8,21/13 двумер­
ной решетки Фибоначчи при центровой декорации 

диапазоне энергий электронного спектра, свидетельствуя о том, что энергетические зо­

ны являются плоскими, практически бездисперсными, с нулевой групповой скоростью 

электронов. 

Расчет плотности электронных состояний позволил определить меры Лебега энерге­

тических спектров соответствующих аппроксимант. Мера Лебега энергетического спек­

тра рассчитывалась как общая длина разрешенных участков спектра. Orнормирован­

ные на величину В = eN - еl меры Лебега энергетических спектров аппроксимант 5/3, 
8/5, 13/8, 21/13 составили 1.0, 0.94,0.98, 1.0 для случая центровой декорации и 0.70, 
1.0, 0.69, 0.99 для случая вершинной декорaiщи. Таким образом, мера разрешенных 
участков спектра является конечной и для центровой декорации близкой к единице. 

В случае центровой декорации зависимость меры Лебега энергетического спектра 

от порядка аппроксиманты для двумерной решетки Фибоначчи слабая в отличие от oд~ 

номерного квазикристалла, где наблюдается уменьшение меры Лебега по степенному 

закону в зависимости от размера системы. Довольно малое различие мер Лебега энер­

гетических спектров для двух последних рассчитанных аппроксимант свидетельствует 

о том, что энергетический спектр двумерной решетки Фибоначчи занимает на энерге­

тической шкале область конечной ширины. Кроме того, близкие к единице значения 
нормированных мер Лебега энергетических спектров говорят о том, что в спектре ре­

шетки Фибоначчи при центровой декорации нет щелей существенной величины. 

При вершинной декорации наблюдается сильная зависимость от четности aiIпрок­
симанты. для нечетных аппроксимант мера Лебега, так же как и для случая центровой 

декорации, близка к единице. для четных аппроксимант мера Лебега близка к 0.7, 
что позволяет утверждать наличие в спектре щелей значительной величины. Получен­

ные результаты отличаются от мер Лебега аппроксимант паркета Пенроуза. Последние 
составляют примерно 0.62 [1]. В соответствии с этим'следует ожидать различий в про­
водящих свойствах этих двух структур. 
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Рис. 4. Плотность состояний для четных пери'одических аппрок­

симант 5/3. 13/8 (а) и нечетных периодических аппроксимант 8/5. 
21/13 (6) двумерной решетки Фибоначчи при вершинной декорации 

для трех аппроксимант решетки Фибоначчи, 8/5, 13/8, 21/13, были рассчитаны 
величины 18(1). Расчеты свидетельствуют о сходимости в термодинамическом пределе 
кривых 18(1) в малой области 1 ::::: -2.2 для центровой и 1 ::::: -2.3 для вершинной 
декораций. Кроме того, с ростом номера аппроксиманты кривые 18(1) приближаются 
к ,ступенчатой функции со ступенькой, расположенной около 1 ::::: -2.3. это означает, 

I что в термодинамическом пределе (N -+ 00) 2р-нормы (р = 4) почти всех волновых 
функций решетки Фибоначчи зависят от размера системы как 1111'118 ::::: N'Y, где 1 ::::: -2.3. 

В случае делокализованного состояния зависимость 2р-нормы волновой функции 

от ~,азмера системы, как следует из (4), равна 11'Ф1I;;t ::::: N1-p, экспоненциально ло-
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кализованные волновые Функции характеризуются 2р-нормой 11'Ф11;;Р.lОС ::::: 1. Найден­
ная зависимость 2р - норм (р = 4) волновых Функций решетки Фибоначчи от размера 
системы исключаеlг случаи как делокализации, taK и. экспоненциальной локализации 
состояний. Тем не менее известно, что зависимость 7p-ноРмы волновой Функции от 

размера системы вида N-r(p,a) выполняется для Щ>Лновых функций со степенным убыва­
нием квадратов модулей амплитуд [1,5) (а .~ О -локализационный показатель, причем 
случаи а = О и а -+ 00 следует отнести, соответственно, к делокализованному состо­

янию и к состоянию экспоненциальной локализации). Поэтому было предположено, 

что 

(6) 

На основе вычисленной 2р-нормы волновой функции (6) для достаточно больших ква­
зипериодических Фрагментов рассчитана зависимость ')'(р, a)lp-4 при -3 ~ ')' ~ -1.7. 
Результаты были получены численно для апnpoксиманты 34/21 решетки Фибоначчи­
до сходимости к термодинамическому пределу. Выполненные расчеты показывают, что 

')' ::::: -2.3 соответствует локализационному показателю а ::::: 0.48 и а ::::: 0.44 соот­
ветственно для центровой и вершинной декораций. Согласно классиФикации по нор­

мировочному интегралу волновые функции с подобным поведением следует отнести к 

критическим, так как нормировка фун~й с 1'Ф1 2 '" IrГ2а , а > О, в двумерном случае 
может быть осушествлена только при а > 1. 

Таким образом, в случае центровой декорации энергетический спектр не содержит 
больших щелей, квазипериодичность структуры npиводит к сильным осцилляциям во 

всем дИапазоне энергий. Большинство волновых Функций двумерной решетки Фибо­

наччи критичны и проявляют степенной характер уменьшения квадратов модулей ам­

плитуд в зависимости от расстояния. Локализационный по/<азатель а равен 0.48 (цен­
тРовая декорация) и 0.44 (вершинная декорация) и по порядку величины совпадает с 
локализационным показателем а::::: 0.5, полученным в работе [1) для паркета Пенроуза. 
В энергетическом спектре паркета Пенроуза присугствует сингулярная часть, спектр 

более гладкий в области низких энергий и сильно осцилирующий в области высоких 

энергий. С ростом порядка аппроксиманты спектр становится более «пиковым» [1). 
Это хорошо согласуется с результатами настоящей работы, что позволяет сделать вывод 

об общности свойств электронного спектра различных квазипериодических двумерных 

структур, таких как паркет Пенроуза и двумерная решетка Фибоначчи, хотя их npово­

дящие свойства могуг быть различными. 

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Результаты исследования показывают, что электронный спектр двумерной решет­

ки Фибоначчи имеет такие же особенности, ,как и спектр пЙркета Пенроуза. Спектр 
содержит сингулярную часть, но не является самоподобным. Большинство волновых 

Функций «критичны», т. е. не являются ни локализованными, ни делокализованными 

и убывают с расстоянием по степенному закону. Мера разрешенных участков спектра, 

в отличие от одномерной структуры, конечна. Очевидно, что общие свойства спектров 
различных двумерных квазипериодических структур должны быть похожи. Различия в 

спектрах рассмотренной структуры и паркета Пенроуза сушествуют только в локали­

зационных показателях волновых функций и мере разрешенных промежугков. Волно-
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вые фYJiкции двумерной решетки Фибоначчи менее локализованы, а мера разрешенных 

npoмеж:утков при центровой декорации близка к единице. Последнее указывает на воз­

можность экспериментального наблюдения закона Ома. 

В заключение авторы благодарят Д. В. Оленева за внимание к' работе и ценные за­

мечания. Работа выполнена при финансовой поддержке Шведской Королевской Ака­

демии Наук. 
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