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Работа посвящена исследованию проблемы ускорения Ферми, возникающем в рас
сеивающих бильярдах типа газа Лоренца, граница которых изменяется со временем по 
некоторому закону. Рассмотрены два случая колебаний границы: стохастический, когда 

граница возмущается по случайному закону, и регулярный, что соответствует изменению 

по гармоническому закону. Аналитически показано, что в таких бильярдах наблюдается 

ускорение Ферми. Исследованы зависимости первого и второго моментов приращения 

скорости от скорости бильярдной частицы, а также средней скорости ансамбля частиц от 

времени и от числа стоЛкновений. Получены распределения частиц по скоростям. Про

ведено сопоставление аналитических и численных результатов. 

PACS: 05.20, 05.45 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Бильярдом называется динамическая система, отвечающая движению точечной 

частицы внугри некоторой области Q с кусочно-гладкой границей 8Q при условии от
ражения от нее по закону «угол падения равен углу отражения». В зависимости от раз

личных конфигураций границы бильярда движение бильярдной частицы (шара) может 

быть регулярным, эргодическим или перемешивающим. Рассеивающим бильярдом [1] 
называется система с границей 8Q выпуклой внугрь области Q. Хорошо известно, что 
такой бильярд обладает перемешиванием и динамика бильярдной частицы в нем хао

тична. 

Если множество 8Q не меняется со временем, то такие системы называются би
льярдами с постоянной (неподвижНой) границей, если же 8Q = 8Q(t), -'- то бильярда
ми с возмущаемой (подвижной) границей. Бильярды с неподвижной границей сравни
тельно хорошо изучены (см. [1-7] и приведенные там ссылки). В то же время работы, 
посвященные системам, отвечающим бильярдам с возмущаемыми границами, весьма 

немногочисленны (см., например, [7-11]), хотя их исследование предстамяет большой 
интерес как для решения некоторых вопросов статистической физики, так и с точки 

зрения существования неограниченного роста скорости шара, восходящей к проблеме 

так называемого ускорения Ферми [12,13]. 
'. Ускорением Ферми называется явление неограниченного разгона частиц различ

ной прирЬды вследствие их столкновения с движущимися массивными рассеивателями. 
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Впервые механизм такого ускорения бьm предложен Ферми [12] для объяснения проис
хождения космических частиц высоких энергий. Позже бьmи разработаны различные 

• модели (см., например, [14-21]), в той или иной степени описывающие происхожде
ние этого явления. Так, Улам [14] показал, что если частица движется между осцилли
рующеЙ и неподвиЖной стенками и фаза колебаний в момент столкновения является 
случайной величиной, то частица может приобретать неоrpаниченную скорость. Более 

полное исследование модели Улама бьmо проведено Либерманом и Лихтенбергом [16], 
которые показали, что в случае гладкой зависимости скорости стенки от времени в 

области больших .скоростеЙ стохастические слои изолированы друг от друга инвари

антными кривыми. Именно они и оrpаничивают набор энергии частицей. Если такая 

зависимость недостаточно гладкая, то инвариантных кривых не существует и возмо

жен неоrpаниченный рост скорости частицы. Более поздние работы (см. [16,19-21], 
и цитированную там литературу), в которых рассматривалась модель Улама в различ

ных ее модификациях, прояснили некоторую связь между законом колебаний стенок 

(т. е. гладкостью зависимости скорости стенок от времени и степени случайности их 

колебаний) и нiuJ:ичием ускорения Ферми. 

В хаотических бильярдах даже в случае гладкой зависимости скорости rpаницы от 

времени угол подлета частицы к ней можно рассматривать как случайную величину. 

Следовательно, проекция скорости частицы на нормаль к rpанице в точке соударения 

(именно она изменяется при отражении, а тангенциальная компонента остается посто

янной) будет стохастической величиной. Очевидно, в этом случае изменение скорости 

будет носить случайный характер. 

В данной работе исследуется проблема возникновения ускорения Ферми на при

мере обобщенного бильярда - газа Лоренца с открытым горизонтом с возмущаемой 

rpаницеЙ. При этом изучаются два разных случая, сооrветствующие стохастическим 

и регулярным (гармоническим) колебаниям rpаницы. Отметим, что во всех извецтных 

авторам публикациях проблема ускорения Ферми рассматривалась на примере интеrpи

руемых систем ИJiи систем, близких к интеrpируемым. По-видимому, в этом контексте 

исследование хаотических биЛьярдов с возмущаемыми rpаницами в данной работе про

ведено впервые. 

Статья состоит из трех основных частей. Первая часть посвящена основным поня

тиям и выводу отображений, описывающих динамику бильярда. Вторая часть содержит 

численное и аналитическое исследование возможности ускорения Ферми. В третьей ча

сти приведены численно полученные зависимости скорости частиц от времени и числа 

столкновений и проведено сопоставление с аналитическими результатами. 

2. ГАЗ ЛОРЕНЦА 

Данный раздел посвящен основным понятиям и выводу отображений, описываю

щих динамику двумерного газа Лоренца. 

Рассмотрим некоторую плоскую область Q с кусочно-гладкой rpаницей aQ. 
Рассеивающим бильярдом [1,4] называется система, состоящая из нейтральных aQ? 
и рассеивающих aQt (т. е. выпуклых внутрь области Q) компонент rpаницы aQ. Од
ной из разновидностей таких бильярдов является система, заданная в неоrpаниченной 

области D, состоящая из множества круглых бесконечно тяжелых рассеивателей B i с 

rpаницами aQi и радиусами R, расположенных в узлах бесконечной периодической ре-
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Рис. 1. Модель газа Лоренца. Рассеиватели (круги радиуса R) расположе
ны в узлах периодической решетки с периодом а 

шетки с периодом а (см. рис. 1). При условии, что B i неподвижны, бильярд в области 

Q = D \ U~-l Bi называется газом Лоренца. Частица движется между рассеивателями, 
отражаясь по закону «угол падениЯ равен углу отражения». для BQ = const такой би
льярд был достаточно подробно изучен (см., например, [1,3,4,6] и приведенные там 
ссцлки). 

Orношение (а/ R)2 является одним из основных параметров газа Лоренца. В 
зависимости от ero З!iачения рaзJIичают газ Лоренца с ограниченным roризоНтом 
(а/ R)2 < 4), с открьпым горизонтом (4 < (а/ R)2 < 8) и беск~нечным roризонтом 
(а/ R)2 > 8). в первом случае движение частицы ограничено одной ячейкой, во вто
ром и третьем случаях ей доступно все пространство. для бесконечноro горизонта из-за 

увеличения вероятности длинных перелетов изменяются статистические свойства би
льярда. В частнос:ги,· замедляется скорость убывания корреляций и не сходится среднее 

значение.ДЛины свободноro пробега [3,4,22-24]. В то же I!ремя для газа Лоренца с огра
ниченным и открытым горизонтами наблюдается экспоненциальный спад корреляций. 

Средняя длина свободноro пробега определяется как 1 = 1г А/ Р, где А - доступная 
частице область бильярда, а Р - периметр рассеивателей. для системы с открытым 

горизонтом 1 = (а2 - 1ГR2) /2R, а для бильярда с бесконечным горизонтом значение 1 
не ограниченосверху. , 

Предположим, что радиусы рассеивателей B i газа Лоренца ВОЗМуШаются по неко

торому закону, т. е. все границы BQi совершают малые колебания в нормальном напра
влении. В работе рассматриваются два различных случая: периодические (и синфаз-

- ные) осцилляции и стохастические изменения радиусов рассеивателей. Первый случай 
соответствует ситуации, Korдa все границы осциллируют по одному И тому же закону 

и в одной фазе. Второй случай отвечает колебаниям множества границ рассеивателей 

с равномерно распределенной случайной начальной фазой. 

2.1. Газ Лоренца с неподвижной границей 

Как известно, в качестве каноничесКих переменных для бильярдов с невозмymен

ными границами можно выбрать азимутальный угол Ф и угол падения а меЖДУ внутрен

ней нормалью к поверхности и вектором скорости частицы перед соударением. BB~eM 

yroл отражения а* между внешней нормалью и вектором скорости после соударения (см. 
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рис. 1). Очевидно"ЧТО Ф Е [О, 21Г], а углы а и а* изменяются в интервале [-1Г/2,1I"/2]. 
для описания динамики невозмущенного бильярда необходимо получить отображение 

(а:n,Фn) -+ (аn+l,Ф~+l), лереводящее значения переменных (а,ф) в момент перед n-м 
столКновением с aQ в их значения в момент перед (n + 1)-м столкновением. Из гео
метрических соображений (см. рис. 1) понятно, что 

Фn + a~ + 1г = Фn+l + аn+l· (1) 

Кроме того, a~ = -аn , так как углы отсчитываются в противоположные стороны. 

Введем систему координат с центром в круге, на котором произошло очередное 

рассеяние и определим уравнение прямой, по 'которой будет двигаться частица после 

столкновения. Тогда нетрудно найти расстояние, на котором частица пройдет мимо 

другого центра, отстоящего на р ячеек по горизонтали и q ячеек по вертикали: 

dn+i = а [psin (Фn + a~) - qcos (Фn + a~)] - Rsina~. (2) 

Значение р считается положительным, если частица движется вправо, и отрицательным 

в противном случае; соответственно, q положительно, если частица движется вверх, и 
отрицательно, e~ вниз. Величины р и q определяются из условия рассеяния, т. е. как 
минимальные по модулю целые числа, при которых выполняется Idn+il ~ R. Вычислив 
прицельный параметр dn+l, легко найти угол, под которым произойдет столкновеilие 
со следующим рассеивателем: 

. dn +1 
аn+l = arcslD я' 

Якобиан полученного отображения (см. (1)-(3» равен 

д(Фn+l, аnн) = cosan 
д(фn,аn) COSan+l 

(3) 

Таким образом, отображение сохраняет фазовый объем cos аdadф. Отсюда, в частно
'СТИ, следует, ЧТО если рассматриваемый бильярд является эргодическим, то величина 
аn будет распределена по закону 

1 
Ра.(а) = 2 cosa, (4) 

где 1/2 -' нормировочный множитель. 

2.2. Газ Лоренца с ОСЦИЛJIИpующими границами рассеивателей 

Теперь нетрудно получить отображение, описывающее динамику бильярда с воз

мущаемой границей в предположении, что амплитуда колебаний границы рассеивателя 
. I 

много меньше его радиуса, т. е. геометрическими изменениями границы можно npeне-

бречь. ' 
Допустим, что рассеивающая компонента aQ+ границы aQ сжимается и расширя

ется (см. рис. 1), так ЧТО ее радиус меняется по закону 

R = R(t) :::i: R + r(t), где max Ir(t)1 ~ R. 
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Тогда скорость rpаницы будет зависеть от времени как u(t) = f(t). Далее для определен
ности будем считать, что u(t) = ио cos(""t), где uo = ""То. В этом случае помимо величин 
а и Ф для описания поведения системы необходимо ввести еще две динамические пе

ременные: скорость час'qfЦЫ v и время столкновения t. Учитывая, что при отражении 
от рассе~вателя меняется только нормальная (радиальная) компонента скорости, а тан

генциалЫlаяостается неизменной, получим отобраЖение для модуля скорости частицы 

после столкновения: 

V,,+1 = y'v;' - 4u"v"cosa" +4и;'. (5) 

Здесь и" == ио cos ""t" - скорость rpаницы рассеивателя в момент n-го столкновения. 
В свою очередь, связь между углом падения и углом отражения можно записать в виде 

a~ = - arcsin ( v" ." sina,,) . 
. . V,,+l 

Теперь, вычисляя расстояние между последовательными соударениями, нетрудно по

лучить отображение для момента столкновеция t,,: 

1,,+1 
t,,+1 = t" + -"-, 

V,,+1 
2 . 2 

lM1 = [ЩСОSФ,,+l-СОSФ,,)-ра] + [R(SiПФ,,+I- siп ф,,)-qа] . 

(6) 

Здесь 1" - длина свободного пробега. В предположении т « R отображения для пе
ременной Ф и прицельного параметра d останутся теми же, что и для невозмущенноro 
бильярда (см. (1) и (2». 

3. УСКОРЕНИЕ ФЕРМИ 

Во время соударений с возмущаемой rpаницей величина скорости бильярдного ша

ра постоянно меняетс"". Как показывают исследования [11], эти изменения скорости 
носят случайный характер. Поэтому далее рассмотрим ансамбль частиц и найдем рас- , 
пределение частиц по скоростям и среднюю скорость в зависимости от времени t и 
числа столкновений n (число столкновен"й и время не пропорциональны друг другу, 
так как за одно и то же время «быстрая. частица испытывает больше соударений, чем 

«медленная.). В данном разделе сначала обсуждается вопрос о среднем изменени" ско

рости в бильярдах произвольной формы с возмущаемыми rpаницами, затем исСледуется 

проблема ускорения Ферми в газе Лоренца с хаотически и регулярно осциллирующими 
рассеивателями. 

3.1. Среднее изменение скорости в общем случае 

Рассмотрим два последовательных столкновения шара со стенкой в бильярде произ

вольной конфигурации (рис. 2). Обозначим через ао угол падения частицы при первом 
соударении, а через а1 - при втором (они вводятся точно так же, как в п. 2.1). Кроме 
того, пусть Vo и V1 обозначают модули скоростей шара соответственно перед первым и 

перед вторым столкновениями. для проекций скоростей используем следующие индек

сы: верхние ицдексы т и n обозначают соответственно тангенциальную и HOPMaJIЪНyto 
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Рис. 2. Бильярд произвольной конфигурации 

проекции, первый нижний индекс соответствует индексу скорости, второй полагается 

равным единице, если рассматриваются проекции перед столкновением, и нулю, если 

после него. Таким образом, v[o будет обозначать тангенциальную проекцию скорости 
Vl в точке первого столкновения, а V[I - тангенциальную проекци:ю в точке второго 

столкновения; в общем случае они: не равны (см. рис. 2). Пусть u(t} - скорость дви
жения границы. Очеви:дно, что должно выполняться соотношение 

(u(t}}t = О, (7) 

которое является следствием условия, что граница в среднем остается на месте. 

Рассмотрим одно столкновение частицы со стенкой. Тангенциальная составляю

щая скорости при этом, очеви:дно, останется постоянной. Изменение же нормальной 

составляющей нетрудно найти, переходя в систему отсчета, связанную со стенкой. Та

ким образом, для первого столкновения можно записать 

Vit ,= -VOl + 2u(tn) = -Vo COS ао + 2u(tn}, 

V[o = vOI = Vo sin ао, (8) 

Легко ви:детъ, что если рассматривать только одно столкновение, то (6v[o) = о и 

(6vit) = о для бильярда любой конфигурации. Кроме того, изменение скорости связа
но только с изменением ее нормальной компоненты, поскольку тангенциальная соста

вляющая сохраняется при отражении. Следовательно, средний прирост скорости будет 

зависеть от значения нормальной компоненты при следующем столкновении. Однако 

в общем случае можно говорить лишь о среднем значении нормальной компоненты, 

Т.е. 

(vfl) = (VI COSG:I) = ( JVб ~ 4vou(t) cOSG:o + 4u2{tn} COSG:I ), 

где усреднение проводится по углам a~ и аl И времени t. 
Соотношение (9) уместно проиллюстрировать двумя примерами. 
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Модель Улама (см. [14,16-21]). На расстоянии L друг от друга расположены две 
, параллельные тяжелые стенки, между которыми движется шарик. Одна из стенок со
вершает периодические колебания с амплитудой с; та]СИе что L» с. Конкретная зави
симость колебаний от времени для нашего анализа несущественна, важно лишь, чтобы 

скорость движения стенки удовлетворяла соотношению (7). Поскольку тангенциаль
ная составляющая скорости в этой модели постоянна, v'" = const, то скорость и угол 
падения оказываются связанными соотношением 

v sina = v'" = const. (10) 

в свою очередь, нормальная проекция скорости после пе'рвого столкновения, vrt, и 
перед вторым, vfl' равны по модулю. Следовательно, 

Таким образом, в среднем ускорения в этой моделц нет. 

Газ Лоренца. Легко видеть, что вследствие сильных перемешивающих свойств углы 

ао и а! независимы друг 9Т друга, а значит 

Следовательно, колебания (увеличение и уменьшение) скорости при соударениях свя

заны с изменением ее модуля, а не с колебаниями нормальной проекции, как это имеет 

место в предыдущем случае. Как будет показано ниже, величина (Vn ) растет с увели
чением числа n, и, таким образом, можно говорить о наличии ускорения Ферми в газе 
Лоренца. 

По-видимому, это утверждение можно распространить и на другие системы, в ко

торых между углом падения и скоростью нет такой однозначной связи (10) как в модели 
Улама. Одним из промежуточных звеньев между моделью Улама и рассеивающим би

льярдом является бильярд типа «стадион», проблема ускорения Ферми для которого 

численно исследовалась в работе [11]. 

3.2. Стохастически возмущаемая граница рассеивателей 

Пусть скорость границы рассеивателя, с которым происходит n-е столкновение, 
, 

равна 

U N = UOCOS<pn, (11) 

где ио - амплитудное значение скорости колебания границы, а множество {<Pn} есть 
множество некоррелированных между собой случайных величин, равномерно распре

деленных в интервале [0,211"). НаЙдем функцию распределения частиц по скоростям и 
зависимость средней скорости ансамбля частиц от числа соударений n и времени t. В 
случае малых скоростей частицы (v «: ио) в выражении для скорости (5) основную роль 
играет последний член и, следовательно, 

Если колебi1НИЯ границы заданыI в соответствии с выражением (11), то 
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Таким образом, уже после первого столкновения средняя скорость становится больше 

величины ио. 

Теперь найдем изменение скорости в случае v ~ ио. Раскладывая (5) в ряд Тейлора 
по параметру u/v, получим выражение для изменения скорости: 

AVn = Vn+l - Vn = -2иn COSQn + 2 ~: sin2 аn + vnO ( (~:) 3) , (12) 

где иn - скорость границы рассеивателя при n-ом столкновении. 

Используя соотношение (4) и условие равномерного распределения по фазе коле
баний в момент соударения, найдем (AVn) и (AVn)2): 

JL. == (AVn ) = М. , 
V 

4 
а; == (AVn )2) = зu~. 

(13) 

Здесь для простоты дальнейших выкладок введена величина М. == ииз; индекс s обо
значает стохастический случай. При подсчете среднего (см. (12» ненулевой вклад дае"J: 
только второе слагаемое, а при вычислении дисперсии достаточно учесть вклад, свя

занный с первым слагаемым. \ 
При достаточно больших n от первого уравнения системы (13) можно перейти к 

дифференциальному уравнению 

av(n) = М. 
дn v(n)' 

(14) 

Его решение с начальным условием v(O) = Vo дает зависимость наиболее вероятной 
скорости от числа соударений: 

(15) 

Поскольку скорость частиц представляется в виде суммы случайных независимых вели

чин AVn с известным средним и дисперсией, то на основании центральной предельной 

теоремы Ляпунова можно утверждать, что плотность распределения случайной величи

ны Vn = Vo + L:7C l AVi будет стремиться к нормальной со средним v(n) и дисперсией 
па;. Таким образом, распределение частиц по скоростям имеет вид расплывающегося 
гауссовского пакета. Максимум распределения дается наиболее вероятной скоростью 

v(n), которая растет как корень из n. 
Приведенные рассуждения верны только в случае достаточно больших скоростей 

частицы (V ~ uo). Чтобы описать распределение при малых скоростях, введем 

еще ОДНО условие - отсутствие потока частиц в область отрицательных скоростей: 

(vap/av}v_o = О. Хорошо известно, что удовлетворяющее этому условию гауссовское 
распределение имеет вид 

( ) _ 1 [ ([V - V(n)]2) + ([V + V(n)]2)] 
р v, n - ~ ехр - 2 2· ехр - 2 2 • 

а8 у 27Гn а.n а.n 
(16) 
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Это позволяет найти среднюю скорость ансамбля частиц в зависимости от числа столк

новений: 

. f#n (v2(n») ( v(n) ) V(n) = 178 -ехр --- +v(n)Ф -- , 
1г 2O'~n 178 v'2ii (17) 

где Ф(х) = (2/.jir) Jo" ехр (_х2) dx - известный интеграл ошибок. Здесь и далее буквой 
V обозначена средняя скорость ансамбля частиц. Подставляя все значения и раскла
дывая в ряд выражение для скорости, можно найти, что 

V(n) = c.,fii +0 (Jп) , (18) 

где постоянная С = . .;2 [178 exp(-Ms /I7;)/.jir + Ф(v'Мs/178 )v'Мs j ~ 1.143ио. 
Таким обр~ом, соотношения (16) и (18) дают распределение.по скоростям и сред

нюю скорость ансамбля частиц в зависимости от числа столкновений. , 
для нахождения средней скорости частиц в зависимости от времени щ>спользуемся 

уравнением Фоккера-ПЛанка: 

8p(v, t) 8 ( ) 1 82 ( ) 
8t = - 8v Ap(v, t) + 2 8v2 Bp(v, t) , 

где коэффициенты А и В имеют следующий вИд: 

Здесь среднее время между столкновениями т = l/v, 1 - средняя дЛина свободного 

пробега, а I:!.v и I:!.v2 взяты из уравнений (13). Теперь, подставляя полученные коэффи
циенты в уравнение, найдем 

8p(v, t) _ м. 8 + 1 17; 82 ( ) 
8t - --1- 8v P(v, t) 2 Т 8v2 vp v, t) . (19) 

Если параметры М8 и 178 заданы в соответствии с выражениями (13), то решение этого 
уравнения при скоростях частиц много больших начальной скорости, т. е. через доста

точно большой интервал времени, будет стремиться к 

p(v,t) = ~еХР(-2VА)' 
2tА1ГV t 

где А = Ms/l. Используя его,. получаем среднюю скорость частиц: 

М. 1 uб 
V(t) = -l-t + Vo = '3 T t + Vo· . (20) 

Таким образом, в исследуемой системе наблюдается ускорение Ферми, причем ско

рость растет линейно со временем. 

1789 



А. ю. Лоскутов, А. Б. Рябов, л. r. Акuншuн ЖЭТФ, 1999, 116, вьт. 5(11) 

3.3. Периодически возмущаемые границы рассеивателей 

Пусть все границы рассеивателей сжимаются и расширяются по некоторому пери

одическому закону и в одной и TOj.{ же фазе. Тогда в течение одной половины периода 

скорость частицы при столкновениях будет увеличиваться, а в течение друтой - умень

шаться. При достаточно больших скоростях время свободного пробега тв становится 

мецьше периода колебаний Т радиусов рассеивателей. Это приводит к корреляциям из

менений скорости частицы, так что ее последовательные приращения (12) уже нельзя 
считать независимыми. 

В этом пункте представлены результаты численных расчетов дисперсии и средне

го приращения скорости, а также оценки скорости спада корреляционной функции 

R(m) = (LlVnLlVn+m). Из них, в частности, следует, что наличие корреляций может 

приводить к увеличению первого и второго моментов. Расчеты проводились на модели 

газа Лоренца со следующими параметрами: радиус рассеивателей R == 0.4; расстояние 
между центрами а = 1 (таким образом, основной параметр модели (а/ R)2 = 6.25); ам
плитудное значение скорости колебаний рассеивателей 110 = 0.01; частота колебаний 
I.JJ = 1. .. 

Из анализа, проведенного в предыдущем пункте, вытекает, что при больших ско

ростях частицы (LlV) '" l/v. Поэтому для исследования и графического представления 
более удобной оказывается величина М == (LlV) v. На рис. 3 представлены графики 
зависимости величины М от скорости частицы для стохастических. (ломаная 1) и пе
риодичесКих (ломаная 2) колебаний границы. Как видно из графика, в случае стоха
стических колебаний величина Мв:::::: U6/З, что совпадает с результ~тами предыдущего 
пункта. В случае регулярных колебаний M r сначала растет, затем, по-видимому, выхо

дит на константу M;nax =7 (l.15±O.lO)U6 при V ~ 15, что приданной геометрии бильярда 
соответствует в среднем n ~ 150 столкновениям частицы с границей в течение ОДНОГQ 

м 

2 1.2ио 

1.0и5 

2 
О.8ио 

2 О.6ио 

5 10 

2 

15 20 25 v 

Рис. 3. Зависимость величины М == v (.1.v) от скорости частицы. Кривые 1 
и 2 рассчитаны для модели газа Лоренца, соответственно, в случае стохасти
ческих и регулярных осцилляций границ. Кривая 3 получена на основании 
Упрощенного отображения (22). Штриховая линия соответствует рассчитанно
му на основании выражения (13) значению величины М. в газе Лоренца в слу
чае стохастических осцилляций границ. Результаты получены при ио = 0.01, 

а = 1, R = 0.4 
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периода колебаний. Кроме TOro, легко видеть, что ускорение частицы в случае регу
лярных колебаний границы оказывается в 3..;4 раза больше, чем при стохастических 
колебаниях. 

для проведения анализа изменений скорости в хаотических бильярдах с периодиче

ски осциллируюшими границами можно предложить следующий подход. Рассмотрим 

приближенное отображение для скорости (12). Поскольку корреляции величин O:n по

прежнему экспоненциально убывают (так как это определяется геометрией бильярда), 

соотношения можно усреднить по 0:, полъзуясь (4). Тогда 

1г u8.cos wtn 
(Av) а = - -2 ио coswtn + . 

vn 
(21) 

в течение периода колебаний наибольший вклад в изменение скорости дает первое сла

гаемое. Следовательно, для учета корреляций в первом приближении достаточно учи-
I 

тывать изменения скорости, связанные только с первым слагаемым, а вторым слагае-

мым можно пренебречь. С другой стороны, учет корреляционных поправок во втором 

слагаемом приводит к членам более высокого порядка малости, чем среднее от него. 

Таким образом, можно не учитывать корреляционные эффекты во втором слагаемом. 

Поэтому допустимо независимо вычислить две величины, связанные с первым и вто

рым слагаемыми, т. е. 

(Av) = (AV}I + (АV}п , 

причем (AV}II = u6!(3v), что совпадает с величиной I-Ls для стохастическоro случая 
(см. (13», а (AV}I - ПОQравка, обусломенная наличием корреляций. Orбрасывая в 

выражении (21) второе слагаемое, получим следующее отображение для вычисления 
величины (AV}I: 

vn +l = Vn + ,cosOn , 

ln+lW 
оп+! = ОП + --о 

Vn +l 
(2t!) 

\ 

Здесь, = -1Гuоj2 и вместо времени была введена фаза столкновения ОП == wtn • Приве
денное отображение в точности соответствует известному отображению Улама [14-21] 
с той лишь разницей, что в данном случае длина свободного пробега ln является слу

чайной величиной, которая может принимать значения из определенноro интервала. 

Исследуем численно данное отображение при тех же значения ио и w, какие были 
выбраны при исследовании газа Лоренца. Предположим, что длина свободного пробега 

ln имеет нормальное распределение со средним l = 0.62 и дисперсией 0'; = 0.657. Эrо 
соответствует дисперсии и средней длине свободного пробега, найденным численно для 
R =' 0.4 и а.7 1 (см. выше). На рис. 3 предстамен график зависимости величины 
(AV}I v+uб!3 (ломаная линия З), рассчитанной на основе отображения (22). Как видно 
из графика, в данном отображении первый момент приращений скорости становится 

положительным, но при этом он все равно меньше наблюдаемоro iIриращения скорости 

в газе Лоренца. Тем не менее данное отображение значительно проще для исследования, 

чем выражение (21). 
Теперь оценим дисперсию 11. скорость спада корреляций изменений скорости. 

Предположим, ЧТО скорость частицы столь велика, что ее изменением за n соударе
ний можно пренебречь. Понятно, что для выполнения этого условия при любом n до
статочно соответствующим образом выбрать V и ио. Найдем корреляции приращений 
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скорости llVm и llvm+n (см. (12» при n ---+ 00. Учитывая в первом приближении только 
первые слагаемые, получим 

7Г2 
R(n) == (llVmllVm +n ) = U~4 (coswtm COSWtm +n ) , 

где в соответствии с (4) учтено, что (COSQn) = 7Г/4. Полагая частоту колебаний равной 
единице и вводя обозначения Вn == L:~=l Tm+i, где Ti = ti - ti-l, найдем, что 

(costm COStm+n) = (costm COS(tm + Вn»)' 

Величину ВN можно представить в виде 

n 

ВN = L(l + lllд/v, 
i=l 

где bli - отклонение от средней длины свободного пробега при i-M перелете. Поскольку 
ВN является суцмой независимых случайных величин, ее распределение при больших 

n будет стремиться к нормальному распределению со средним nl и дисперсией nи;, 
где и; - дисперсия длины свободного пробега. Раскладывая косинус суммы и про
водя усреднение по Вn, получим следующее выражение для корреляционной функции 

приращений скороСти: 

R(n) ~ ~2 u~cos(wnT)exp (_ ~), (23) 

где w - частота колебаний рассеивателя, N = v2/ (w2uf). Таким образом, последова
тельные изменения скорости скоррелированы тем сильней, чем выще скорость, а «вре

мя полураспада» N (т. е. число соударений, после которых корреляции убывают в е 

раз) растет как v2• Orмети~, что число столкновений за период растет nропорциональ
НО V. Таким образом, для правильного вычисления дисперсии необходимо учитывать 

тем большее число периодов колебаний, чем выше скорость частицы. Однако вопрос 

о том, каким образом это можно сделать, пока остается открытым. 

для того чтобы в первом приближении оценить дисперсию, рассмотрим измене

ние скорости только после двух последовательных соударений с границей. При этом 

будем считать, что корреляции между тремя и более изменениями пренебрежимо ма

лы. В пределе больших скоростей бильярдной частицы коррелятор последовательных 

приращений скорости можно оценить как 

Учитывая это выражение и (13), получим 

и; = (llVn +:Vn+l)2) ~. (~+ ~2) u~. (24) 

На рис. 4 ПJ)иведены численные и аналитические оценки зависимости дисперсии 
изменения скорости в стохастическом (ШТР}fXовая линия) и регулярном (сплошные ли

нии) случаях. В случае стохастических колебаний численная и аналитическая (см. (13» 

1792 



ЖЭТФ, 1999, 116, ВЬtn. 5(11) 

а2 
2.5и51-----------т---

2.0и5 ';; 

1.5и2 ... tf о _______________________ ~ ________ _ 

1.0и5 

о.5и5 

20 40 60 80 v 

Механизм ускорения Ферми . .. 

Рис. 4. Зависимость дисперсии от ско

рости частицы в газе Лоренца в слу

чае стохастических (штриховая кривая) 
и регулярных (сплошные линии) осцил

ляций. Прямая линия отвечает теорети

ческой оценке дисперсии в регулярном 

случае (24). Результаты получены при 

ио = 0.01, а = 1, R '" 0.4 

оценки совпадают, и на графике приведено только значение 0';, полученное числен
но. Регулярным колебаниям на графике соответствуют прямая линия, рассчитанная 

на основании выражения (24), и ломаная, полученная численно. Чтобы учесть кор
реляции между изменениями скорости, в реryлярном случае находилась эффективная 

дисперсия O'~ = (AV2) /Nmаж , где AV - полное изменение скорости в течение Nmаж 
столкновений. При этом на основании соотношений (23) для спада корреляционной 
функции величина Nmаж полагалась равной 10v2/ (1.J.)2crf), т. е. в десять раз больше, чем 
характерное число расцепления корреляций. Как видно из графиков, дисперсия 0'; в 
стохастическом случае постоянна, тогда как в регулярном случае (O'~) она растет вме
сте со скоростью. Кроме того, оценка (24) дисперсии в регулярном случае несколько 
завышена. 

Таким образом, численные и аналитические оценки, приведенные в этом пунк

те свидетельствуют о том, что ускорение частиц должно наблюдаться в хаотических 

бильярдах с периодически осциллирующими границами. По-видимому, можно утвер

ждать, что детерминированная случайность - достаточное условие возникновения 

ускорения Ферми. Кроме того, наличие периодических колеб!lний границы бильярда 

увеличивает рост скорости частицы. 

3.4. Численные результаты 

в этом разделе приводятся численно полученные зависимости скорости частиц 

от числа столкновений и времени, которые сопоставляются с аналитическими, полу

ченными выше. Вычисления проводились на основе модели газа Лоренца со следуЮ

щими параметрами: амплитудное значение скорости колебаний границы рассеивателя 

ио = 0.01; радиус рассеивателей R = 0.4; расстояние между центрами а = 1; частота ос
цилляций границы I.J.) = 1; начальная скорость Vo = 1. Таким образом, соответствующее 
аналитически полученное значение длины свободного пробега составляет l = 0.6216815. 
Численно найденные длина свободного пробега (см. (6» и ее дисперсия при данной гео
метрии бильярда составляют соответствецно 1 = 0.62163 ± 0.00003 и а} = 0.657 ± 0.001. 

с 

Реализации отличались друг от друга начальными значениями а и ф, которые вы-

бирались случайным образом. Исследовались два различных случая: стохастические 

колебания границ рассеивателей при равномерном распределении фазы колебаний и 

регулярные колебания границ. В обоих случаях динамика бильярдного шара (частицы) 

определялась из отображения, полученного вп. 2.1, 2.2. При этом скорость колеба
ний границ рассеивателей в момент столкновения в первом случае определялась как 

иn = ио cOS<pn (где <рn - равномерно распределенная на интервале [0,211') случliйная 
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n 

Рис. S. Зависимости средней скорости частиц от числа столкновений в га

зе Лоренца (кривые 1 и 2) и их аппроксимации на основе уравнения (18) 
(кривые 3 и 4). Штриховые линии соответствуют стохастическому случаю 
осцилляций границ, сплошные - регулярным осцилляциям. Средние полу

чены на основании ста реализаций процесса, различающихся начальными 

направлениями скорости, KQТopыe выбирались случайно. Результаты полу-

чены при ио = 0.01, а = 1, R = 0.4 

величина), а во втором - как иn = ио coswtn (где t n - момент соударения частицы 

с границей). В каждом случае бьmо построено 100 реализаций динамики бильярдной 
частицы. Усредненные зависимости CKOPOCТJi от числа столкновений и времени пред
ставлены соответственно на рис. 5 и рис. (( На обоих графиках сплошные линии со
ответствует регулярному случаю, а штриховые - стохастическому. 

На рис. 5 приведены зависимости средней скорости ансамбля частиц от числа 
столкновений n на протяжении 5·108 итераций. Видно, что оба графика хорошо аппрок
симируются корневой зависимостью (18). При этом в стохастическом случае величины 
МВ и и в были наЙдены из уравнений (13), а в регулярном - взяты предельные значения 

. МТ и ит , полученные из численного эксперимента, результаты которого приведены в 
предыдушем пункте. 

На графиках зависимости средней скорости от времени (рис. 6) представлены сред
ние по результатам 100 реализаций для стохастического (штриховые линии) и регу
лярного (сплошные линии) случаев. Динамика частицы рассматривалась в интервале 

[О; 3· 106) единиц времени, причем отдельные траектории (<<быстрых» частиц) включали 
в себя до 3 . 109 итераций. Аппроксимация средней скорости частиц проводиласъ на 
основании соотношения (20). для стохастических колебаний рассеивателей параметр 
МВ рассчитывался из уравнений (13), а для регулярных - как предельное значение 

величины Мт , полученной в предыдущем IJYI;lкте. Как следует из графиков, рост ~peд
ней скорости близок к линейному, и аппроксимация средней скорости на основании 

формулы (20) дает неплохое согласие с численным экспериментом. 
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t Рис. 6. То же, что на рис. 5, но в зависимости от времени. 
Аппроксимация проводилась на основании уравнения (20) 

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Бильярды являются достаточно удобными моделями целого ряда физических сис

тем. Например, многим динамическим задачам могут быть постамены в соответствие 

уравнения траектории частицы в бильярдах заданной формы. Более TOro, большинство 

подходов к проблеме перемешивания в системах из многих Чl,lстиц восходят К задачам 

бильярдного типа. Естественным обобщением бильярдных систем являются бильяр
ды, границы· которых не являются неподвижными, а изменяются по какому-либо за
кону. Эro достаточно новая область, открывающая новые перспективы в исследовании 

многих давно известных, но малоизученных проблем. Так, задl,lча о динамике части

цы в бильярде, граница KOTOpOro со временем изменяется, имеет прямое физическое 

приложение как модель неравновесной статистической механики. Как показывают ис
следования, для бильярда с возмущенными границами существенным оказываются ero 

динамические свойства: если он проявляет хаотическую динамику, то возмущение гра- . 
НИЦЫ может привести к неограниченному росту скорости частИцы, т. е. такому бильярду 
может быть присуще ускорение Ферми. 

, В настоящей работе исследовалась проблема ускорения Ферми в динамических си
стемах, порождаемых рассеивающими плоскими бильярдами с возмущаемой границей. 

Рассматривался бильярд типа газа Лоренца, граница которого осциллирует по некото

рому закону. Как известно, обычный газ Лоренца (т. е. с не возмущенной границей) 

обладает ярко выраженными хаотическими свойствами (перемешиванием, расцепле

нием корреляций и т. п.). Возмущение границ такого бильярда приводит к возникно

вению ускорения Ферми. При этом модель исследована в двух различных ВI,lPиантах: 

со стохастически и регулярно осциллирующими границами рассеивателей. Найдено, 

что ускорение больше в случае регулярных колебаний границы. 

Можно выделить два основных механизма ускорения, которые были выямены при 
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выводе распРеделения частиц по скоростям в зависимости от числа столкновений в 
стохастическом случае (п. 3.3). Во-первых, это механизм, возникающий вследствие 

выполнения соотношения (~v) > О (см. (13» и ПРИВОДЯЩI1Й к сносу всех частиц в 
направлении положительных скоростей. Во-вторых, это дисперсионный (или флукту-

,ационный) механизм, проявляющийся по двум причинам: а) (~V2) > О, И поэтому 
вероятностный пакет «расплывается» СО временем; б) модуль скорости не может быть 

отрицательным и, таким образом, расплывание пакета не симметрично, а направлено 

в сторону БОльших скоростей, ЧТО' выражается через переход от простоro нормально
ro распределения к распределению (16). При этом, как показывают аналитические и 
численные рсследования, флуктуации и среднее увеличqние скорости частицы выше 

в случае реI)'лярных колебаний rpаниц рассеивателей, чТо приводит к большему росту 
скорости. Таким образом, можно также говорить о механизме, обусловленном корре

ляциями между последовательными изменениями скорости. 

Нетрудно понять, что рассуждения, используемые при выводе зависимости скоро

сти частицы от числа соударений и времени, легко перенести на любой другой бильярд, 
для KOТOPOro известно вероятностное распределение угла Q (угол между нормалью к по

верхности в точке соударения и скоростью частицы). Поэтому развитая в данной работе 

техника может оказаться полезной в при изучении проблемы ускоренИjJ Ферми в общем 

случае. 

Наличие хаотичности в системе может приводить к изменению ее статистических 

свойств. В недавней работе Тсанга и Нгаи [10] бьm рассмотрен бильярд в области, 
образованной прямоугольником, углы которого заменен~ четвертями окружностей ра

диуса R (скругленные углы), а одна из сторон периодически осциллирует. Частица 

движется внутри этой области, сталкиваясь с rpаницами. При этом удар с rpаницей 

не является ~бсолютно упругим: частица теряет часть своей скорости, пропорциональ

НУЮ некоторой постоянной о (о « 1). Эта модель близКа к модели Улама, но наличие 
закругленных углев вносит элемент случайности в динамику ч;астицы. В работе [10] 
исследовался процесс релаксации системы к paBHOB~CHOMY состоянию. Аналогичные 

исследования были проведены ранее в работах Тсанга и Либермана [25] на модели Ула
ма. Как было показано, в модели Улама величина Ф(t) = E(t)-E(oo), предcтaIlЛЯЮЩая 
собой отклонение средней энергии системы от ее paBHOBeCHOro значения, убывает экс
поненциально, т. е. ф(t) ос ехр( -t/T), что, вообще говоря, естественно для большин
ства физических систем. Исследование этой величины, проведенное на бильярдной 

модели [10], показало, что релаксация системы к равновесию происходит медленнее, 
а Ф(t) ос ехр [- (t/T ).8], где f3 < 1, причем величина f3 убывает с увеличением R. Из 
результатов, полученных в предыдущих разделах, становится понятным, в чем состо

ит возможная причина уменьшения скорости релаксации системы. Действительно, с 

увеличением радиусов дуг растет эдемент хаотичности в системе, что приводит к по

явлению ускорения частиц. Поэтому релаксация системы к p~BHoвeCHOMY состоянию, 

связанная с наличием диссипации энергии частиц в системе, будет происходить мед

леннее. Развитые в данной работе подходы дают возможность определения велич,ины f3 
Н, соответственно, скорости релаксации к равновесию систем, в которых хаотическая 

динамика является доминирующей. 

Таким образом, на основании проведенных исследований допустимо сделать важ

ное предположение: хаотичность бильярда снеподвижной rpаницей ЯRЛЯется достаточ

ным условием для возникновения в нем ускорения Ферми при включении возмущения 

rpаницы. 

1796 



ЖЭТФ, 1999,116, 8Ыn. 5(11) Механизм ускорения Ферми . .. 

Литература 

1. Я. Г. Синай, Успехи матем. наук 25, 141 (1970),-
2. L. А. Bunimovich, Commun. Math. Phys. 65, 295 (1979). 
3. L. А. Bunimovich and Уа. G. Sinai, Commun. Math .. РЬуз. 78, 479 (1981). 
4. Л. А. Бунимович, Динамические системы, т. 2, винити, Москва (1985), с. 173. 
5. L. А. Bunimovich, СЬаоз 1, 187 (1991). 
6. А. Tabachnikov, BiIliards, France Math. Soc. Press, Lyon (1995). 
7. Ртс. о/ the Int. Соn/. оп Classical and Quantum Вil/iards, J. Stat. Phys. 83, Ng 1-2 (1996). 
8. J. КоiIlег, R. Markarian, S. Q. Кamphorst, and S. Р. de Carvalho, NOnlinearity 8, 983 (1995); J. 

Stat. Phys. 83, 127 (1996). 
9. New Trends in Hamiltonian Systems, Word Sci., Singapore (1996). 

10. К. J. Тsang and К. L. Ngai, Phys. Rev. Е 56, R17 (1997). 
Н.,Л. Г. Ахиншин, К. А. Васильев, А. Ю. Лоскутов, А. Б. Рябов, Физическая мысль России 2-3, 

87 (1997). 
12. Е. Fermi, РЬуз. Rev. 75, 1169 (1949). 
13. Г. М. Заславский, Б. В. Чириков, ДАН СССР 159, 306 (1964). 
14. S. М. Шат, in Рroc. o/the 4th Berkeley Symp. оп Math. Stat. and Probability, California Univ. Press 

(1961), Yol. 3, р. 315. " 
15. А. ВгаЫс, Astron. Astrophys. 12, 98 (1971). 
16. А. Лихтенберг, М. Либерман, Регуляр'!ая и стохастическая динамика, Мир, Москва (1984). 
17. Г. М. Заславский, Стохастическая необратuмость 8 нелинейных системох, Наука, Москва 

(1970). 
18. А. J. Lichtenberg, М. А. Lieberman, and R. Н. Cohen, Physica D 1, 291 (1980). 
19. Л. д. Пустьmьников, ДАН СССР 292, 549 (1987). 
20. Л. д. Пустьmьников, Матем. сб. 85, 113 (1994). 
21. Т. Кriiger, L. D. Pustyl'nikov, and S. Е. Troubetzkoy, Nonlinearity 8, 397 (1995). 
22. Р. R. Baldwin, 1. Phys. А 24, L941 (1991). 
23. N.Chemov, J. Stat. Phys. 88, 1 (1997). 
24. Р. L. Garrido, J. Stat. Phys. 88, 807 (1997). 
25. К. J. Тsang and М. А. Liebermim, Physica D 11, 147 (1984). Phys. Lett. А 103, 175 (1984). 

1797 




