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Аналитически и с помощью численного моделирования изучена простая нели­

нейная стохастическая система - передемпфированный крамерсовский осциллятор с 

мультиnликaтивным цвeтным шумом. Показано, что в области существования on-off­
перемежаемости система Становится сверхчувствительной к слабоМу внешнему периоди­

ческому с~гналу. 

PACS: 05.40.+j, 05.45.+Ь 

1. ВВЕДЕНИЕ 

@1999 

Ныне общепризнано, что влияние шума в ряде стохастических систем способно 

приводитъ к явлениям, на первый взгляд противоречащих здравому смыслу. В каче­

стве широко известного примера такого явления можно назвать стохастический резо­

Jiaнc, когда воздействие шума приводит к усиЛению системой внешнего (как правило, 
периодического) сигнала [1]. Другой класс подобных явлений известен под названи­
ем индуцированного шумом переноса, когда стохастическая система с асимметричным 

потенциалом и цветным шумом работает подобно храповику, и в результате возникает 

поток вещества, вызванный шумом [2]. Такая система напоминает известного демона 
Максвелла. Еще один пример - индуцированный шумом фазовый переход в систе­

мах с мультипликативным (параметрическим) шумом [3]. Здесь добавление шума к 

мультипликативному малому бифуркационному параметруприводит к возникновению 

фазового состояния, не существующего в отсутствие шума. . 
Недавно нами было обнаружено еще одно необычное явление, демонстрирующее 

конструктивную роль шума в нелинейных системах. Оказалось, что нелинейная систе­

ма (крамерсовский осциллятор) с мультипликативным белым шумом, находящаяся под 

воздействием сверхслабого периодического сигнала, в режиме оn-оff-перемежаемости 

способна усиливать этот сигнал на много порядков величины [4]. Мы назвали это явле­
ние индуцированной шумом сверхчувствительностью .. 

Однако для дальнейшего выяснения физической картины явления необходимо 

иметь в виду, что белый шум является абстракцией, поскольку л~ой физически ре­

альный шумовой процесс является цветным, т. е. имеет конечное время корреляции т. 

*E-tnail: markp@hep486.pnpi.spb.ru 

1484 



ЖЭТФ, 1999, 116, 8ыn. 4(10) Сверхчувствительность нелинeUной системы . .. 

При теоретическом рассмотрении задачи в общем виде необходимо обеспечить условие 

предельного перехода к белому ШУМУ, когда одновременно с уменьшением r ам=:да 
шума возрастает как r- 1/ 2• Реально это условие практически никогда не выпо •. ется, 
и, следовательно, приближение белого шума неприменимо. Кроме того, учет к ечно­

сти времени корреляции необходим, когда это время сравнимо с периодом внешнего 

сигнала. Поэтому в настоящей работе мы проводим тeope~eCKoe и модельное иссле­

дование крамерсовского осциллятора с мулътипликативным цветным шумом с самого 

начала. Поскольку известно, что стохастическое дифференциальное уравнение с цвет­

ным гауссовым шумом не имеет точного решения [3], мы проводим теоретический ана­
лиз для случая дихотомического цветного шума, а численное моделирование - также и 

для гауссова цветного шума. В обоих этих случаях результаты оказываются практически 

одинаковыми. Мы определяем зависимость коэффициента усиления периодического 

сигнала от амплитуды и времени корреляции цветного шума и показываем, что явление 

сверхчувствительности имеет место в широкой области этих параметров. Коэффициент 

усиления сигнала возрастает на много порядков при увеличении как амплитуды, так и 

времени корреляции шума от нуля до оптимальных значений. При этом зависимость 

коэффициента усиления от этих параметров имеет универсальный характер для разных 

типов шума - как гауссова, так и дихотомического (телеrpафного) .. 
Работа построена следующим образом. В разд. 2 мы описываем нашу модель и при­

водим основные уравнения для одночастичной плотности распределения. В разд. 3 мы 
вкратце повторяем основные результаты работы [4]):ЩЯ белого шума, затем находим вид 

одночастичной плотности распределения для цветного дихотомического шума в адиа­

батическом приближении и ее моменты. В разд. 4 представлены результаты численного 
моделирования для белоrо, цветного дихотомического и цветного гауссова шумов. Здесь 

мы находим область параметров системы, в которой возникает сверхчувствительность. 

Выводы приведены в разд. 5. 

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Мы изучаем стохастическое уравнение передемпфированного крамерсовского ос­

циллятора с мультипликативным шумом в периодическом поле в виде прямоуголъного 

сигнала: 

dx з - = лх + z(t)x - Их + AR(t), 
dt 1 .. 

R(t + Т) = R(t) = {1, 0< t ~ TJ2, 
-1, TJ2 < t ~ Т. 

(1) 

Здесь л, И и А - постоянные параметры, а z(t) - случайная величина с автокорре-

лятором 

(2) 

ЕсЛи z(t) - гауссова случайная функция, то она удовлетворяет уравнению Орнштейна­

Уленбека: 

dz FC. 
dt = -,z + l!y 2, (t), 

(3) 
(((t)((t'») = б(t - t'), 
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где ~(t) ......, белый шум. 
для дихorомического шума z(t) записывается следующим образом: 

z(t) = S(t)~, S(t) = ±1, (4) 

где S(t) - случайная величина, кorорая меняет знак с вероятностью 'у /2 в единицу вре­
мени. Тогда z(t) является разрывной переменной, реализацию кorорой можно записать 
следующим образом. Введем в рассмотреI:lие дискретное время tk = kbl и напишем 
orображение 

11· 
ВНl = 2(~+.k - ~-.k) + 2(~+.k + ~-.k)Sk = 

= {~+.kSk' Sk = 1, 
~-.kSk, Sk - -1, 

(5) 

f(~±.k) = t(5(~±.k + 1)~t + (1 - t~t) б(~±.k - 1). 

Здесь ~+ k И ~_ k - две случайные независимые величины, значения кorорых опреде­

. ляются распре~елением f(~). Если соorветствующая веЛичина отрицательна, то S(t) 
меняет знак. В пределе Ы -. о пщryчаем случайный телеграфный (симметричный ди­
хотомический) шум. Если положить в (2) 

(6) 

то 

(z(t)z(t'») = j32б(t - t'), 

что означает переход как гауссова, так и дихотомического цветного шума в белый гаус­

сов шум. Уравнение (1) понимается при этом по Стратоновичу. 
В случае белого шума уРавнение (1) определяет одномерный марковский процесс, 

для которого можно заlЩсать уравнение Фоккера-ПЛанка: 

8P~~, t) = _ :х { [ (л + ~2) Х _ Их3 + AR(t)] Р(х, t)} + '~2 :;2 [х2 Р(х, t)] . (7) 

для цветного шума x(t) и z(t) определяют двумерный марковский процесс, для 
которого существует двумерное уравнение Фоккера-ПЛанка. для гауссова шума оно 

имеет вид 

8F(x,z,t) 8· 3 
8 =--8 {[(л+z)х-Их +AR(t)]F(x,z,t)} + 

t х . 8 282 
+ 'у 8z [zF(x, z, t)] + 'y~ 8z2 Р(х, Z, t). (8) 

Поскольку последнее уравнение не удовлетворяет условиЯм поТенциальности [5], 
написать его точное решение невозможно. 
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для дихотомического шума переменная z(t) может принимать лишь два значения, 
поэтоМу вместо уравнения в частных ПРОИЗВОдНых (8) получим два обыкновенных урав­
нения [3]: 

дP(~/!1, t) = _ :х {[(.Л + д)х - Их3 + AR(t)] Р(х, д, t)} + 

'у + 2 [Р(х, -.6., t) - Р(х,.6., t)], 

дР(ха;.6., t) = _ :х {[(л - .6.)х - И х3 + AR(t)] Р(х, -.6., t)} + 

'у +2 [Р(х,.6., t) - Р(х, -.6., t)]. 

З. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ В АДИАБАТИЧЕСКОМ ПРИБЛИЖЕНИИ 

(9) 

Теперь решим уравiiения (7) и (9) в адиабатическом приближении (характерное 
время релаксации системы много меньше периода. сигнала) и затем оценим времена 

переключения выходного сигнала. Эта оценка даст возможность сделать вывод о при­

менимости адиабатического приближения. 

Начнем с уравнения (7). для малых амплитуд сигнала (примем здесь и далее А ~ 
~ 10-10) его решение в адиабатическом приближении имеет вид [4] 

_ ",-1 { 2AR(t) Их2 } 
Р(х, t) - Glxl 8 (R(t)x)exp - /З2х - 7fГ ' (10) 

где () - ступенчатая функция ХевисаЙДа. Асимптотики нормировочного множителя G 
при малых значениях параметра а таковы: 

G = [ln(1/А)г 1 , (~·1, { а, а> о, (~1, 

laIAI"'I, а < о, (~1, (11) 

(= lalln(1/A), lal« 1, и//З2", 1. 

Решение (10) обладает двумя интересными свойствами. Во-первых, Р(х) сх: 8(х) 

при R(t) > О и Р(х) сх: ()(-х) при R(t) < о. Это значит, что при смене знака входного 
сигнала выходной сигнал тоже изменит знак через некоторое время ТО, оценку для ко­

торого мы приводим ниже. Решение (10) получено при условии Т ~ То. Детальный его 
вывод приведен в [4]. Во-вторых, в случае сверхслабого сигнала распределение Р(х) 

имеет скейлинговый вид в широкой области изменения х: 

Р(х) = Glxl"'-18 (R(t)x) , А« х «хо ~ /З/vu. (12) 

Далее, из (11) видно, что при ( '" 1, т. е. при аМIUIИтуде сигнала 

Ао = ехр (-I/lal), 

происходит кроссовер, т. е. при lal « 1 сверхслабый сигнал Ао « А « хо меняет плОт­
ность распределения кардинально. В монографии [3] рассматривалась лишь область 
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А ~ Ао . При этом для л < О функция F(x) стремится к б(х): F(x) -+ б(х). Мы же 
изучаем область Ао ~ А ~ хо при малых абсолютных значениях параметра а. Именно 
в этой области обнаруживаются интересующие нас эффекты. Чтобы· сразу увидеть их, 

вычислим моменты F(x, t). учитывя явный вид R(t) в (1), в адиабатическом прибли­
жении получим для малых (: 

(x(t») = ~ [f; ln(11/A) R(t), 

fЗ2 1 
(x2(t») = 2U ln(1/ А) , 

(X(t»)2 _ 7г 
(x2(t») - 21n(1/A) ~ 1, 

(13) 

_ (x(t») _ гтr fЗ 
1 - AR(t) - V 4rJ Aln(1jA) . 

Здесь 1 - коэффициент усиления сигнала. 

Выражение для 1 справедливо лишь в адиабатическом приближении. В общем слу­
чае коэффициент усиления определяется как 

(14) 

Поскольку ·ln(1 / А) - довольно слабая функция, первый момент имеет величину 
порядка хо, а коэффициент усиления rигантский (при fЗ = 0.7, и ,;" 1, А = 10-11 
величина 1 равна 2.5·109). Заметим, что x(t) сильно флуктуирует и дисперсия велика 
по сравнению со средним. Однако, пос~ольку (x(t») - знакопеременная величина, а 
(x2(t») - нет, сигнал легко обнаруживается обычными спектральными методами. 

Описанное выше явление, индуцированное сильным мультипликативным шумом, 

мы назвали сверхчувствительностью к слабым переменным сигналам. 

Оценим теперь время То переключения сигнала при изменении знака R(t) исходя 
из простых физических соображений. При переключении знака R(t) траектория x(t) 
меняет знак только тогда, когда Ixl достигает А. Поэтому необходимо определить из 
(10) вероятность того, что переменная х окажется в области Ixl :::; А, т. е. будет го­
това перейти через нуль. Очевидно, что значение То обратно пропорционально этой 

вероятности: 

А 

To- 1 <Х J F(x)dx <Х CA~, 
о 

.{A-a j a , а>О, (»1, 
То <Х ln(1jA), ( ~ 1, 

. 1/lal, а < О, (» 1. 
(15) 

Видно, что адиабатичность нарyпiается (время То становится велико) в области по­
ложительных а. При а < О, ( :» 1 она выполняется всегда, а при ( ~ 1 происходит 
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кроссовер к неадиабатическому поведению. Приведенные ниже результаты численного ' 
моделирования отчетливо это демонстрируют. 

Перейдем теперь к случаю дихотомического шума, т. е. к решению (9) в адиабатиче­
ском приближении. В монографии [3] показано, что при постоянном входном сигнале 
(R(t) = 1) можно найти стационарное решение уравнения (9). Переходя к адиабати­
ческому переменному сигналу, выпишем отдельно решенИе ДlIJ!. положительных и от­

рицательных значений входного сигнала. ПриR(t) = 1 получим из (9) для плотности 
распределения F(x) = F(x, д) + F(x, -д) следующие замкнутые выражения [3]: 

g(x) [ "1 J (1 1)] 
F(x) = С Д2g2(х) _ р(х) ехр -2' dz f(z) _ g(z)д + f(z) + g(z)l1 ' 

Р( д) = g(х)д - f(x) F() F( _д) = g(х)д + f(x) F( ) (16) 
х, 2g(х)д х , х, 2g(х)д х , 

f(x) = лх - ИхЗ + А, g(x) = х. 

Прежде всего заметим, что при предельном переходе к белому шуму (6) получается 
стандартное решение уравнения' (7) [3,5]: 

с [2 J f(x) ] 
F(x) = g(x) ехр /32 g2(x) dx . (17) 

Далее, в задаче присутствуют три константы одной размерности: д, л и "1. Нас 

интересует область малых л, поэтому в дальнейшем примем Iлl < д. Никаких других 
соотношений между этими константами мы априори не вводим. Тогда решение (16) 
после вычисления интегралов имеет вид 

( А) -1-1'/2(&+),) ( А) -1+1'/2(&-),) 

F(x) = Сх х + -- х - -- х 
д+л д-л 

(д + л 2) -1+,/4(&+>') (д - л .. 2) -1-,/4(&-),) 
х ---х --+х 

И ' И' , 

си (" А )-1-1'/2(&+),) ( А .)1'/2(&-),) 
F(x д)= - х+-- х- -- Х 

, 2д д+л д-л 

(д + л 2) -1+1'/4(&+>')' (д - л 2) -,/4(&-),) 
х ---х --+х 

И И 

(18) 

. си ( А) -,/2(&+>') ( А) -1+,/2(&-),) 
F(x -д) = - х + -- х - -- х 

, 2д д+л д-л 

(д + л 2) 1'/4(&+),) (д - л 2) -1-,/4(А-),) 
х ---х --+х 

И И ' 

R(t) = +1. 

Следуя [3], можно показать, что F(x) и F(x, ±д) заданы на интервале (Аj(д - л), 

J(д + Л)jИ). Этот интервал называется носителем функции F(x). 
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Из (18) ВИДНО, что при малых 'У для z = 6. имеется сингулярность лишь при 
х = V(6. + >')jU, а при z = -6. - лишь при х = Aj(6. - >'), т. е. при 'У - О имеется 
,очень сильная корреляция между х и Z, что совершенно естественно. 

Далее, для отрицательного входного сигнала имеем 

( А )-1-1'/2(&+).) ( А )-1+1'/2(&-).) 

P(x)=C·(-х) -х+ 6.+>. -х- 6.->. х 

(
6. + >. 2) -1+"Y/4(&+),) (6. - >. 2) -1-1'/4(&-),) 

х ---х --+х . 
И И ' 

(19) 

R(t)=-l, х Е(- ("i;+Т -~) У-ТГ' 6.->. 

и аналогично для Р(х, ±6.). 
Таким образом, (18) и (19) переходят друг в друга при замене хна '-х, что означает 

зеркальную симметрию плотности 'распределения относительно нуля. Поэтому в даль­

нейшем мы рассматриваем в основном лишь случай ПОЛОЖИТеЛЬНОГО входного сигнала. 

Примем сначала в (18) А = О. Тогда 

(
6.+>. )-1+1'/4(&+).)(6._>. )-1-1'/4(&'-).) 

Р(х) = СХ-I+", -- - х2 -- + х2 
И И ' 

UС (6. + >. ) -1+"Y/4(&+).) (6. _ >. ) -1'/4(&-),) 
Р. (х 6.) = - х-I+", -- - х2 -- + х2 

'26. И И ' 

UС (6.+>' ) "У/4(&+),) (6.->. )-1-1'/4(&-).) 
Р(х -6.) = - х-I+", -- - х2 -- + х2 

, 26. И И ' 

(20) 

еж = 6.2 ~ >.2' Х Е (о, J 6. ; >. ) . 

Из (18) и (20) видно, что при 'У = 'Ус = 4(6. + >') меняется характер плотно­
сти вероятности. При 'У < 'Ус имеется сингулярность функций Р(х), Р(х, t:..) при 
х = хо = J(6. + >')jU (т. е. система много времени проводит вблизи хо), а при 'У > 'Ус 
она исчезает. Далее, из (20) видно, что в широком интервале А ~ х ~ хо плотность 
распределения имеет вид Р(х) ос x"'-I, как и в случае белого шума, только с иначе 
определенным параметром еж (при предельном переходе к белому шуму эти два опреде­

ления совпадают). Из (20) следует также, что у всех функций Р(х), Р(х, ±6.) имеется 
одинаковая сингулярность при х = О, а при х = хо функции Р(х) и Р(х, 6.) сингулярны, 
а Р(х, -6.) обрашается в нуль. Далее, при еж < О нормировочный интеграл расходится, 
т. е. необходимо учитыватЬ конечность амплитуды сигнала А. 

Множитель С выражается через гипергеометрическую функцию. Однако ясно, что, 

поскольку сингулярность при х = О обрезается нижней границей носителя Р(х), доста-
точно хорошая оценка для С получится, если положить просто . 

х. 

с- I = в- 1 J x",-Idx = в-1 x~ : А'" , 
А 
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z = f. 

--

Рис. 1. Вид потенциальной кривой для уравнения (1) при двух значени­
ях дихотомического шума в (4) и А = О 

где В - константа, не зависящая от А. При малых а 

{ 
Ва,. а> О, 

с= B/ln(I/A), 
BlalA1a l , а < О, 

(~ 1, 
(<< 1, 
(» 1. 

(21) 

Это выражение совпадает с нормировкой (11). Поскольку явление сверхчувстви­
тельности связано с зависимостью С от а, ясно, что введение цветного дихотомического 
шума не меняет картину явления, влияя лишь на определение параметра а. Темне ме­

нее интересно; что в случае сильно коррелированного шума, т.е. при уменьшении 7, 
уменьшается и а, т. е. дополнительно индуцируется сверхчувствительность. Рассмо­

трим область малых 7 отдельно. Как видно из (17), при 7 -+ О все показатели степени 

стремятся к единице. Чтобы понять структуру ответа, рассмотрим случай А = О, т. е. 
формулы (20). Главные множители в них - это ха- 1 И (хо - х)-1+'У/4(~+.Ч. Поэтому 
рассмотрим только ИХ, т. е. напишем модельную плотность вероятности (для положи­

тельных л): 

Р(у) = cya-l(1 _ y)&-l, 

_ 7 Л7 
с: - 4(f. + л)' а = f.2 _ л2 ' 

с= Г(а + с:) --4.~ 
Г(а)Г(с:) <>,Е--+О а + с: . 

х 
У =-

ХО 
., 

Усредняя произвольную функцию f(y) по распределению (22), получим 

(f(у)} = ~ ~ f(n)(o) Г(а + n)Г(с:) --4 ЛО) + ~ ~ рn)(о) = 
а + е .L..J=a n! Г(а + n + с:) а,&--+О а + е .L..J1 n! n . _ 

(22) 

с: а 

= а + с: f(O) + а + с: Л1). (23) 

Из (23) видно, что при устремлении параметров а и с: к нулю 

е а 
Р(у) -+ -- б(у) + -- б(у - 1), 

а+е а+с: 
(24) 
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т. е. плотность распределения в (22), а значит, и в (19) при 'у -+ О, представляет со­
бой две размазанные дельта-функции. Физически это очевидно, поскольку при малых 
'у система в основном находится в состояниях х = О, х = хо, к которым релаксирует 

экспоненциально. Однако, если просто рассматривать адиабатическое приближение по 

времени корреляции шума, мы вместо (24) получим Р(х) = [б(х) + б(х - xo)]j2. Эго 
означает, что адиабатическое приближение по корреляционному времени не верно, а 

верно (24). Причина TaKoro поведения: видна из следующих рассуждений. При пере­
ключении шума с z = /J.. на z = -/J.. система экспоненциально релаксирует к нулю с 
х = хо, а при обратном переключении релаксация начинается с очень малых значений 
х, и поэтому система сильно задерживается при 'хl « 1. Это хорошо~видно на рис. 1, 
где изображен потенциал при разных значениях шума. При z = /J.. возникает потенци­
альный барьер при х = О, где задерживается система, а при z = -/J.. этот барьер исчезает, 
и система быстро релаксирует к единственному минимуму потенциала. Неэквивалент­

ность переключений следует также из формул (18) и (20) для Р(х, /J..) и Р(х, -/J..). Кроме 
TOro, размазка дельта-функций в (22), (20), а также в (18) дал~ка от стандартной. 

Вычислим теперь моменты распределения в адиабатическом приближении по пе­

риоду сигнала (Т» То). Учитывая, что их величины определяются областью 'хl »А, 
можно пользоваться формулой (20) (и аналогичной ей формулой для R(t) = -1). Torдa, 
учитывая (21), аналогично (13) при ( « 1 получим 

хо 
(x(t») '" ln(1j А) R(t), 

2 хб 
(х (t») '" lnOj А)' 

(X(t»)2 1 
(25) 

(x2(t») '" ln(1j А)' 

. _ (x(t») хо 

1 - AR(t) '" Aln(1jA) 

и аналогичные выражения для других асимптотик. Сравнивая (25) и (13), мы видим, 
что цветной дихотомический шум также индуцирует сверхчувствительность к слабому 

переменному сигналу. Существенное отличие от белого шума здесь заключается в том, 

что условие вОЗникновения сверхчувстви:тельности (Ial « 1) выполняется не только 
при малых Л, но и при малых 'У, Т.е. в области больших времен релаксации шума 

т. Вышесказанное справедливо, естественно, только при r «Т. в противном случае 
сигнал не успевает переключаться и возникает новый класс явлений (в частности, может 

появиться неэргодичность), которые мы здесь не рассматриваем. 

В заключение раздела рассмотрим связь явления сверхчувствительности с on-о.fJ­

перемежаемостью. В предыдущей работе [4] мы показали, что система (1) с белым шу:' 
мом демонстрирует явление оn-оff-перемежаемости. Суть явления - гигантские флук­

туации физических величин, которые с близкой 'вероятностью могут принимать конеч­
ные значения (фаза всплеска) и становиться исчезающе малыми на протяжении дли­

тельных спокойных периодов (ламинарная Фаза). Такое поведение связано со скейлин­
rOBblM характером плотности вероятности Р(х) при А « х «хо. Поскольку все функ­
ции плотности вероятности для телеграфноro шума обладают таким же скейлинговым 

поведением, естественно ожидать существования оn-оff-перемежаемости и в этом слу­

чае. Общепринятым критерием наличия в конкретной системе оn-оff-перемежаемости 
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ЯWIЯется степенная зависимость распределения длительности ламинарных участков с 

показателем 3/2 [6]: 

p(l) ос 1-3/2. (26) 

В случае коррелированного шума распределение (26) может наблюдаться только при 
l>r=I/'"'(. . 

4. ЧИCJIЕ~НОЕ МОДFJIИРОВАНИЕ 

Моделирование процесса (1) мы проводили для цветного телеграфного (4), (5) и 
цветного гауссова (3) шума. Интегрирование проводилось по схеме Эйлера с шагом по 
времени Ы = 0.01. Дальнейшее уменьшение этой величины уже не влияет на интересу­
ющие нас:: характеристики системы ..,.... время переключения при смене знака входного 
сигнала и коэффициент его усиления. 

Наглядно поведение системы с телеграфным шумом иллюстрирует рис. 2а, где изо­

бражены фрагменты реализаций выходного сигнала и соответствующего входного шума 

при большом времени корреляции r = 1/,",( = 2000. Импульсы выходного сигнала бы­
стро отслеживают импульсы шума, а их знак определяется знаком сверхслабого пери­

одического воздействия. Видна также описанная выше неэквивалентность переключе­

ний ШУМа, когда сигнал не успевает возрасти до хо. для сравнения приведены анало­

гичные данные для гауссова цветного шума при тех же значениях параметров (рис. 26). 
Далее, явление сверхчувствительности четко ПРОЯWIЯется в средних по ансамблю 

(x(t») (рис. 3) и величине коэффициента усиления (рис. 4). Коэффициент усиления 1 
в уравнении (14) определяется через спектральную плотность выходного сигнала S(w) 
следующим образом. Известно [7], что 

S(w) = 211' L I Хkl 2б(w '- kQ) + Snoise(W), 
k 

(27) 

где Xk - коэффициенты Фурье периодической Функции.(х(t»), а Snoise - стохастиче­
ская состаWIЯЮЩая. Из (14) и (27) видно, что 

(28) 

где Si - i-я гармоника сигнала в спектре, бw - ширина спектральной полосы. 

На рис. 4 видно, что существуют диапазоны как амплитуды, так и времени корреля­
ции цветного шума, в которых коэффициент усиления максимален. Это связано с тем, 

что время релаксации То (15) зависит как от.6, так и от '"'(. Максимум чувствительности 
системы к периодическому сигналу наблюдается при 

То('"'(,.6) '" Т/2. (29) 

Условие (29) подобно условию обычного стохастического резонанса в классической 
задаче с двуямным потенциалом [8J, описывая при этом явление совершенно другого 
характера. 
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Рис. 2. Поведение во времени мульmnлихативного телеграфного (а) и гауссова (6) 
шумов и соответствующего выходного сигнала системы при значениях параметров 

'у = 0.0005, t:. = 0.2, .х = -0.05, А = 10-11, Т = 8192, и = 1 

Orношение сигнал-шум~ определяемое как 

SN R2 = Si - Snoise 
Snoise ' 

(30) 

также демонстрирует резонансную зависимость от шума, усиливая сходство изучаемого 

нами явления с классическим стохастическим резонансом. Orметим, что в области, где 

имеет место резкое возрастание усиления, это отношение проходит через минимум, что 

означает наличие сильных флуктуаций в системе (это видно и на кривых с 'у = 0.05, 
рис. 30, и с'у = 0.1, рис. 36). Причины подобного по:ведения сиСтемы нам неясны. 
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Рис. 3. Средние (x(t» по 500 периодам сигнма, для разных значений 
~: а - телеграфный входной шум; б - гауссов. Значения остмьных 

параметров те же, что и на рис. 2 
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Рис. 4. Зависимость коэффициента усиления сигнала и отношения сигнал-шум 

(SNR) от обратного времени корреляции цветного шума (а). Обозначения: 1- те­
леграфный шум, А = -0.05; 2 - гауссов шум, А = -0.05; 3 - телеграфный шум, 

А == 0.02; 4 - гауссов шум, А = 0.02. Значения t>., А, Т те же, что и на предыдуших 
рисунках. Зависимость 1 и SN R от амплитуды шума t>. (6) для белого гауссова шума 
(6) (1, А = -0.05) и для цветного телеграфного (2, ~= "':0.05; 3, А = 0.02) и цветно­
го гауссова (4, А = -0.05; 5, ох = 0.02). Для цветного шума , = 0.0005. для белого 
шума параметр t>. рассчитан из его интенсивности fЗ согласно формуле (6) с, = 0.0005 

Рисунок 4 хорошо иллюстрирует универсальность явления сверхчувствительности 
для различных видов шума. Этого и следует ожидать, поскольку при выполнении усло­

вия сверхчувствительности lal «: 1 коэффициент усиления, как видно из формул пре­
дыдушего раздела,зависит только от а. 

На рис. 5 приведены резонансные кривые для 1 при двух значениях периода сигна­
ла, а на рис. 6 - при двух значениях отсечки хо. В нашей модели хо ос U- 1/ 2• Хорошо 
видно, что дt(йствительно 1 ос хо/А, Т.е. в максимуме резонансной кривой выходной 
сигнал x(t) меняется от х '" А = 10-11 до Х '" хо = 105, т. е. на 16 порядков величины. 

На рис. 7 представлена зависимость времени релаксации То от "(. Как и следует из 
формулы (15), зависимость эта экспоненциальная. Хотя формула (15) выведена для бе­
лого шума, при ее выводе сушествен лишь скейлинговый вид плотности распределения 

при Ixl < хо, т. е. следует ожидать универсального характера (15), что и подтверждается 
расчетными данными. 

В заключение приведем результаты, показывающие наличие в системе оn-оjJ-пе­

ремежаемости. Распределение длин ламинарных участков вычислялось в отдельном 

машинном эксперименте с постоянным значением сигнала (R(t) = 1) и телеграфным 
шумом. Ламинарные участки распознавались в реализации выходного сигнала по кри­

терию х < Xthr = О.lхо. ПЛотность вероятности рассчитанных таким образом дли­

тельностей приведена на рис. 8. Закон (26) действительно выполняется для l > Т, т. е. 
оn~оjJ-перемежаемость сушествует и в системе с цветным шумом. 
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Рис. 5. Резонансные кривые /(,) для значений n;ериода. входного сигнала Т = 8192 (1) и 
т = 819 (2); д = 0.2, л = -0.05, А = 10-11 

Рис. 6. Резонансные кривые 1(,) для значений параметра И = 1 (1) и И = 10-10 (2); т = 8192, 
остальные параметры те же, что для рис. 5 . 

10 
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Рис. 7 Рис. 8 

Рис. 7. Зависимость времени достижения системой порога Х = 10so при И = 10-100 от обратно­
го времени корреляции телеграфного шума. Aмnлигуда постоянного входного сигнала AR(t) = 
. 10-11, Д = 0.2, л = -0.05 

Рис. 8. ПЛотность вероятности длин ламинарных участков для системы с телеграфным шумом, 

, = 0.025, д = 0.2 и с постоянным входным сигналом AR(t) = 10-11; л = -0.05, И = 1. По­
рог ламинарности Xthr = О.lхо 
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5. ВЫВОДЫ 

Индуцированная шумом сверхчувствительность к слабым сигналам, характерная 

для систем с оn-оff-перемежаемостью, представляет собой достаточно универсальное 

явление. Оказалось, что она способна возникать под действием не только белого, но и 
коррелированноro (цветного) шума, как телеграфного, так и гауссова. Мы обнаружили, 

что коэффициент усиления сверхслабоro периодического сигнала в системе с цветным 

мультипликативным шумом зависит резонансным образом не только от амплитуды, но 

и от времени корреляции шума. 

Работа поддержана Российским <рОНДОМ фундаментальных исследований (грант 

99-02-17545), Государственной программой «Физика квантовых и волновых процессов» 
(подпрограмма «Статистическая физика», проект VIII-З), а также Государственной про­
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