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f . 
Рассмотрено криrическое поведение эффективной проводимости сильно нелиней-

ной двухфазной среды с конечным оnюшением проводимости фаз. Найдены криrиче

ские индексы выше и ниже порога протекания и на самом пороге протекания, установ

лены критериИ npименимости перколяционно-подобного описания. На пороге протека

ния найдены условия линеаризации среды в целом. Исследована гомогенизация системы 

вблизи криrических полей. 

PACS: 05.40.+j; 84.20.Рс 

1. ВВЕДЕНИЕ . 

Физика нелинейных композитов вблизи порога протекания постоянно привлекает 

большое внимание (см., например, материалы ETOPIM [1]). Особая роль нелинейности 
в сильно неоднородных средах связана с тем, что в таких средах распределение полей 

и токов также сильно неоднородно, что приводит к отклонению от закона Ома. 

Условно типы нелинейности можно разделить на два - слабую и сильную. В пер

вом случае, при слабых полях и токах, вольт-амперная характеристика (ВАХ) фазы со 

слабой нелинейностью близка к линейному закону Ома: j = о"оЕ + xIEI2E, где j -
плотность тока, Е - напряженность поля, 0"0 - «обычная» омическая проводимость, 

Х - константа, характеризующая отклонение от линейности, и предполагается, что 

xlEI2 ~ 0"0. Изучению эффективных свойств двухфазных композитов вблизи порога 
протекания при слабой нелинейности фаз посвяшено большое число работ (см., на

пример, списки литературы в обзоре [2] и в [3]). 
В отличие от ВАХ среды со слабой нелинейностью, ВАХ среды с сильной нели

нейностью и при как угодно малых полях не является близкой к линейной: 

(1) 

для простоты мы оставим в (1) за коэффициентом, характеризуюuщм свойства среды, 
то же обозначение 0", что и для «обычной» проводимости, однако только при fЗ = 1 
этот коэффициент, который далее будем называть проводимостью, переходит в обыч~ 

ную омическую проводимость. 
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При изучении эффективных свойств случайно-неоднородных сред в первую очередь 

необходимо: 1) найти ВАХ среды в целом, 2) определить зависимость параметров ВАХ 
от концентрации фаз. 

Далее мы будем рассматривать стандартную перколяционную задачу: среда состоит 

из двух фаз, сильно различающихся по своим свойствам, в нашем случае ~ по прово

димости, причем концентрация Р хорошо проводящей фазы (условно будем называть 

ее «черной.) близка к порогу протекания Ре, т = (Р - Рс)/Ре « 1. 
\ 

Впервые эффективные свойства перколяционных сред с законом (1) были изучены 
в [4]. Выше порога протекания (р > Ре) был рассмотрен случай, когда вторая фаза явля
ется изOJiятором, т. е. проводимость осуществляется только по «черной. фазе. При этом 

средний по объему ток, как оказалось, связан со средней по объему напряженностью 

поля (Е) следующим образом: 

(2) 

Таким образом, поскольку все конечные. сопротивления среды имеют одинаковые 

ВАХ (1), то, естественно, и в целом {:реда имеет ВАХ, характеризующуюся тем же 
параметром (З (2). Критический индекс t(P), характеризующий изменение тока (при 
постоянном поле) при приближении к порогу протекания, согласно [4] равен t({З) = 
= (d - 2 - {з)v + (1 + {ЗКR, где v - критический индекс корреляционной длины, d
размерность задачи, а (R для всех d близко' к единице. 

В [5,6] показано, что (Rпрактически не зависит от {З и, согласно NLВ-модели 
(nodes-links-blobs model) [7], (R = 1. В моделях перколяционной структуры [&,9] при
нято (R = а1 = t - v(d - 2), где t - критический индекс проводимости выше порога 

протекания в линейном случае. На основе этих моделей было получено аналитическое 
выражение t({З) = t + [t - v(d - 1)]{З (10), которое хорошо согласуется с численными и 
модельными представлениями [4-6]. 

В [11] был рассмотрен противоположный случай - первая фаза (<<черные. сопро
тивления) является идеальным проводником, падением напряжения на котором можно 

пренебречь. Среда при этом находится ниже порога протекания и все падение напря

жения приходится на вторую фазу (<<белые. сопротивления) с ВАХ типа (1). В этом 
случае вместо (2) имеет место зависимость 

(3) 

где согласно [11] q({З) == (а - (d- 2- {З)v, где (а - величина, характеризующая так на

зываемые связи плохо проводящей фазы (SDCB, single disconnected bounds, см. [11-13]). 
Если принять (а = а2 = q+ v(d- 2) [8,9,11,13], то для q({З) получаем q({З) = q+ v{З [10], 
где q - критический индекс проводимости ниже порога протекания в линейном слу

чае. Одновременный учет двух фаз (0-1 =f 00, 0-2 =f О) проведен в [10], где в частности 
показано, что на пороге протекания (в области размазки) 

( ) 
1/[Щ3)+q(.8») 

{j} = 0-1(!3) 0-~(.8) I (Е) 1!3 (Е). (4) 

Скейлинroвые выражения для двухфазной среды обсуждаются в [14], где также при
ведены результаты численного моделирования. Существует также много работ, посвя

щенных анализу сильно нелинейных сред различными вариантами методов эффектив

ной среды (см., например, [15-19]), нелинейным фрaк'I'альным сеткам сопротивлений 
(например, [5,20]), методам разложения в ряд (seriesexpansi<;>n) (например, [6,21]). 
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во всех перечисленных выше работах бьmо принято, что либо обе фазы имеют оди

наковыеБАХ, т. е. что /31 = /32, либо одна из фаз является идеальным проводником 
(0"1 = 00) или изоля;rором (0"2 = О). Ясно, однако, что для нелинейных двухфазных 

сред с конечными отношениями фаз равенство показателей /31 = /32 возможно как ис
ключительный случай. Так, например, для среды, состоящей из смеси нелинейной и 

линейной фаз, /31 =1 О, /32 = О. Ниже будет рассмотрен общий случай, когда /31 =1 /32, т. е. 
когда обе фазы являются сильно нелинейными, но с различными БАХ. Б частности это 

может означать, что одна из фаз сильно нелинеЙная. а вторая - линейная с конечной 

проводимостью. 

Б разд. 2 рассмотрен для перколяционной области специальный случай нелиней
ности фаз, позволяющий, с одноЙ стороны, ввести основные понятия - критическое 
локальное поле, ограничения на средние поля, область размазки, а с другой стороны, -
избежать громоздких выражений. Б разд. 3 рассмотрен двумерный случай с «взаимной» 
нелинейностью фаз (см. (34», для которого методом Дыхне можно получить точное ре
шение на пороге протеКания. Изучен как континуальный, так и сеточный варианты 
задачи. Б разд. 4 проведено обобщение перколяционноro подхода на d-мерный слу
чай и произвольную нелинейность фаз. Б разд. 5 рассмотрены случаи полей близких к 
локальным критическим, когда можно применить метод самосогласованного поля (ти

па Бруггемана-Ландауэра), и полей много больше критических, когда можно опять 

вернуться к перколяционному подходу. 

2. СПЕЦИАЛЬНЫЙ СЛУЧАЙ ТРЕХМЕРНОЙ ДВУХФАЗНОЙ НFЛИНЕЙНОЙ СРЕДЫ 

для начала, чтобы избежать громоздких выражений, рассмотрим следующий част

ный случай с «противоположными» нелинейными характеристиками фаз (рис. 1): 

Е = РIЩ2j, j = 0"1IEI-2/3E, 

j = 0"21E12E, Е = P2~1-2/3j, 

-1/3 -1/3 Ф 
где 0"1 = РI ,Р2 = 0"2 - константы, характеризующие проводимость аз. 

(5) 

(6) 

для определения эффективных с~йств среды воспользуемся второй ступенью ие

рархической модели перколяционной структуры (см., например, [9,22-25]), которая как 
выше, так и ниже Ре учитывает протекание по обеим фазам (рис. 2). 

Сопротивления мостика и прослойки (как выше, так и ниже порога протекания 
они одинаковы) можно записать в виде БАХ: 

(7) 

где U1,2 - падение напряжения на мостике и прослойке, J1,2 - токи, ао - минималь
ный размер в системе (размер «единичного» сопротивления). Б (7) учтено, что токи 
через единичные сопротивления в мостике одинаковы и равны полному току через мо

стик и падения напряжения на сопротивлениях прослойкиодинаковы и равны полному 

падению на прослойке; 

N 1 = 171-0:', N2 = 17\-0:'. 
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2 

Рис. 1 Рис. 2 

Рис. 1. Вольт-амперная характеристика первой (1) и второй .(2) фаз 

Рис. 2. Иерархическая модель перколяционной структуры: 1 - мостик - совокупность Nl 
.. единично соединенных связей,. из хорошо npoводящей ( .. черной.) фазы (SCB, single connected 
bounds), N 1 = 171-0<', гдещ = (R = t-v(d-2); 2-прослойка-совокупностьN2 параллельных 
связей из плохо проводящей ( .. белой.) фазы (SDCB, single disconnected bounds), N 2 = 171-"", 

щ = (а = q + v(d - 2) 

Выше порога протекания основной ток проходит в данном случае по главному эле
менту перколяционной струюуры - мостику. Прослойка дает поправку, которую мож

но найти, учитывая, что в данном случае И1 = И2 = И{, J1 + J2 = J{ (рис. 2), где И{ -
падение напряжения на размерах корреляционной длины ~, J{ - ток через поперечное 

сечение порядка'е: 

J{ = (а50'1) 1/3 и1 /3 (1 + 0'2 N2N:/3 И8/3) Р > Ре. (9) 
N 1 { 0'1 8/3 { , 

ао 

Аналогично находим поправку к проводимости системы ниже порога протекания, ко

торую дает мостик: 

U = (~) 1/3 J1/3 [1 + (0'2N2) 1/3 Nl J8/3] 
{ 0'2N2 { ао a50'I { , Р < Ре· (10) 

Необходимо отметить, что (9) и (10) имеют место только при выполнении опреде
ленных ограничений. Сильная неоднородность означает, что локальная проводимостъ 

«черной» фазы много больше проводимости «белой», в нашем случае это возможно, 

только когда локальные поля Е/ое И токи j/oe много меньше своих критических значе
ний Ее и je, определяемых пересечением локальных ВАХ (рис. 1): 

(11) 

где из (5) и (6) 

(12) 
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Максимальная локальная напряженность электрического поля в перколяцио~ной 

структуре име~т место там, rдe элементы «черной» фазы разделены самым тонким сло

ем «белой» Фа!зы, т. е. на прослойке, Етах = U2/ ао, а наибольший локальный ток - на 
мостике, jmax = J1 /аб (аб - сечение мостика). Переходя к средним по объему полям и 
токам I (Е) I = U~ / ~ и I (j) I = J~ / ~ и учитывая, что практически все падение напряжения 
U~ на объеме среды с характерным размером ~ приходится на падение напряжения на 

прослойке, т. е. что U~ ~ U2, И что практически весь ток, проходящий через корреля

ционный объем J~, сосредоточивается в мостике, J~ ~ J1, для Етах и jmax получаем 

(13) 

Используя (13) и (12), ограничения (11) можно переписать в виде 

(14) 

Заметим, что чем система ближе к Ре, тем r меньше и тем более жестки ограниче
ния (14). 

Кроме ограничений, связанных с сильной неоднородностью двухфазной среды (14), 
сушествуют еще ограничения, связанные непосредственно с перколяционной структу

рой. Согласно иерархической модели, выше порога прОтекания главным элементом 
корреляционного объема является мостик, а прослойка дает поправки в первом при

ближении: Q1 » Q2, rдe Qi - диссипация энергии в мостике и прослоЙке. Так как 
U1 = U2 при Р > Ре (рис. 2), это условие принимает вид 

(15) 

что с помощью (7) можно записать в виде 

. \ 

Р> Ре· (16) 

Согласно иерархической модели, а1 = t - v(d - 2), а2 = q + v(d - 2), поэтому показателъ 
степени r в трехмерном случае (d = 3) равен (3q-t+4v)j3. Заметим, что выражение (16) 
есть не что иное как требование малости по сравнению с единицей второго слагаемого 
в скобках в (9). 

Аналогичное ограничение сушествует и для Р < Ре, в этом случае главным элемен
том является прослойка и условие Q2 » Q1 с учетом J1 = j2 (рис. 2) дает 

(17) 

что с помощью (7) можно записать в виде 

Р <Ре, (18) 

где в трехмерном сЛучае (3а1 + (2)/8 = (3t + q - 2v)j8. Это ограничение означает, что 
второе слагаемое в (10) много меньше единицы. 

Переходя к средним по объему плотности тока I (j) I = J~ / е и напряженности поля 
I(E)I = U~/{, а также учитывя,' что { = aolrl-V , из (9) и (10) получаем 
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где 

(j) = О"lrt/(Е)/I/З /~~~I [1 + :~ r-<РI(Е)/8fЗ] , Р> Ре, 

(j) = 0"2r-ЧI(Е)!З /~~~' [1-3 (:~ Irl-~I(E}18/3) 3], Р < Ре, 

_ - _ 8v + аl + 3а2 
I{)=t+q=-----

3 

(19) 

(20) 

(21) 

Переходя от аl и а2 к t, q и V, для рассматриваемого трехмерного случая (d = 3) полу
чаем 

- 4v+t 
t=--
. 3' 

_ t + 3q + 10v 
ij = 211 + q, 1{) = ----=,~-

3 
(22) 

Подставляя сюда v = 0.88, t = 2.0, q = 0.73 [7], находим численные значения для 
критических индексов: i = 1.84, ij = 2.49, Ф = 4.33. 

Ограничения (16) и (18) можно переписать через средние по объему поля и токи, 
они сразу же следуют из требования малости вторых слагаемых в (19) и (20): 

'(Е)I «(0"1/0"2)3/8r(t+Зq+lОV)/8, Р> Ре, 

'Ш' «(O"r/0"2)1/8r (3t+q+14V)/8, Р < Ре. 
(23) 

(24) 

На первый взгляд условия для Р > Ре и Р < Ре различны, однако если, например, в 
условии (24) заменить 'Ш' на '(Е)' (из (20) 10)1 ~ 0"2Irl-Ч I(Е)13 ), то это условие перейдет 
в условие (23). Таким образом, на самом деле требования малости вторых слагаемых 

_ в (19) и (20) приводят к одному условию, которое может быть записано в различном 
виде через среднее поле (23) или средний ток (24). Наряду с условием 'т' « 1, эти 
условия означают, что система находится в критической области, но вне области раз

мазки [26] (аналога области размытия фазового перехода в теории фазовых переходов 
второго рода [27]). 

При дальнейшем уменьшении r условия (23), (24) нарушаются, это происходит при 
'тl ~ .1, где .1- величина области размазки. Ее значение можно определить, либо счи
тая, что вторые слагаемые в (19) и (20) становятся приблизительно равными единице, 
либо считая равными друг другу слагаемые в (19) и (20) (так же поступают в линейном 
случае): 

(25) 

Во всех этих случаях для .1 получаем 

( ) 
3/(t+3q+IOv) 

.1 = :~ I(E}18/(t+3q+lOV). (26). 

Так как в критической области 'т' « 1, ТО, конечно, необходимо выполнение условия 
.1 « 1. Из (26) сразу же следует 

,(Е), « (0"1/0"2)3/8, 
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и так как ITlv < 1, ясно, что если выполняется (14), то условие (27) заведомо имеет 
место. 

Таким образом, область применимости иерархической модели в задаче с сильной 

нелинейностью ограничена условиями (14) и (23), (24) .. 
Подставляя в (19) или (20) вместо т выражения (26) для д, с точностью до первого 

слагаемого полУчаем ВАХ системы в области размазки: 

( ) 1/(t+3q+lOv) (Е) 
а) = (7~(q+2v) (7~+4v 1 (Е) 1(3t+q+14v)/(t+3q+lOV) I (Е) 1 . (28) 

Подстановка численных значений критических индексов дает (3t+q+ 14У) / (t+ 3q+ 1 Оу) ::::: 
::::: 1.47. Таким образом,в области размазки крутизна ВАХ имеет промежуточное зна
чение между соответствующими значениями выше и ниже Ре. 

3. ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ДВУХФАЗНОЙ ЗАДАЧИ 

Полученные выражения для ВАХ выше, ниже и в области размазки несложно пе

реписать для двумерного случая: 

а} = (7 T(a1+2V)/31(E}1 1/3 (Е) = (7 T(t+2V)/31(E}11/3 (Е) 
1 ,(Е), - 1 I(E}I' 

. (29) 

а) = (7 t-(а,+2V.)I(Е}1 3 (Е) = (7 Itl-(q+2V)I(Е)13 (Е) 
2 ,(Е), - 2 I(E}I' Р < Ре· (30) 

для простоты мы ограничились первым слагаемым, и теперь, конечно, критические 

индексы отцосятся к двумерному случаю: t = q = 1.33, v = 4/3 [7]. 
для области размазки из (29) и (30) следует 

( ) 
8/(a1+3a,+8v) ( ) 3/4(t+2v) 

д = :~ 1 (Е) 1 8/(а 1 +3a,+8v) == :~ I (Е) 12/(t+2v). (31) 

Удивительно, что ВАХ такой двумерной системы с нелинейными характеристиками 

фаз (5) и (6) в области размазки является )IинеЙноЙ. Действительно, подставляя (31) 
в (29) или (30), сразу же получаем . 

(32) 

Условие применимости соотношения (32) то же, что для трехмерного случая - (27). 
Воспользовавшись методом, предложенным в работе [28], можно строго доказать, 

что на пороге протекания (р = Ре) система с локальными ВАХ (5) и (6) линейна. для 
этого рассмотрим двухфазную среду Дыхне [28}, фазы которой "аходятся в геометри
чески эквивалентном среднем положении - взаимная замена фаз не изменяет свойств 

среды в целом, в частности не изменяется ВАХ. Примером таких сред могут служить 

как случайно-неоднородная среда на пороге протекания (р = Ре), так и среда со «спе
циальным. расположением фаз, например шахматная доска, черные и белые квадраты 

которой соответствуют «черной. И «белой. фазам; Как показано в [28], эффективная 
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ПРОВОДИМОСТЪ такИх сред в линейном ~ не зависит от конкретной структуры. Со

гласно [28], при помощи преобразований 

j(r) = Л [пЁ(r)], E(r) = л- 1 [nj(r)] , (33) 

где n - единичный вектор, нормальный к двумерной среде, перейдем от основной среды 

, с локальными законами 

(34) 

к взаимной: 

(35) 

Здесь 01 И 01 - области расположения первой (<<черной.) фазы, а 02, 02 - второй 
(<<белой.) в основной и взаимной среде соответственно. 

Требования взаимности (<<белая. фаза в начальной среде переходит в «черную. С 

тильдой, а «черная. В начальной - в «белую. с тильдой) Фиксйруют значения Л: 

(36) 

При помощи усредненныхспреобразований у) = Л[п(Ё)], (Е) = л- 1 [пф] с Л из (36) 
перейдем от 'удельной по объему БАХ начальной среды, 

(37) 

к взаимной: 

(38) 

Так как начальная среда и среда с тиЛьдой имеют OД~HaKOBыe эффективные свойства, 
должно выполняться равенство 

(39) 

Запишем функциональное уравнение (39) в более удобных обозначениях х == 1 (Е) 12 , 
у = 1(j)12: 

(40) 

Теперь можно найти его разные решения, например, 

f(x,y) = х!у, f(x,y) = ЛеfЗ(А'х-у), .•• (41) 

Их подстановка в (37) приводит к линейному закону Ома (32). 
Полученный вывод - линеаризация двумерной двухфазной сильно нелинейной ло

кально среды на пороге протекания - справедлив и в сеточном варианте среды Дыхне 
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1] 

Рис. з. Сеточный вариант среды Дыхне (а). Связи, обозначенные сплошны

ми линиями - сопротимения начальной среды, nyнктцрными - взаимной. 

Каждой связи соответствует сопротимение согласно закону (5) или (6). При 
этом соnpoтимения одного типа в исходной сетке пересекаются с сопроти

мениями другого типа во взаимной сетке и наоборот. Если взаимная сетка 

совпадает с исходной, то она ямяется самодуальноЙ. Белый и черный пря

моyroльники - два сопротимения, соответствующие друг другу в самодуаль-

ной сетке. На рис. б - часть сетки, изображенной на рис. а 

1 2 

..... J~ ~_ .. _ 

Рис. 4. Самодуальные сетки 2 х 2 и 3 х 3: 1 - сопротимения с ВАХ u = Тl i 3 , обозначе
ны черными прямоyroльниками, 2 - сопротимения с ВАХ i = g2U3, 3 -сопротимение 
Тз = Л = (Tl/g2)1/4. В линейном случае обе сетки дают результат Дыхне [28], в рассматри
ваемом случае численный расчет дает линейную ВАХ I = ~y между контактами А и В 

(см. рис. 3 и подписи к нему). Сеточный аналог преобразования (33) может быть за
писан так (рис. 3): 

(42) 

где io:/3, i,б - токи В связях а(З и 'УЬ начальной и взаимной сред, а ио:/3 и и,б - падение 
напряжения на этих связях. 

При наличии указанной симметрии (подпись к рис. 3) сопротимение сетки опре
деляется однозначно и не зависит от размера сетки. На рис. 4 приведены два примера 
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с~тки, обладающей указанной симметрией. При этом, каков бы ни был размер сетки, 

найдется хотя бы одно сопротивление, которое должно переходить в себя - сопротивле

ние 3 на рис. 4. Напомним, что в средах Дыхне всегда присyrствуют места (точки, если 
реЧь идет о континуальной задаче,И сопротивления, если - о сеточноЩ, в которых 

сходятся обе фазы. В «шахматной. реализации среды --..., это углы квадратов. Подроб
ные исследования поведения плотности тока и напряженности поля вблизи этих углов 

проведены в [29,30]. 
для численной проверки соотноше)lия (32) бьmи выбраны три сетки - минималь

ная и следующие за ней (рис. 4). ЧиСленный счет с большой точностью показывает 
линейность всей среды, Т.е. дает линейную БАХ между контактами А и В (рис. 4). 
Заметим, что, так как цепи, состоящие из нелинейных резисторов, имеющих строго 

монотонно возрастающие ВАХ, 'могут находиться не более чем в одном режиме [31], 
полученные решения уравнений Кирхгофа для изображенных на рис. 4 сеток единствен
ные. 

Все вышеизложенное имеет место и для более общей (но, конечно, специальной) 

ВАХ фаз: 

(43) 

Более того, можно показать, что связь между средним полем и током в двумерной 

среде будет линейной и (j) = А(Е), если ВАХ фаз удовлетворяют следующей симме
трии: ВАХ одной фазы можно получить зеркальным отражением ВАХ другой относи

тельно наклонной прямой UI = AIEI при соответствующем масштабе осей. При этом 
накладывается условие: обе ВАХ являются однозначными монотонно возрастающими 

функциями, а расположение фаз геометрически эквивалентно. 

4. ОБОБЩЕНИЕ НА CJIУЧАЙ ПРОИЗВОЛЬНОЙ СИЛЬНОЙ НFЛИНЕЙНОcrи 

Рассмотрим теперь d-мерный случай, когда локальные ВАХ в первой и второй фазах 

соответственно имеют вид 

Е = P1U1'"Y-1j, j = O"IIEI(1-'"Y)/'"YE, 

j = 0"2IEI,b-1Е, Е = Р2UI(1-,в)/,вj, 
(44) 

(45) 

где Рl = 1/0"{, Р2 = 1/0"~/,в. Здесь,/, и,8 - параметры, задающие сильную нелинеЙность. 
В частности, ПРИ,/, = 1/,8 и 0"2/0"1 "f О приходим К ранее рассмотренному случаю 

[10], когда обе фазы имеют одинаковые БАХ. Вычисления проводятся аналогично вы
числениям в разд. 2, поэтому приведем сразу конечный результат; 

Выше _ и ниже порога протекания 

- (j) = 0"Iril(E)11/'"Y '~:~I [1 + :: -т-<р '(Е) ,,в-l/'"У ], Р > Ре, (46) 

(j) = 0"2r-<iI(Е)I,в (Е) [1 _ (0"2 Ir l -<РI(Е)I,в-l/'"У) '"У] , Р < Ре, 
I(Е) I 0"1 

(47) 

где критические индексы проводимости i и ij имеют вид 
i = а:l - V + v,/,(d - 1) = t + v(d - 1)(,/, - 1) 

'/' "У' 
(48) 
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ij = а2 + v{З - v(d - 1) = q + v({З - 1) (49) 

и так называемый скейлинговый критический индекс (jJ равен 

(jJ = i + ij = аl + ,а2 + v({3, - 1) =t +,q + v [(, - 1)(d - 1) + ,({3 - 1)] . (50) , , 
Заметим, что второе слагаемое в квадратных скобках в (46) совпадает с выражением 
в круглых скобках в (47), что означает наличие единого скейлингового индекса. Из 
этого, в частности, следует единая для задачи область размазки 6, величина которой 
определяется из условия того, что второе слагаемое в (46) или (47) по порядку величины 
приближается. к единице: 

1/ -
6 = (:: I (Е) IP-I/'Y) ч' (51) 

Подстановка (51) в у) = UITtl(E)II/'Y(E)/I(E)1 или у) :::; U2t-ql(Е)IР(~)/I(Е)1 дает ВАХ 
в области размазки: 

(52) 

Чтобы не загромождать изложение, Критерии применимости перколяционного подхода 

для общего случая (они аналогичны критериям для спtщиальногослучая (11), (14), (16), 
(18) ... ) даны в Приложении. 

Orметим, что линеаризация системы в двумерном случае на пороге протекания (32) 
скорее исключение, чем правило, и имеет место для специa.лl!НО подобранных локаль

ных законов типа (5), (6) или (43). В пространстве параметров (" {3) область линеа
ризации системы как в двумерном, так и в трехмерном случаях одномерна. BJ:Iд этой 

области легко получить, приравнивая единице показатель у (Е) в (52) (см. рис. 5). 
В отличие от линейного случая теперь область размазки (51) зависит от приложен

ного к образцу поля, поэтому при изменении поля (Е) возможен переход системы из 

одной области в другую, например, от (46) или (47) к (52). При э;гом переходе изменя
ется вид ВАХ. Заметим, что даже если одна из фаз линейна, например , = 1, ВАХ в 
области размазки не совпадает ЩI с одной из ~AX составляющих среду фаз. 

0.4 

Рис. 5. Область значений 1 и {З, при ко
торых вольт-амперная характеристика всей 

среды в области размазки в трехмерном 

случае становится линейной. В двумерном 

случае эта область - прямая 1 = {З 
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. S. ЗА ПРЦFЛAМИ OIШACl'.EЙ Е < Ее, j < je 

Все вышеизложенное имеет место· ЩЦI ВыпOJiнении ограничений (см .. Приложение), т. е. при полях и токах малых по сравнению с Ее и je соответственно. Рассмотрим, 
как ведет себя система вблизи 1 {Е} 1 = Ее. .. 

Леl'КО показать, что в самой точке I(Е}! - Ее система становится ощ,:ородной. для 
того что§ы убедится в этом, рассмотрим сеточный вариант задачи. для определенно
сти будем считать, что контакты на обраэце- размерами ~ х ~ х ! расположены слева 
направо и на них задано падение напряжения и(. Зададим на каждом СОПРOТИШIении, расположенном ВДОЛЬ контактов, напряженИя ие (ие = Ееао), тогда все сопРOТИШIения, 
по которым протекает ток, становятся одинаковыми. На каждом таком элементе сре
ды напряженность поля равна Ее, средняя напряженность поля 1 (Е) 1 также равна Ее. 
Такое распределение полей при любоjt концентрации р «черной. фазы удовлетворяет 
граничным условиям. Так как решение задачи (режим работы среды) при монотонных 
ВАХ единственно [31], то предложеннОе распределение ~олей (Е = {Е}, I{E}I = Ее) и 
есть истинное распределение. 

В контиауал:ьном варианте среды локальные законы (44) и (45) в фазах в точке 
1 (Е}! =; Ее одинаковы: 

E(r) = Eeko, J(r) = jcko, (53) 
где ko - направление {Е}, не зависящее от координат. эти поля и токи (53), таким 
образом, удовлетворяют уравнениям (divj = О, rotE = О) и граничным условиям на 
границе раздела.фаз (Ет11 = ET I2, J71ll = j7112), а ПОСКОЛЬКУ решение единственно, то (53) 
и есть решение задачи в точке I{E}I = Ее. 

Вблизи I{E}I = Ее среда является слабо неоднородной и для определения эффеК
тивных характеристик можно воспользоваться приближением эффективных средних. 
Эrо приближение было использовано. для описания проводимостИ В системе с 

j(r) = XaIEIQE, j(r) = иьЕ (54) 
в работе [16]. В наших обозначениях а+ 1 -+ ,,(, {3 -+ 1, Ха -+ иl, иь -+ и2. Согласно [16] О} = ие({Е}){Е}, где . 

ие = ~(1-2P) (U2-Ul{IЕР-l}l) -~J(l-2p)2 (U2-Ul{IЕI'У-1}1)2 +4u2Ul{IEI'Y-1}1. (55) 
В (55) { .. '}l означает усреднение по первой фазе, р - концентрация нелинейной 
(первой) фазы; предполагается, что для средних полей имеет место соотношение 
{lEP-1}1 R:$ ((IEI2}1)('Y-l)/2 И что среднее поле (IEI2}1 можно определить из условий са
мосогласования: 

12 ЖЭТФ, N.!4(lO) 

{IEI2}1 = Е:(1 + е)2. 
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I 

Тогда в первом порядке малости по с; получим 

(58) 

Подстановка (57) и (58) в (55) дает зависимость эффективной проводимости вблизи Ее 

от концентрации: 

_ .. ( , - 1 I (Е) I - Ее ) 
(1е - (12 1 - 2 (1 _ р)(, _ 1) _ 2 Р Ее . (59) 

Конечно, Щdражение (59) справедливо при малом по сравнению с единицей втором 

слагаемом в скобках, что кроме требования близости поля I{E}I 
к Ее (т. е. (I(E}I- Ее)/ Ее ~ 1) налагает условия на значения, и р. Так, например, 

при , = 2 зависимость (1 е от концентрации справедлива для любого значения р, а п
ри 

'у = 4 - только при р далеких от значения 0.5. 

Рассмотрим теперь поведение системы при IEI »Ее . Будем считать верным сле

дующее утверждение: при увеличении среднего поля I (Е) I локальные поля могут только 
увеличиваться. Это означает, что при I(E}I ~ Ее элементыI «черной» И «белой» фаЗ, на 
кОторых падает основное напряжение и через которые про

ходит 6сновной ток, меня

I9Тся местами. Таким образом, мы имеем ту же перколяц
ионную структуру, что и при 

I(E}I ~ Ее, но только теперь мостики состоят из «белой», а прослойки из «черной» фаз 
и в (46), (47), (51) и (52) надо провести замену (11 - (12 И Р -4 1 - р. 

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

в задаче об эффективной проводимости в двухфазной сил
ьно нелинейной среде 

с конечным отношением фаз сушествует три области полей.
 В первой и третьей из 

них (1 - IEI ~ Ее и 111 - IEI ~ Ее) возможен перколяционно-подобный подход, в 
определенном смысле среда является сильно нео.цнородноЙ

. Во второй, промежуточ

ной, области (11 -IEI ~ Ее) среда слабо неоднородна и возможно применение методов 
самосогласованного поля. В самой точке IEI = Ее система становится гомогенной и 

эффективная проводимость определяется точно. Эта гомоге
низация, как нам представ

ляется, должна приводить к резкому уменьшению 1/ f-шума, который, являясь вторым 

моментом джоулевого тепловыделения, тем больше, чем бо
льше неоднородность. 

Мы благодарны Р. М. Hui за присылку оттисков статей и А. М. Сатанину за обсу

ждение затронутых вопросов. Работа частично поддержана М
еждународной научно-об~ 

разовательной программой (проекты QSU082187 и PSU082057). 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Ограничения на выражения (46), (47), вызванные требованием того, чтобы главным 

элементом перколяционной структуры выше порога про
текания был мостик, а ниже 

порога протекания - прослойка, аналогичные формулам (23) и (24), будут иметь вид 

( 
(З _ .. ) 1/«(З-1/,у) 

1{j}1 « ~~ т(Зt+ij/'У 1', 
(12 'У 

(П.l) 
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(
0"1 _) 1/(f3-1/-r) 

I(E)I« -Т'" . 
tТ2 

(П.2) 

Также, как (46) и (47), эти. выражения перехcwrrдруг в друга при замене l(j}! на I(E)I или I(Е}! на 1(1)1.' . 
Ограничения, которые HaкJIaдывaIO'l'CВ на (46) и (47) требованием малости локаль

ных полей и токов по сравнению с iфИ1'И'leCкиМ:и значеНИЯМИ;е И Ее, можно записать в виде условий для средних полей и токов: . 

(П.З) 

( )
1/(f3-1/-r) .. 

I(E)I« ~ .' ITIII • (ПА) 

эти условия аналогичны ограничениям (14), при этом (П.З) следует из ограничения 
на маJCСИМальную локальную плотность тока. в мостике, а (П.4) ....:. из ограничения на 
максимальное локальное поле в npocлоЙке. :Q такой форме (П.З) и (П.4)применимы как выше, так и ниже порога протекания. Однако (П.З) можно переписать как условие. для среднего пол.q, а (П.4) - как ограничение на среднюю плотность тока: 

( ) 
1/(f3-1/-r) 

I(E)I« 0'1 t--r[i-lI(d-l)), . Р> Ре, 
0'2 ' 

(П.5) 

( ) 
1/(f3-1/-r) '. 

I(E}!« 0'1' IтjЩ{3)[q,+II(d-1)), Р < Ре, 
0'2 . 

(П.б) 

( ) 
1/(р-l/>у) 

1(1)1« ~-r . t i+II/-r, Р>Ре, 
0'2 . . , 

(П.7) 

( (3) 1/(f3-1/-r) 

10)1 «. ~~-r ITI-q+f3I1
, .. Р < Ре· (П.8) 

В области размазки из требования малости величины А аналогично неравенству (27) 
имеем 

( ) 
1/(f3+l/-r) 

.I(E)I« 0'1. • 
0"2 

(П.9) 

Пере писывая (П.9) с использованием средней плотности тока,С помощью (52) получим 

( 
0'13 ) 1/(f3+1/-r) 

1 (1) 1 « 1~-r 
0'2 

(П.IО) 

Условия; которые накладываются на (52) в области размазки требованием малости 
локальных полей и токов по сравнению, с критическими (аналогичные (П.З)-(П.8», в 
выражении через средние поля и токи совпадают с (П.9) и (П.I0). 
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