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Предложена МОдедЬ для проверки и развития основных идей, лежащих в основе эр

годической гипотезы. МодедЬ описывает динамику спиновой подсистемы, образованной 

примесными ядрами со спином 1 и с малым g-фактором в кристалле, в сильном посто
янном внешнем магнитном поле и в условиях, когда спиновая /;истема ядер кристалла 

изолирована от прочих стеПеней свободы. Аддитивным интегралом движения является 

проекция суммарного спина подсистемы на внешнее поле. Основное внимание уделе

но случаю 1 = 1/2. Покаэано, что эргодическая гипотеза выполнена, если в начальном 
состоянии радиус корреляции конечен, и что эргодическая гипотеза нарушается, если на

чальное состоянне остро лок\lЛизовано или имеет глобальную корреляцию. Выявлена. не

эргодичность сnиновой подсистемы 8Li_6Li, служащей удобным объектом для экспери
ментальных исследований по спиновой динамике. Получена оценка для временн перехода 

от остролокализованного возмущения канонического распределения к квазиравновесному 

состоянию. 

PACS: 05.70.Ln, 05.30.Ch, 05.40.а, 05.45.-а, 76.20.+ц, -76.60.-k 

1. ВВЕДЕНИЕ 

@1999 

Под эргодической rипотезой обычно понимается следующее утверждение: среднее 

по большому интервалу времени от любой наблюдаемой величины равно ее среднему 

по какому-либо из распределений Гиббса: 

t 

lim ~ J dTf(T) = (Ла. 
t-+oo t 

(1) 

о 

Эта гипотеза явЛяется одним из важнейших элементов современной статистической фи

зики. Зародившись при основании равновесной теории, она впоследствии перешла в 

физическую кинетику через представление о локально равновесных ансамблях [1]. 
Одно из важнейших применений эргодической rипотезы сщ:тоит в том, что при 

выводе кинетических уравнений обычно либо прямо требуют, чтобы их равновесные 

решения согласовывались с распределением Гиббса [2], либо вводят C~ЬHыe rипотезы 
о расцеплении многочастичных корреляций, приводящие к выполнению этого свой

ства [1,3-6]. 
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Стандартный вывод распределения Гиббса [7] основан на предположении о ква
зинезависимости макроскопических подсистем большой системы. Литература, посвя

щенная попыткам прямого доказательства эргодической гипотезы, необозрима и зача

стую весьма сложна. Более тридцати лет сосуществуют противоположные точки зре

ния как на степень доказанности этой гипотезы (см., например, [8-13]), так и на саму 
возможность построения теории необратимых процессов на базе чистой (квантовой) 

механики в рамках известж.vc взаимодействий [13; 14]. Терминологические барьеры, 
\ 

разделяющие здесь физику и математику, чрезвычайно высоки. Поэтому полезно най-

ти простой и содержательный физический процесс для проверки и развития хотя бы 

некоторых центрадьных идей эргодиче.СКОЙ теории. 

С этой целью в данной работе рассмотрена динамика примесных ядерных спинов 

в случае, когда внешнее постоянное магнитное поле существенно больше, чем локаль

ные поля, создаваемые спинами друг на друге, общая спиновая система ядер матрицы 

и примеси изолирована от прочих взаимодействий в кристалле, магнитные моменты 

ядер примеси меньше, а расстояния .между ними больше, чем у матрицы. При выпол

нении этих условий можно пренебречь влиянием примеси на эволюцию спинов матри

цы и флуктуации локальных полей, наводимых спинами матрицы на спинах примеси, 

происходят быстрее, чем развиваются процессы в примесной подсиетеме. В качестве 
реалистического примера здесь может служить спиновая система ядер 107 Ag (примесь, 
спин 1 ~ 1/2) и 19р (матрица) в кристаллеAgРпри обогащенииего ИЗОТОПQМ 109Лg (есте
ственное содержание изотопов 107 Ag И 109 Ag примерно одинаково, а взаимодействием 
спинов 109 Ag И 107 Ag можно пренебречь). Совершенно аналогично в качестве примеси 
в AgF могут быть выбраны ядра 109 Лg. Другой пример (для которого основные идеали:' 

зации, обсуждаемыIe ниже, выполнены несколько хуже) - спиновая подсистема ядер 
8Li_6Li в LiP [15]. Можно считать, что в этой системе изначально есть только одно по
ляризованное ядро - 8Li (1 = 2), и с течением времени его поляризация размешивается 
среди окружающих ядер 6Li (1= 1) вследствие практического совпадения g-факторов 
8Li и 6Li, причем наблюдаемой величиной служит поляризация ,в-активного ядра 8Li. 
Эта система удобна для экспериментального исследования'МНОГИХ важных процессов 

сп:иновой динамики и статистической физики, поскольку в ней вследствие присутствия 

,в-активных ядер возможно наблюдение локальных характеристик процессов в проти

вовес стандартным методам ЯМР, где все 'измеряемые величины по сущестиу глобаль

ны [15]. 
Анализ данной модели представляется своевременным, потому что он дает нагляд

ное представление о свойствах «нормы., В то время как в ряде работ найдены указа

ния на «аномалии» (на неэргодичность [16-18] и на недиФФузионнуюдлинновременную 
асимптотику [19]) в поведении некоторых ld- и 2d-спиновых моделей. 

Orметим, что польза спиновых систем для трактовки равновесной статистической 

физики была прекрасно продемонстрирована Киттелем в монографии [20]. Возможно, 
что рассмотренная здесь модель выполнит аналогичную роль в физической кинетике. 

Работа организована следующим Qбразом. В разд. 2 сформулирована основная мо
дель, выведено точное уравнение типа master equation для диагональной части матрицы 
плотности Р D, на его основе для случая слабого взаимодействия внутри подсистемы 

получено более простое уравнение марковского типа для Р D И определена связь недиа

гональной части Р N С Р D· В разд. 3 показано, что марковекое уравнение распадается на 
независимые уравнения, описывающие эволюцию т-частичных корреляций. Стацио

нарные решения этих уравнений и их соответствие с каноническим распределением 
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Гиббса проаНaJIИзированы в разд. 4. В разд. 5 доказано, что стационарные решения 
точного master equation и марковского уравнения совпадают при любом конечном со
отношении между величинами взаимодействия внутри подсистемы и взаимодействия 

с термостатом. В разд. 6 эти результаты распространены на случай точного секулярно
го диполь-дипольноro взаимодействия. В разд. 7 выявлена неэргодичность эволюции 
в системе 8 Li-6Li. Иной и совершенно общий взгляд на роль начальных условий в 
точной квантовостатистической эволюции в связи сэргодической проблемой изложен 
в разд. 8. В разд. 9 рассмотрены некоторые общие свойства эволюции недиагональной 
части матрицы плотности, а в разд. 10 получена оценка для вреtdени «термализации», 
по истеч~нии которого подсистема, стартуя с состояния, содержащеro остро локализо

ванное возМущение канонического распределения, приближается к квазиравновесному 

состоянию. для полноты и замкнутости изложения в разд. 12 кратко рассмотрен вопрос 
об обращении эволюции как для изучаемой модели, так и для представляемых ею ре

альных спиновых систем, а в Приложении приведен вывод секулярного гамильтониана 

диполь-дипольного взаимодействия, управляющего рассмотренными процессами. 

2. ~ОРМУЛИРОВКА МОДF.ЛИ И ВЫВОД КИНЕТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 

Если спиновая система помещена в сильное постоянное магнитное 'поле, направ

ленное по оси Z, то подсистема примесных спинов Ik, k = 1, ... , N, не замкнута, и ее 
энергия (складывающаяся из зеемановской и дипольной) не сохраняется,. Однако под

система имеет дРугой аддитивный интеграл движения - z-компоненту полного спино

воro момента: ' 

(2) 

Поэтому можно ожидать, что в типичных условиях, когда дипольная температура и теп

лоемкость термостата (спинов матрицьi) бесконечны, подсистема конечного, но доста

точно большоro объема, стартуя с любого физически реализуемого распределения, с 
течением времени придет в равновесие, описываемое каноническим распределением 

(3) 

Здесь, как обычно, ф и { определяются из условий Tr р = 1 и Tr Izp = (Iz). 
Соответственно, при этом квантовостатистическое среднее f(t) = Tr(f p(t» с ростом 

времени t стремится к стационарному значению (Ла = Tr(fpa), что ведет к выполне
нию соотношения (1). Взаимодействие с термостатом порождает фазовую релаксацию, 
и именно поэтому матрица плотности для образца конечного объема (при «правильном» 

выборе начальных условий, см. ниже) с ростом времени стремится к распределению 

Гиббса (3). В этом пункте эволюция рассматриваемой системы существенно отличает
ся от поведения изолированных конечных объектов, в которых (согласно классической 

теореме возврата Пуанкаре и ее квантовомеханического аналога, см., например, [6,13]) 
начальное состояние многократно и с любой точностью воспроизводится с течением 
времени., ' 

для описания эволюции в нашей системе можно применить теорию, развитую в 

работе [21]. 
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Математическая модель, лежащая в ее основе, исп?лъзует гамилътониан 

H=Ho+H1, Но = L U)j(t)l} , 
j 

(4) 

где 1; = 1j+i1j, 1j- = (1;)+, ajik = аоrбr;~(1-3соs2'!9jk), ан = О. Здесьrjk = rj-rk
вектор, соединяющий спины j и k, а -ajk - угол между rjk и внешним постоянным 
полем, направленным вдоль оси Z. для определенности в трактовке дальнодействующей 
части взаимодействия (если распределение примесей трехмерно) будем предполагать, 
что образец имеет форму шара и поэтому макроскопическое поле от ядер равно нулю. 
Главное модельное предположение состоит в том, что локальное поле U)j(t), создаваемое 
спинами термостата на j-OM спине примеси, является б-коррелированным нормальным 
стационарным случайным процессом, т. е. 

(5) 

U(t, to, [0:]) = ( ехр (i t j dTO::j (T)U)j (т») ) = ехр [-t j ~ 0:; (т) ] 
з=1 to n з-I t. . 

Здесь ( .. . }n - усреднение по распределению локальных поЛей (шуму), а O:j(t) -доста
точно произвольная действительная функция. 06суждение путей и результатов 060б
щения, этих формул для учета более реалистических (гладких по времени и скоррели
рованных в пространстве) флуктуаций локальных полей содержится в работах [15,21]. 

Из б-коррелированности процесса следует, что 

U(t, to, [0:]) = U(t, tl, [o:])U(tl, to, [0:]), (6) 

если t 2:: tl 2:: to· 
Переведем уравнение движения для матрицы плотности p(t) 

в интегральную форму 

Здесь ро = p(t = О), а супероператоры Lo, L1, и V действуют, как обычно, в пространстве 
Лиувилля, векторами которого являются операторы гильбертова пространства кванто
вой механики. 

Операторы 1} коммутируют друг с другом, поэтому из (5) и (6) следует, что 

( N) _ It-rl (V(t, Т)}n - ехр --т-L: Sj , 
2 j-l ' 

Sj! == [1}, [1}, Л], (8) 
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где f - произвольный оператор, а t 2:: Т 2:: to. Усредним (7) по флуктуациям локальных 

полей вnpeдположении того, что Ро от них не завис
ит, и учтем, что в силу последнего 

из соотНошений (8) 

(9) 

в справедливости этого равенства можно убедиться, наприм
ер, подставляя вместо Р(Т) 

итерационное решение уравнения (7). Таким образом, 

t 

(p(t»)n = (V(t, О»)nРо - i J dT(V(t, T»)n L \ (Р(Т»),n, 
о 

ИЛИ, В дифференциальной форме, 

1 N 
R=-"'S, 

Т L.J 3' 
2 j=\ 

t 2:: о. (10) 

Пусть проектор 1г выделяет из всякого оператора его диа
гональную часть, а PD = 

= 1г (Р) n, прич.tt: Р D диагональна в представлении собственных векторов операторов 1} и 

их произведений. Стандартные преобразования [22] приводят к замкнутому уравнению 

для PD: 

гдeiГ=l-1Г, 

ЛРD = Ро - М(Л)РD, М(л) = 1ГL\iГ 1 _ iГL\1Г, 
Л + R + iL\ 

00 

L\ = iГL\iГ, РD(Л) = J dtPD(t)exp(-лt) 
о 

(11) 

- лаплас-образ для PD(t). Здесь учтено, что iГpo = о, 1ГR = R1Г = о, 1ГL\1Г = о. в 

общепринятом представлении для спиновых матриц [2] оператор Р D И супероперато

ры L\ и R действительны. Поэтому при действительных л супероператор М(л) 
тоже 

действителен, т. е. 

М(л) = Re (1ГL\iГ 1 _ iГL\1Г) . 
л + R + iL\ 

Соответственно, при всех л 

М(л) = 1ГL\iГ 1_ \ _ iГL\1Г. 
Л + R + L 1 >.+RL\ 

(12) 

Последнее соотношение получено на основе следующего преобр
азования резольвенты: 

1 

л + R+ iЛ 
1 1 

(1 + iЛGо)(л + R) = ао 1 + iЛGо = 

= ао 1 + (~ao)2 (1 - iЛGо) = л + R ~ лGол (1 - iЛGо) , 
1402 
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где ао = (л + R)-1 . 
\ 

В главном порядке по L~ 

М( ') - L - 1 - L _. 1 L2 л -7r 1 7r л + R7r 17r - л+2т2-17r 17r, 

где учтено, что оператор LI7rP является собственным вектором супероператора R. С 
этой точностью PD при t ~ Т2 удовлетворяет более простому уравнению [21]: 

PD = -" ~ L Wjk [1; 1;, [1; 1;, PD]] = -,..4PD, (13) 
jk 

где Wj'lk = a~kT2 =Wkj = уо(1- ЗСOS11jk)2тUТ~k' Wkk = О. 
Анализ матричных элементов М(л) (в базисе операторных произведений, введен

ном ниже), отброшенных при переходе от (12) к (13), показывает, что они малы, если 
фазовая релаксация происходит быстрее, чем перенос по примесным спинам, т. е. при 
€ '" Е; WjkT2 <€::: 1 [21]. 

Непосредственно из уравнения (10) следует, что в главном порядке по € и при t > Т2 
недИaroнальная часть матрицы плотности 

(1 За) 

3. ВЫДЕЛЕНИЕ ИНВАРИАНТНЫХ ПОДПРОСГРАНcrВ 

Примем, ЧТО все Ik = 1/2; Назовем операторным произведением ранга т оператор 

где штрих указывает, что все 3Q различны. Совокупность всех независимых оператор
ных произведений (например, только тех, у которых 31 < ... < 3т) образует полный 
ортоroнальный базис в подпространстве дИагональных матриц плотности. 

Совокупность операторных произведений фиксированного ранга т образует т-ное инвариантное подпространство оператора ..4, поскОльку 
m 

Астиl,'" ,3т) = I: I: Wj;j,(Cm(jl,", ,3т) - стиl"" ,3mlj/ -+ jд). (14) 
ji~ [т[ /=1 

Здесь [т] есть совокупность номеров jl,,,, ,3т, а стиl,,,, ,jmlj/ -+ ji) ec;rъ опера
торное произведение стиl",; ,jm), в котором спин с номером j, заменен на ji. 

Orметим, что при расчете 

Асиl,' .. ,3т) = ~ I: Wkl[l; 1/-, [1; 1/+, сиl" .. ~3т)]] 
k/ 

достаточно рассмотреть ситуации, когда только один из индексов k или 1 принадле
жит группе jl/ ... ,jm, после чего прямой расчет коммутаторов приводит к соотноше
нию (14). ДеЙствительно, если в ЭТУ группу попадают и k, и 1, то соответствующий . вклад равен нулю, поскольку It1i = (1t. + Iп2/2 - 1/4 и [1;//-, It. + In = О. 
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Ко~ициенты кти1, ... ,jm, t) в разложении 

удовлетворяют . уравнению 

кти1"" jjm, t) = -Аткти1, ... !j"" t) = 

m , 

- - L L Wjij/(Km(j1, ... ,jm, t) - кти1"" ,jm, tljl -+ ji», (16) 

ji~ [m]/=l 

которое непосредственно следует из (14) и (15). 

При т = 1 уравнение (16) совпадает с известным уравнением случайных блужда

ний: 

К1и) = - L wji(K\(j) - К\(т. 
i('7'j) 

(17) 

Orметим, что если примесные спины образуют правильнуюd
-мерную подрешет

КУ, то длинновременная асимптотика решения уравнения (17) будет диффузионной при 

любом ц. Сравнение с сушествующими точно решаемыМи одномерными [23] и много

мерными [24] моделями, а также результаты численного моделирования при d = 3 [25] 

дают веские основания для аналогичного утверждениЯ и
 при случайном распределе

нии примесеЙ. Длинновременная асимптотика решений ура
внений (16) изучена зна

чительно меньше. Естественно ожидать, что она также ди
ффуЗионная в dт-мерном 

прОСТранстве. 

4. ЭРГОДИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ КИНЕТИЧЕСКОГО }j»А
ВНЕНИЯ 

'Вернемся к эргодической гипотезе. Единственное стационарное состо
яние уравне

ния (14) соответствует равномерному размешиванию начального условия на все Nm = 
= N!/(т!(N - т)!) независимых операторных произведений ранга т. Действи

тельно, 

после умНожения уравнения (16) на кти1, ... ,j;", t) и после стандартных преобразо

ваний получается, что 

m 

-- L L LWj;jI(Km(j1, ... ,jm,t)-Кm(j1, ... ,jm,tljl-+jд)2. 
j,< ... <j". ji!t[m] 1=1 

1404 



ЖЭТФ, 1999, 116, выn. 4(10) Эргодическая rneopeмa . .. 

Orсюда с:ледует, что если ктиl, ... ,jm, t) с разными j<> различны, то это состояние не 
стационарно. Если же они одинаковы, то состояние стационарно, что очевидно из (16). 

Поэтому 

При представлении гиббсова состояния (3) в форме (15) получается 

1 N .. 1 { 
Ра = Trl П (1 + ZIP1j), Р = -2th 2, 

j=1 

K~иl"" ,jm) = tr(Cm (jl, ... ,jm)PG) = рт . 

Таким образом, нам остается ср~нитъ Qm и K~. 
Пусть начальное состояние имеет вид 

(18) 

(3а) 

(19) 

т. е. вначале поляризован только один спин и, соответственно, все Km(t = О) = О, 
т > 1. Тогда матрица плотности лЮбой большой, но конечной ~ИС'{еМЫ при t --* 00 

примет форму 

p(t --* 00) = Рl = (1 + pz\I .. ) /Tr 1, р = Pl/N, (20) 

поскольку начальная поляризация равномерно размещается на всех спинах. Очевидно, 

что это распределение не совпадает с гиббсовым (3), (3а). Важно, что состояния (19) . 
ОСуШествляются в реальных экспериментах [15], и ниже будет показано, что эволюция, 

. например, в системе 8Li_6Li в кристаллах типа LiF также не эрroдична в той ее час:ги, 
которая доступна измерению. 

Orметим, что начальное состояние (19) может рассматриваться ~aк модель началь
ного состояния в теории корреляционных функций, поскольку среднее (IJ(t)) пропор
ционально односпиновой корреляционной функции: 

(lj(t)) = Tr(lj p(t» = P~ZI Tr(Ij(t)If)/ Tr 1. 

Пусть начальное состояние имеет так называемую локально равновесную форму 

( 
N ) 1 N 1 {. 

p(t=O)=exp ф-'L{j!J =ТгlП(1+Z1р~Ij), P~=-2th~, 
з=1 j=1 

(21) 

идеально соответствуюшУЮ представлению о квазинезависимости подсистем, при этом 

m 

Кти\,··· ,jm, t = О) = ПР~а' 
<>=1 

Распределение Гиббса (3), (3а), очевидно, является частным случаем СОQтноше

ния (21) при {з = { и P~ = Р, при этом ктиl, ... ,jm) = рт . 
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Состояние (21) является аналогом известного начального условия, которое тради

ционно используется в теории кинетических уравнений [3,1,5}. 

Предположим, что 

- l~o N° 
р= N~Pj'" . 

Тогда из формул (18) следует, что состоянию (21) соответствуют 

и вообще, если р '" NO, то 

Km(jl"" ,jm, t -4 00) = рт + О«m - l)/N). . ' 

(21а) 

(22) 

(23) 

в итоге получается распределение, которое с точностью до вел
ичин", O«m-l)/N) 

на первых топераторных произведениях неотличимо от гиб
бсовского, то есть в данном 

случае эволюция является эргодической. Отметим, что хотя
 начальное состояние (19) 

является частным случаем формулы (21), выводы об ЭРГОДWlности поведения оказались 

противоположными, поскольку условие р '" N° в случае (19) не выполнено. 

Подчеркнем, что формально распределение (20) можно представить в форме 

Рl = Раl(1 + 0(1/N2» , Раl = еХР(Фl - PI ZII z) , 

а соотношениям (21а)-(23) соответствует 

Р2 = рш(1 + O(1/N», Ра2 = еХР(Ф2 - P2 Z 1I z) , 

где Рl 1/N, а Р2 '" N°, и' при такой записи Рl выглядит гораздо более близким к 

гиббсову распределению, чем Р2. Наш же вывод был против
оположен, и он основан на 

том, что относительное отклонение Кт, где т 2:: 2, вычисленного с распределением 

Ра2, от точного значения (23) имеет порядок 1/N, тогда как для распределения Раl 

аналогичное отклонение не мало. 

Начальное распределение (21) принадлежит к числу простейших, в которых состо

яния разных спинов не скоррелированы. Если начальные со
стояния скоррелированы в 

конечном объеме радиуса R e , содержащем N e спинов, например K 2(i,j, t = О) =J p~ p~, 

но K 2(i, j, t = О) -4 Р? P~ при Re/rij -4 О, причем 

Q2= ~ '2:K2(i,j,t=O)=p2+O (~), p"'NO, 
2 i<j 

(24) 

и воо?ще, 

(25) 

то система снова эргодична в.главном порядке по тNe/N. Н
о если корреляции гло

бальны, т. е. при N -4 00 

(26) 

то эргодичность нарушается. 

1406 



ЖЭТФ, 1999, 116, SЪIЛ. 4(10) ЭргодU'lескоя теорема . .. 

. S. ВЫХОД ЗА РАМКИ ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ. 
СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ СВОЙСТВ ТОЧНОГО ОПЕРАТОРА IIAМЯТИ 

Наш анализ опирался на уравнение (13), полученное в рамках разложения опера
тора памяти М по f '" Lj WjkT2 <:: 1. Поэтому он не строг формально математически 
для отыскания асимптотики t -+ 00. 

~более последовательного анализа рассмотрим спектр супероператора М(л) из (12). Представим его как . 

(27) 

. При действительных неотрицательных л эрмитов супероператор М1 (л) неотрицаreлен, поскольку для любого Ф . 

(28) 

где скалярное произведение в пространстве Лиувилля определено. l(aК обычно, соотно
шением 

а IJL) -,собственный вектор для Я, причем RIJL) = R/LIJL) и я!' ;:::" ljT2' Собственные 
векторы R можно выбрать в форме 

11. , 

IJL) = стиl"" ,jm) П I! .... , n ~ 1. (29) 
а-l 

Здесь, как и в исходном определении для стиl,." ,jm), все номера сnинев jl, ... ,jm 
И 11, ... ,111. различны. Индексы в';' принимают значения «+. и «-., нумеруя ортогоналыiые к внешнему полю компонеН'1'Ы спиновых операторов. Собственные значения 
Я!' = njT2 зависЯт только от элемента n из мультииндекса JL. Наименьшее собственное значение эрмитова супероператора МО = Мl + R не меньше чем ljT2, поскольку Мl 
неотрицателен. 

Стационарные решения точного кинетического уравнения 

t 

PD = - J drM(r)pD(t - Т) 
о 

(30) 

совпадают с собственными векторами эрмитова супероператора М(л) (и M(t», отвечающими нулевым собственным значениям. "Для поисКа таких векторов рассмотрим 
произвольный диагональный элемент. 

v 

где 7rf= J, а Iv) и Mov - собственные векторы и собственные значения для Мо . Это 
выражение может обращаться в нуль при л ;::: ~, только если (vIL1IЛ = О, что в силу 
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полноты набора Iv) мечет условие L\IЛ = О. Разложим IЛ по базису СтИ\,··· ,jm): 

IЛ = L: L: fm(j\, ... ,jm)Cm(j\, ... ,jm) 
m j,< ... <jm 

и учтем, что! 

L\Ik = ~ L: aik(I7 1k - г;: 1;). 
i 

Таким образом, получаем уравнение 

L\lл=~L: L: L: "tajij,(Ij.1;;-1j:1j,)Х 
m З'< ... <Зт jirt [т] 1=\ 

Х СтИ\,··. ,jml]д(fm(j\, ... ,jm) - fm(j\, ... ,jmljz -+ ji» = О, (31) 

где 

m 

СтИ\, .. · ,jml]/) = п' Ч., 
a=\(a7'l) 

в итоге, с учетом полноты базиса операторных произведени
й (29), приходим к пе

реоnpeделенной системе уравнений 

с единственным нетривиальным решением fm(j\, ... ,jm) = fm, не содержащим зави

симости от координат спинов. Очевидно, что эти решени
я совпадают с полученными 

выше решениями (18). 

Всякий оператор От = Е СтИ\,.·. ,jm) может быть представлен как поли
З,< .. ·<Зт 

НОМ от 1z степени т, и обратно, любая степень (Iz)m может быть разложена по опера-

торным произведениям ранга k ~ т как 

m 

г; = ао + L: аnОn . 
n=l 

Поэтому все стационарные решения PDS описываются общей формулой 

(33) 

где Р(х) -достаточно произвольная функция, ограниченна
я лишь условиями неотри;" 

цательности, эрмитовости и нормировки 
PDS. 

В этом выводе (также как и при обсуждении в разд. 4 вопроса о единственности 

стационарного решенИя уравнений (16» существенно, что взаимодействие aij - даль

нодеЙствующее. Если взаимодействие исчезает вне некото
рого радиуса r с, ТО возможно 

появление изолированных кластеров, которые нел
ьзя соединить ненулевым взаимодей

ствием с окружающими спинами. Среди этих кластеров мож
но выделить минимальные. 

Классификация стационарных решений fm(j\, ... ,jm) может проводитьсяпо номерам 
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минимальных кластеров, среди которых распределены спины j 1, ..• , jm, причем важны 
не сами номера спинов, а только факт их принадлежности (или не принадлежности) 
к определенным минимальным кластерам. Вышеприведенное решени~ для дальнодей
ствующих aij соответствует случаю, когда МИI{ИМальный кластер один - вся система. 

Покажем, что для комплексных л = лI + iЛ2 все особенности резольвенты G(л) = = [л + М(л)]-I 1Г расположены при лI :5 О, причем особенности при лI = О соответ
ствуют л = О. 

для этого рассмотрим вспомогательную резольвенту 

Z(л) = 1 А = ZI + iZ2, 
Л + а + ib 

(34) 

Здесь использованы соотношения (12а). Пусть операторы а и Ь эрмитовы И а неотри
цателен. Операторный коэффициент Z2 (KaJ( и ZI) эрмитов, что легко проверить на основе соотношений типа с(1 + dc)-I == (1 + Cd)-IC. Ясно, что все особенности Z(Л) 
лежат при лI :5 О. 

Из соотношений (12) и (34) следует, что 

(35) 

(36) 

(37) 

Из представления (36) на основе такого же анализа, какой бьm проведен выше при вы
воде соотношения (33), очевидно, что все собственные векторы с нулевыми собственными значениями оператора М(I) описываются формулой (33) и являются нулевыми собственными векторами и для М(2). Поэтому ИЗ (37) следует, что особенности, которые 
могут существовать у G(л) при лl = О соответствуют и Л2 = О. Все особенности расположены симметрично относиТельно действительной оси, обеспечивая действительность 
PD(t). 
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При таком положении особенностей, в силу обычных свойств преобразования Ла

пласа, с течением времени решения точного кинетического уравнения (30) приближа
ются к стационарным значениям (18) при любом начальном условии Pv(t = О), причем 
предельные значения Pv(t -+ 00) могут как совпадать, так и не совпадать с гиббсовыми 
в точном соответствии с анализом, проведенным выше :в разд. 4. 

При обсуждении данной работы В. И. Оселедец отметил, что к формуле (33) можно 
было бы прийти и другим путем, отправляясь от уравнения (10) ·и применив теорему 
Эванса [26; 27, п. 2.4], гласящую, что алгебра инвариантных элементов лиувиллиана !Z', 
определенного соотношением 

n 

!z' Р = [h, Р] - i L (V;VkP + PV;Vk - V;2pvk) , 
k=1 

где h + = h, есть коммутант наименьшей самосопряженной подалгебры, содержащей h 
и все Vk. 

6. ОБОБЩЕНИЕ ДЛЯ ТОЧНОГО СЕКУЛЯРНОГО ГАМИЛЬТОНИАНА 
МЕЖПРИМЕСНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 

Естественно, что при конечных t решения уравнений (13) и (30) различаются в меру 
малости Е. Такие же по порядку величины поправки должны возникать и при учете так 

называемых z - z-членов дипольного гамильтониана 

Н2 = - LajkIJlk, 
jk 

(38) 

которые опущены в (4), но несомненно присутствуют в реальной спиновой динами
ке [2,21] (см. также Приложение). для доказательства того, что z - z-члены не влияют 

на эргодические свойства рассматриваемой системы, достаточно заметить, что при за

мене Н1 -+ Н1 + Н2 и, соответственно, Ll -+ L = L1 + L2 В формуле (27) изменится 
только М1 , поскольку 7ГL2 = L27Г = О. После этого весь спектральный анализ и выводы 
предыдущего раздела остаются в· силе. 

7. НЕЭРГОДИЧНОСТЬ ЭВОЛЮЦИИ В СПИНОВОЙ СИСТЕМЕ 8Li_6Li 

Как уже отмечалось выше, начальное состояние (19) реализуется в современных 
опытах. Например, в типичных ,в-ямР экспериментах [15] в образце LiF с No '" 1023 
узлов Li одновременно содержится NI ~ 108 ,в-активных ядер 8Li, инициирующих про
цесс, и N = cNo '" 3 . 10-2No примесных ядер 6Li, по которым происходит перенос, 
причем экспериментально процесс можно отследить только до тех пор, пока начальная 

полярцзация одного ядра 8Li размешивается по N v ~ 104 спинам 6Li. То есть вся на-
. блюдаемая часть процесса протекает так, что зоны влияния ядер 8Li не перекрываются 
и можно использовать начальное условие (19), причем индекс РI соответствует 8Li, а 
Pjil - 6Li. Тот ф!,\кт, что этот процесс а) не эргодичен и б) не может быть аппрокси
мирован квазиравновесным распределением (21), непосредственно следует, например, 
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уже из того, что все средние 

(39) 

при четном m = 2n. Удовлетворить этому свойству в рамках квазигиббсовых распреде
лений (21) невозможно. Равенство (39) является прямым следствием инвариантности 
полного секулярного гамильтониана спин-спиновых взаимодействий (примесь + мат
рица) в сильном постоянном внешнем поле к вращениям на 7г j30КPyr оси х или у. 
Естественно, что (39) выплнецоo и в рассмотренной выше модели (4), (5), (38) при 
произnoльном значении спинов Ik. 

8. ЕЩЕ РАЗ О РОЛИ НАЧАЛЬНОГО СОСГОЯНИЯ 

Orметим также иной взгляд на некоторые из полученных результатов. Канониче
ское распределение 

(40) 

задается средними значениями К аддитивных интегралов движения Jk = Tr(JkPo) и 
условием нормировки Tr РО = 1. Одновременно имеют вполне определенные средние значения операторы дисперсии Di21 = !J.}k!J.}/, где !J.}k = }k - Jk, а с ними и все опера-

u А (3) _ А (2) А А (4) _ А (2) А (2) торы дисперсии высших рангов, например DkI m - !J.Dkl!J.Jm , DkI тn - !J.DkI!J.Dmn и Т.д., причем все они - интегралы движенюi. Поэтому, если в начальном состоя
нии средние значения этих операторов таковы, что не соответствуют никакому канони
ческому распределению, они СуШественно ограничивают точность, с которой матрица 
плотности может бьrrь аппроксимирована квазигиббсовым или гиббсовым распределе
нием по мере роста t. Наличие глобальной корреляции означает, что по крайней мере 
какая-то одна из этих дисперсий имеет аномально большое по N значение. 

9. ЭВОЛЮЦИЯ НЕДИАГОНАЛЬНОЙ ЧАСГИ МАТРИЦЫ ПЛОТНОСГИ 

в общем случае, когда в начальном состоянии присутствуют недиагональные ком
поненты матрицы плотности, удобно следующее представление, которое является не
посредственным обобщением соотношения (11): 

G(л) = (л + R + iL)-l = G(л) + 7ГG(л)1i" + 1i"G(л)7Г + 1i"G(л)1i", 

G(л) = 7ГG(л)7Г = 7Г[л + м(л)]-l, 

7ГG(л)1i" = -G(л)iL1G(л), 
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(45) 

G(л) = 1i"[л + R + iLг\, (46) 

где. L = L\ + L2 И L = 1i" L1i". Из формул (34) и того факта, что все собственные значения 

оператора R в подпространстве недиагональных матриц плотности не меньше чем 1/Т2' 

очевидно, что все особенности G(л) расположены при л\ ~ -1/Т2 • 

Непосредственно из соотношений (41)-(46) следует, что сингулярности недиаго

нальной части матрицы плотности РN(Л) = 1i"р(л) = 1i"G(л)ро определяются особен

ностями как G(л), так и G(л), приче~ все вклады в затухание, более медленн
ые ч~м 

ехр( -t/T2), порождаются из G(л), а G(л) определяет только амплиту
ду этих членов. 

Представление (13а) иллюстрирует это общее положение в 
случае малого Е. 

В отличие от PD недиагональная часть PN(t --t 00) = о. Действительно, 

PN(t --t 00) = limЛРN(Л) при л --t +0, а из (44)-(46) следует, что последнее выраже

ние может .быть отлично от нуля только за счет сомножите
ля Нm лG(л), который, со

гласно анализу разд. 5, (вместе со всеми стоящими справа от него сомножителями) 

имеет форму F(Iz). Но этот сомножитель входит в (44) и (45) только как npоизведение 

L\F(Iz) == о. 
Важный класс экспериментально наблюдаемых величин, связа

нных с недиагональ

ными матрицами плотности, составляют такие, для котор
ых либо недиагональное на

чальное состояние, либо сам недиагональный оператор ин
вариантны к перестановке 

(перенумерации) спинов. Сразу оба эти свойства выполн
ены, например, для сигнала 

свободной индукции 

который можно записать в форме 

1 
r(t) = h Tr(I+p(t» 

при Ро = (1 +hI_)/ Tr 1, где h - некоторая константа. для данного класса наблюдаемых 

величин вклад слагаемых 1i"GJr и JrG1i" пропадает, а 1i"G1i" сводится к д. Поэтому они 

затухают со временем не медленнее чем ехр( -t/T2). 

Докажем это утверждение для случая, когда недиагональная наблюдаемая j ин
вариантна к перестановке спинов, а начальное состояние Ро произвольно. Вве

дем (супер)оператор 8 симметризации по перестановкам спинов. Лиувиллиан 

!z = L\ '7" iR, определяющий согласно (10) эволюцию p(t), инвариантен к перес'I"анов

кам, т. е. [8, 2'] = о. Поэтому 

(i!p(t» = (8 i!p(t» = (i!8Ip(t» = <Лд(t)8IРо), (47) 

и в Jt:ачестве начального состояния можно выбрать Ро = S Ро. Разделим ·ро на диагональ
ную POD = 7г Ро инедиагональную PON = 1i" Ро части. Учитывая соотношение (43) и то, 

что всякий диагональный оператор, инвариантный к пер
естановке спинов, представим 

как F(Iz), получаем, что матричный элемент (i!д(л)IРОD) = о поскольку L\F(Iz) = о. 

Совершенно аналогично (i!G(л)L\ {G(л)L\ G(л)IРОN)} = о. Здесь также { ... } есть не

которая функция от 1 z. 
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10. О ВРЕМЕНИ ПРИБЛИЖЕНИЯ К ЛОКАЛЪНО РАВНОВЕСНОМУ СОСТОЯНИЮ 

Локалъно равновесные состояния играюТ важную роль в физической кинетике, вы

ступая в качестве главного приближения к точному статистическому оператору по исте

чении некоторого времени «термализации. Tq (см., например, [1,5]). Естественно счи
тать, что в нашей модели скорость установления квазиравновесия (21) по порядку ве-

j личины совпадает с Wq '" ~ Wjk И слабо зависит ~T начального состояния. Однако· 
J 

время Tq зависит от начального состояния существенно. 

Ограничимся простейшим (но, по КРайней мере, в принципе реализуемым экспе

риментально) случаем, когда вначале из равновесия выведен один спин: 

_ 1 (1 + 3рУ 1Z) пN (1 + 3рО Р) 
- Тгl 11(11 + 1) 1 j=2 ' 1j (1j + 1) j . 

(48) 

Представим квазиравновесное состояние для любого момента времени t как 

где Pj(t) = К1и, t) определены уравнениями (17). Положим 

Pj(t) = рО + qj(t), qj(t = О) == 8j1 q? = 8j1 (p~ _ рО) 

и сравним значение 

с точным значением K 2(i, j, t), определенным уравнt:;нИЯми (16) с начальным условием 

(51) 

Из линейности уравнений (16) следует, что слагаемое qiqj в (50) является безусловно 
лишним. Остальные же слагаемые приблизительно совпадают с аналогичными членами 

в K 2(i, j, t). Поэтому время T q 'должно удовлетворять условию 

(52) 

при выполнении которого лишний (квадратичный по qk) член в (50) мал в .сравне
нии с линейными по qk членами, несущими всю существенную зависимость от вре
мени. Если q~ » рО , то неравенство (52) достигается на диффузионной стадии эволю
ции, когда ql(t) '" (Wt)-d/2q~. При случайном пространственном распределении при
месей и d == 3 в качестве W следует [15,21] использовать Ферстеровскую константу 
{з = (256/243}Л'3vо(nr5)2, где n - плотность примесей, а остальные параметры опреде
лены в формуле (13). Очевидно, что T q -+ 00 при рО -+ О, и в этом пределе система 
становится неэргодической в полном соответcrвии С результатами разд. 4. 
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OrметиМ: еще одно важное следствие уравнений (16), которое состоит в том, что раз

витие многоспиновых корреляций· сильно замедлено, если спины j1, ... ,jm образуют 

плотную группу. Действительно, внутригрупповые взаимоде
йствия в (16) отсутствуют, 

поэтому вся эволюция плотной группы определяется
 ее поверхностными взаимодей

ствиями, эффективность которых уменьшается с ростом 
т за счет уменьшения отно

шения числа спинов на поверхности группы к их числу в о
бъеме. 

11. эргодичноcrь И ОБРАТИМОcrъ ДВИЖЕНИЯ 

Спиновая динамика замечательна тем, что в ней достиrну
ты наиболее впечатля

ющие успехи в построении последовательной микрос
копической теории и в понима

нии на ее основе макропроцессов. Так, например, еще в 
1970 r. были найдены и реа

лизованы экспериментально основные принципы обращения эволю
ции (омодожения) 

ядерных спиновых систем [28,29]. Позднее в работе [30] была обращена сriиновая диф

фузия. Существенно, что ядерные спиновые системы явл
яются термодинамическими 

в том же смысле, в каком вообще термодинамика примени
ма к маrнетикам. В част

ности, в них обнаружены, в полном соответствии с равнов
есной теорией Гиббса, па

рамаrнитное, ферромаrнитное и антиферромаrнитное сост
ояния и фазовые переходы 

между ними [2]. 

Выш~ мы показали, что эволюция в нашей модельной сис
теме ведет к rиббсову 

равновесию для широкого класса естественных нач!UIЬНЫХ
 условий. Тем не менее, в со

ответствии с общими принципами гамильтоновой динами
ки, эта эволюция обратима, 

что может быть доказано экспериментально методами, под
обными использованным в 

[28-30]. Они основаны на создании условий, в которых эффективный гамилът
ониан со

впадает с исходным, умноженным на отрицательный числ
енный коэффициент. В rOMO

ядерных образцах это можно реализовать, прикладывая до
статочно сильное переменное 

внешнее поле с амплитудой "'-'1 и частотой w, близкой к зее~ановской "'-'z. Пусть эффек

тивное поле во вращающейся системе координат "'-'е!! = J "'-'! + А2 ~ "'-'! направлено под 

углом () == arctg("'-'I/ tl} к постоянному полю Ж = (О, О, Ж). Здесь А = w - "'-'z, а "'-'! - так 

называемая локальная частота, определенная стандартным о
бразом [2, 29], она характе

ризует среднеквадратичное значение спин -спиновых взаи
модействий. В этих условиях 

секулярная часть гомоядерных диполь-дипольных взаи
модействий H 8ec(Z) = Н1 + Н2 , 

.0предМенная соотношениями (П.4) (или (4) и (38», может быть секуляризована еще 

раз, что эффективно сводится к преобразованию 

'-
(53) 

Здесь Hsec{Z') отличается от Hsec(Z) заменой в операторах lj I k оси Z на ось z', ори

ентированную вдоль эффективного поля. Различие в нап
равлениях осей Z и z' легко 

компенсируется приложением импульсов пе
ременного поля, вращающих спиновую си

стему (но не решетку кристалла) как целое. В итоге ПР" cos2 () < 1/3 многочастичная 

эволюция под влиянием гамилътониана H~ec{z') цдет в направле
нии, противополож

ном эволюциисгамильтонианом Hsec{z) и, очевцдно, с меньшим темпом. В [28-30] 

использован cos(} = О. 
Примесная система вместе с термостатом содержит два сорта 

спинов - примеси 1 
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и термостата Р. Общий секулярный гамильтониан диполь-дипольных взаимодействий 

. (54) 

где первые два слагаемых определены, как. и в гомоядерных системах, формулой (П.4), 

а последнее - соотношением (П.5), оно описывает взаимодействие спинов 1 и F между 
собой. для обращения многочастичной эволюции здесь надо приложить два перемен

ныХ поля С частотами CJl = IJ.IIZ + дl И CJF = IJ.IFZ + др (близкими к резонансным 
частотам примеси IJ.IIZ и tepmoctata"-'FZ) с соответствующими амплитудами "-'11 и "-'lF 

И направляющими углами 81 И 8 р. Эффективный гамильтониан для описания эволю
ции при наличии взаимодействия (54) и указанных выше переменных полей выводится 
стандартными методами [29,31,32] и имеет ВИД 

н' (' ') = 3 cos2 81 - 1 н1 ( ') 3 cos2 8 F - 1 
аес z l' Z F 2 вес z 1 + 2 

+ COS81 COS8FH!!c(zj, Z~). (55) 

Очевидно, что обращение эволюции будет реализовано при 

3 COs2 81 - 1 _ 3со;'·8 F - 1 _ 1I 1I О 
2 -. 2 - COSUICO~UF < , (56) 

т.е. при 

/ 1 
cos2 81 = cos28F = 5' COS81 = - COs8F. (57) 

Данный метод обращения эволюции может быть реализован в любой ядерной спи

новой системе, содержащей два сорта спинов с существенно разными гиромагнитными 

отношениями. Отметим, что обращение ЭВОЛЮЦI1И в гетероядерных системах уже было 

реализовано экспериментально [33], но для несколько иного, чем (П.5), гамильтониана 
взаимодействия спинов разных сортов. 

Если оrpаничиться формальными рамками рассмотренной ранее модели, в кото

рой движение локальных полей моделируется нормальным случайным процессом, то 

обращение эволюции примесных спинов достигается при обращении знака спиново

го гамильтониана и одновременном обращении траекторий локальных полей. Точнее, 

пусть на интервале времени О ::; t ::; Т движение системы описывается гамильтонианом 
Н = нот + H 1 + н2 , и пусть при t > Т проводится обращение эволюции. Оно будет 
достигнуто, если эффективный гамильтониан при t > Т примет форму 

где 1>, > о - численный коэффициент (отметим, что в известных методах обращения 

спиновой эволюции обычно реализуется 1>, < 1, в соотношениях (55)-(57) 1>, = 1/5,' а 
в работе [33] 1>, = 1, но при этом замедлена скорость прямой эволюции). В частности, 
начальное состояние РО восстановится в момент t = (1), + I)Т /1>,. 

12. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Наш анализ показал, что одна и та же открытая система может иметь как эргодиче

ское, так и неэргодическое поведение в зависимости от начального условия. Поэтому 
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как точные кинетические уравнения типа master equation, так и их приближенные фор

мы MOryr иметь решения обоих типов, если часть из них не отсеяна 
в процессе вывода 

этих уравнений. 

В изученном выше примере эргодичность выполнена, ес
ли в начальном состоя

нии а) корреляции затухают достаточно быстро при росте ра
сстояния между частицами 

и б) величина аддитивного интеграла движения (Iz) '" N 1; эргодичность нарушается, 

если в начальном состоянии (Iz) '" NO, или если есть глобальные корреляции. Дан

ная классификация не является общей, но в целом получен
ные результаты позволяют 

определить конечное состояние для широкого класса н
ачальных условий. 

Огметим, ЧТО в рассмотренной системе эргодичность обе
спечивается фазовой ре

лаксай:ией, источником которой служит взаимодействие с те
рмостатом. Фазовая ре

лаксация может бьпь весьма эффективна даже если вызыв
ающее ее взаимодействие 

невелико, так как, в отличие от продольной релаксации (р
елаксации населенностей), 

она не требует существенных энергетических затрат. 

Еще раз подчеркнем, ЧТО из нашего анализа следует,ЧТО к
вазиравновесная матри

ца плотности (21) не будет хорошей аппроксимацией для истинной матрицы плотнос
ти 

PD(t), если начальное состояние близко к (19). Таким образом, теория корреляцион

ных функций и теория кинетических уравнений должны, 
вообще говоря, строиться на 

основе методов, способных учесть данное свойство. 
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общемосковского семинара «Проблемы магнитного резонанс
а» и сотрудников семинара 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

Связь модельиоro гамильтоннаиа (4) со стандартным днполь-днпольиым вэаимОJl,ействием 

Магнитное дипольное взаимодействие ядерных спинов 81 и 82, расположенных в 

точках rl и r2 и помещенных во внешнее поле fft = (О, О, fft) описывается гаМИЛЬТО

нианом [2] 

2 

Hz= -(Шl + Ш2)fft = - I>.lz j 8J, Hf2= ~12[SIS2 - З(SlrI2)(S2rI2)ri22], 
j=1 

(П.l) 

~дe Шj = gj{3nSj - магнитный момент, gj - g-фаК10Р, {3n - ядерный магнетон, В12 = 

= glg2{3;'/rI2, а UJZj = gj{3nfft. В достаточно сильном магнитном поле В12 '" gUJZj, где 

g «:: 1, и можно существенно упростить гамильтониан Hf2' для этого удобно перевести 

уравнение движения 

(П.2) 

в представление взаимодействия посредством унитарного преобразования V(t) = 

= exp(iHzt): 

рЩ = -i[Нf2(t), p(t)], 
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p(t) = V(t)p(t)V+(t), 

Учтем, что V(t)S1V+(t) = В1 exP(-it.Vzjt), V(t)S;V+(t) = в; exp(it.VZjt), V(t)SJVi:(t) = = SJ, и выразим декартовы компоненты операторов S'f из Ht2(t) через S1 = Sj + iSJ и 
в; = В} - iSJ. Теперь ясно, что оператор йt2(t) можно разделить на не зависящую от 
времени (секулярную) и быстро (в сравнение с В12) осциллирующую (несекулярную) 
части, причем, как обычно в теории быстро осциллирующих взаимодействий, влия
ние несекулярной части мало в сравнении с вкладом секулярного взаимодействия при B 12t'" 1 [2,29,31-34]. 

Если t.VZl = t.VZ2, то секулярная часть 

- 1 2 В12 = 2В12(1 - 3 cos 'l?12), 

что согласно формулам (4) и (38) с точностью до обозначений совпадает с двухспиновым 
взаимодействием, соответствующим гамилътониану Н1 + Н2 • 

Взаимодействию разных спинов с существенно разными частотами t.VZl =f t.VZ2 от
вечает 

Нвес - 2В- SZSZ 12 - 12 1 2' (П.5) 

Именно так описывается взаимодействие спинов примеси со спинами термостата. 
В общепринятом представлении для спиновых операторов [2] матрицы Sj и В} 

действительны, а sy - чисто мнимая, поэтому матрицы гамильтонианов (П.4) и (П.5) 
действительны. Очевидно, что операторы (П.4) и (П.5) инвариантны к вращению на 
угол 1г вокруг любой оси, ортогональной оси z. Это свойство использовано в разд. 7. 

В основном тексте взаимодействие (П.5) заменено на ,внешнее случайное поле, дей
ствующее на спины изучаемой подсистемы. Эта замена, известная также как модель 
Андерсона-Вейсса-Кубо, была введена более 40 лет назад именно для случая быстрых флуктуаций локальных полей на примесных спинах, который рассмотрен в данной ра
боте, и до сих пор не известно никаких ПРОТИВОПQКазаний для ее применения в этой 
области. Более того, в работе [15] -показано, что она дает хорошие результаты при экспе
риментальной проверке и в случае, когда скорость флуктуаций локальных полей срав
нима с 1/Т2 • 

Члены дипольного гамильтониана, отброшенные при переходе от (П.l) к (П.4) 
определяют многоспиновые и многоквантовые релаксационные процессы, которые в 
настоящее время достаточно хорошо изучены (см., например, [31,34,35]). Скорости 
этих процессов с ростом внешнего поля 7( убывают не медленнее чем 1/7(2, что поз
воляет пренебречь ими в широком диапазоне значений 7( и времени t. 
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